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1% Lista de Exercicios

1. Sejam u = (x1,22) e v = (y1,y2) pertencentes a R?.

(i) Verifique que a fungao f é um produto interno no R2.
flu,v) = 2191 — 221y — 23901 + 52y

(ii) Para que valores de k a fungdo f é um produto interno no R??
fu,v) = 2191 — 321Y2 — 33241 + K2y,

(iii) Para que valores de a,b,c,d € R a fun¢ao f é um produto interno em R??
f(u,v) = azyys + b1y + crays + dzays.

2. Sejam u = (r1,72) e v = (y1,y2) pertencentes a C?.
Para que valores de a,b,c,d € C a funcao f é um produto interno em C??

flu,v) = axyy; + bxr1ys + crayr + drays.

3. Verifique a lei do paralelogramo:

lu+0l” + flu = vl* = 2 Jul® + 21}l

4. Seja V' o espago vetorial das matrizes m x n sobre R. Mostre que (A, B) = tr(B'A)

define um produto interno em V.

5. Seja V' o espago vetorial dos polinomios sobre R. Mostre que (f,g) = fol f(t)g(t)dt

define um produto interno em V.
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10.

11.
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Encontre uma base do subespaco W do R? ortogonal a u; = (1,-2,3,4) e uy =

(3,—5,7,8).

Encontre uma base ortonormal para o subespago W € C3, gerado por u; = (1,4,1) e

us = (1414,0,2).

Seja V' o espago dos polinomios, sobre R, de grau < 2, com produto interno (f,g) =
1

Jo f)g(t)dt.

(i) Encontre uma base do subespago W ortogonal a h(t) = 2t + 1.

(ii) Aplique o processo de ortogonalizacao de Gram-Schmidt & base {1,¢,t?} para obter

uma base ortonormal {u;(t), us(t), us(t)} de V.

Encontre a projecao de v em w se:

(i)v=(1,-1,2) ew=(0,1,1) em R3;

- 1 2 0 -1
(i) v = ew = no espaco do problema 4.
1 -3 1 2
Suponhamos que {u1, - - - ,u,} ¢ uma base ortonormal para um subespago W de V. Seja

E .V — V a transformacao linear dada por
E() = (v,u1)ug + -+ + (v, up) u,.
Mostre que E é a projecao ortogonal de V' em V.

Seja {uq,- -+ ,u,} um subconjunto ortonormal de V. Mostre que, para qualquer v € V,
S [, u))? < Jlv))*. (Conhecida como a desigualdade de Bessel.)

Seja T : R? — R3 definido por T'(z,y, 2) = (x + 2y, 3z — 4z,y). Encontre T*(z,y, 2).
Mostre T*T" = 0 implica que T = 0.

Seja Vo espaco vetorial dos polinomios sobre R com produto interno definido por

(f,9) = folf(t)g(t)dt. Seja D o operador derivada, isto é, D(f) = df/dt. Mostre
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que nao existe um operador D* em V tal que (D(f),g) = (f, D*(g)) para quaisquer
f,g € V. Isto é, D nao tem adjunto.

Demonstre que o produto e inversas de matrizes ortogonais sdo ortogonais. (Desse
modo, as matrizes ortogonais formam um grupo multiplicativo chamado grupo ortog-

onal).

Demonstre que o produto e inversas de matrizes unitarias sao unitérias. (Desse modo,

as matrizes unitarias formam um grupo multiplicativo chamado grupo unitdrio).
Mostre que, se uma matriz ortogonal (unitaria) é triangular, entao ela é diagonal.

Seja W um subespaco de V. Para qualquer v € V, fagca v = w + w, onde w € W,
w e Wt. Seja T : V — V definida por T'(v) = w — w’. Mostre que T' é um operador

unitario auto-adjunto em V.

Seja V' um espago com produto interno e suponhamos que U : V' — V' (néo necessaria-
mente linear) é sobrejetora e preserva produtos internos, isto é, (U(v), U(w)) = (v, w)

para quaisquer v, w € V. Demonstre que U ¢ linear e, portanto, unitario.
Suponhamos que P ¢ positivo e unitario. Prove que P = I.

Diz-se que uma matriz n X n (real ou complexa) A = (a;;) é positiva, se A encarada
como um operador linear em K" for positiva. (Analogamente, se define uma matriz

definida positiva.) Demonstre que A é positiva (definida positiva) se, e somente se,

;5 = A5 €
n
Z aijwifj >0 <> 0)
ij=1
para quaisquer (z1,--- ,z,) em K".

Para qualquer operador 7', mostre que 7'+ T™ é auto-adjunto e T'— T™ é anti-adjunto.

Seja V' um espago complexo com produto interno. Suponhamos que (T'(v),v) é real

para qualquer v € V. Mostre que T é auto-adjunto.
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Suponhamos que S e T' sao auto-adjuntos. Mostre que ST é auto-adjunto se, e somente

se, S eT" comutam.

2 1

Verifique que A = é normal. Encontre uma matriz unitaria P tal que P*AP
1 2

seja diagonal e calcule P*AP.

Mostre que uma matriz triangular é normal se, e somente se, ela é diagonal.

Mostre que operadores operadores auto-adjuntos, anti-adjuntos e unitarios (ortogonais)

Sa0 normais.

Mostre que existe uma base ortonormal {uy,--- ,u,} de V consistindo em auto-vetores
de T' se, e somente se, existem projegoes ortogonais Ey,--- , F,. e escalares A\j,--- , A,
tais que

D) T=ME + -+ A,
() By + -+ B, = I

(iii) B;E; = 0, para i # j.



