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Prefácio. Desde o aparecimento da conjectura de Yamabe, muitos
matemáticos têm se dedicado a estudar Equações Diferenciais
Parciais modelados em variedades riemannianas compactas ou não
compactas. A nossa proposta é apresentar uma nota contendo
noções preliminares de Geometria Riemanniana e de Equações
Diferenciais Parciais para mergulharmos no mundo das EDP’s
geométricas.

Essa nota foi baseada: no livro bibĺıco, Geometria Riemanniana de
autoria de M. P. do Carmo; no livro publicado pela SBM no 19o

CBM-SBM devido a Escobar; no artigo devido a Lee e Parker, bem
como a do Kazdan e Warner; na tese da Karly defendida na UnB; nas
notas de aulas do Hebey ministradas na Universidade de Roma e nas
inúmeras ”conversas ” gratificantes com os meus amigos: Carrião e
Suzana da UFMG e Claudianor da UFCG.

Devido à um curto espaço de tempo entre o convite para ministrar
um minicurso e o congresso, peço desculpas pelos inúmeros erros
técnicos e tipográficos, mas gostaria muito de receber cŕıticas e
sugestões.

Meus agradecimentos à Comissão organizadora pelo convite e pela
oportunidade, e especialmente, ao prof. J.M. Bezerra do Ó, pela
paciência na cobrança do manuscrito.

Viçosa-MG, 15 de Janeiro de 2004

Oĺımpio Hiroshi Miyagaki
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Ementa. Geometria Riemanniana e teoria linear das equações
diferenciais parciais. Desigualdades isoperimétricas. Deformação
conforme das métricas. O Problema de Yamabe. Seqüências
minimizantes. Método de sub-super solução. Aplicações.

Palavras Chaves. Operador de Laplace-Beltrami. Deformação
conforme. método variacional.
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Não há saber mais ou saber menos, há saberes diferentes. Paulo Freire
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1 Preliminares

Nessa seção apresentaremos brevemente as definições e propriedades
importantes da Geometria Riemanniana que serão usadas nas notas, bem como
algumas considerações sobre os Espaços de Schauder e de Sobolev, dos resultados
de regularidade e o prinćıpio de máximo. Referências básicas dessa seção são
[1, 3, 9, 10, 11, 12, 14, 15] e [17].

1.1 Variedades Riemannianas

Começaremos com alguns fatos básicos da Geometria Riemanniana.

Definição 1.1 Uma Variedade Diferenciável de dimensão n é um conjunto M
e uma famı́lia de aplicações biuńıvocas xα : Uα ⊂ IRn → M de abertos Uα de
IRn em M tais que:

1) ∪
α

xα(Uα) = M

2) Para todo α, β, com xα(Uα) ∩ xβ(Uβ) = W 6= ∅, os conjuntos x−1
α (W ) e

x−1
β (W ) são abertos em IRn e as aplicações x−1

β ◦ xα são diferenciáveis.

Uma variedade M de dimensão n será denotada por Mn.

A famı́lia {(Uα, xα)} é maximal, e o par (Uα, xα) ( ou a aplicação xα) com
p ∈ xα(Uα) é chamado uma parametrização ou sistema de coordenadas de M
em p, xα(Uα) é chamado vizinhança coordenada em p. A famı́lia {(Uα, xα)}
satisfazendo (1) e (2) é chamada estrutura diferenciável em M.

Observação 1.1 Uma estrutura diferenciável em M induz uma topologia
(natural) em M , definindo A ⊂ M é um aberto de M se x−1

α (A ∩ xα(Uα))
é um aberto de IRn para todo α. Desta forma xα(Uα) são abertos e xα são
cont́ınuas. Note que M e ∅ são abertos, etc.

Exemplo 1.1 M = IRn (espaço euclidiano), M = Sn−1 = {x ∈ IRn : |x|2 =
n∑

i=1

x2
i = 1} ( esfera) e o conjunto das retas de IRn+1 que passam pela origem

0 = (0, . . . , 0) ∈ IRn+1, denominado espaço projetivo real Pn(IR).
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Muitas vezes consideraremos variedades com bordo. Dizemos que M é
uma variedade com bordo ∂M , se cada ponto de M possui uma vizinhança
homeomorfa a um aberto de IRn

+ = {x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn : x1 ≥ 0}. Os
pontos interiores a M são aqueles pontos onde existe um homeomorfismo com
um aberto do IRn, e os outros são denominados pontos de fronteira de M . Além
disso, se M é uma variedade n−dimensional de classe Ck com bordo, onde
∂M 6= ∅, então ∂M é uma variedade n − 1− dimensional sem bordo de classe
Ck−1. (veja [4])

Introduziremos a noção do cálculo diferencial para aplicações entre
variedades.

Definição 1.2 Sejam M1 = Mn
1 e M2 = Mm

2 variedades diferenciáveis. Uma
aplicação φ : M1 → M2 é diferenciável em p ∈ M1, se dada uma parametrização
y : V ⊂ IRm → M2 em φ(p) existe uma parametrização x : U ⊂ IRn → M1 em
p tal que φ(x(U)) ⊂ y(V ) e a aplicação

y−1 ◦ φ ◦ x : x−1(U) ⊂ IRn −→ IRm(1.1)

é diferenciável em x−1(p).

Dizemos que f é diferenciável em um aberto A ⊂ M , quando f for diferenciável
em todos os pontos de A. Note que da Definição 1.1 (2) a definição acima
independe da escolha das parametrizações. Uma aplicação f : M1 → M2 é
difeomorfismo se ela é bijetora e ambas f e f−1 são diferenciáveis.

Definição 1.3 Seja M uma variedade diferenciável. Seja α uma curva em M ,
ou seja uma aplicação diferenciável α : (−ε, ε) → M. Suponha α(0) = p ∈ M ,
e seja D o conjunto das funções de M diferenciáveis em p. O Vetor Tangente à
curva α em t = 0 é a função α′(0) : D → IR dada por

α′(0)f =
d(f ◦ α)

dt
|t=0, f ∈ D.
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Notação: TpM denota o conjunto dos vetores tangentes a M em p, ou seja o
conjunto dos vetores tangentes em t = 0 de alguma curva α : (−ε, ε) → M , com
α(0) = p.

Note que se escolhermos uma parametrização x : U ⊂ IRn → M = Mn em
p = x(0), então se f : M → IR temos:

α′(0)f =
d

dt
(f ◦ α) |t=0=

d

dt
f(x1(t), . . . , xn(t)) |t=0

=
n∑

i=1

x
′
i(0)(

∂f

∂xi
) = (

n∑

i=1

x
′
i(0)(

∂

∂xi
)o)f

ou seja

α′(0) =
n∑

i=1

x
′
i(0)(

∂f

∂xi
)o

onde ( ∂
∂xi

)o é o vetor tangente em p com relação à curva coordenada α(xi) =
x(0, . . . , 0, xi, 0, . . . , 0), assim podemos assumir que os vetores

{( ∂

∂xi
)o, i = 1, 2, . . . , n}

geram o espaço TpM.

Proposição 1.1 Sejam M1 = Mn
1 e M2 = Mm

2 variedades diferenciáveis, e
f : M1 → M2 uma aplicação diferenciável. Para cada p ∈ M1 e cada v ∈ TpM1,
escolha uma curva diferenciável α : (−ε, ε) → M1 com α(0) = p, α′(0) = v. A
aplicação dfp : TpM1 → Tf(p)M2 dada por dfp(v) = (f ◦ α)′(0) é uma aplicação
linear independente de α, denominada diferencial de f em p.
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Observação 1.2 A matriz da aplicação dfp, nas bases associadas às
parametrizações x : U ⊂ IRn → M1 e y : V ⊂ IRm → M2 é a matriz (∂yi

xj
).

Exemplo 1.2 Seja M = Mn uma variedade diferenciável. O fibrado tangente
T (M) = {(p, v) ∈ M × Tp(M)} é uma variedade de dimensão 2n. Uma
parametrização para T (M) pode ser definida por y : U × IRn → T (M), dada
por

y(x1, x2, . . . , xn, u1, u2, . . . , un) = (x(x1, x2, . . . , xn),
n∑

i=1

ui
∂

∂xi
)

= (x(q), (dx)q(v)),

onde v = (u1, . . . , un) ∈ IRn, x : U ⊂ IRn → M é uma parametrização de M ,
q = (x1, x2, . . . , xn) e ( ∂

∂x1
, . . . , ∂

∂xn
) são a coordenada de U e a base do espaços

tangentes associada à x, respectivamente.

Definição 1.4 Um ponto p num aberto U ⊂ IRn é um ponto cŕıtico de uma
aplicação diferenciável F : U → IRm quando a diferencial dFp : IRn → IRm não
é sobrejetora. Neste caso F (p) é denominado valor cŕıtico de f, caso contrário
F (p) é chamado valor regular de F. Pode-se provar que se a ∈ F (U) é um valor
regular, então F−1(a) ⊂ IRn é uma variedade de dimensão n−m.

Definição 1.5 Uma variedade M é dita ser orientável quando admite uma
estrutura diferenciável (denominada orientação) {(Uα, xα)} tal que:

1. xα(Uα) ∩ xβ(Uβ) = W 6= ∅, ∀α, β.

2. A diferencial da mudança de coordenadas xβ ◦ x−1
α tem determinante

positiva.

Caso contrário dizemos que M não é orientável.

Definição 1.6 Um campo de vetores (diferenciável) X em uma variedade
diferenciável M , é uma aplicação (diferenciável) X : M → TM, que a cada
ponto p ∈ M associa um vetor tangente X(p). Podemos escrever

X(p) =
n∑

i=1

ai(p)
∂

∂xi
,
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onde x : U ⊂ IRn → M é uma parametrização, ai : U → IR são funções
(diferenciáveis) e { ∂

∂xi
} (i = 1, 2, . . . , n) é a base associada à x. Com isso

podemos usar a notação:

(Xf)(p) =
n∑

i=1

ai(p)
∂f

∂xi

= dfp(X),

para toda f : M → IR diferenciável.

Proposição 1.2 Sejam X e Y dois campos diferenciáveis em M . Então existe
um único campo Z tal que, Zf = (XY − Y X)f ≡ [X,Y ]f, ∀f ∈ D.

Prova: Unicidade Sejam p ∈ M e x : U → M uma parametrização em p, e
considere

X =
n∑

i=1

ai(p)
∂

∂xi
, Y =

n∑

j=1

bj(p)
∂

∂xj
,

as expressões de X e Y na parametrização x. Então ∀f ∈ D, temos

XY f = X(
n∑

j=1

bj(p)
∂

∂xj
)

=
n∑

i,j=1

ai(p)
∂bj

∂xi

∂f

∂xj
+

n∑

i,j=1

ai(p)bj(p)
∂2f

∂xi∂xj
,

Y Xf = Y (
n∑

i=1

ai(p)
∂

∂xi
)

=
n∑

i,j=1

bj(p)
∂ai

∂xj

∂f

∂xi
+

n∑

i,j=1

ai(p)bj(p)
∂2f

∂xi∂xj
,

onde Z é dado na parametrização x por

Zf = XY f − Y Xf

=
n∑

i,j=1

(ai(p)
∂bj

∂xi
− bj(p)

∂aj

∂xi
)

∂f

∂xj
,

o que mostra a unicidade.
Existência: Seja {(Uα, xα)} uma estrutura diferenciável de M . Defina Zα em
cada vizinhança coordenada de xα(Uα) pela expressão acima. Da unicidade
Zα = Zβ em xα(Uα) ∩ xβ(Uα) 6= ∅, donde se define Z em toda M.

Enumeramos a seguir, algumas propriedades do colchete de Lie dada por
[X, Y ] = XY − Y X.
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Proposição 1.3 Sejam X,Y, Z ∈ X , a, b ∈ IR e f, g são funções diferenciáveis,
onde X denota o conjunto de campos em M. Então:

a) [X, Y ] = [Y,X]

b) [aX + bY, Z] = a[X,Z] + b[Y, Z]

c) [[X, Y ], Z] + [[Y, Z], X] + [[Z,X], Y ] = 0(identidade de Jacobi)

d) [fX, gY ] = fg[X,Y ] + fX(g)Y − gY (f)X

Prova: A prova de a), b) e c) decorrem imediatamente da definição. Quanto a
d), vem:

[fX, gY ] = fX(gY )− gY (fX)
= fgXY + fX(g)Y − gfY X − gY (f)X
= fg[X, Y ] + fX(g)Y − gY (f)X,

aqui usamos o seguinte fato:

X(fY ) = fXY + X(f)Y, X, Y ∈ X , f função diferenciável.

Definição 1.7 Seja M uma variedade diferenciável e {(Uα, xα)} uma estrutura
diferenciável de M . Dizemos que uma famı́lia de abertos Vα ⊂ M que cobre
M , ou seja M = ∪

α
Vα, é localmente finita se todo ponto p ∈ M possui uma

vizinhança U tal que U ∩ Vα 6= ∅ apenas para um número finito de ı́ndices.
Seja f : M → IR. O suporte de f , denotado suppf é o fecho do conjunto dos
pontos onde f é diferente de zero. Dizemos que uma famı́lia {fα} de funções
diferenciáveis fα : M → IR é uma partição diferenciável da unidade (subordinada
à cobertura {Vα}) se:

1. fα ≥ 0, suppfα ⊂ Vα = xα(Uα) (vizinhança coordenada), ∀α, β.

2. A famı́lia {Vα} é localmente finita
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3.
∑
α

fα(p) = 1, ∀p ∈ M.

Observação 1.3 Uma variedade diferenciável M possui uma partição
diferenciável da unidade se, e somente se, toda componente conexa de M é de
Hausdorff (dois pontos distintos de M existem vizinhanças destes dois pontos
que não se intersectam) e tem base enumerável ( M pode ser coberta por uma
quantidade enumerável de vizinhanças coordenadas).

Definição 1.8 Uma métrica Riemanniana ou Estrutura Riemanniana em uma
variedade diferenciável M é uma lei que faz corresponder a cada ponto p ∈ M um
produto interno < ·, · >p no espaço tangente TpM , tal que, se x : U ⊂ IRn → M
é um sistema de coordenadas locais em torno de p, com x(x1, . . . , xn) = q ∈ x(U)
e ∂

∂xi
(q) = dx(0, . . . , 1, . . . , 0), então

<
∂

∂xi
(q),

∂

∂xj
>|q= gij(x1, . . . , xn),

é uma função diferenciável em U. Uma variedade diferenciável com uma dada
métrica Riemanniana chama-se uma Variedade Riemanniana.

Notação: As funções gij são chamadas expressão da métrica Riemanniana no
sistema de coordenadas x : U ⊂ IRn → M.

Definição 1.9 a: Sejam M e N variedades Riemannianas. Um difeomorfismo
f : M → N é chamado uma Isometria se:

< u, v >|p=< dfp(u), dfp(v) >|f(p), ∀p ∈ M, u, v ∈ TpM.

b: Dizemos que f é uma Imersão quando

dfp : TpM → Tf(p)N é injetiva, ∀p ∈ M.

Observação 1.4 Note que se N é uma variedade Riemanniana, uma imersão
f : M → N induz uma estrutura Riemanniana em M , fazendo

< u, v >|p=< dfp(u), dfp(v) >|f(p), ∀p ∈ M, u, v ∈ TpM.

Exemplo 1.3 a: Sejam M = IRn e ∂
∂xi

≈ ei = (0, . . . , 1, . . . , 0). Então
< ei, ej >= δij métrica euclidiana em M.
b: Seja M = Sn−1 (esfera em IRn). A métrica induzida por IRn em Sn−1 é
denominada métrica canônia de Sn−1.
c: Toda variedade diferenciável M de Hausdorff e com base enumerável possui
uma métrica Riemanniana.

Definição 1.10 Denotemos por X = X (M) e D = D(M) o conjunto dos
campos de vetores de classe C∞ em M e o conjunto das funções reais de classe
C∞ definidas em M, respectivamente. Uma conexão afim ∇ em M é uma
aplicação

∇ : X × X → X , (X, Y ) ∇→ ∇XY,

satisfazendo:
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i) ∇fX+gY Z = f∇XZ + g∇Y Z, ∀X,Y, Z ∈ X , f, g ∈ D.

ii) ∇X(Y + Z) = ∇XY +∇XZ, ∀X, Y, Z ∈ X .

iii) ∇X(fY ) = f∇XY + X(f)∇XY, ∀X, Y ∈ X , f ∈ D.

Observação 1.5 ∇XY (p) só depende do valor de X(p) e do valor de Y ao
longo de uma curva tangente a X.

De fato, escolhendo um sistema de coordenadas x = (x1, x2, . . . , xn) e y em
torno de p e escrevendo

X =
∑

i

xiXi Y =
∑

j

yjXj

onde Xi = ∂
∂xi

, temos

∇XY =
∑

i

xi∇Xi
(
∑

j

yjXj) =
∑

ij

xiyj∇Xi
Xj +

∑

ij

xiXi(yj)Xj .

Fazendo ∇XiXj =
∑

k Γk
ijXk, vem

∇XY =
∑

k

(
∑

ij

xiyjΓk
ij + X(yk))Xk,

donde ∇XY (p) depende de xi(p), yk(p) e das derivadas X(yk)(p) de yk segundo
X. Aqui, Γk

ij são os coeficientes da conexão ∇ ou os śımbolos de Christoffel da
conexão.

Definição 1.11 a) Um campo vetorial V ao longo de uma curva c : I → M é
chamado paralelo quando DV

dt = 0, ∀t ∈ I (DV
dt é chamada derivada covariante

de V ao longo de c).
b) Seja M uma variedade diferenciável, munida de uma conexão afim ∇ e uma
métrica riemanniana < ·, · > . A conexão é dita compat́ıvel com a métrica
< ·, · >, quando para toda curva diferenciável c e quaisquer pares de campos de
vetores paralelos P e P ′ ao longo de c, tivermos < P, P ′ >= constante.

Observação 1.6 a) Uma conexão afim ∇ em uma variedade riemanniana M
é compat́ıvel com a métrica se e somente se

X < Y, Z >=< ∇XY, Z > + < Y,∇XZ >, ∀X,Y, Z ∈ X .

b) Uma conexão afim ∇ em uma variedade riemanniana M é dita simétrica
quando

∇XY −∇Y X = [X, Y ], ∀X, Y ∈ X .

Neste caso, em um sistema de coordenadas x, se ∇ for simétrica, então

∇XiXj −∇Xj Xi = [Xi, Xj ], Xi =
∂

∂xi

15



donde Γk
ij = Γk

ji.

c) (Levi-Civita)Dada uma variedade riemanniana, existe uma única conexão afim,
simétrica e compat́ıvel com a metŕıca riemanniana. Neste caso, a conexão ∇ é
univocamente determinada pela métrica < ·, · >, pela relação:

< ∇Y X, Z > =
1
2
(X < Y, Z > +Y < Z,X > −Z < X,Y >

− < [X, Z], Y > − < [Y,Z], X > − < [X, Y ], Z >).

Dáı, se gij =< Xi, Xj > temos

∑

`

Γ`
ijg`k =

1
2
(

∂

∂xi
gjk +

∂

∂xj
gki − ∂

∂xk
gij)

ou seja

Γm
ij =

1
2

∑

k

(
∂

∂xi
gjk +

∂

∂xj
gki − ∂

∂xk
gij)gkm,

onde (gkm) é a inversa da matriz (gkm).

Definição 1.12 Uma curva parametrizada α : I → M é uma geodésica quando

D

dt
(
dα

dt
) = 0, ∀t ∈ I.

Observação 1.7 Dado p ∈ M existem uma vizinhança V de p em M , ε > 0 e
uma aplicação diferenciável

α : (−2, 2)× U → M,

onde U = {(q, w) ∈ TM : q ∈ V, w ∈ TqM, |w| < ε}, tal que t 7→ α(t, q, w), t ∈
(−2, 2) é a única geodésica em M que no instante t = 0 passa por q com
velocidade w, para todo q ∈ V , w ∈ TqM, |w| < ε.
A aplicação exponencial em U , exp : U → M, dada por

exp(q, v) = α(1, q, v) = α(|v|, q, v/|v|), (q, v) ∈ U ,

é um difeomorfismo de uma vizinhança da origem do TqM sobre um aberto de
M. Neste caso, exp(V ) = U é chamada vizinhança normal em p. Se Bε(0) ⊂ V ,
então exp(Bε(0)) = Bε(p) é denominada bola normal ou geodésica de centro p
e raio ε. As geodésicas em Bε(p) que partem de p são denominadas geodésicas
radiais.

Definição 1.13 Uma curvatura R de uma variedade riemanniana M com
conexão ∇, é uma lei que associa a cada par (X, Y ) ∈ X (M) × X (M) uma
aplicação R(X,Y ) : X (M) → X (M) dada por

R(X, Y )Z = ∇Y∇XZ −∇X∇Y Z +∇[X,Y ]Z, Z ∈ X (M)
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Observação 1.8 Seja (U, x) um sistema de coordenadas em torno do ponto
p ∈ M. Indicando Xi = ∂

∂xi
, pondo

R(Xi, Xj)Xk =
∑

`

R`
ijkX`,

onde R`
ijk são as componentes da curvatura R em coordenadas x. Denote

Rijks =< R(Xi, Xj)Xk, Xs >≡ R(Xi, Xj , Xk, Xs),

então podemos exprimir R`
ijk em termos dos coeficientes Γk

ij,

Rijks =
∂

∂xk
Γs

`jgsi − ∂

∂x`
Γs

kjgsi + Γs
`jΓ

r
ksgri − Γs

kjΓ
r
`sgri.

A partir daqui estaremos usando a notação de Einstein, um ı́ndice que aparece
duas vezes num produto, este deve ser somado de 1 a n (dimensão do espaço).
Por exemplo vi ∂

∂xi
denota

n∑

i=1

vi ∂

∂xi

e vi ∂fj

∂xi

∂
∂fj é uma abreviação para

n∑

i=1

m∑

j=1

vi ∂f j

∂xi

∂

∂f j

Segue da identidade de Bianchi

R(X,Y )Z + R(Y,Z)X + R(Z,X)Y = 0, X, Y, Z ∈ X (M)

que

(X,Y, Z, T ) ≡< R(X,Y )Z, T >=< R(Z, T )X,Y >≡ (Z, T, X, Y ).(1.2)

Definição 1.14 Dado um ponto p ∈ M e um subespaço bidimensional π ⊂
TpM , o número

K(x, y) ≡ K(π) =
< R(x, y)x, y >

|x ∧ y|2 ≡ (x, y, x, y)
|x ∧ y|2 ,

é chamado curvatura seccional de π em p, onde {x, y} é uma base qualquer de
π e |x ∧ y|2 = |x|2|y|2− < x, y >2 .

Proposição 1.4 Sejam M uma variedade riemanniana n−dimensional, p ∈
M e {e1, e2, . . . , en} uma base ortonormal de TpM . Denote Rijk` =<
R(ei, ej)ek, e` >, i, j, k, ` = 1, 2, . . . , n. Então K(π) = K0 para todo π ⊂ TpM
se, e somente se,

Rijk` = K0(δikδj` − δi`δjk), δrs =
{

1 se r = s
0 se r 6= s
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Definição 1.15 (Curvatura de Ricci e Curvatura média ou escalar)
Seja x = zn ∈ TpM, |x| = 1. Tome uma base ortonormal {z1, z2, . . . , zn} do
hiperplano de TpM ortogonal a x, então

Ric(x) =
1

n− 1

∑

i

< R(x, zi)x, zi >, i = 1, 2, . . . , n− 1,

K(p) =
1
n

∑

j

Ric(zj) =
1

n(n− 1)

∑

ij

< R(zi, zj)zi, zj >, j = 1, 2, . . . , n,

são chamadas curvatura de Ricci na direção x e curvatura média (escalar) em p.
As vezes, como no nosso trabalho, usaremos curvaturas sem normalizar-las.

Observação 1.9 Notemos que tais curvaturas independem da escolha das
bases.

Com efeito, para ver isso defina a função linear Q(x, y) = traço da aplicação
Z 7→ R(X, Z)Y. E dáı da observação acima (1.2), vem

Q(x, y) =
∑

i

< R(x, zi)y, zi >=
∑

i

< R(y, zi)x, zi >= Q(y, x),

para uma base ortonormal {z1, . . . , zn−1, zn = x} de TpM. Logo, Q é simétrica
e Q(x, x) = (n− 1) Ric(x) (independe da base). O mesmo acontece com K(p).

Obteremos agora a expressão da curvatura em termos das componentes.
Defina agora a aplicação auto-adjunta K associada a Q dada por

< K(x), y >= Q(x, y).

Numa base ortonormal {zi} temos

traço de K =
∑

j

< K(zj), zj >=
∑

j

Q(zj , zj)

= (n− 1)
∑

j

Ric(zj) = n(n− 1)K(p)

Note também que em termos de componentes gij e R`
ijk, temos

Sg ≡ K(p) =
∑

ijk

gikRj
ikj ,(1.3)

De fato, seja {Xi = ∂
∂xi

, i = 1, 2, . . . , n} base de sistema de coordenadas. Sejam
aij dadas por

K(Xi) =
n∑

j=1

aijXj

dáı segue-se
Q(Xi, Xk) = K(Xi), Xk >=

∑

j

aijgjk,
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donde
aij =

∑

k

Q(Xi, Xk)gik.

Portanto

traço de K = n(n− 1)K(p) = n(n− 1)
∑

i

aii = n(n− 1)
∑

ik

gikQ(Xi, Xk).

Mas, Q(Xi, Xk) é o traço da aplicação F dada por

F (Z) = R(Xi, Z)Xk.

Como F (Xj) = R(Xi, Xj)Xk =
∑

` R`
ijkX`, temos

Q(Xi, Xk) =
∑

j

R`
ijk,

logo o desejado.

Exemplo 1.4 A curvatura seccional das variedades Sn−1, IRn e Hn(espaço
hiperbólico) são respectivamente: 1, 0 e −1. E toda variedade riemanniana
completa de curvatura seccional constante K é isométrico a uma das variedades
acima, quando K = 1, 0 ou −1, respectivamente. Aqui Hn = {(x1, . . . , xn) ∈
IRn : xn > 0} com a métrica gij(x1, . . . , xn) = δij

x2
n
.

1.2 O operador de Laplace-Beltrami

Nessa seção introduziremos a expressão para o operador de Laplace-Beltrami.

Definição 1.16 a) Seja u ∈ C∞(M, IR). O gradiente de u é um campo
diferenciável em M , satisfazendo

< grad u(p), v >= dup(v), ∀v ∈ TpM.

b) Seja Y ∈ X (M). A divergência de Y é uma função real em M , dada por

div Y (p) = traço de F, onde F (Z)(p) = ∇ZY (p).

c) O operador de Laplace-Beltrami é definido como

∆u = div grad u, u ∈ C∞(M, IR).

Exprimiremos as definições acima em coordenadas locais Xi = ∂
∂xi

. Assim

grad u =
n∑

i=1

aiXi,

donde

ai =
n∑

j=1

gijXj ,(1.4)
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ou seja

gradu =
n∑

i,j=1

gijXiXj .

Considere a aplicação linear

E(Y ) = ∇Y grad u = ∇Y (
∑

i

aiXi).

Usando a notação ∇i = ∇Xi
, e avaliando nos elementos da base, vem

E(Xj) = ∇j(
∑

j

aiXi) =
∑

i

(ai∇jXi +
∂ai

∂xi
Xi)

=
∑

i

ai(
∑

k

Γk
ijXk) +

∑

k

∂ak

∂xj
Xk

Logo

∆u =
∑

j

(
∑

i

aiΓ
j
ij +

∂aj

∂xj
).(1.5)

Calculemos ∂ai

∂xj
, para isso derivamos

∑
k gikgkj = δij em relação à xj . Obtemos

então

∂

∂xj
(gik) = −

∑

im

gjm ∂gmi

∂xj
gik = −

∑
m

gjmΓk
jm −

∑

i

gikΓj
ji(1.6)

Substituindo-se (1.4) em (1.5), e usando (1.6) temos

∆u =
∑

ij

(
∑

k

gik ∂u

∂xk
)Γj

ij +
∑

j

∂

∂xj
(
∑

k

gjk ∂u

∂xk
)

=
∑

jk

gjk ∂2u

∂xj∂xk
+

∑

ijk

gik ∂u

∂xk
Γj

ij −
∑

jk

(
∑
m

gjmΓk
jm +

∑

i

gikΓj
ji)

∂u

∂xk
)

assim

∆u =
∑

ij

gij(
∂2u

∂xi∂xj
−

∑
m

∂u

∂xm
Γm

ij ).(1.7)

Usando novamente (1.6) na expressão acima obtemos

∆u =
∑

ij

(
∂

∂xi
(gij(

∂u

∂xj
) +

∑
m

gjm ∂u

∂xj
Γi

im).(1.8)

Relembrando a expressão dos śımbolos de Christoffel em termos da métrica,
vem

∑

ij

Γi
ijg

mj =
1
2
(
∑

ijk

∂

∂xi
(gjk)gkigmj +

∑

ijk

∂

∂xj
(gki)gkigmj −

−
∑

ijk

∂

∂xk
(gij)gkigmj),
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e derivando
∑

j

gjkgmj = δmk, em relação à xi, e substituindo na expressão

acima vem (lembrando que os dois últimos termos se cancelam),

∑

ij

Γi
ijg

mj =
1
2
(
∑

ijk

∂

∂xj
(gki)gkigmj).(1.9)

Note que

∂

∂xk
log

√
detg =

1
2detg

(
∑

i`

∂

∂xk
(gi`)Ci`)

=
1
2

∑

i`

Ci`

detg
∂

∂xk
(gi`)

=
1
2

∑

i`

gi` ∂

∂xk
(gi`),

onde Ci` = (−1)i+`detg(i/`) e g(i/`) é a matriz obtida de g retirando-se a linha
i e a coluna `. Substituindo em (1.9), obtemos

∑

ij

Γi
ijg

mj =
∑

j

∂

∂xj
(log

√
detg)gmj .

Inserindo esta expressão em (1.8) temos uma nova expressão para o operador
de Laplace-Beltrami,

∆u =
1√
detg

∑

ij

∂

∂xi
(gij

√
detg

∂u

∂xj
).

1.3 A integral

Começaremos introduzindo notações que se fazem necessárias ao nosso estudo.
Fazendo

∇αj =
∑
αi

gαiαj∇αi ,(1.10)

temos
∆u =

∑
αj

∇αj∇αj u =
∑

αi,αj

gαiαj∇αi∇αj u,

onde ∇αi = ∇ ∂
∂xαi

.

Denotaremos por

|∇`u|2 =
∑

α1,...,α`

∇α1∇α2 . . .∇α`u∇α1∇α2 . . .∇α`
u,

em particular

|∇0u| = |u|, |∇1u|2 = |∇u|2 =
∑

i

∇iu∇iu,
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onde ∇`u = ∇αi . . .∇α`
u é a derivada covariante de ordem `.

Usando a notação (1.10) do ińıcio da seção, pode-se provar que

|∇`u|2 =
∑

αi,βi(i=1,...,`)

gα1β1 . . . gαellβell∇β1 . . .∇β`
u∇α1 . . .∇α`

u.

A fim de fixar os conceitos, provaremos no caso ` = 2, mais exatamente

∇i∇ju =
∑

k`

gi`gjk∇`∇ku.

Por (1.10), temos

∇i∇ju = ∇i(
∑

k

gjk∇ku) =
∑

`

gi`∇`(
∑

k

gjk∇ku).

Logo basta mostrar que

∇`g
ik∇ku = gik∇`∇ku.(1.11)

Verificação: Primeiramente faremos algumas considerações. Seja T um tensor
de ordem r. A diferencial covariante ∇T de T , é um tensor de ordem (r + 1),
que usando a Obs1.6a, é dada por

∇T (Y1, . . . , Yr, Z) = Z(T (Y1, . . . , Yr))− T (∇ZY1, . . . , Yr)− . . .

− . . . T (Y1, . . . , Yr−1,∇ZYr),(1.12)

onde para cada Z ∈ X (M) a derivada covariante ∇ZT de T em relação à Z é
um tensor de ordem r dado por

∇ZT (Y1, . . . , Yr) = ∇T (Y1, . . . , Yr, Z).

Para u, h ∈ C∞(M), temos

i) ∇Zu = ∇u(Z) = du(Z), Z ∈ X (M) e portanto de (1.12) vem ∇u = du.

ii) ∇hZu(p) = ∇u(hZ)(p) = dup(h(p)Z(p)) = h(p)dup(Z(p)) = (hdu(Z))(p),
onde Z ∈ X (M).

De (1.12) vem

∇Y∇Zu = ∇Y (du(Z)) = ∇du(Z, Y )

e
∇∇u(Z, Y ) = ∇Y∇u(Z) = ∇Y∇Zu.

Com isso usaremos a seguinte notação

∇∇u(Z, Y ) = ∇Y∇Zu.
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Fazendo Xi = ∂
∂xi

, e partindo do lado esquerdo de (1.11) vem

∇`g
jk∇ku = ∇`∇gjkXk

u = ∇∇u(gjkXk, X`).

Novamente de (1.12), i) e ii) vem

∇`g
jk∇ku = ((X`∇u(gjkXk))−∇u(∇X`

gjkXk))
= X`(gjkdu(Xk))− du(gjk∇X`

Xk + dgjk(∇X`
)Xk)

= d(gjkdu(Xk))(X`)− gjkdu(∇X`
Xk)− du(dgjk(X`)(Xk))

= d(gjkdu(Xk))(X`)− gjkdu(∇X`
Xk)− dgjk(X`)du(Xk)

= gjk(d(du(Xk))(X`)− du(∇X`
Xk)).

Mas notando que

∇k∇`u = ∇X`
(du)(Xk) = d(du(Xk))(X`)− du(∇X`

Xk)

fica provado a nossa afirmação (1.11).

Introduziremos agora a noção de integração em variedades riemannianas.

Seja V um espaço vetorial e {ei}, {fi} duas bases de V . Se dV é uma
n−forma multilinear alternada sobre V (veja [20]), não nula, então

dV(v1, . . . , vn) = det(aij)dV(e1, . . . , en), vi =
∑

j

aijej .

Seja M uma variedade riemanniana orientável com métrica riemanniana g.
Para cada p ∈ M, existe uma única n−forma dV verificando dV(v1, . . . , vn) =
+1, onde {vi, i = 1, 2, . . . , n} é uma base ortonormal orientada de TpM.
Seja (U, x) uma vizinhança coordenada com campos coordenados {Xi, i =
1, 2, . . . , n} e componentes de g,

gij(p) =< Xi(p), Xj(p) >, Xk ≡ ∂

∂xk
.

Obteremos agora, uma expressão para a componente dV (X1, . . . , Xn) em U em

termos da matriz (gij). Seja aij as componentes de {X1, . . . , Xn} com relação
à base orientada ortonormal {v1, . . . , vn} com p ∈ U. Visto que < vi, vj >= δij ,
temos

gij(p) =<
∑

k

aikvk,
∑

`

aj`v` >=
∑

k

aikajk, 1 ≤ i, j ≤ n.

Fazendo A = (aik), vem (gij(p)) = AtA. Mas como

dV (X1, . . . , Xn) = det(aik)dV (v1, . . . , vn), dV (v1, . . . , v)n) = +1,

e det(gij) = (detA)2, temos

dV (X1, . . . , Xn) = (det(gij))1/2.
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Assim, estamos prontos para definir a integral em M.

Seja M uma variedade riemanniana e (U, h) uma carta local com x = {xi}
sistema de coordenadas locais. Seja f : M → IR uma função cont́ınua com
suppf ⊂ U. Define-se integral de f sobre M , como sendo

∫

M

fdV =
∫

h(U)

(f ◦ h−1)
√
|g|dx1 ∧ . . . ∧ dxn,

onde |g| = detg e dx1∧. . .∧dxn é uma orientação natural. Agora se f : M → IR,
é cont́ınua com suppf ⊂ M, define-se integral de f sobre M , como sendo

∫

M

fdV =
∑

i∈I

∫

M

αifdV,

onde {αi, i ∈ I} é a partição da unidade subordinada à cobertura {Ui}, sendo
(Ui, hi), i ∈ I, uma atlas (vizinhanças coordenadas). Na soma acima, somente
um número finito de termos são não nulos, pois K ∩ suppαi = ∅ exceto para um
número finito de conjunto de ı́ndices i quando K é compacto.

Note que a definição acima independe da escolha da parametrização e da
partição da unidade.

De fato, sejam (U, h) e (W,k) duas cartas locais tal que U ∩ W 6= ∅, com
sistemas de coordenadas {xi} e {yi} para cartas acima, respectivamente. Em
U ∩W temos

∂xj

∂yβ
= Bjβ e

∂yα

∂xi
= Ciα.

Denotamos B e C as matrizes jacobianas (Bjβ) e (Ciα) respectivamente.
Suponha que suppf ⊂ U ∩W.
Como

h(x1, . . . , xn) = k(ĥ(x1, . . . , xn))
= k(yi(x1, . . . , xn), . . . , yn(x1, . . . , xn)),

em que ĥ = k ◦ h−1 é um difeomorfismo, obtemos

∂h

∂xk
=

∑

i

∂k

∂yi

∂yi

∂xk
e

∂h

∂x`
=

∑

j

∂k

∂yj

∂yj

∂x`
.

assim
gk` =<

∂h

∂xk
,

∂h

∂x`
>=

∑

ij

∂yi

∂xk
gij

∂yj

∂x`
,

onde gij denota a expressão da métrica associada à parametrização k. Como

g = CtḡC, gij = gαβCiαCjβ , gαβ = gijBαiBβj ,
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temos que
|g| = |C|2|ḡ|.

Então, usando a igualdade acima, o fato que CB = I, a definição de integral
e o teorema de mudança de variáveis no IRn, temos

∫

M

fdV =
∫

h(U∩W )

(f ◦ h−1)
√
|g|dx1 ∧ . . . ∧ xn

=
∫

k(U∩W )

(f ◦ h−1 ◦ h ◦ k−1)
√
|g|| detB|dy1 ∧ . . . ∧ yn

=
∫

k(U∩W )

(f ◦ k−1)
√
|g|| detB|dy1 ∧ . . . ∧ yn

=
∫

k(U∩W )

(f ◦ k−1)
√
|ḡ||C|2| detB|dy1 ∧ . . . ∧ yn

=
∫

k(U∩W )

(f ◦ k−1)
√
|ḡ| dy1 ∧ . . . ∧ yn,

portanto, isso mostra que independe da parametrização.

Agora, sejam (Uj , hj) e (Wj , kj), j ∈ J duas atlas e αj e βj , j ∈
J} as partições da unidade subordinada às coberturas {Uj , Wj , j ∈ J},
respectivamente. Temos, em virtude das somas serem finitas, que

∑

i∈I

∫

M

αifdV =
∑

i∈I,j∈J

∫

M

(αiβjfdV =
∑

j∈J

∫

M

βjfdV,

isso mostra que independe da escolha da partição.

Observe ainda que a aplicação f 7→ ∫
M

fdV define uma medida positiva de
Radon, donde a teoria de integral de Lebesgue pode ser aplicada.

1.4 Espaços de Schauder e de Sobolev

Introduziremos os espaços das funções de Schauder e de Sobolev. Começaremos
pelo espaço de Schauder. Para um inteiro não negativo k definimos Ck(M)
o conjunto das funções f : M → IR, tendo derivadas covariantes cont́ınuas, ou
seja, dizemos que f ∈ Ck(M) quando a derivada covariante ∇`f é cont́ınua para
todo ` ≤ k. O espaço Ck(M̄) é conjunto das funções em Ck(M) cujas derivadas
covariantes de ordem ≤ k possuem extensões cont́ınuas em M. O espaço Ck

b (M)
denota o espaço das funções limitadas em Ck(M). Equipando esse espaço com
a norma abaixo torna-se um espaço de Banach,

||u||k =
k∑

i=1

||∇u||∞, ||∇u||∞ = sup{|∇u(x)| : x ∈ M}, u ∈ Ck(M).
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Os espaços de Schauder Ck,ν(M) consiste de funções u tais que

||u||k,ν = ||u||k +
∑

`≤k

Hν(∇`u) < ∞,

onde

Hν(∇`u) = sup{ |∇u(x)−∇u(y)|
|x− y|ν :, x 6= y, x, y ∈ M},

aqui y está numa vizinhança normal de x.

Proposição 1.5 Se k ≥ 0 inteiro, 0 < ν < 1, então

Ck,ν(M) ⊂→ Ck(M).

Prova: Os argumentos para a demonstração desse resultado consistem em
tomarmos uma cobertura aberta finita para M e uma partição da unidade
subordinada a essa cobertura. Reduzindo desta forma, o problema para o
resultado análogo ao caso do IRn.

Se p ≥ 1, o espaço de Lebesgue Lp(M) é o conjunto das funções localmente
integráveis u em M (u ∈ L1

loc(M)) para os quais a norma

||u||p = (
∫

M

|u|pdV )1/p

é finita.

Essa norma é vista da seguinte forma: se {Ui, i = 1, 2, . . . , m} é uma cobertura
finita de M e {(Ui, hi), i = 1, . . . , m} são coordenadas locais, tomemos {αi} a
partição da unidade subordinada à cobertura Ui e Ki ≡ suppαi ⊂ Ui, Ki são
compactos.

Dáı, dizemos que u ∈ Lp(M), se e somente se, αiu ∈ Lp(M), ∀i.
Além disso, αiu ∈ Lp(M), se e somente se, αiu ◦ h−1

i ∈ Lp(IRN ), ∀i. Donde

||u||p = (
∫

M

|u|pdV )1/p = (
∑

i

∫

hi(Ki)

|αiu ◦ h−1
i |p

√
|g|dx)1/p.

Seja u ∈ L1
loc(M). A k−ésima derivada covariante fraca de u é uma função

∇k
fu ∈ L1

loc(M) satisfazendo
∫

M

∇k
fuφdV = (−1)k

∫

M

u∇kφdV, φ ∈ D(M),

onde D(M) = {u ∈ C∞(M) : suppu compacto}.
Em coordenadas locais, a derivada fraca de primeira ordem de u com relação

à coordenada xi, é a função ∂iu satisfazendo
∫

M

∂iuφdV = −
∫

M

u∂iφdV, ∀φ ∈ D(M).
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Observe que a definição acima é natural pois em coordenadas locais (U, h), x =
xi temos
∫

M

∂iuφdV =
∫

h(U)

∂iu(x1, . . . , xn)φ ◦ h−1
√
|g|dx1. . . . .dxn

= −
∫

h(U)

u ◦ h−1(x1, . . . , xn)
∂φ

∂xi
(h−1(x1, . . . , xn))

√
|g|dx1. . . . .dxn

= −
∫

M

u∂iφdV.

Para m inteiro não negativo e 1 ≤ p < ∞, define-se o espaço de Sobolev

Wm,p(M) = {u ∈ Lp(M) : ∇`
fu ∈ Lp(M), ∀` ≤ m},

em que podemos usar a norma

||u||pm,p =
m∑

`=0

(
∫

M

|∇`
fu|pdV )1/p.

Em particular, no caso W 1,2(M) ≡ H1(M) temos a norma e o produto
interno dadas respectivamente por

||u||21,2 =
∫

M

|∇u|2dV +
∫

M

u2dV,

< u, v >1,2=
∫

M

∇u.∇vdV +
∫

M

u.vdV,

vale lembrar que em coordenadas locais, |∇u|2 =
∑n

i,j=1 gij∂iu∂ju.

1.5 Desigualdade Isoperimétrica

Um problema clássico de desigualdade isoperimétrico é determinar um domı́nio
de volume unitário no IRn tendo o menor peŕımetro. A solução deste problema
é a bola BR de centro na origem e raio R, onde R = ω

−1/n
n e ωn é o volume

da bola de raio 1, B1, cujo peŕımetro é σn−1ω
−n−1

n
n = nω

1/n
n , onde σn−1 é o

volume da esfera,Sn−1, em IRn. Assim, todo domı́nio Ω com vol(Ω) = 1, tem-se
vol(∂Ω) ≥ nω

1/n
n .

A desigualdade isoperimétrica, o qual é válida para todo domı́nio limitado
regular, é dada por

(vol(∂Ω))n/(n−1)cn ≥ nvol(Ω), cn = (nω1/n
n )−n/(n−1).

Motivando assim, a desigualdade isoperimétrica

existe constantes Ci = Ci(p, n) > 0, i = 1, 2, tais que

∫
M
|∇u|pdV ≥ C1

∫
M
|u|pdV, 1 ≤ p ≤ n, u ∈ C∞c (M)

(1.13)
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∫
M
|∇u|pdV ≥ C2(

∫
M
|u| np

n−p dV )
n−p

n , 1 ≤ p < n, u ∈ C∞c (M),(1.14)

aqui C∞c (M) denota o espaço das funções suave com supporte compacto em M .
Note que se M é completo, C∞c (M) é denso em Wm,p(M).

Em verdade, pode-se provar

existe uma constante Cp > 0 tal que

∫
M
|∇u|pdV ≥ Cp

∫
M
|u|p′dV, 0 6= u ∈ W 1,p(M) 1

p′ = 1
p − 1

n .
(1.15)

Desta forma, transfere-se todos os resultados de imersões de Sobolev,
regularidade, etc, vistos em abertos do IRn para uma variedade compacta M ,
cobrindo M com vizinhanças coordenadas, aplicando os resultados em IRn em
coordenadas normais, e somando o resultado obtido através da partição da
unidade. Na verdade, utilizando-se o método da ”colagem”.

Teorema 1.1 (Imersão de Sobolev para variedade compacta com ou
sem bordo) Seja M uma variedade compacta de dimensão n, (vale com
fronteira C1.)

a) Se 1
r ≥ 1

q − k
n , então W k,q(M) está imerso continuamente em Lr(M).

b) (Rellich-Kondrakov) A imersão acima é compacta, se a desigualdade é
estrita.

c) Se α ∈ (0, 1), e 1
q ≤ k−α

n então W k,q(M) está imerso continuamente em
Cα(M).

d) Se 1
s ≥ 1

n−1 (n
q −k), então W k,q(M) está imerso continuamente em Ls(∂M).

e) A imersão acima é compacta, se a desigualdade é estrita.

Para ilustrar a técnica de ”colagem”, reproduziremos logo abaixo a
observação feita por Aubin de que em certo sentido a desigualdade de Sobolev
numa variedade compacta vale com a mesma constante dada no caso usual.

Teorema 1.2 Sejam M uma variedade riemanniana compacta com a métrica
g, p = 2n

n−2 e S a melhor constante de Sobolev em IRn. Então para todo ε > 0
existe uma constante Cε tal que

||φ||2p ≤ (1 + ε)S
∫

M

|∇φ|2dVg + Cε

∫

M

φ2dVg, ∀φ ∈ C∞(M).
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Prova. Fixe ε > 0. Para cada P ∈ M , escolhemos uma vizinhança U tal que,
em coordenadas normais em U , os autovalores de gjk estão entre (1 + ε)−1 e
(1 + ε), além disso, dVg = fdx, onde (1 + ε)−1 < f < (1 + ε). Ou seja, tome
vizinhanças suficientemente pequenas de modo que (1+ε)−1 <

√
detgjk < (1+ε)

e (1+ε)−1I < gjk < (1+ε)I. Escolha agora uma subcobertura finita {Ui} e uma
partição da unidade subordinada a esta cobertura, o qual podemos denotar por
{α2

i }, onde αi ∈ C∞(M) e
∑

i

α2
i = 1. Então temos

||φ||2p = ||φ2||p/2 = ||
∑

i

α2
i φ

2||p/2

≤
∑

i

(
∫

M

|αiφ|pdVg)2/p

≤ (1 + ε)2/p
∑

i

(
∫

Ui

|αiφ|pdx)2/p

≤ (1 + ε)2/pS
∑

i

(
∫

Ui

|∇(αiφ)|2odx),

onde | · |o denota a métrica euclidiana em coordenadas normais. Observe que se
(1 + ε)−1I < gjk < (1 + ε)I então (1 + ε)−1I < gjk < (1 + ε)I. E dáı para cada
i temos

∫

Ui

|∇(αiφ)|2odx ≤ (1 + ε)2
∫

Ui

|∇(αiφ)|2dVg.

Note agora que

|∇(αiφ)|2 = α2
i |∇φ|2 + 2αiφ∇αi∇φ + φ2∇α2

i

≤ (1 + ε)α2
i |∇φ|2 + (1 + ε−1)φ2|∇αi|2,

onde usamos a desigualdade de Cauchy-Schwarz e a desigualdade 2ab ≤ εa2 +
ε−1b2. Assim para ε pequeno temos

||φ||2p ≤ (1 + ε)4S
∑

i

∫

Ui

α2
i |∇φ|2dVg + Cε

∑

i

∫

Ui

φ2|∇αi|2dVg

≤ (1 + ε)4S
∫

M

|∇φ|2dVg + CCε

∫

M

φ2dVg.

Isso prova a desigualdade.

1.6 Regularidade e o prinćıpio de máximo

Começaremos introduzindo a noção de solução fraca. Considere o problema
básico linear

∆gu + a(x)u = f(x), x ∈ M,(1.16)
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onde a, f : M → IR são função dadas.

Solução fraca. Uma função u ∈ H1(M) é dita ser solução fraca de (1.16)
quando

∫

M

< ∇u,∇φ >g dVg +
∫

M

auφdVg −
∫

M

fφdVg = 0, ∀φ ∈ H1(M).

Como no caso euclidiano, um resultado de regularidade muito usado é:

Se a é regular e f ∈ W k,p(M) para algum k ∈ IN e p > 1, então a solução
fraca u de (1.16) está em W k+2,p(M).

E dáı, esse resultado junto com a imersão de Sobolev, segue-se que se f é regular
então u é regular. Mais exatamente, esses resultados seguem dos teoremas de
regularidade. Podemos ver que, com o procedimento de colagem, os resultados
abaixo podem ser formulados num contexto de uma variedade compacta.

Teorema 1.3 (Regularidade local) Seja Ω um aberto do IRn. ∆ denota o
laplaciano em relação a qualquer métrica sobre Ω, e u ∈ L1

loc(Ω) é uma solução
fraca para ∆u = f.

a) (Estimativa Lq) Se f ∈ W k,q(Ω), então u ∈ W k+2,q(Ωo), para todo
compacto Ωo ⊂ Ω. Se u ∈ Lq(Ω) então

||u||W k+2,q(Ωo) ≤ C(||∆u||W k,q(Ω) + ||u||Lq(Ω)).

b) (Estimativa de Schauder) Se f ∈ Ck,α(Ω), então u ∈ Ck+2,α(Ωo), para
todo compacto Ωo ⊂ Ω. Se u ∈ Cα(Ω) então

||u||Ck+2,α(Ωo) ≤ C(||∆u||Ck,α(Ω) + ||u||Cα(Ω)).

Teorema 1.4 (Regularidade Global) Sejam M uma variedade riemanniana
compacta e ∆ denota o laplaciano. Considere u ∈ L1

loc(M) uma solução fraca
para ∆u = f.

a) Se f ∈ W k,q(M), então u ∈ W k+2,q(M), e

||u||W k+2,q(M) ≤ C(||∆u||W k,q(M) + ||u||Lq(M)).

b) Se f ∈ Ck,α(M), então u ∈ Ck+2,α(M), e

||u||Ck+2,α(M) ≤ C(||∆u||Ck,α(M) + ||u||Cα(M)).

O resultado abaixo segue-se facilmente do prinćıpio de máximo de Hopf.

Teorema 1.5 (Prinćıpio de máximo Forte) Se h é uma função não
negativa, regular definida numa variedade conexa M , e u ∈ C2(M) satisfaz
(∆ + h)u ≥ 0. Se u atinge o seu mı́nimo m ≤ 0, então u é constante em M.
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Finalizamos essa seção provando o seguinte

Teorema 1.6 Seja M = (M, g) uma variedade riemanniana regular compacta,
orientável e sem bordo, e f : M → IR uma função regular. A equação de Laplace
∆gu = f possui uma solução regular se, e somente se,

∫
M

fdVg = 0. Além disso,
a solução é única, a menos de uma constante.

Prova. Note que a condição média zero é necessária. De fato, basta integrar a
equação de Laplace, vem

∫

M

fdVg =
∫

M

∆gudVg = −
∫

∂M

ω(N)dVg̃ = 0,

onde g̃ é a métrica induzida sobre ∂M , N é o vetor normal exterior e ω denota
o volume da esfera unitária.

Provaremos agora que a condição média zero é suficiente. Defina

H = {u ∈ H1(M) :
∫

M

udVg = 0 e
∫

M

fudVg = 1}

e

µ = inf
u∈H

∫

M

|∇u|2dVg.

É claro que H 6= ∅. Considere uma seqüência minimizante (ui) ∈ H para µ,
ou seja, ui ∈ H para todo i e

lim
i→+∞

∫

M

|∇ui|2dVg = µ.

Agora, usando por exemplo, a desigualdade de Poincaré (1.15), existe uma
constante A > 0 tal que se u ∈ H1(M) e tem média zero, segue-se que

∫

M

u2dVg ≤ A

∫

M

|∇u|2dVg.

Sendo (ui) uma seqüência minimizante, temos que (ui) é limitada em
H1(M). Uma vez que H1(M) é um espaço reflexivo, e a imersão H1(M) ⊂
L2(M) é compacta, então existe u ∈ H1(M) e uma subseqüência de ui, ainda
denotado por ui, tal que

ui ⇀ u (fracamente ) em H1(M), ui → u em L2(M).

Da última convergência segue-se que u ∈ H. Da primeira convergência, temos

||u||2 =
∫

M

|∇u|2dVg ≤ lim inf ||ui|| = µ.

Portanto ∫

M

|∇u|2dVg = µ,
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e µ é atingido.

Agora, usando o Teorema do multiplicador de Lagrange, existem constantes
(multiplicadores de Lagrange) α e β, tais que

∫

M

< ∇u,∇φ >g dVg = α

∫

M

φdVg + β

∫

M

fφdVg, ∀φ ∈ H1(M).

Tomando φ = 1 segue-se que α = 0. Escolhendo φ = u, obtemos β = µ. Logo u
é solução fraca da equação

∆gu = µf.

Da teoria de regularidade, segue-se que u é regular. Donde µ−1u é então a
solução desejada.

Provaremos agora a unicidade. Se u e v são duas soluções da equação de
Laplace, então ∆g(v−u) = 0. Multiplicando essa equação por v−u, e integrando
sobre M , temos ∫

M

|∇(v − u)|2dVg = 0

Portanto, v − u é uma constante, e isso termina a prova.

2 O problema de Yamabe

Vimos no final da seção anterior que o ponto fundamental foi o fato de a
imersão de Sobolev H1(M) em L2(M) ser compacta. Discutiremos agora o
Problema de Yamabe, um problema que na literatura, as vezes, é denominado
problema eĺıptico com expoente cŕıtico de Sobolev. O objetivo do problema de
Yamabe é provar, a menos de mudança conforme da métrica, que sempre existe
uma métrica para o qual a curvatura escalar é constante. Esse problema foi
anunciado em 1690 por Yamabe em [22]. Cerca de 8 anos depois, Trudinger [21]
descobriu um erro na prova do resultado de Yamabe, provando o resultado
de Yamabe para o caso em que o número λ(M) ≡ µg (definida adiante,
as vezes denominada de invariante da classe conforme da variedade (M, g))
satisfaz λ(M) ≤ 0. Mais exatamente, ele prova a conjectura de Yamabe,
quando existir uma constante positiva α(M) tal que λ(M) < α(M). Aubin
em [5], estende o resultado de [21], para alguns casos, com M satisfazendo a
desigualdade λ(M) < α(Sn) = n(n − 2)vol(Sn)2/n. Finalmente, Schoen [18]
prova completamente a conjectura de Yamabe quando a variedade é compacta
e λ é constante. Gostaria de citar as referências [12, 15] e [17] para uma leitura
mais aprofundada sobre esse problema.

2.1 Operador versus métrica

Nessa seção deduziremos a relação entre o operador de Laplace-Beltrami
associada à métrica g com as curvaturas escalares das métricas g e g̃, denotadas
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por Sg e Sg̃ respectivamente, onde g̃ = u4/(n−2)g é a métrica conforme à g, em
que u : M → IR é uma função regular.

Mais especificamente provaremos que a equação abaixo possui uma solução
regular u,

∆gu +
n− 2

4(n− 1)
Sgu =

n− 2
4(n− 1)

Sg̃u
n+2
n−2 , u ∈ C∞(M).(2.17)

Formalmente, duas métricas são conformes, quando existir uma função φ > 0
em M tal que g̃ = φg.

Portanto o problema de Yamabe consiste em provar que, a menos de
mudança conforme das métricas, existe sempre uma métrica de curvatura escalar
constante, ou seja

Problema de Yamabe-Formulação geométrica. Para toda variedade
compacta riemanniana (M, g) de dimensão n, n ≥ 3, existe uma métrica conforme
à g, denotada por g̃ de curvatura escalar constante.

Problema de Yamabe-Formulação EDP Para toda variedade compacta
riemanniana (M, g) de dimensão n, n ≥ 3, existem u ∈ C∞(M), u > 0 em M e
λ ∈ IR tal que

∆gu +
n− 2

4(n− 1)
Sgu = λu

n+2
n−2 .(2.18)

Note que se u e λ satisfazem (2.18), e se g̃ = u4/(n−2), obtemos a relação

Sg̃ =
4(n− 1)
n− 2

λ.

Provaremos (2.18). Seja φ = u4/(n−2), u > 0. Chame r = 4/(n− 2), e portanto
g̃ = urg, ou seja g̃ij = urgij , 1 ≤ i, j ≤ n. Fazendo ∂i = ∂

∂xi
, e usando a

expressão dos śımbolos de Christoffel em termos da métrica, vem

Γ̃`
ij =

1
2

n∑

i

(∂ig̃kj + ∂j g̃ki − ∂kg̃ij)g̃k`

=
1
2

n∑

i

(∂i(urgkj) + ∂j(urgki)− ∂k(urgij)) gk`u−r

=
1
2

n∑

i

(∂i(ur)gkj + ur∂igkj + ∂j(ur)gki + ur∂jgki) gk`u−r

−1
2

n∑

i

(∂k(ur)gij + ur∂kgij) gk`u−r

= rur−1 1
2

n∑

i

(∂iugkj + ∂jugki − ∂kugij) gk`u−r
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1
2

n∑

i

(∂igkj + ∂jgki − ∂kgij) gk`

Portanto
Γ̃`

ij = Γ`
ij +

1
2
ru−1(δj`∂iu + δi`∂ju−

∑

k

gijg
k`∂ku).(2.19)

Agora da expressão da curvatura Sg̃ em termos de componentes (1.3),
obtemos

Sg̃ =
∑

ijk

g̃ikR̃j
ikj ,(2.20)

onde
Rj

ikj = ∂kΓj
ji − ∂jΓ

j
ki + Γj

kmΓm
ji − Γj

jmΓm
ki.

Donde

Sg̃ =
∑

ijk

u−rgik(∂jΓ̃
j
ik − ∂kΓ̃j

ij +
∑

s

Γ̃j
jsΓ̃

s
ik −

∑
s

Γ̃j
ksΓ̃

s
ij).

Substituindo (2.19) na expressão acima vem,

Sg̃ =
∑

ijk

u−rgik(∂j(Γ
j
ik +

1
2
ru−1(δkj∂iu + δij∂ku−

∑
m

gikgmj∂mu))−

∂k(Γj
ij +

1
2
ru−1(δjj∂iu + δij∂ju−

∑
m

gijg
mj∂mu))−

∑
s

(Γj
js +

1
2
ru−1(δsj∂ju + δjj∂su−

∑
p

gjsg
pj∂pu)) ·

(Γs
ik +

1
2
ru−1(δks∂iu + δis∂ku−

∑
m

gikgms∂mu))−
∑

s

(Γj
ks +

1
2
ru−1(δsj∂ku + δkj∂su−

∑
m

gksg
mj∂mu)) ·

(Γs
ij +

1
2
ru−1(δjs∂iu− δis∂ju−

∑

`

gijg
`s∂`u)).

Usando (2.20), a expressão do Laplaciano (1.7) e levando-se em conta que∑

k

gikgkj = δij , chegamos que u satisfaz a equação em (2.18).

2.2 Caso subcŕıtico

Seja (M, g) uma variedade riemanniana compacta de dimensão ≥ 3. Considere
o funcional I : H1(M) → IR definida por

I(u) =
∫

M

|∇u|2gdVg +
n− 2

4(n− 1)

∫

M

Sgu
2dVg.
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Para q ∈ (2, 2n
n−2 ), seja Hq ⊂ H1(M) dada por

Hq = {u ∈ H1(M) :
∫

M

|u|qdVg = 1}.

Provaremos o seguinte resultado de Yamabe, no caso subcŕıtico. Vale
ressaltar que a idéia original do Yamabe foi provar que a seqüência de soluções
uq

i no caso subcŕıtico, ou seja, quando q < 2n
n−2 , converge para uma solução u no

caso cŕıtico, quando q se aproxima de 2n
n−2 .

Teorema 2.1 Seja (M, g) uma variedade compacta riemanniana de dimensão
≥ 3. Dado q ∈ (2, 2n

n−2 ), seja

λq = inf
u∈Hq

I(u).

Então existe uma solução u = uq ∈ C∞(M), u > 0, da equação(subcŕıtica)

(PY S) ∆gu +
n− 2

4(n− 1)
Sgu = λqu

q−1

com propriedade adicional
∫

M
uqdVg = 1. Em particular, λq é finito e ela é

atingida pela função u.

Prova. A prova será feita através de várias etapas

Etapa 1. λq é finita.

Como cada u ∈ Hq tem norma 1 em Lq, pela desigualdade de Hölder temos

|
∫

M

Sgu
2dVg| ≤ maxM |Sg|V q−2/q

g ,

onde Vg denota o volume de M com relação à métrica g. E dáı,

I(u) ≥ −maxM |Sg|V q−2/q
g ,

assim λq é finito.

Etapa 2. Existe u = uq ∈ H1(M), u ≥ 0, que atinge o ı́nfimo λq.

Seja então (vi) uma seqüência minimizante para λq. Em outras palavras,
vi ∈ Hq, ∀i, e I(vi) → λq, quando i → ∞. Trocando, se necessário for, vi por
|vi|, podemos assumir que vi ≥ 0, ∀i. Note que (vi) é limitada em H1(M), e
assim como H1(M) é um espaço reflexivo e do teorema de imersão de Sobolev
(Teorema de Rellich-Kondrakov), segue-se que existe u = uq ∈ H1(M) tal que,
a menos de subseqüências,

1) vi → u em Lq(M) (também em L2(M) e q.s.).
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2) vi ⇀ u fracamente em H1(M).

Como vi ≥ 0, ∀i, da convergência q.s. segue-se que u ≥ 0. De 2) obtemos que

||u|| ≤ lim inf
t→∞

||vi||.
De 1) conclúımos

I(u) ≤ lim
i→∞

I(vi) = λq.

Além disso, usando 1) novamente, temos que u ∈ Hq. E dáı da definição de λq

segue-se que u assume o ı́nfimo.

Etapa 3. u = uq é uma solução regular do problema (PY S).

Como I(u) = λq, do Teorema do multiplicador de Lagrange existe uma constante
α tal que para todo φ ∈ H1(M), temos

∫

M

< ∇u,∇φ > dVg +
n− 2

4(n− 1)

∫

M

SguφdVg = α

∫

M

uq−1φdVg.

Tomando φ = u, segue-se que α = λq. Portanto u é solução fraca não
negativa de (PY S). A questão da regularidade da solução é obtida através
de um argumento denominado bootstrap, baseado nos resultados de imersões
de Sobolev, Schauder e teorema de regularidade local. Basicamente, o lado
direito uq−1 está num espaço Lp(M), para algum p, donde pela regularidade
local, u está em W 2,p(M). Pelo teorema de imersão de Sobolev, uq−1 está num
maior espaço Lp(M), e procedendo-se assim, da teoria de regularidade, u está
em W 2,p(M). Novamente da imersão de Sobolev chegamos que u ∈ C2(M).
Como u ≥ 0 em M, do prinćıpio do máximo conclúımos que u é positivo em M.
Da teoria de regularidade, fazendo interações se necessário for, chegamos que
u ∈ C∞(M).

2.3 Caso geral

Trataremos o problema de Yamabe no caso cŕıtico. Começaremos estudando
algumas propriedades invariantes.

Seja H definida por

H = {u ∈ H1(M) :
∫

M

|u|2∗dVg = 1}, 2∗ =
2n

n− 2
,

e µg pondo
µg = inf

u∈H
I(u),

onde
I(u) =

∫

M

|∇u|2gdVg +
n− 2

4(n− 1)

∫

M

Sgu
2dVg.

Afirmamos que o número µg é conformal invariante, ou seja,
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Lema 2.1 Se g e g̃ são duas métricas conformes, ou seja g̃ = v4/(n−2)g para
algum v ∈ C∞(M), então µg = µg̃.

Prova. A prova segue calculando diretamente. Note que g̃ = v4/(n−2)g para
algum v ∈ C∞(M), então dVg̃ = v2n/(n−2)dVg. Portanto,

∫

M

|u|2n/(n−2)dVg̃ =
∫

M

|uv|2n/(n−2)dVg.

Por outro lado, da invariança conforme do laplaciano, temos

Afirmação. Se g̃ = v4/(n−2)g, para algum v ∈ C∞(M), é uma métrica
conforme à métrica g, então ∀u ∈ C∞(M),

∆g̃u +
n− 2

4(n− 1)
Sg̃u = v−(n+2)/(n−2)(∆guv +

n− 2
4(n− 1)

Sguv).

Assumindo a afirmação, vem

Ig̃(u) = Ig(uv),

onde os ı́ndices g e g̃ significam que o funcional do lado esquerdo deve ser
considerado com relação à métrica g̃ e aquela do lado direito com relação à g.
Isso prova o Lema 2.1.

Verificação da Afirmação. Para simplificar a notação, chamemos p = 2n
n−2 e

G = det(gij). Então
√

G̃ = vp
√

G, onde G̃ = detg̃. Portanto

∆g̃(v−1u) =
1

vp
√

G
∂i(
√

Ggijv2∂j(v−1u))

=
−1

vp
√

G
∂i(
√

Ggijuvxj ) +
1

vp
√

G
∂i(
√

Ggijvuxj )

=
−u

vp
√

G
∂i(
√

Ggijvxj ) +
1

vp−1
√

G
∂i(
√

Ggijuxj ).

Portanto
∆g̃(v−1u) = − u

vp
∆gv +

1
vp−1

∆gu.(2.21)

Logo a expressão acima junto com (2.17) vem

vp−1(∆g̃(v−1u) +
n− 2

4(n− 1)
Sg̃(v−1u))

= −uv−1∆gv + ∆gu +
n− 2

4(n− 1)
Sg̃uvp−2

= −uv−1∆gv + ∆gu +

+
n− 2

4(n− 1)
(
∆gv + n−2

4(n−1)Sgv

vp−1 n−2
4(n−1)

)uvp−2
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= −uv−1∆gv + ∆gu +
∆gv + n−2

4(n−1)Sgv

v
u

= ∆gu +
n− 2

4(n− 1)
Sgu

Portanto

∆g̃(v−1u) +
n− 2

4(n− 1)
Sg̃(v−1u) = v−(p−1)(∆g(v−1u) +

n− 2
4(n− 1)

Sg(v−1u)),

e fazendo uma mudança de variáveis, chegamos a conclusão da prova da
afirmação.

Observação 2.1 Quando n = 2, o teorema de Gauss-Bonnet (vide p.e. [8] ou
[20]) nos dá uma relação entre o sinal da curvatura escalar com o sinal de uma
propriedade topológica, caracteŕıstica de Euler de M , denotada por χ(M), da
seguinte forma

χ(M) =
1
4π

∫

M

SgdVg.

No caso n ≥ 3, o sinal da curvatura está relacionado com o número µg (invariante
de Yamabe), conforme o teorema abaixo.

Teorema 2.2 Seja (M, g) uma variedade riemanniana regular compacta de
dimensão n ≥ 3. Então

µg > 0 ⇐⇒ ∃g̃ ∈ [g], Sg̃ > 0
µg = 0 ⇐⇒ ∃g̃ ∈ [g], Sg̃ = 0
µg < 0 ⇐⇒ ∃g̃ ∈ [g], Sg̃ < 0,

onde g̃ ∈ [g] significa que g̃ é uma métrica conforme à métrica g, e Sg̃ > 0(
respectivamente Sg̃ = 0 e Sg̃ < 0) significa que a relação é válida em todos os
pontos de M . Em particular, não podemos obter duas métricas conforme com
curvaturas escalares de sinais distintos.

Prova. Começaremos provando a seguinte relação envolvendo o funcional de
Hilbert, a saber,

F(g) =
∫

M

SgdVg.

Então
µg =

n− 2
4(n− 1)

inf
g̃∈[g]

V
−n−2

n

g̃

∫

M

Sg̃dVg̃,(2.22)

onde Vg̃ denota o volume de M com relação à métrica g̃.

Verificação. Pela densidade prova se para u ∈ C∞(M), u ≥ 0. Seja g̃ =
u4/(n−2)g métrica conforme à g. Como

dVg =
√

detg dx1 ∧ dx2 ∧ . . . ∧ xn,
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então
dVg̃ = u2n/(n−2)dVg e Vg̃ =

∫

M

u2n/(n−2)dVg = 1.

Multiplicando por u a equação que relaciona as curvaturas escalares das métricas
conforme (2.17), e integrando sobre M , vem

I(u) =
n− 2

4(n− 2)

∫

M

Sg̃dVg̃,

finalizando a verificação.

Provaremos agora o nosso teorema 2.2, mais exatamente, mostraremos
apenas a primeira implicação (as outras seguem analogamente). Note que como
M é uma variedade sem bordo, integrando sobre M a identidade (2.17) temos
que Sg e Sg̃ possuem o mesmo sinal, ou ambos são nulos. Assim da identidade
(2.22) e da observação acima prova-se o teorema.

2.4 Problema de Yamabe: caso nulo e negativo

Provaremos nessa parte um resultado provado independentemente por Aubin,
Trudinger e Aubin.

Teorema 2.3 Seja (M, g) uma variedade riemanniana regular e compacta de
dimensão n ≥ 3. Suponha que o invariante de Yamabe µg é não positivo, então
existe uma solução u, positiva e regular, da equação

(E) ∆gu +
n− 2

4(n− 1)
Sgu = µgu

n+2
n−2

e tal que
∫

M

u
2n

n−2 dVg = 1. Em particular, µg é assumido pela função u. Além

disso, o métrica conforme g̃ = u
4

n−2 g tem curvatura escalar constante, a saber
Sg̃ = 4(n−1)

n−2 µg.

Prova. Note que o caso µg = 0 decorre imediatamente do teorema 2.2. Suponha
µg < 0. O ponto crucial é provar que uq são uniformemente limitadas, onde
uq > 0 soluções de (PY S), q < n+2

n−2 .

Afirmação 1. Existe εo > 0 tal que λq < −εo, ∀q < n+2
n−2 .

Verificação. Segue-se da Afirmação 3 abaixo.

Afirmação 2. Existe A > 0 tal que λq > −A, ∀q < n+2
n−2 .

Verificação. Segue-se da Afirmação 3 abaixo.

Tome um xo ∈ M onde uq é máximo. Então ∆guq(xo) ≥ 0, e de (PY S) obtemos

n− 2
4(n− 1)

Sg(xo)uq(xo) ≤ λqu
q−1
q (xo).
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Portanto, Sg(xo) < 0, e

uq−2
q (xo) ≤ n− 2

4εo(n− 1)
max
x∈M

|Sg(xo)|.

Logo (uq) é uniformemente limitada. Da teoria eĺıptica, conclui-se que (uq) é
limitada em W 2,p(M), ∀p > 1. Da imersão de Sobolev (compacta), chega-se que
existe uma sub-seqüência de uq, denotada por uq, tal que uq −→ u em C1(M),
com u ≥ 0, quando q → 2n

n−2 .

Afirmação 3. λq −→ µq, q → 2n
n−2 .

Verificação. Como
∫

M

uq
qdVg = 1, da desigualdade de Hölder, temos

Cq

∫

M

u2n/(n−2)
q dVg ≥ 1, 2∗ =

2n

n− 2
, lim

q→2∗
Cq = 1.

Assim
lim sup

q→2∗

∫

M

u2n/(n−2)
q dVg ≥ 1.

Novamente, como
∫

M

uq
qdVg = 1, obtemos

µg(
∫

M

u2n/(n−2)
q dVg)(n−2)/n ≤ λq.

Sendo µg < 0, segue-se que
lim inf
q→2∗

λq ≥ µq.(2.23)

Para provar a desigualdade reversa, seja ε > 0 dado, e seja u ∈ H1(M) de norma
1 em L2∗(M) tal que I(u) ≤ µg + ε. Notando que a norma Lq de u converge a
1, quando q → 2∗, obtemos

lim sup
q→2∗

λq ≤ I(u) ≤ µg + ε.

Como ε é arbitrário, segue-se

lim sup
q→2∗

λq ≤ µg.(2.24)

Portanto, de (2.23) e (2.24), a verificação da Afirmação 3 está completada.

Da Afirmação 3, e passando o limite em (PY S), quando q → 2n
n−2 , temos que u

é solução fraca de (E). Pela teoria de regularidade u é regular. Pelo prinćıpio
de máximo, temos que u = 0 ou u > 0.

Da convergência C0(M), e como
∫

M

u2n/(n−2)
q dVg = 1 temos que

∫

M

u2n/(n−2)dVg = 1. Donde, em particular, u 6= 0. Portanto u > 0 em M.
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2.5 Problema de Yamabe: caso positivo

Trataremos o caso delicado do problema de Yamabe, a saber, quando a
invariante de Yamabe é positivo. Este é o caso onde é exigido a melhor constante
de Sobolev da imersão H1(M) em L2∗(M), a saber,

K = K(n, 2) =

√
4

n(n− 2)
ω

2/n
n , ωn é o volume da esfera unitária Sn−1,

o qual foi computada independentemente por Aubin [4] e Talenti [19]. Veremos
que o ponto crucial é provar que uma solução fraca é não nula.
O resultado a seguir foi obtido pelo Aubin em [5].

Teorema 2.4 Seja (M, g) uma variedade riemanniana regular e compacta de
dimensão n ≥ 3. Suponha que o invariante de Yamabe µg satisfaz a desigualdade

(∗) µg < K(n, 2)−2.

Então existe uma solução u, positiva e regular, da equação

(E) ∆gu +
n− 2

4(n− 1)
Sgu = µgu

n+2
n−2

e tal que
∫

M

u
2n

n−2 dVg = 1. Em particular, µg é assumido pela função u. Além

disso, a métrica conforme g̃ = u
4

n−2 g tem curvatura escalar constante, a saber
Sg̃ = 4(n−1)

n−2 µg.

Prova. A prova será em várias etapas. Basta considerar o caso µg > 0.

Etapa 1. λq −→ µq, q → 2n
n−2 .

Verificação. A prova é feita como na prova da Afirmação 3 acima.

Etapa 2. (uq) é limitada em H1(M).

Verificação. Como
∫

M

uq
qdVg = 1, então (uq) é limitada em L2(M). E dáı

∫

M

|∇uq|2dVg = λq − n− 2
4(n− 1)

∫

M

Sgu
2
qdVg

≤ λq +
n− 2

4(n− 1)
(max
x∈M

|Sg(x)|)
∫

M

u2
qdVg.

Então |∇uq| é limitada em L2(M). Isso prova a Etapa 2.

Da Etapa 2, existe u ∈ H1(M) tal que, a menos de uma sub-seqüência, têm-se

i) uq ⇀ u fracamente em H1(M).
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ii) uq → u em L2(M), q.s. em M,

quando q → 2∗.

Provaremos agora que u é uma solução fraca de (E). De fato, como uq ≥ 0,
de (ii) segue-se que u ≥ 0. Note que pela imersão de Sobolev, temos uq−1

q é
limitada em L2∗/(2∗−1)(M). Assim, quando q → 2∗, vem

uq−1
q → u2∗−1, fracamente em L2∗/(2∗−1)(M).

Por outro lado, como uq é solução de (PY S), segue-se que para todo φ ∈ H1(M),
tem-se

∫

M

< ∇uq,∇φ > dVg +
n− 2

4(n− 1)

∫

M

SguqφdVg = λq

∫

M

uq−1
q φdVg.

Mas o dual de L2∗/(2∗−1)(M) é L2∗(M). E dáı, ∀φ ∈ H1(M), da Etapa 1 e
passando o limite na relação acima, vem

∫

M

< ∇u,∇φ > dVg +
n− 2

4(n− 1)

∫

M

SguφdVg = µg

∫

M

u2∗−1φdVg,

ou seja, u é uma solução fraca de (E).

Etapa 3. u é uma solução regular (u ∈ C∞(M)), logo solução forte de (E).

Verificação. Basta provar que existe r tal que u ∈ Lr(M), r > 2∗. De
fato, se u ∈ Lr(M), então n−2

4(n−1)Sgu − µgu
n+2
n−2 ∈ Lp(M), p = r/(2∗ − 1). Da

teoria da regularidade segue-se u ∈ W 2,p(M). Usando a Imersão de Sobolev,
podemos colocar u num Lp′(M), p′ > p. Iterando o procedimento chegamos
que u ∈ W 2,p(M), ∀p > 1. Usando novamente a Imersão de Sobolev, conclúımos
que u ∈ Cα(M), para algum α > 0. Agora, o Teorema de Schauder implica que
u ∈ C2,α(M). Fazendo iterações, por exemplo como u2∗ ∈ C2,α(M), da teoria
de regularidade e da imersão de Sobolev, obtemos que u ∈ C∞(M).

A prova de que existe r tal que u ∈ Lr(M), r > 2∗, devido a Trudinger[21], é
bem trabalhosa.

Verificação. Seja u ∈ H1(M) a solução fraca de (E), então para todo
φ ∈ H1(M), tem-se

∫

M

< ∇u,∇φ > dVg +
n− 2

4(n− 1)

∫

M

SguφdVg = µg

∫

M

u2∗−1φdVg.(2.25)

A idéia é escolher uma função teste especial. Fixe ` > 0. Sejam v ≡ u+ =
max{u, 0} e β > 1 a ser escolhido convenientemente.
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Defina as funções

G(v) =
{

vβ se v ≤ `
`α−1(α`α−1v − (α− 1)`α) se v > `

F (v) =
{

vα se v ≤ `
α`α−1v − (α− 1)`α se v > `,

onde 2α = β.

Afirmação. F, G são funções Lipschitzianas e F (v), G(v) estão em H1(M).

Verificação. A primeira parte são cálculos longos e dáı remetemos à [1, 15].
Quanto a segunda parte segue-se do Teorema de Stampacchia (veja [6]).

Note que

G′(v) =
{

βvβ−1 se v ≤ `
`2(α−1) se v > `

F ′(v) =
{

αvα−1 se v ≤ `
α`α−1 se v > `,

e assim como α < β, temos

(F ′(v))2 ≤ αG′(v),(2.26)

e usando as definições de F e G obtemos

(F (v))2 ≥ vG(v) e αG = F ′(v) · F ′(v).(2.27)

Defina a seguinte função teste φ = η2G(v), onde η ∈ C1
c (M) função suporte

compacto numa vizinhança coordenada de M. Podemos assumir que η ∈
C1

c (SR), onde SR denota uma esfera centrada na origem de raio R em IRn.
Aplicando em (2.25) e substituindo as integrais em M pelas integrais na esfera
SR, obtemos

∫

SR

∑

ij

(gijuj(2ηiηG(v) + η2G′(v)vi)

+
n− 2

4(n− 1)
Sguη2G(v))

√
|g|dx

= µg

∫

SR

|u|2∗−1η2G(v)
√
|g|dx,

onde os ı́ndices das funções η e u denotam derivadas parciais. Usando novamente
o Teorema de Stampacchia, podemos substituir ui por vi no conjunto onde
u 6= 0. Aplicando ao segundo termo da igualdade acima a elipticidade da matriz
da métrica, ou seja,

1
µ

∑

i

x2
i ≤

∑

ij

gijxixj ≤ µ
∑

i

x2
i , x = (x1, . . . , xn) ∈ IRn,
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obtemos

∫

SR

(
∑

i

u2
i )η

2G′(v)
√
|g|dx

≤ µg

∫

SR

|u|2∗−1η2G(v)
√
|g|dx +

+
∫

SR

∑

ij

(−gijujηiηG(v)
√
|g|dx +

+
n− 2

4(n− 1)

∫

SR

(−Sg)uη2G(v))
√
|g|dx,

donde usando que u ≤ v, vem

∫

SR

(
∑

i

u2
i )η

2G′(v)
√
|g|dx

≤ C

∫

SR

(
∑

ij

ujηiηG(v) + (vη2 + v2∗−2vη2)G(v))
√
|g|dx,(2.28)

onde C é uma constante dependendo de µ, η, gij , µg e Sg.

Usando (2.27) notamos que a primeira integral do segundo membro da
desigualdade (2.28) torna-se

C

∫

SR

∑

ij

ujη|ηi|G(v)
√
|g|dx =

=
C

α

∫

SR

∑

ij

ujη|ηi|F (v)F ′(v)
√
|g|dx

=
C

α

∫

SR

∑

ij

ηFj(v)F (v)|ηi|
√
|g|dx.

Aplicando a desigualdade de Young, a saber,

ab ≤ 1
2
(εa2 +

1
ε
b2), ∀ε > 0,

com a = ηFj e b = |ηi|F, obtemos

C

∫

SR

∑

ij

ujη|ηi|G(v)
√
|g|dx ≤

≤ C

α

∫

SR

(
∑

ij

(εη2F 2
j (v) +

1
ε
|ηi|2F 2(v))

√
|g|dx.
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Usando (2.26) e (2.27) em (2.28) resulta que
∫

SR

η2(
∑

j

F (v)j)2
√
|g|dx ≤

≤
∫

SR

C(εη2(
∑

j

F (v)j)2 +
1
ε

∑

i

|(ηi|2F 2(v))
√
|g|dx +

+ Cα

∫

SR

(η2(F (v))2 + η2v2∗−2F (v)2)
√
|g|dx

Assim

(1− Cε)
∫

SR

η2(
∑

j

F (v)j)2
√
|g|dx ≤

≤ C

ε

∫

SR

∑

i

|ηi|2F 2(v)
√
|g|dx +

+ Cα

∫

SR

(η2(F (v))2 + η2v2∗−2F (v)2)
√
|g|dx.

Tomando ε pequeno, a desigualdade fica
∫

SR

η2(
∑

j

F (v)j)2
√
|g|dx ≤

≤
∫

SR

(C ′
∑

i

|ηi|2 + η2)F 2(v) + C ′′η2v2∗−2F (v)2))
√
|g|dx.(2.29)

Da desigualdade de Sobolev, vem

|ηF |22∗ ≤ C|∇(ηF )|22
= C(

∫

SR

|η∇F + F∇η|2
√
|g|dx

≤ 2C

∫

SR

(|η∇F |2 + F 2|∇η|2)
√
|g|dx.

Usando (2.29) resulta

|ηF |22∗ ≤ C ′
∫

SR

(|∇η|2 + η2))F 2(v)
√
|g|dx +

+C ′′
∫

SR

η2v2∗−2F (v)2
√
|g|dx.(2.30)

Da desigualdade de Hölder, obtemos
∫

SR

η2v2∗−2F (v)2
√
|g|dx ≤ (

∫

SR

v2∗
√
|g|dx)(n−2)/n|ηF |2L2∗ (SR).(2.31)
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Escolhendo R tal que
∫

SR

v2∗
√
|g|dx ≤ (4Cα)−n/(n−2),

substituindo-se em (2.31) temos
∫

SR

η2v2∗−2F (v)2
√
|g|dx ≤ 1

4Cα
|ηF |2L2∗ (SR).(2.32)

Note que
∫

SR

(|∇η|2 + η2)F 2(v)
√
|g|dx ≤ |(|∇η|+ η)F |2L2(SR).

Substituindo-se em (2.30) a desigualdade acima e usando (2.32) vem

|ηF |2L2∗ (SR) ≤ C|(|∇η|+ η)F |2L2(SR) +
1
4
|ηF |2L2∗ (SR)

≤ (C ′|(|∇η|+ η)F |L2(SR) +
1
2
|ηF |L2∗ (SR))

2.

Assim
|ηF |2L2∗ (SR) ≤ C ′|(|∇η|+ η)F |L2(SR).

Fixe β tal que 1 < β < 2∗ − 1, e fazendo ` → ∞ na expressão acima, mais
exatamente, nas expressões de F e G, obtemos

|ηvα|2L2∗ (SR) ≤ C ′|(|∇η|+ η)F |L2(SR).

Assuma que η = 1 na esfera SR/2, esfera concêntrica a SR, e |ηi| ≤ 2/R em SR.
Então

|ηvα|2L2∗ (SR/2)
≤ |ηvα|2L2∗ (SR)

≤ C ′′(
∫

SR

(|∇η|+ η)2v2α
√
|g|dx)1/2

≤ C ′′(
∫

SR

(|2
√

η

R
+ η|2v2α

√
|g|dx)1/2

= C ′′(
2
√

η

R
+ 1)|vα|L2(SR).(2.33)

Trocando u por −u obtemos uma desigualdade (2.33) para funções u.
Como 2α < 2∗, da imersão de Sobolev e (2.33) temos

|u|αLα2∗ (SR/2)
≤ CR.

Fazendo α2∗ = r > 2∗, obtemos

|u|Lr(SR/2) ≤ CR.(2.34)
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Portanto, tome agora uma cobertura finita de M por vizinhanças coordenadas
(Ui, hi) tais que Ui ⊂ hi(SRi

), i = 1, . . . s, e uma partição da unidade {αi}
subordinada a esta cobertura. Temos que em cada esfera SRi

é válido uma
estimativa do tipo (2.34) para as funções αiu, concluindo, portanto, que u é
limitada em Lr(M), ou seja,

|u|r =
s∑

i=1

|αiu|r =
s∑

i=1

|αiu ◦ h−1
i |Lr(SRi/2) ≤ C.

Logo u é limitada em Lr(M), para algum r > 2∗.

Etapa 4. A solução u satisfaz u = 0 ou u > 0 em M.

Verificação. Como u ≥ 0 em M , aplicando o Prinćıpio de Máximo, segue-se
que u > 0.

Etapa 5. Se u 6= 0, então u tem norma 1 em L2∗(M) e assume o ı́nfimo µg, ou
seja, I(u) = µg e

∫
M

u2∗dVg = 1.

Verificação. Primeiramente note que (uq) é limitada em L2∗(M), e dáı a menos
de uma sub-seqüência, uq converge para u q.s. e fracamente em L2∗(M).
Visto que

µg(
∫

M

u2∗dVg)(n−2)/2 ≤ λq,

e como λq converge para µg, segue-se que
∫

M

u2∗dVg ≤ 1.

Por outro lado, multiplicando (E) por u, e integrando sobre M , vem

I(u) = µg

∫

M

u2∗dVg.

Fazendo
v = (

∫

M

u2∗dVg)−(n−2)/nu,

então da definição de µg, obtemos

µg ≤ I(v)

= (
∫

M

u2∗dVg)−(n−2)/nI(u)

= µg(
∫

M

u2∗dVg)2/n.

Donde ∫

M

u2∗dVg ≥ 1.
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Portanto I(u) = µg.

Observe que até o momento não usamos a condição (∗). Usaremos essa condição
para provar que a nossa solução é não nula.

Da desigualdade de Aubin[5], temos que dado ε > 0 existe uma constante
positiva Bε tal que para todo u ∈ H1(M) tem-se,

(
∫

M

|u|2∗dVg)(n−2)/n ≤ (K(n, 2)2 + ε)(
∫

M

|∇u|2dVg + Bε

∫

M

u2dVg).

Para simplificar, trabalharemos com ε = 0. Como uq é solução de (PY S), usando
a desigualdade de Hölder e desigualdade de Sobolev, vem

1 ≤ V 2(1/q−(n−2)/2n)
g K(n, 2)2(λq + A

∫

M

u2
qdVg),

onde
A = B0 +

n− 2
4(n− 1)

max
x∈M

|Sg(x)|.

Passanto o limite na desigualdade acima, e lembrando que uq converge
fortemente para u em L2(M), obtemos

1 ≤ K(n, 2)2µg + K(n, 2)2A
∫

M

u2dVg.

Mas a condição (∗) implica que 1 − K(n, 2)2µg > 0. Portanto, inserindo essa
informação na desigualdade acima, conclúımos que a norma L2(M) de u é
positiva, em particular, u 6= 0.

2.6 A condição (∗)
A prova de que a condição (∗) é satisfeita deve-se a Aubin [5]. Prova é feita
usando a seguinte função. Seja xo um ponto de M e seja δ > 0 suficientemente
pequeno. Para ε > 0, seja uε uma função definida por

uε(x) =
{

(ε + r2)1−
n
2 − (ε + δ2)1−

n
2 se r ≤ δ

0 se r ≥ δ,

onde r denota a distância de x a xo. As funções uε são os extremos, ou seja,
a função que assume a melhor constante de Sobolev, a saber, K(n, 2). Agora
remetemos a [5].

3 Caso bidimensional-Kazdan & Warner

Essa seção é devida a trabalho de Kazdan e Warner [16](veja também [15]). Em
uma variedade de duas dimensões, existe basicamente uma noção de curvatura,
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e o nosso problema torna aquele de descrever o conjunto de função curvatura
gaussiana.

Sejam (M, g) uma variedade riemanniana bidimensional, K ∈ C∞(M) a
curvatura gaussiana associada à métrica g e K̃ ∈ C∞(M) uma função dada. É
posśıvel encontrar uma nova métrica g̃ em M , conforme à g (ou seja, g̃ = e2ug,
para alguma função u ∈ C∞(M) ), tal que K̃ seja a curvatura gaussiana de M ,
associada à esta métrica?

A fim de encontrar a equação diferencial que determina u em termos dos dados
K, K̃ e g, usaremos as coordenadas isotérmicas (w, v) em M . Então a equação
de Gauss se reduz a (vide ([8] ou [20]) ):

K =
−1
2σ
{(logσ)ww + (logσ)vv},(3.35)

e o Laplaciano torna-se

∆φ ≡ ∆gφ =
1
σ

(
∂2φ

∂w2
+

∂2φ

∂v2
)(3.36)

Por outro lado, podemos escrever os elementos de comprimento de arco, relativos
as duas métricas, por

ds2 = σ(dw2 + dv2) e ds̃2 = σ̃(dw2 + dv2).

Como as métricas são conforme, obtemos σ̃ = σe2u. Reescrevendo a equação de

Gauss para g̃ e usando a iguadade acima vem

K̃e2u = − 1
σ

(
∂2u

∂w2
+

∂2u

∂v2
) + K.(3.37)

Portanto, de (3.36) e (3.37) temos que u satisfaz a equação diferencial

∆gu + K̃e2u −K = 0.(3.38)

Seja v uma solução de

∆gv = K −K,

onde K =
∫

M
KdAg/(areaM) é a média de K, e seja w = 2(u − v). Então w

satisfaz
∆gw = 2K − (2Ke2v)ew.

Assim, estudaremos a equação diferencial oriunda de um problema de geometria,
a saber,

∆gu = c− heu,(3.39)

onde c é uma constante e h é uma função dada.
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Observe que se u for uma solução regular de (3.39), integrando sobre M , vem
∫

M

heudVg = cVol(M),

então h e c têm o mesmo sinal. Estudaremos apenas um caso, usando o método
de super e sub-solução.

3.1 Desigualdade Moser-Trudinger

Começaremos com a desigualdade Moser-Trudinger, a saber:
Existem constantes β, γ > 0 tais que para todo u ∈ H1(M) com média zero, ou
seja, u = 0, e |∇u|2 limitada, tem-se

∫

M

eβu2
dA ≤ γ.(3.40)

Dáı temos a seguinte conseqüência, que decorre usando a desigualdade de Young.
Existem constantes β, γ > 0 tais que para todo u ∈ H1(M) e ∀α > 0, tem-se

∫

M

eα|u|dA ≤ γexp(α|u|+ (α|∇u|2)2
4β

).(3.41)

Verificação. Faça a = |∇u|2 e defina v por u = u+av. Então |∇v|2 = 1, v = 0
e então

αa|v| ≤ βv2 + (αa)2/(4β),

assim, aplicando (3.40) obtemos o resultado.

Logo, quando M é bidimensional, temos

se u ∈ H1(M), então eu ∈ Lp(M), 1 ≤ p < ∞.(3.42)

Outra conseqüência é se M é bidimensional e un, u ∈ H1(M), temos

se un ⇀ u weakly em H1(M), então eun → eu em L2(M).(3.43)

Verificação. Pelo Teorema do valor médio temos que |et−1| ≤ |t|e|t|, e podemos
assumir, a menos de uma subseqüência, que un → u em L4(M). Combinando
esses fatos, junto com a desigualdade de Schwarz vem

∫

M

|eun − eu|2dV ≤
∫

M

e2u|eun−u − 1|2dV

≤
∫

M

e2ue2|un−u||un − u|2dV

≤ (
∫

M

e8udV )1/4(
∫

M

e8|un−u|dV )1/4|un − u|24.
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Agora (3.41) garante a limitação dos termos dentro dos parênteses e note que
|un − u|4 → 0. Isso conclui a prova.

Aplicação. Suponha que h 6= 0, h ∈ C∞(M). Assuma que h muda de sinal e que∫
M

hdV < 0. Então, a equação

∆gu = ∆u = −heu(3.44)

possui uma solução u ∈ C∞(M). Na verdade, como vimos, as condições acima
sobre h são necessárias.

Usaremos minimização para a suficiência. Defina

B = {v ∈ H1(M) :
∫

M

hevdV = 0, v = 0}.

Como h muda de sinal, segue-se que B 6= ∅.
Minimizaremos o funcional J(v) =

∫
M
|∇v|2dV, restrito ao conjunto B.

Observe que J ≥ 0. Seja a = infv∈B J(v). Seja vn uma seqüência minimizante,
então J(vn) → a. Note que podemos assumir que |vn|H1 é limitada. Donde
existe v ∈ H1(M) tal que vn ⇀ v fracamente em H1(M). Isso implica que
v = 0. De (3.43), segue-se que evn → ev em L2(M). Portanto

∫
M

hevdV = 0.
Assim v ∈ B. Além disso, como |v|H1 ≤ lim inf |vn|H1 , segue-se que v minimiza
J em B. Do teorema do multiplicador de Lagrange, podemos concluir que v é
solução de (3.44). Usando a teoria de regularidade temos que u ∈ C∞(M).

3.2 Método iterativo: Sub-Super solução

Muitas vezes, deparamos com uma situação em que o funcional é ilimitado,
por exemplo, no nosso problema (3.39), quando h é positiva num aberto. Desta
forma, apelamos para uma ferramenta muito eficiente que o método de sub-super
solução. Consideramos M uma variedade não necessariamente de dimensão 2 e
h ∈ Lp(M), p > dimM. É claro que se h ∈ C∞(M) a prova do resultado abaixo
poderá ser feita nos moldes clássicos.

Definições. Dizemos que u ∈ W 2,p(M) (respectivamente, v ∈ W 2,p(M)) é uma
sub-solução (respectivamente, super-solução) de (3.39) quando

∆u− c + heu ≥ 0, (respectivamente, ∆v − c + hev ≤ 0), em M,(3.45)

onde a desigualdade é válida quase sempre.

Lema 3.1 Sejam c < 0 e p > dimM duas constantes. Se existirem sub-solução
e super-solução, U, V ∈ W 2,p(M) de (3.39) e se U ≤ V , então existe uma
solução w ∈ W 2,p(M) de (3.39), satisfazendo U ≤ w ≤ V, e w ∈ C∞
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Prova. Defina k1(x) = max{1,−h(x)}, assim k1 ≥ 1 > 0, e k1 ≥ −h. Seja
k(x) = k1(x)eV (x), e observe que k(x) ≥ constante > 0. Como V ∈ W 2,p(M),
da imersão de Sobolev temos que V é cont́ınua. Assim k ∈ Lp(M). Obteremos
uma solução de (3.46) por um processo de iteração. Seja

Lφ ≡ ∆φ− kφ e f(x, u) = c− heu.

Então, da teoria eĺıptica, seja uj+1 ∈ W 2,p(M) a única solução de

Luj+1 = f(x, uj)− kuj ,

onde u0 = V. Note que uj ∈ W 2,p(M), então uj é cont́ınua, donde f(x, uj) ∈
LP (M), e f(x, uj) − kuj ∈ Lp(M). Consequentemente uj+1 ∈ W 2,p(M).
Afirmamos que

U ≤ . . . ≤ uj+1 ≤ uj ≤ . . . ≤ V.

Com efeito, as desigualdades decorrem do Prinćıpio do Máximo. Por exemplo,
para provar que uj+1 ≤ uj , conferimos indutivamente que L(uj+1 − uj) ≥ 0, e
então aplicamos o Prinćıpio do Máximo. As outras desigualdades são provadas
de uma maneira análoga.

Como U, V e uj são cont́ınuas, a desigualdade acima mostra que uj é
uniformemente limitada. Assim,

||Luj+1||p = ||c− heuj − kuj ||p ≤ constante.

Portanto, da estimativa Lp, uj e suas derivadas de primeira ordem são
uniformemente limitadas. Aplicando o teorema de Arzela-Ascoli temos que,
passando a uma sub-seqüência se necessário for, uj converge uniforme para
uma função cont́ınua u. Em verdade, da monotonicidade acima, a seqüência
toda converge.

Da Estimativa a Lp,

|ui+1 − uj+1|W 2,p ≤ C||L(ui+1 − uj+1||p
≤ C(||h||p|eui − euj |∞ + ||k||p|ui − uj |∞).

Portanto, uj converge (forte) em W 2,p(M), assim u ∈ W 2,p(M). Note agora
que o operador L : W 2,p(M) → Lp(M) é cont́ınua, e dáı u é solução de (3.39)
e satisfaz U ≤ u ≤ V.

Agora da imersão de Sobolev, como u ∈ W 2,p(M) então u ∈ C1(M). Da teoria
Schauder, podemos provar indutivamente que u ∈ C∞(Ω) para todo aberto Ω
onde h ∈ C∞(Ω).

Lema 3.2 (Existência de sub-solução)Sejam c < 0 e p > dimM duas
constantes. Se existir uma super-solução V ∈ W 2,p(M) de (3.39), então existe
uma sub-solução U ∈ W 2,p(M) de (3.39), satisfazendo U ≤ V.
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Prova. Se h é limitada inferiormente, então podemos tomar como sub-solução
U = −Co, onde Co é uma constante suficientemente grande. No caso geral,
se h ∈ Lp(M), defina k1(x) = max{1,−h(x)} e seja α > 0 uma constante
a ser escolhida de modo que αk1 = −c. Então, é fácil ver que αk1 + c = 0 e
(αk1+c) ∈ Lp(M). Logo existe uma solução w de ∆w = αk1+c. Da regularidade
Lp, segue-se que w ∈ W 2,p(M). Portanto w é cont́ınua.

Afirmamos que U = w − λ, com λ suficientemente grande, é uma sub-solução
procurada.

De fato, primeiramente note que U ≤ V , para qualquer V ∈ W 2,p(M), pois w
e V são cont́ınuas. Além disso, U é uma sub-solução pois

∆U − c + heU = αk1 + hew−λ

≥ k1(α− ew−λ) > 0,

para λ suficientemente grande.

Aplicação. Daremos uma aplicação do método iteração monotônica (método
de sub e super-solução).

Considere o problema

∆gu ≡ ∆u = c− heu, c < 0, h ∈ C∞(M).(3.46)

Teorema 3.1 Se h =
∫

M
hdA/(área(M)) < 0, então existe uma constante

c− = c−(h) ∈ [−∞, 0) tal que o problema (3.46) possui uma solução para todo
c ∈ (c−, 0), e não possui solução se c < c−.

Prova. Em vista dos Lemas 3.1 e 3.2, uma condição necessária para existência
de uma solução u ∈ C∞(M) de (3.46) é a existência de uma super-solução
V ∈ C∞(M), ou seja,

∆V ≤ c− heV .

Claramente, se V é uma super-solução para um dado c < 0, então V é também
uma super-solução para todo c̃ < 0 tal que c ≤ c̃. Logo, existe uma constante
c− ∈ [−∞, 0] tal que o problema (3.46) tem solução para todo c < 0 tal que
c > c−, e não possui solução se c < c−.
Provaremos agora que se h < 0 então c− < 0. De fato, seja v ∈ C∞(M) uma
solução de ∆v = h − h. Como |et − 1| ≤ |t|e|t|, e h < 0, podemos tomar um
a > 0 suficientemente pequeno tal que

|eav − 1| ≤ −h

2|h|∞ .

Seja eb = a. Se c = ah/2 e V = av + b, temos

∆V − c + heV = ah(eav − 1) +
ah

2

53



≤ a|h|∞|eav − 1|+ ah

2

≤ ah

2
− ah

2
= 0.

Assim, com c = ah
2 < 0, temos uma super-solução V. Consequentemente, h < 0

implica que c−(h) ≤ ah/2 < 0.

4 Observações finais

Alguns problemas interessantes são quando o funcional não é limitado ou que
o funcional não é homogêneo. Isso ocorre, por exemplo, quando se estuda
perturbações do problema de Yamabe. Nestes casos, lançamos mão da teoria
de pontos cŕıticos. Djadli [7] usa para provar seus resultados o teorema de
pontos cŕıticos devido à Ambrosetti e Rabinowitz [2], conhecido na literatura
por Teorema do Passo da Montanha. Consideraremos esses problemas num
segundo curso.
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