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Prefacio. Desde o aparecimento da conjectura de Yamabe, muitos
matemdaticos tém se dedicado a estudar Equagoes Diferenciais
Parciais modelados em variedades riemannianas compactas ou nao
compactas. A nossa proposta é apresentar uma nota contendo
nogoes preliminares de Geometria Riemanniana e de Equacoes
Diferenciais Parciais para mergulharmos no mundo das EDP’s
geométricas.

Essa nota foi baseada: no livro biblico, Geometria Riemanniana de
autoria de M. P. do Carmo; no livro publicado pela SBM no 192
CBM-SBM devido a Escobar; no artigo devido a Lee e Parker, bem
como a do Kazdan e Warner; na tese da Karly defendida na UnB; nas
notas de aulas do Hebey ministradas na Universidade de Roma e nas
intimeras ”conversas ” gratificantes com os meus amigos: Carrido e
Suzana da UFMG e Claudianor da UFCG.

Devido a um curto espaco de tempo entre o convite para ministrar
um minicurso e o congresso, peco desculpas pelos intimeros erros
técnicos e tipograficos, mas gostaria muito de receber criticas e
sugestoes.

Meus agradecimentos a Comissao organizadora pelo convite e pela
oportunidade, e especialmente, ao prof. J.M. Bezerra do O, pela
paciéncia na cobranga do manuscrito.

Vicosa-MG, 15 de Janeiro de 2004

Olimpio Hiroshi Miyagaki



Ementa. Geometria Riemanniana e teoria linear das equacoes
diferenciais parciais. Desigualdades isoperimétricas. Deformagao
conforme das métricas. O Problema de Yamabe. Seqiiéncias
minimizantes. Método de sub-super solugao. Aplicagoes.

Palavras Chaves. Operador de Laplace-Beltrami. Deformagao
conforme. método variacional.
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1 Preliminares

Nessa secao apresentaremos brevemente as definicoes e propriedades
importantes da Geometria Riemanniana que serao usadas nas notas, bem como
algumas consideragoes sobre os Espacos de Schauder e de Sobolev, dos resultados
de regularidade e o principio de méximo. Referéncias bésicas dessa se¢ao sao

[1,3,9,10, 11, 12, 14, 15] e [17].
1.1 Variedades Riemannianas

Comegaremos com alguns fatos béasicos da Geometria Riemanniana.

Definigao 1.1 Uma Variedade Diferencidvel de dimensdo n é um conjunto M
e uma familia de aplicagdes biunfvocas xo : U, C IR" — M de abertos U, de
IR" em M tais que:

1) U 2a(Us) =M

2) Para todo a,f3, com x4(Uy) Nzg(Us) = W # 0, os conjuntos x (W) e
:cgl(W) sao abertos em IR™ e as aplicagides xgl oz, sdo diferencidveis.

Uma variedade M de dimensao n serd denotada por M™.

A familia {(U,, z4)} é maximal, e o par (U,, Z,) ( ou a aplicagdo z,) com
p € x4(Uy) é chamado uma parametrizagdo ou sistema de coordenadas de M
em p, £4(Uy) é chamado vizinhanga coordenada em p. A familia {(Ua, z4)}
satisfazendo (1) e (2) é chamada estrutura diferencidvel em M.

Observagao 1.1 Uma estrutura diferencidvel em M induz uma topologia
(natural) em M, definindo A C M é um aberto de M se 7 (A N x4(Uy))
é um aberto de IR™ para todo a. Desta forma x,(Uy) sao abertos e z, sao
continuas. Note que M e {) sao abertos, etc.

Exemplo 1.1 M = IR" (espaco euclidiano), M = S"™' = {x € R" : |z|* =
n
Zx? = 1} ( esfera) e o conjunto das retas de R™ que passam pela origem
i=1

0=1(0,...,0) € R"™, denominado espaco projetivo real P™(IR).



Muitas vezes consideraremos variedades com bordo. Dizemos que M é
uma variedade com bordo M, se cada ponto de M possui uma vizinhanga
homeomorfa a um aberto de R} = {z = (z1,...,2,) € R" : 1 > 0}. Os
pontos interiores a M sdo aqueles pontos onde existe um homeomorfismo com
um aberto do IR", e os outros sdo denominados pontos de fronteira de M. Além
disso, se M é uma variedade n—dimensional de classe C* com bordo, onde
OM # 0, entao OM ¢é uma variedade n — 1— dimensional sem bordo de classe
Ck=1. (veja [4])

Introduziremos a nocdao do calculo diferencial para aplicacbes entre
variedades.

Definigao 1.2 Sejam M; = M e My = M3* variedades diferencidveis. Uma
aplicagao ¢ : My — My € diferencidvel em p € My, se dada uma parametrizagdo
y:V CR™ — My em ¢(p) existe uma parametrizacao x : U C IR" — M; em
p tal que ¢p(z(U)) C y(V) e a aplicagao

(1.1) ytogox:a ' (U)C R" — R™

é diferencidvel em x~1(p).

Dizemos que f é diferenciavel em um aberto A C M, quando f for diferencidvel
em todos os pontos de A. Note que da Defini¢ado 1.1 (2) a definigdo acima
independe da escolha das parametrizagoes. Uma aplicacao f : My — My é
difeomorfismo se ela é bijetora e ambas f e f~! sdo diferencidveis.

Definicao 1.3 Seja M uma variedade diferencidvel. Seja o uma curva em M,
ou seja uma aplicagdo diferencidvel o : (—e,e) — M. Suponha «(0) =p € M,
e seja D o conjunto das fungoes de M diferencidveis em p. O Vetor Tangente d
curva « emt =0 € a fung¢io o'(0) : D — IR dada por

o (0)f = W li—o, f €D.

Ne)



Notacao: T,,M denota o conjunto dos vetores tangentes a M em p, ou seja o
conjunto dos vetores tangentes em ¢ = 0 de alguma curva « : (—e¢,¢) — M, com
a(0) = p.

Note que se escolhermos uma parametrizacdo z : U C R" — M = M™ em
p = x(0), entdo se f : M — IR temos:

d d
SOF = H(foa) limom S I, 7(®) imo
n n
. of . D
> w0055 = (0G0
ou seja
n , 8f
"(0) = (0 o
@10 =3 #0052
onde ( 6‘; )o € 0 vetor tangente em p com relagdo & curva coordenada a(z;) =
x(0,...,0,2;,0,...,0), assim podemos assumir que os vetores
{(%)0, i=1,2,...,n}
geram o espago T, M.
s ilids
EC]

Proposigao 1.1 Sejam My = M7 e My = M3" variedades diferencidveis, e
f My — My uma aplicagdo diferencidvel. Para cada p € My e cada v € T, M,
escolha uma curva diferencidvel « : (—e, ) — My com «(0) = p,a/(0) = v. A
aplicagdo dfy : TyMy — T,y M2 dada por df,(v) = (f o a)'(0) € uma aplicagdo
linear independente de o, denominada diferencial de f em p.

10
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Observagao 1.2 A matriz da aplicacdo df,, nas bases associadas as
parametrizacoes ©: U C R™ — My ey :V C IR™ — My é a matriz (22).

Exemplo 1.2 Seja M = M™ uma variedade diferencidvel. O fibrado tangente
T(M) = {(p,v) € M x T,(M)} é uma variedade de dimensio 2n. Uma
parametrizagao para T(M) pode ser definida por y : U x R" — T(M), dada
por

n
0
y($17x27'~~7xn7u1uu27"'7un) = (x(xlaxZa”'yxn%;uiaixi)
= (2(g), (dz)q(v)),
onde v = (u,...,uy) € R", x:U C IR" — M é uma parametrizacio de M,
q=(r1,22,...,2Zn) € (a%v . %) sao a coordenada de U e a base do espacos

tangentes associada a x, respectivamente.

Defini¢ao 1.4 Um ponto p num aberto U C IR"™ é um ponto critico de uma
aplicagao diferencidvel F: U — IR™ quando a diferencial dF, : R™ — IR™ nao
é sobrejetora. Neste caso F(p) € denominado valor critico de f, caso contrdrio
F(p) é chamado valor regular de F. Pode-se provar que se a € F(U) é um valor
regular, entdo F~1(a) C IR™ é uma variedade de dimensio n —m.

Definicao 1.5 Uma variedade M ¢€ dita ser orientavel quando admite uma
estrutura diferencidvel (denominada orientacdo) {(Uy, o)} tal que:

1. 2o (Uy) Nzp(Ug) =W # 0, Vo, 5.

2. A diferencial da mudanca de coordenadas xg o z_' tem determinante
positiva.

Caso contrario dizemos que M nao é orientavel.

Definigao 1.6 Um campo de vetores (diferencidvel) X em wuma wvariedade
diferencidvel M, é uma aplicagdo (diferencidvel) X : M — TM, que a cada
ponto p € M associa um vetor tangente X (p). Podemos escrever

X(p) = Zai(p)£,
i=1 g

11



onde v : U C IR — M € uma parametrizacdo, a; : U — IR sdo funcoes
(diferencidveis) e {6%} (i = 1,2,...,n) € a base associada & x. Com isso
podemos usar a notacao:

XNe) = SamL

i1 O
= dfP(X)7
para toda f: M — IR diferencidvel.

Proposigao 1.2 Sejam X e Y dois campos diferencidveis em M. Entao eziste
um Unico campo Z tal que, Zf = (XY —-YX)f =[X,Y]f, Vf € D.

Prova: Unicidade Sejam p € M e = : U — M uma parametrizagdo em p, e
considere

- 9] - 0
Xzzai(p)%> Y:ij(p)%’
i=1 j=1

as expressoes de X e Y na parametrizagao x. Entao Vf € D, temos

- 0
XYf = X(ij(P)%)
=1 !
- ob; of - ‘ ‘ 0% f
- ’LJZ: Z( )azzaixj—i_ijZ:lal( )bj(p)axlaxj?

VX = V(Y al) )

onde Z é dado na parametrizacao x por

Zf = XYf-YXf
N (O 04 OF
= g b5,

0 que mostra a unicidade.

Existéncia: Seja {(Uy, zo)} uma estrutura diferencidvel de M. Defina Z, em
cada vizinhanga coordenada de z,(U,) pela expressao acima. Da unicidade
Zo = Zg em x4(Uy) N2g(Uy) # 0, donde se define Z em toda M. [

Enumeramos a seguir, algumas propriedades do colchete de Lie dada por
[X,)Y]=XY -YX.

12



Proposigao 1.3 Sejam X,Y,Z € X, a,b € IR e f, g sao func¢oes diferencidveis,
onde X denota o conjunto de campos em M. Entdo:

a) [X,Y] =Y, X]

b) [aX +bY, Z] = a[X, Z] + b]Y, Z]

c) [X,Y], Z] + [, Z), X] + [[Z, X], Y] = O(identidade de Jacobi)
d) [fX,gY]=fglX, Y]+ [X(9)Y - gY (/)X

o
z.\x//Y

Prova: A prova de a), b) e ¢) decorrem imediatamente da defini¢do. Quanto a
d), vem:

[fX,gY] = [fX(gY)—gY(fX)
foXY + fX(9)Y —gfYX —gY (/)X
falX, Y]+ fX(9)Y — gY (f)X,
aqui usamos o seguinte fato:
X(fY)=fXY +X(f)Y, X,Y € X, f funcao diferencidvel.
|

Definigao 1.7 Seja M uma variedade diferencidvel e {(Uy, o)} uma estrutura
diferencidvel de M. Dizemos que uma familia de abertos V,, C M que cobre
M, ou seja M = U V,, € localmente finita se todo ponto p € M possui uma
vizinhang¢a U tal q(;ze UNV, # 0 apenas para um nimero finito de indices.
Seja f: M — IR. O suporte de f, denotado suppf € o fecho do conjunto dos
pontos onde f € diferente de zero. Dizemos que uma familia {f,} de funcgoes
diferencidveis f, : M — IR é uma particdo diferencidvel da unidade (subordinada
a cobertura {V,}) se:

1. fo >0, suppfo C Vo = 24(Uy) (vizinhanga coordenada), Yo, 3.
2. A familia {V,} € localmente finita

13



3.3 falp) =1, Vp € M.
«
Observagao 1.3 Uma wariedade diferencidvel M possui uma particao
diferencidvel da unidade se, e somente se, toda componente conexa de M € de
Hausdorff (dois pontos distintos de M existemn vizinhangas destes dois pontos
que nao se intersectam) e tem base enumerdvel ( M pode ser coberta por uma
quantidade enumerdvel de vizinhangas coordenadas).

Definicao 1.8 Uma métrica Riemanniana ou Estrutura Riemanniana em wuma
variedade diferencidvel M € uma lei que faz corresponder a cada pontop € M um
produto interno < -,- >, no espago tangente T,M, tal que, sex : U C R" — M

é um sistema de coordenadas locais em torno de p, com x(x1,...,2,) = q € z(U)
€ %(Q) =dz(0,...,1,...,0), entdo
0 0

< aixi(q)a 871‘] >|q: gij(xla cee 7l'n)7

€ uma funcao diferencidvel em U. Uma variedade diferencidvel com uma dada
métrica Riemanniana chama-se uma Variedade Riemanniana.

Notacao: As funcoes ¢;; sdo chamadas expressio da métrica Riemanniana no
J
sistema de coordenadas x : U C IR" — M.

Definicao 1.9 a: Sejam M e N wvariedades Riemannianas. Um difeomorfismo
f:M — N é chamado uma lsometria se:

<u,v >|p=<dfp(u),dfp(v) >|f@p), Yp € M, u,v € T, M.
b: Dizemos que f € uma Imersdo quando
dfy : TyM — Ty,yN € injetiva, Vp € M.

Observagao 1.4 Note que se N € uma variedade Riemanniana, uma imersao
f: M — N induz uma estrutura Riemanniana em M, fazendo

<u,v >|p=<dfp(u),dfp(v) >|@p), Vp € M, u,v € T, M.

Exemplo 1.3 a: Sejam M = IR" e 8% ~ e = (0,...,1,...,0). Entdo
< e;,e5 >= 0;5 métrica euclidiana em M.

b: Seja M = S"~! (esfera em IR"). A métrica induzida por IR" em S"~! ¢
denominada métrica candnia de S™~ 1.

c: Toda variedade diferencidvel M de Hausdorff e com base enumerdvel possui

uma métrica Riemanniana.

Definicao 1.10 Denotemos por X = X (M) e D = D(M) o conjunto dos
campos de vetores de classe C°° em M e o conjunto das funcdes reais de classe
C definidas em M, respectivamente. Uma conexdo afim V em M ¢é uma
aplicacao

ViXxX—X, (X,)Y)S VyY,

satisfazendo:

14



i) VixigvZ = fVxZ+gVyZ, VXY, Z € X, f,geD.
i) Vy(Y +2) =VyY +VxZ,VX,Y,Z € X.
iii) Vx(fY) = fVxY + X(f)VxY, VX,Y € X, f€D.

Observacgao 1.5 VxY(p) sé depende do valor de X(p) e do valor de Y ao
longo de uma curva tangente a X.

De fato, escolhendo um sistema de coordenadas x = (x1,Z2,...,T,) €Y em
torno de p e escrevendo

X=) uX; V=) yX;
i J
onde X; = %, temos
VxY = aiVx, Oy X)) = > miy;Vx, Xj+ Y w:Xi(y;) X;
i ] ij ij
Fazendo Vx, X; =3, I‘ijk, vem

VxY = ZZ%F + X (y0)) X,

donde V xY (p) depende de x;(p),yr(p) e das derivadas X (yx)(p) de yx segundo
X. Aqui, Ffj sao os coeficientes da conexdo V ou os simbolos de Christoffel da
conexao.

Definicao 1.11 a) Um campO vetorial V' ao longo de uma curva c: 1 — M é
chamado paralelo quando 2 7 =0, vVtel (% € chamada derivada covariante
de V' ao longo de c).

b) Seja M uma variedade diferencidvel, munida de uma conexdo afim V e uma
métrica riemanniana < -,- > . A conexdo € dita compativel com a métrica
< -+, - >, quando para toda curva diferencidvel ¢ e quaisquer pares de campos de
vetores paralelos P e P’ ao longo de ¢, tivermos < P, P’ >= constante.

Observagao 1.6 a) Uma conexdo afim V em uma variedade riemanniana M
€ compativel com a métrica se e somente se

X<Y,Z>=<VyxY,Z>+<Y,VxZ> VX,Y,Z € X.

b) Uma conezdo afim V em uma variedade riemanniana M ¢é dita simétrica
quando
VxY -VyX =[X,Y], VXY e X.

Neste caso, em um sistema de coordenadas x, se V for simétrica, entao

0

VX, -V, X, = X, Xj], X;= o

15



k _ Tk
donde T%; =TY7,.

c¢) (Levi-Civita)Dada uma variedade riemanniana, existe uma Unica conexdo afim,
simétrica e compativel com a metrica riemanniana. Neste caso, a conexdo V é
univocamente determinada pela métrica < -,- >, pela relacdo:

1
<VyvX,Z> = 5(X<Y,Z>+Y<Z,X>—Z<X,Y>
- <[X,Z,)Y >—-< [V, Z],X > - < [X,Y], Z >).

Dai, se g;; =< X;, X; > temos
1.0 0 0
E g, = Z(—gq. i — »
- ij 9tk 2 (8$1‘ng + axj 9k axkg J)

ou seja
1 0 0 0
== — a ;= » knl’
1] 2;(81,29.719"‘ axjgk axkgj)g

onde (g¥™) é a inversa da matriz (gim).

Definicao 1.12 Uma curva parametrizada o : I — M € uma geodésica quando

D da
— (=) =0, Vtel.
dt( dt) P THE
Observagao 1.7 Dado p € M existem uma vizinhanga V dep em M, e >0 e
uma aplicacdo diferencidvel

a:(=2,2) xU — M,

onde U = {(q,w) € TM : q € V,w € T,M,|w| < €}, tal que t — a(t,q,w), t €
(=2,2) € a dnica geodésica em M que no instante t = 0 passa por q com
velocidade w, para todo ¢ € V, w € T,M, |w| < e.

A aplicacao exponencial em U, exp: U — M, dada por

erp(q,v) = a(l,q,v) = a(lv],q,v/|v]), (¢,v) €U,

¢ um difeomorfismo de uma vizinhanca da origem do TyM sobre um aberto de
M. Neste caso, exp(V) = U ¢é chamada vizinhang¢a normal em p. Se B.(0) C V,
entao exp(B.(0)) = Bc(p) € denominada bola normal ou geodésica de centro p
e raio €. As geodésicas em B(p) que partem de p sao denominadas geodésicas
radiais.

Definicao 1.13 Uma curvatura R de uma variedade riemanniana M com
conexao V, é uma lei que associa a cada par (X,Y) € X(M) x X(M) uma
aplicagao R(X,Y) : X(M) — X(M) dada por

R(X,Y)Z =VyVxZ —VxVyZ+Vxy1Z, Z € X(M)

16



Observagao 1.8 Seja (U,x) um sistema de coordenadas em torno do ponto
p € M. Indicando X; = 6%, pondo

R(X;, X;)Xx = Y R Xy,
L

onde Rfjk sao as componentes da curvatura R em coordenadas x. Denote
Rijks =< R(Xza X])ka Xs >= R(X’H Xja ka XS);
entao podemos exprimir Rfjk em termos dos coeficientes Ffj,

0 0
Rijks = Tmrjﬂg% - %FZJQSZ + ngrzsgri - szrzsgri-

A partir daqui estaremos usando a notagdo de Einstein, um indice que aparece
duas vezes num produto, este deve ser somado de 1 a n (dimensdo do espago).
Por exemplo vzai denota

n

.0
>
i=1 Oz

Zq

i OfI . L.
917 0 ¢ uma abreviag¢ao para

€V Br; 5f
ZZU 8@87‘1

i=1 j=1

Segue da identidade de Bianchi
R(X,Y)Z+R(Y,Z) X+ R(Z,X)Y =0, X,Y,Z € X(M)
que

(12) (X,Y,Z,T)=<R(X,Y)Z,T >=< R(Z,T)X,Y >= (Z,T, X,Y).

Definicao 1.14 Dado um ponto p € M e um subespa¢o bidimensional m C
T,M, o nimero

_ < R@yzy>_ (2,y,7,y)

|z A yl? lz Ayl?

K(z,y) = K(r) ,
é chamado curvatura seccional de w em p, onde {x,y} é uma base qualquer de
melp Ayl = 2Plyf - <,y >2.

Proposigao 1.4 Sejam M uma variedade riemanniana n—dimensional, p €
M e {ei,es,...,e,} uma base ortonormal de T,M. Denote Rijiy =<
R(e;, ej)er,eq >, 1,5,k ¢ =1,2,...,n. Entao K(m) = Ky para todo 1 C T,M
se, e somente se,

1 se r=s
Rijre = Ko(0ikGje — 6iedjk), Ors = { 0 se r#s

17



Defini¢ao 1.15 (Curvatura de Ricci e Curvatura média ou escalar)
Seja x = z, € T,M, |z| = 1. Tome uma base ortonormal {z1,z2,...,2,} do
hiperplano de T, M ortogonal a x, entdo

Ric(x Z<szzle > 1=1,2,....,n—1,

Z Ric(z;) = ( Z<Rzz,zj)z“zj> ji=12,...,n,

sdo chamadas curvatura de Ricci na dzreg:ao x e curvatura média (escalar) em p.
As vezes, como no nosso trabalho, usaremos curvaturas sem normalizar-las.

Observagao 1.9 Notemos que tais curvaturas independem da escolha das
bases.

Com efeito, para ver isso defina a funcgdao linear Q(x,y) = trago da aplicagdo
Z — R(X,Z)Y. E dai da observagao acima (1.2), vem

Q(‘T7y) = Z < R(xazi)y7zi >= Z < R(y,zz)x,zz >= Q(yam)v

para uma base ortonormal {z1,...,2z,_1, 2, = x} de TyM. Logo, Q € simétrica

e Q(z,x) = (n—1) Ric(x) (independe da base). O mesmo acontece com K(p).
Obteremos agora a expressao da curvatura em termos das componentes.
Defina agora a aplicacao auto-adjunta K associada a Q dada por

< K(z),y >=Qz,y).

Numa base ortonormal {z;} temos

trago de K = Z < K(zj),2; >= ZQ(zj,zj)
j J

= (n—-1) Z Ric(zj) = n(n — 1)K (p)

Note também que em termos de componentes g;; e R”k, temos
_ k
(1.3) = => g*Rl.,
ijk
De fato, seja {X; = 6.L , 1 =1,2,...,n} base de sistema de coordenadas. Sejam

ai; dadas por
i) = ZainJ
j=1
dai seque-se
Q(Xi, Xi) = K(X;), X >= Y _ aijgj

J
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donde '
aij = > Q(Xi, Xi)g™.
k

Portanto

trago de K =n(n — 1)K (p) =n(n —1) Zaii =n(n—1) ZgikQ(Xi,Xk).
i ik

Mas, Q(X;, Xy) € o trago da aplicagio F dada por
F(Z) = R(X;, Z) X

Como F(X;) = R(X;, X;) X, =, Rfijg, temos

Q(Xi7 Xk) = ZRfjka
J

logo o desejado.

Exemplo 1.4 A curvatura seccional das variedades S"~', IR™ e H" (espago
hiperbdlico) sao respectivamente: 1,0 e —1. E toda variedade riemanniana
completa de curvatura seccional constante K € isométrico a uma das variedades

acima, quando K = 1,0 ou —1, respectivamente. Aqui H" = {(x1,...,2,) €
R" : z,, > 0} com a métrica g;j(z1,...,2n) = ‘;%

1.2 O operador de Laplace-Beltrami
Nessa secao introduziremos a expressao para o operador de Laplace-Beltrami.

Definicao 1.16 a) Seja v € C®(M,IR). O gradiente de u é um campo
diferencidvel em M, satisfazendo

< grad u(p),v >= dup(v), Yv e T,M.
b) Seja Y € X(M). A divergéncia de Y ¢é uma fungao real em M, dada por
divY (p) = trago de F, onde F(Z)(p) =VzY(p).
c) O operador de Laplace-Beltrami € definido como
Au=div gradu, u e C*(M,R).

Exprimiremos as defini¢bes acima em coordenadas locais X; = %. Assim
i

n
grad u = Z%‘Xz',
i=1

donde .
(14) a; :Zginj’
j=1
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ou seja

n
gradu = Z gZ]XzXJ
i,j=1
Considere a aplicacao linear

E(Y) = Vygrad u=Vy()_ a;X).

Usando a notacao V; = V., e avaliando nos elementos da base, vem

3ai
E(XJ) = v](z aiXi) = Z(aiVin + 87)(1)

Il
g
£
™
2
=
_|_
\g

=
=

Logo
. Da
(1.5) Au=>"(aTl + —j_).

da; . . ki _ ~ s
Calculemos 9z bara isso derivamos ), girg"™ = 0;; em relacao a x;. Obtemos
entao

0 ; 8mzz m % j
I S ST S
J i

im

Substituindo-se (1.4) em (1.5), e usando (1.6) temos

Ay = Z(Z Zka +Za Z 7k8;k)

ij  k
o 0% 8u
— jk 1k ijk zk:FJ el
%:g aa:jaxk+%;g Dy ZZQ +Zg ) ax
assim 5
u
— ij T m
(17) Au = Zg 81: 8z] — Oy, L5).

Usando novamente (1.6) na expressao acima obtemos

0 ou ou
1.8 Ay = a( Jm—l”
(18) 4= S0 )+ L0 )

Relembrando a expressao dos simbolos de Christoffel em termos da métrica,
vem

St = G5 g™ - X o -

ijk ijk

ki
*Za (9:1)9™'9™),

ijk
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e derivando g 9ik9"? = Omk, em relacdio & x;, e substituindo na expressao
J
acima vem (lembrando que os dois dltimos termos se cancelam),

(1.9) > rigmi Z o, 90 )g* g™ ).
1] ijk

Note que

0 0
a—xklog\/detg = (Z 87%(911)0%)

onde Cjp = (—1)"**detg(i/¥) e g(i/¢) é a matriz obtida de g retirando-se a linha
i e a coluna ¢. Substituindo em (1.9), obtemos

i 7]
%: IG9™ = ZJ: gj(log\/ detg)g™

Inserindo esta expressdo em (1.8) temos uma nova expressao para o operador
de Laplace-Beltrami,

eta)

Fiet Z@x g7 d e

1.3 A integral

Comegaremos introduzindo notagoes que se fazem necessarias ao nosso estudo.
Fazendo

(110) Ve = Zgaiajvaia

temos

Au = ZV% Vaju = Z gaiajvaivajua

@y A,

onde Vo, =V _o

CEP
Rl

Denotaremos por

Viul> = > VOV VUV, Va, ... Va,u,

Q10,00

em particular

[VOu| = |u|, |[V'u* =|Vul? = Zviuviu,
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onde Viu = V,, ...Va,u é a derivada covariante de ordem /.

Usando a notagao (1.10) do inicio da se¢ao, pode-se provar que

|Viul? = Z goPr L grePeny s NV g,uV,, ... Ve,
a;,Bi(i=1,...,0)

A fim de fixar os conceitos, provaremos no caso £ = 2, mais exatamente

Viviy = ZgiegjngVku.
ke

Por (1.10), temos
Viviu = V’(Z ¢*Viu) = Zg’[ve(z ¢* V).
k ¢ k

Logo basta mostrar que
(1.11) Vggikvku = gingVku.

Verificagao: Primeiramente faremos algumas consideragdes. Seja T' um tensor
de ordem r. A diferencial covariante VI de T, é um tensor de ordem (r + 1),
que usando a Obsl.6a, é dada por

VT(V,...,YZ) = Z(T(YV,...,Y,.)) =T(VzY,....Y,) — ...
(1.12) — L T(Y4, ..., Yo 1,V Y,

onde para cada Z € X(M) a derivada covariante VT de T em relagao & Z é
um tensor de ordem r dado por

VT (Ya,....Y,)=VT(W,...,Y,, 7).
Para u, h € C*°(M), temos
i) Vzu=Vu(Z)=du(Z), Z € X(M) e portanto de (1.12) vem Vu = du.

ii) Vizu(p) = Vu(hZ)(p) = dup(h(p)Z(p)) = h(p)duy(Z(p)) = (hdu(Z))(p),
onde Z € X(M).

De (1.12) vem

VyVzu = Vy(du(Z)) = Vdu(Z,Y)

VVU(Z, Y) = VYVU(Z) = Vvau.

Com isso usaremos a seguinte notagao

VVu(Z,Y) = VyVu.
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Fazendo X; = 2, e partindo do lado esquerdo de (1.11) vem
ngkvku = nggjkxku = VVu(gijk,Xg).
Novamente de (1.12), i) e ii) vem

Vg Vi = (X,Vu(g?* X)) — Vu(Vx,0" X1))
= X(¢*du(X}y)) — du(¢’*Vx, Xi + dg?* (Vx,) X3)
= d(g""du(Xy))(Xy) — ¢ du(V x, Xi,) — du(dg’™ (X ) (X))
= d( TR du( X)) (Xe) — ¢/ du(V x, Xy) — dg’ (X o) du(X},)
= ¢*(d(du(Xk))(Xe) — du(Vx, X)).

Mas notando que
ViVieu = Vi, (du)(Xy) = d(du(X))(Xe) — du(Vx, Xk)
fica provado a nossa afirmacao (1.11).
Introduziremos agora a nogao de integragao em variedades riemannianas.

Seja V' um espago vetorial e {e;}, {f;} duas bases de V. Se dV é uma
n—forma multilinear alternada sobre V' (veja [20]), ndo nula, entdo

dV(’Ul, e ,’Un) = det(aij)dV(el, ey en), V; = Zaijej.

Seja M uma variedade riemanniana orientavel com métrica riemanniana g.
Para cada p € M, existe uma unica n—forma dV verificando dV(vy,...,v,) =
+1, onde {v;, ¢ = 1,2,...,n} é uma base ortonormal orientada de T,M.
Seja (U,z) uma vizinhanca coordenada com campos coordenados {X;, i =
1,2,...,n} e componentes de g,

0
xk

Obteremos agora, uma expressao para a componente dV (Xy,..., X,) em U em

termos da matriz (g;;). Seja a;; as componentes de {X1,...,X,} com relacdo
a base orientada ortonormal {v1,...,v,} com p € U. Visto que < v;,v; >= d;j,

temos
9ij(p) =< Zamvmzaﬂve >= Zama]k, 1<i,j<n

Fazendo A = (aix), vem (g;;(p)) = A*A.  Mas como
dV(X1,...,Xpn) = det(ay)dV (v1,...,0,), dV(v1,...,v)n) = +1,
e det(g;;) = (detA)?, temos

AV (Xy,..., X,) = (det(gi;))"/2.
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Assim, estamos prontos para definir a integral em M.

Seja M uma variedade riemanniana e (U, h) uma carta local com z = {z;}
sistema de coordenadas locais. Seja f : M — IR uma funcao continua com
suppf C U. Define-se integral de f sobre M, como sendo

/de:/ (f o h™Y)/|gldzy A ... A day,
M h(U)

onde |g| = detg e dziA...Adx, é uma orientagao natural. Agorase f : M — IR,
é continua com suppf C M, define-se integral de f sobre M, como sendo

/Mde Z/ o fdV,

el

onde {ay, @ € I} é a partigdo da unidade subordinada & cobertura {U;}, sendo
(U;, hi),i € I, uma atlas (vizinhangas coordenadas). Na soma acima, somente
um ndmero finito de termos sao nao nulos, pois K Nsuppa; = () exceto para um
numero finito de conjunto de indices ¢ quando K é compacto.

Note que a definicao acima independe da escolha da parametrizacao e da
particao da unidade.

De fato, sejam (U,h) e (W, k) duas cartas locais tal que U N W # (), com
sistemas de coordenadas {x;} e {y;} para cartas acima, respectivamente. Em
UNW temos 9 9
ZLj Yo
Y B e
dys 7 oy

Denotamos B e C as matrizes jacobianas (Bjg) e (Cjq) respectivamente.
Suponha que suppf C U NW.
Como

= Cioc~

h(xy,. .. an) = k(h(z1,...,20))
= k(yi(ﬂ'flw~-axn)a---ay71($17'--7xn))7

em que h=koh ! éum difeomorfismo, obtemos

ok Oy; ok 6y]
axk Z Qy; Oxy, ¢ &w Z y; Oy

assim

B 8h 8h (’9y2 0y,
Ik =< Bn Z 9227 9z,

onde g;; denota a expressao da métrica associada a parametrizacao k. Como

9=C"3C, 9ij = GapCiaCis, Tap = 9ijBaiBgsj,
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temos que
gl = |CI?|g].

Entao, usando a igualdade acima, o fato que C'B = I, a defini¢cao de integral
e o teorema de mudancga de varidveis no IR", temos

/de = / (fo ™Y |gldzy A ... Ay
M h(UNW)

_ / (foh™ohok )\/Igl| detBldys A ... Ayn
k(UNW)

/ (f o k)]l detBldys A ... A yn
E(UNW)

/ (f o kGNP detBldys A ... A yn
k(UMW)

[ ek Vil A,
k(UMW)

portanto, isso mostra que independe da parametrizagao.

Agora, sejam (Uj,h;) e (Wj,k;), j € J duas atlas e o e (3, j €
J} as particoes da unidade subordinada as coberturas {U;, W,,j € J},
respectivamente. Temos, em virtude das somas serem finitas, que

Z/Maifdvz > /M(aiﬁjde:Z/Mﬁjde’

iel ieljeJ jed
isso mostra que independe da escolha da partigao.

Observe ainda que a aplicagao f +— fM fdV define uma medida positiva de
Radon, donde a teoria de integral de Lebesgue pode ser aplicada.

1.4 Espacos de Schauder e de Sobolev

Introduziremos os espagos das fungoes de Schauder e de Sobolev. Comecaremos
pelo espaco de Schauder. Para um inteiro ndo negativo k definimos C*(M)
o conjunto das fungoes f : M — IR, tendo derivadas covariantes continuas, ou
seja, dizemos que f € C¥(M) quando a derivada covariante V¥ f é continua para
todo ¢ < k. O espago C*(M) é conjunto das fungdes em C*(M) cujas derivadas
covariantes de ordem < k possuem extensdes continuas em M. O espaco Cf (M)
denota o espaco das funcdes limitadas em C*(M). Equipando esse espaco com

a norma abaixo torna-se um espaco de Banach,

k
lullk =D IVulloos [[Vulloo = sup{|Vu(z)| : z € M}, ue C*(M).

i=1
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Os espacos de Schauder C*(M) consiste de fungdes u tais que

[l ko = [Julls + > Hy(Viu) < oo,
<k

onde

nx#y, @y € MY,
aqui y estd numa vizinhanga normal de x.
Proposicao 1.5 Se k > 0 inteiro, 0 < v < 1, entao

chv(M) ., Ccr(M).

Prova: Os argumentos para a demonstragdo desse resultado consistem em
tomarmos uma cobertura aberta finita para M e uma particao da unidade
subordinada a essa cobertura. Reduzindo desta forma, o problema para o
resultado andlogo ao caso do IR".

Se p > 1, o espago de Lebesgue LP(M) é o conjunto das fungoes localmente

integrdveis u em M (u € L}, .(M)) para os quais a norma

lallp = ( / [P dv)
M

é finita.
Essa norma é vista da seguinte forma: se {U;, i = 1,2,...,m} é uma cobertura
finita de M e {(U;, h;), i = 1,...,m} sdo coordenadas locais, tomemos {«;} a

particao da unidade subordinada a cobertura U; e K; = suppa; C U;, K; s@o
compactos.

Dai, dizemos que u € LP(M), se e somente se, a;u € LP(M), Vi.

Além disso, oju € LP(M), se e somente se, cyu o hy ' € LP(IR"), Vi. Donde
lull, = (/ Jul?dV)? = (Z/ i o hi P/ |gldz) /P,
M 4 hz(Kz)

Seja u € L}, .(M). A k—ésima derivada covariante fraca de u é uma fungao
Vhu € L}, (M) satisfazendo

loc
/ ViugdV = (—1)k/ uVFpdV, ¢ € D(M),
M M

onde D(M) = {u € C*°(M) : suppu compacto}.

Em coordenadas locais, a derivada fraca de primeira ordem de u com relagao
& coordenada x;, é a fungdo O;u satisfazendo

/ drugdV = — / ud;pdV, Vo € D(M).
M M
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Observe que a defini¢do acima é natural pois em coordenadas locais (U, h),x =
T; temos

/ OupdV = / owu(z1,. .., xn)po ™ /|gldry. . ... dz,,
M h(U)

_ _/ wo h = @ w) 22 (Y, . w))Tgldn. . .
h(U) Ox;

- / ud;pdV.
M

Para m inteiro ndo negativo e 1 < p < 0o, define-se o espago de Sobolev

W™ P(M) = {u € LP(M): Viue LP(M), Y < m},

em que podemos usar a norma

m

[y /]v Vhufpdv) e,

£=0
Em particular, no caso WH2(M) = H'(M) temos a norma e o produto
interno dadas respectivamente por

il = [ (vupav + [ atav.
M M

<u,v >172=/ Vu.VvdV+/ u.vdV,
M M

vale lembrar que em coordenadas locais, |[Vul? = 37 j=19ij0udju.

1.5 Desigualdade Isoperimétrica

Um problema classico de desigualdade isoperimétrico é determinar um dominio
de volume unitério no IR" tendo o menor perfmetro. A solucao deste problema

/ . . —1/n ,
é a bola Br de centro na origem e raio R, onde R = wy, m e wy € o volume

n—1
. . , . e 1/n .
da bola de raio 1, By, cujo perimetro é o, 1w, " = nwn/ ,onde g,_1 € 0
volume da esfera,S" =1, em IR". Assim, todo dominio Q com vol(2) = 1, tem-se

vol(99) > nwy/ ™.

A desigualdade isoperimétrica, o qual é valida para todo dominio limitado
regular, é dada por

(vol(9Q))™ Ve, > nvol(Q), ¢, = (nwl/™)=/ (=1,
Motivando assim, a desigualdade isoperimétrica

existe constantes C; = C;(p,n) > 0,i = 1,2, tais que
(1.13)
Sy IVulPdv > Cy [, [ulPdV, 1<p<n, ueCX(M)
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(1.14) [, IVulPdV > Ca(f,, lul#7dV) =", 1<p<n, ue C2(M),

aqui C2°(M) denota o espago das fungdes suave com supporte compacto em M.
Note que se M é completo, C>°(M) é denso em W"™P(M).

Em verdade, pode-se provar

existe uma constante C, > 0 tal que

(1.15) 1

e

[y IVulPav > G, [y Jul?'dV, 04 ue Whe(M) L =

=

Desta forma, transfere-se todos os resultados de imersoes de Sobolev,
regularidade, etc, vistos em abertos do IR"™ para uma variedade compacta M,
cobrindo M com vizinhangas coordenadas, aplicando os resultados em IR" em
coordenadas normais, e somando o resultado obtido através da partigao da
unidade. Na verdade, utilizando-se o método da ”colagem”.

Teorema 1.1 (Imersao de Sobolev para variedade compacta com ou
sem bordo) Seja M wma variedade compacta de dimensao n, (vale com
fronteira C1.)

a) Sel> % — Eentdo W*4(M) estd imerso continuamente em L"(M).

b) (Rellich-Kondrakov) A imersao acima é compacta, se a desigualdade é
estrita.

c) Sea € (0,1), e % < k=2 entdo W*I(M) estd imerso continuamente em
C*(M).

d) Sel> #('EL —k), entdo W* (M) estd imerso continuamente em L*(OM).

n—1

e) A imersao acima é compacta, se a desigualdade é estrita.

Para ilustrar a técnica de ”colagem”, reproduziremos logo abaixo a
observagao feita por Aubin de que em certo sentido a desigualdade de Sobolev
numa variedade compacta vale com a mesma constante dada no caso usual.

Teorema 1.2 Sejam M uma variedade riemanniana compacta com a métrica

g, p= % e S a melhor constante de Sobolev em IR™. Entdo para todo € > 0

existe uma constante C. tal que

16]2 < (1408 /M VoV, + C. /M $dV,, V6 € C(M).
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Prova. Fixe € > 0. Para cada P € M, escolhemos uma vizinhanga U tal que,
em coordenadas normais em U, os autovalores de gji estdo entre (1 +¢€)~! e
(1 +€), além disso, dV, = fdz, onde (14 €)' < f < (1 +¢). Ou seja, tome
vizinhangas suficientemente pequenas de modo que (1+€)~! < /detg;, < (1+e)
e (14+¢€)7'I < gjr < (1+€)I. Escolha agora uma subcobertura finita {U;} e uma
particao da unidade subordinada a esta cobertura, o qual podemos denotar por
{a?}, onde a; € C°(M) e Zaf = 1. Entéo temos

K3

ol

16%1p/2 = 11D af¢® [l

< 21_} /M\aiszswdvgf/p
< (1 2/p s0[Pdx)?/P
< (140 Q/in 2)

< 1+oPrs ([ V)

onde |- |, denota a métrica euclidiana em coordenadas normais. Observe que se
(1+€) 7' < gjr < (1+e)l entdo (1+¢€) 7 < g% < (1+¢€)l. E daf para cada
¢ temos

/ V() 2dz < (1 + )2 / IV () 2V,
Ui Ui
Note agora que

IV (;9)|? Vo[ + 20;0V; Ve + ¢*Va?

< (1 +€af|VoP + (14 1)p* V],

onde usamos a desigualdade de Cauchy-Schwarz e a desigualdade 2ab < ea® +
e 1b2. Assim para e pequeno temos

6|2

IA

(1+e)4sZ/U a?|V¢|2dVg+CEZ/U ¢*|Vay|?dV,

(1+e)4s/ |v¢|2dvg+cce/ *dV,.
M M

IN

Isso prova a desigualdade.

1.6 Regularidade e o principio de maximo

Comegaremos introduzindo a nogao de solugao fraca. Considere o problema
bésico linear
(1.16) Agu+a(z)u = f(z), z € M,
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onde a, f : M — IR sao funcao dadas.

Solugao fraca. Uma fungao u € H'(M) é dita ser solugdo fraca de (1.16)
quando

/ < Vu, V¢ >, dV, +/ augdVy, — / fodVy, =0, Yo € H'(M).
M M M

Como no caso euclidiano, um resultado de regularidade muito usado é:

Se a é regular e f € W*P(M) para algum k € IN e p > 1, entdo a solugio
fraca u de (1.16) estd em Wk+2P(Ar).

E dai, esse resultado junto com a imersao de Sobolev, segue-se que se f é regular
entao u é regular. Mais exatamente, esses resultados seguem dos teoremas de
regularidade. Podemos ver que, com o procedimento de colagem, os resultados
abaixo podem ser formulados num contexto de uma variedade compacta.

Teorema 1.3 (Regularidade local) Seja Q um aberto do R". A denota o
laplaciano em relagdo a qualquer métrica sobre Q, e u € L}, () € uma solugdo
fraca para Au = f.

a) (Estimativa L?) Se f € WHk4(Q), entdo u € WrT29(Q,), para todo
compacto , C Q. Se w € LI(2) entao

ullwrizaga,) < CU|AU|[wra@) + [[ullLa@))-

b) (Estimativa de Schauder) Se f € C*%(Q), entdo u € Ck¥T22(Q,), para
todo compacto Q, C Q. Se u € C*(Q) entdo

lullerre.aq,) < ClAul|or.ao) + [lullce (@)
Teorema 1.4 (Regularidade Global) Sejam M uma variedade riemanniana

compacta e A denota o laplaciano. Considere u € L}, (M) uma solug¢do fraca
para Au = f.

a) Se f € Wka(M), entdo u € WFH24(M), e
||U||Wk+2«q(M) < C(HA“”W’W(M) + ||UHLLI(M))'
b) Se f € CF*(M), entdo u € CF+*2(M), e
[ullgrrz.aary < C(|Au||gr.aary + l[ullcaan)-
O resultado abaizo seque-se facilmente do principio de mdzimo de Hopf.

Teorema 1.5 (Principio de méaximo Forte) Se h é uma fun¢do ndo
negativa, regular definida numa variedade conexa M, e u € C?(M) satisfaz
(A +h)u > 0. Se u atinge o seuw minimo m < 0, entdo u € constante em M.
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Finalizamos essa secao provando o seguinte

Teorema 1.6 Seja M = (M, g) uma variedade riemanniana regular compacta,
orientdvel e sem bordo, e f : M — IR uma funcdo reqular. A equagdo de Laplace
Agu = f possui uma solugdo regular se, e somente se, fM fdVy = 0. Além disso,
a solucdo € unica, a menos de uma constante.

Prova. Note que a condigao média zero é necesséaria. De fato, basta integrar a
equacgao de Laplace, vem

/ fdv, :/ AgudVy = —/ w(N)dV; =0,
M M oM

onde g é a métrica induzida sobre M, N é o vetor normal exterior e w denota
o volume da esfera unitaria.
Provaremos agora que a condicao média zero é suficiente. Defina

Hz{ueHl(M):/ udVg:Oe/fudngl}
M M

= inf Vul?dV,.
I ulgH/Ml ul*dv,

E claro que H # ). Considere uma seqiiéncia minimizante (u;) € H para p,
ou seja, u; € H para todo i e

lim / |Vu;[2dV, = .
M

i——+00

Agora, usando por exemplo, a desigualdade de Poincaré (1.15), existe uma
constante A > 0 tal que se u € H!(M) e tem média zero, segue-se que

/ u?dV, < A/ |Vul2dV.
M M

Sendo (u;) uma seqiiéncia minimizante, temos que (u;) é limitada em
HY(M). Uma vez que H'(M) é um espaco reflexivo, e a imersao H*(M) C
L?(M) é compacta, entdo existe u € H'(M) e uma subseqiiéncia de u;, ainda
denotado por u;, tal que

u; — u (fracamente ) em H'(M), wu; — u em L*(M).

Da tdltima convergéncia segue-se que u € H. Da primeira convergéncia, temos
ol :/ Vul2dV, < liminf [Jui]| = 2.
M
Portanto

| 1varav, = n
M
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e p é atingido.

Agora, usando o Teorema do multiplicador de Lagrange, existem constantes
(multiplicadores de Lagrange) « e 3, tais que

/ < VU,V >, dV, = a/ ¢dV, +5/ fédV,, Ve H'(M).
M M M

Tomando ¢ = 1 segue-se que a = 0. Escolhendo ¢ = u, obtemos 3 = u. Logo u
é solucao fraca da equacao
Agu = pf.

Da teoria de regularidade, segue-se que u é regular. Donde p~
solugao desejada.

Provaremos agora a unicidade. Se u e v sao duas solugoes da equacao de
Laplace, entao Ay(v—u) = 0. Multiplicando essa equacao por v—u, e integrando
sobre M, temos

Ly é entdo a

/M V(v —u)|*dV, =0

Portanto, v — v é uma constante, e isso termina a prova.

2 O problema de Yamabe

Vimos no final da seg@ao anterior que o ponto fundamental foi o fato de a
imersdo de Sobolev H'(M) em L?(M) ser compacta. Discutiremos agora o
Problema de Yamabe, um problema que na literatura, as vezes, ¢ denominado
problema eliptico com expoente critico de Sobolev. O objetivo do problema de
Yamabe é provar, a menos de mudanca conforme da métrica, que sempre existe
uma métrica para o qual a curvatura escalar é constante. Esse problema foi
anunciado em 1690 por Yamabe em [22]. Cerca de 8 anos depois, Trudinger [21]
descobriu um erro na prova do resultado de Yamabe, provando o resultado
de Yamabe para o caso em que o numero A(M) = p, (definida adiante,
as vezes denominada de invariante da classe conforme da variedade (M, g))
satisfaz A(M) < 0. Mais exatamente, ele prova a conjectura de Yamabe,
quando existir uma constante positiva a(M) tal que A\(M) < a(M). Aubin
em [5], estende o resultado de [21], para alguns casos, com M satisfazendo a
desigualdade A(M) < a(S™) = n(n — 2)vol(S™)?/". Finalmente, Schoen [18]
prova completamente a conjectura de Yamabe quando a variedade é compacta
e A é constante. Gostaria de citar as referéncias [12, 15] e [17] para uma leitura
mais aprofundada sobre esse problema.

2.1 Operador versus métrica

Nessa secao deduziremos a relagao entre o operador de Laplace-Beltrami
associada a métrica g com as curvaturas escalares das métricas g e g, denotadas
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por S, e S; respectivamente, onde § = u?/("=2) g é a métrica conforme & g, em
que u : M — IR é uma fungao regular.

Mais especificamente provaremos que a equagao abaixo possui uma solugao
regular wu,

n — 2 n — 2 n+4+2
[ —— = — S .qyn— o /\4 .
4(n —1) gt 4(n—1)Sgu 7 u€ C(M)

(2.17) Agu+

Formalmente, duas métricas sao conformes, quando existir uma funcao ¢ > 0
em M tal que g = ¢g.

Portanto o problema de Yamabe consiste em provar que, a menos de
mudanca conforme das métricas, existe sempre uma métrica de curvatura escalar
constante, ou seja

Problema de Yamabe-Formulagao geométrica. Para toda variedade
compacta riemanniana (M, g) de dimensdo n, n > 3, existe uma métrica conforme
a g, denotada por g de curvatura escalar constante.

Problema de Yamabe-Formulacao EDP Para toda variedade compacta
riemanniana (M, g) de dimensdo n, n > 3, existem u € C*°(M), u>0em M e
A € IR tal que

n —
Note que se u e \ satisfazem (2.18), e se § = u*/ (*=2), obtemos a relacio
4(n—1)
S; = ——2)\.
9 n—2

Provaremos (2.18). Seja ¢ = u*/("=2) u > 0. Chame r = 4/(n — 2), e portanto
g = u"g, ou seja gi;; = u'giy;, 1 < 4,5 < n. Fazendo 0; = %, e usando a
expressao dos simbolos de Christoffel em termos da métrica, vem

ffj = 5 Z 0;9 Jrj + ajgk’b - aszg)
1 - r ke, —r
= 52 (u"grj) + 0j(u"gri) — Ok (u"gij)) g"u
1 - T kb, —r
= 52 ")gkj + u"0igr; + 05 (u")gri +u"9gki) g~ u
1 n

3 > (Ok(u")gi; + u" Ongiz) g uT"

i
n

41 _
= ru 15 > (Diugk; + Ojugn; — Opugi;) g u"

%

33



1 n
3 > (Digr; + D9k — Orgiz) 9"
%

Portanto

~ 1
(2.19) Ffj = Ffj + iru_l(éjgaiu + ;00U — Zgijgkzﬁku).
k

Agora da expressdo da curvatura S; em termos de componentes (1.3),
obtemos

(2.20) Si=> "R,

ijk
onde

R{kj:akrﬂ —o;Ty, + T4, I — FJ ",

Donde
=Y u g™ (9T, — ol +ZF]9 e — ngesr;
ijk

Substituindo (2.19) na expressao acima vern,

S5 =

1 .
Z U_T Zk k + Eru_l(ékjaiu + (5ij8ku - Zgikgmjamu)) -
ijk m

. 1 .
O (T, + 5ru—1(5jjaiu + 650U — > gij g™ Omu)) —

m

. 1 ‘
Z(Fis + iruil(asjaju —+ §Masu — Zgjsgpjapu)) .

S p

1
(I + 57"’“71(5“31‘“ + 035 Opu — Zgikgms ) —

S

, 1 )
ST+ gru Gy + iD= D g™ D)) -

) 1 )
(I3 + 5ru (05000 — 6;505u — > gijg" Opu)).
L

Usando (2.20), a expressao do Laplaciano (1.7) e levando-se em conta que

Zgikgkj = 0;;, chegamos que u satisfaz a equagdo em (2.18).
k

2.2 Caso subcritico

Seja (M, g) uma variedade riemanniana compacta de dimensao > 3. Considere
o funcional I : H'(M) — IR definida por

/|Vu|dV+ /Su
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Para q € (2, 2%), seja Hy C H' (M) dada por

H,={uec H'(M): / |u|dV, = 1}.
M

Provaremos o seguinte resultado de Yamabe, no caso subcritico. Vale
ressaltar que a idéia original do Yamabe foi provar que a seqiiéncia de solugdes
u? no caso subcritico, ou seja, quando ¢ < 2% converge para uma soluc3o u no

i n—2"'
caso critico, quando ¢ se aproxima de %

Teorema 2.1 Seja (M, g) uma variedade compacta riemanniana de dimensao
> 3. Dado q € (2,-2), seja

' n—2

= inf I(uw).
ho = jnf 1)

Entao existe uma solugdo u=uy, € C°(M), u >0, da equagdo(subcritica)

n—2

— q-1
Squ = Agu

com propriedade adicional fM uldVy, = 1. Em particular, Ay € finito e ela é
atingida pela funcao u.

Prova. A prova serd feita através de vérias etapas

Etapa 1. ), é finita.

Como cada u € H, tem norma 1 em L9, pela desigualdade de Holder temos
\/M SyudVy| < mauxM|Sg|ng_2/q7

onde V, denota o volume de M com relagdo & métrica g. E dai,
I(u) > —maxM\Sg|ng_2/q,

assim )4 é finito.

Etapa 2. Existe u =u, € H'(M), u > 0, que atinge o infimo \,.

Seja entdo (v;) uma seqiiéncia minimizante para A,. Em outras palavras,
v; € Hy, Vi, e I(v;) — A, quando i — oo. Trocando, se necessario for, v; por
|vi], podemos assumir que v; > 0, Vi. Note que (v;) é limitada em H'(M), e
assim como H'(M) é um espago reflexivo e do teorema de imersio de Sobolev
(Teorema de Rellich-Kondrakov), segue-se que existe u = u, € H*(M) tal que,
a menos de subseqiiéncias,

1) v; — u em LY(M) (também em L?(M) e q.s.).
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2) v; — u fracamente em H'(M).

Como v; > 0, Vi, da convergéncia q.s. segue-se que u > 0. De 2) obtemos que
[lul| < liminf ||v;|].
t—oo

De 1) concluimos
I(u) < lim I(v;) = Aq.
11— 00
Além disso, usando 1) novamente, temos que u € H,. E dai da defini¢do de A,
segue-se que u assume o infimo.

Etapa 3. u = u, é uma solugdo regular do problema (PY'S).

Como I(u) = Ay, do Teorema do multiplicador de Lagrange existe uma constante
a tal que para todo ¢ € HY(M), temos

-2
/ < Vu, V¢ > dV, + ”7/ Syu¢dV, = a/ w1 dv,.
M 4(n—1) Ju M

Tomando ¢ = wu, segue-se que a = A,;. Portanto u é solucdo fraca nao
negativa de (PYS). A questdo da regularidade da solugdo é obtida através
de um argumento denominado bootstrap, baseado nos resultados de imersoes
de Sobolev, Schauder e teorema de regularidade local. Basicamente, o lado
direito u?~! estd num espaco LP(M), para algum p, donde pela regularidade
local, u estd em W2P(M). Pelo teorema de imersao de Sobolev, u?~! estd num
maior espago LP(M), e procedendo-se assim, da teoria de regularidade, u estd
em W?2P(M). Novamente da imersio de Sobolev chegamos que u € C?(M).
Como u > 0 em M, do principio do maximo concluimos que u é positivo em M.
Da teoria de regularidade, fazendo interagoes se necessario for, chegamos que

u € C®(M).

2.3 Caso geral

Trataremos o problema de Yamabe no caso critico. Comegaremos estudando
algumas propriedades invariantes.

Seja ‘H definida por

x 2
H:{ueﬂl(M):/ lul* dV, =1}, 2* = o
M n—2
e ity pondo
= inf T
pg = inf I(u),
onde

_ 2 n-2 2
I(u) = /M|Vu|ngg+ = 1) /M Squ“dVy.

Afirmamos que o nimero p4 é conformal invariante, ou seja,
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Lema 2.1 Se g e § sio duas métricas conformes, ou seja § = v/ "2 g para
algum v € C*°(M), entdo pg = pg.

Prova. A prova segue calculando diretamente. Note que § = v*/ (=2 g para
algum v € C> (M), entdo dV; = v/ ("=2)dV,. Portanto,

/ |u|2n/(n—2)d‘/§:/ w2 (=2 gy
M M

Por outro lado, da invarianca conforme do laplaciano, temos

Afirmacdo. Se § = v¥/("=2g para algum v € C°°(M), é uma métrica
conforme & métrica g, entdo Vu € C°(M),
Ag u—i—is u=v (MDA uv—&—i?S uv).
An—1)"7 An—1)"7

Assumindo a afirmagao, vem

If](u) = Ig(uv)a
onde os indices g e § significam que o funcional do lado esquerdo deve ser
considerado com relagao a métrica g e aquela do lado direito com relagao a g.
Isso prova o Lema 2.1.

Verificagao da Afirmacgao. Para simplificar a notagao, chamemos p = 2—" e

—2
G = det(g;;). Entao \F = vpx/a, onde G = det§. Portanto
Ai(v™ i) =
g( ) oP \/>

= v\/> 9;(VGguv,,) +

= U\F 0;(VGg'v,,) +

0i(VGgv0;(v™"u))
——0;(VGg"vuy,)
0:(VGyguy,).

UP\/>
\/»

Portanto 1
_ U
(2.21) Az(v ) = —v—pAgv + FAgu.
Logo a expressao acima junto com (2.17) vem
_ _ n—2 1
P (A (v ) + =D I)S (v )

_ n—2 9
= —Uuv 1Ag1} + Agu + msguvp

= —ww A+ Agu+
n—292 Agv+ T 1)Sv

4(n—1) vp—lwizl)

+ )uvp_2
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Ayv+ Z.S,v
_ NN (n—1)°9
v
n—2
Agu+4(n_1)5u

Portanto

-2 n—2
A (vt T2 oot = o= PV (A (pt _n—es -1

g(v u)+4(n_1)5g(v u) = v (Agy(v u)+4(n_1)Sg(v u)),

e fazendo uma mudanga de varidveis, chegamos a conclusao da prova da
afirmacao.

Observagao 2.1 Quando n = 2, o teorema de Gauss-Bonnet (vide p.e. [8] ou
[20]) nos dd uma relagdo entre o sinal da curvatura escalar com o sinal de uma
propriedade topoldgica, caracteristica de Euler de M, denotada por x(M), da

sequinte forma
1
= — S,dV,.
A /M g g

No caso n > 3, o sinal da curvatura estd relacionado com o nimero (i, (invariante
de Yamabe), conforme o teorema abaixo.

Teorema 2.2 Seja (M,g) uma variedade riemanniana regular compacta de
dimensdo n > 3. Entao

By >0 < 3geclg], S;>0
g =0 <= 3gelg, S3=0
g <0 <<= 3gelg], S;<0,

onde § € [g] significa que § € uma métrica conforme a métrica g, e Sz > 0(
respectivamente S; = 0 e Sz < 0) significa que a relagio € vdlida em todos 0S8
pontos de M. Em particular, nao podemos obter duas métricas conforme com
curvaturas escalares de sinais distintos.

Prova. Comecaremos provando a seguinte relagdo envolvendo o funcional de
Hilbert, a saber,

Flg)= [ SydVy.
M
Entao 5
n—
2.22 = f g
(2.22) Ly =1 n Vi /Sd

onde V; denota o volume de M com rela(;ao a métrica g.

Verificagdo. Pela densidade prova se para u € C°(M),u > 0. Seja § =
u*/("=2) g métrica conforme & g. Como

dVy = +/detg dxy ANdxg A ... Ay,
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entao
dVy = a2V, e V= / w2 gy, = 1.
M
Multiplicando por u a equagao que relaciona as curvaturas escalares das métricas
conforme (2.17), e integrando sobre M, vem

n—2
I(U) = m /M Sngg,

finalizando a verificagao.

Provaremos agora o nosso teorema 2.2, mais exatamente, mostraremos
apenas a primeira implicagao (as outras seguem analogamente). Note que como
M é uma variedade sem bordo, integrando sobre M a identidade (2.17) temos
que S, e Sy possuem o mesmo sinal, ou ambos sdo nulos. Assim da identidade
(2.22) e da observagao acima prova-se o teorema.

2.4 Problema de Yamabe: caso nulo e negativo

Provaremos nessa parte um resultado provado independentemente por Aubin,
Trudinger e Aubin.

Teorema 2.3 Seja (M, g) uma variedade riemanniana regular e compacta de
dimensao n > 3. Suponha que o invariante de Yamabe 1y € ndo positivo, entdo
existe uma solugdo u, positiva e regular, da equacao

n—2 nt2
(E) Agu + msgu = ﬂQUn72

e tal que / uitz dVy = 1. Em particular, g € assumido pela funcdo u. Além
M

. Y . _a_
disso, o métrica conforme g = un-2g tem curvatura escalar constante, a saber

4(n—1
S5 = (n—2)ﬂg-

Prova. Note que o caso ugy = 0 decorre imediatamente do teorema 2.2. Suponha
pg < 0. O ponto crucial é provar que u, sao uniformemente limitadas, onde
ug > 0 solugdes de (PYS), ¢ < 242,

Afirmagao 1. Existe €, > 0 tal que \; < —¢,, Vg < 2£2.
Verificagao. Segue-se da Afirmacao 3 abaixo.
Afirmacao 2. Existe A > 0 tal que \; > —A, Vg < Z—J_rg
Verificagao. Segue-se da Afirmagao 3 abaixo.

Tome um z, € M onde u, é maximo. Entao Ajug(z,) > 0, e de (PYS) obtemos

T So (o) < Al ().
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Portanto, Sy(z,) <0, e

_ n—
ug =2 (o) < m%%ﬁg(%”-

Logo (uq) é uniformemente limitada. Da teoria eliptica, conclui-se que (u,) €

limitada em W2P(M), Vp > 1. Da imersdo de Sobolev (compacta), chega-se que

existe uma sub-seqiiéncia de u,, denotada por u,, tal que u, — u em C*(M),
2

com u > 0, quando ¢ — 5.

Afirmacao 3. \; — g, ¢ — 2n_

n—2
Verificagao. Como / ugdV, =1, da desigualdade de Holder, temos
M

2
cq/ w2 gy, > 1, 2% = ”2, lim C, = 1.
M

n— q—2*

Assim
limsup/ ui"/(”*mdvg > 1.
M

q—2*

Novamente, como / uddV, = 1, obtemos
M

1y /M 22 gy =/ <y

Sendo pg < 0, segue-se que
(2.23) 1iqrgiQI}f Ag > g

Para provar a desigualdade reversa, seja € > 0 dado, e seja u € H'(M) de norma
1 em L? (M) tal que I(u) < g + €. Notando que a norma L? de u converge a
1, quando g — 2*, obtemos

limsup Ay < I(u) < pg + €.
q—2*

Como € é arbitrario, segue-se

(2.24) lim s;p Ag < pg-
q*)

Portanto, de (2.23) e (2.24), a verificacdo da Afirmacao 3 estd completada.

Da Afirmagao 3, e passando o limite em (PYS), quando ¢ — %, temos que u

é solucdo fraca de (F). Pela teoria de regularidade u é regular. Pelo principio
de méximo, temos que v = 0 ou u > 0.

Da convergéncia C°(M), e como /ugn/("_Q)dI/Q = 1 temos que
M

/ u2"/("_2)dVg = 1. Donde, em particular, u # 0. Portanto v > 0 em M.
M
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2.5 Problema de Yamabe: caso positivo

Trataremos o caso delicado do problema de Yamabe, a saber, quando a
invariante de Yamabe é positivo. Este é o caso onde é exigido a melhor constante
de Sobolev da imersao H'(M) em L* (M), a saber,

2 . s -
K=K(n,2)= w2/™, w, é o volume da esfera unitaria S,

n(n —2)

o qual foi computada independentemente por Aubin [4] e Talenti [19]. Veremos
que o ponto crucial é provar que uma solugao fraca é nao nula.
O resultado a seguir foi obtido pelo Aubin em [5].

Teorema 2.4 Seja (M, g) uma variedade riemanniana regular e compacta de
dimensao n > 3. Suponha que o invariante de Yamabe g satisfaz a desigualdade

() pg < K(n,2)~2
Entao existe uma solugao u, positiva e reqular, da equag¢do

n—2
4(n—1)

n+42

(E) Agu+ Sgu = prgun=2

e tal que / unsz dVy = 1. Em particular, pg € assumido pela funcdo u. Além
M

. L - _4_
disso, a métrica conforme § = un-2g tem curvatura escalar constante, a saber

4(n—1
S5 = (n—z)ﬂg-

Prova. A prova sera em varias etapas. Basta considerar o caso g > 0.

Etapa 1. \j — g, q¢— 2n_

n—2

Verificagao. A prova é feita como na prova da Afirmacdo 3 acima.

Etapa 2. (u,) é limitada em H'(M).

Verificagao. Como / uldV, =1, entao (ug) ¢ limitada em L*(M). E daf
M

n—2
/M [VugldVy = A - m/M Sgungg
n—2
< — 2dv,.
< Nt gyl [ v,

Entao |Vu,| ¢ limitada em L?(M). Isso prova a Etapa 2.
Da Etapa 2, existe u € H'(M) tal que, a menos de uma sub-seqiiéncia, tém-se

i) u, — u fracamente em H'(M).
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ii) u, — v em L*(M), q.s. em M,

quando q¢ — 2*.

Provaremos agora que u é uma solucao fraca de (E). De fato, como u, > 0,

de (ii) segue-se que u > 0. Note que pela imersdo de Sobolev, temos ug*I é

limitada em L2/ =1 (M). Assim, quando ¢ — 2*, vem

ugfl —u¥ 7', fracamente em L* /2 =Y (0).

Por outro lado, como u, ¢ solugao de (PY S), segue-se que para todo ¢ € H' (M),
tem-se

/ < Vug, Vo > dV, + o / SgugpdVy = A / ul™ pdV.

Mas o dual de L¥/@"=1D(M) é L? (M). E daf, V¢ € H' (M), da Etapa 1 e

passando o limite na relagao acima, vem

/ <Vu, Vo> dVy+ o — /Su¢>dv ug/ u? "Ledv,,
M

ou seja, u é uma solucdo fraca de (E).
Etapa 3. u é uma solucdo regular (u € C*(M)), logo solugao forte de (E).

Verificagao. Basta provar que existe r tal que v € L"(M), r > 2*. De
fato, se w € L™ (M), entdo D S u— ,ugu% € LP(M), p=1r/(2* —1). Da
teoria da regularidade segue-se u € W2P?(M). Usando a Imersio de Sobolev,
podemos colocar u num LP' (M), p’ > p. Iterando o procedimento chegamos
que u € W2P(M),¥p > 1. Usando novamente a Imersio de Sobolev, concluimos
que u € C*(M), para algum « > 0. Agora, o Teorema de Schauder implica que
u € C*%(M). Fazendo iteragdes, por exemplo como u? € C**(M), da teoria
de regularidade e da imersao de Sobolev, obtemos que u € C*°(M).

A prova de que existe r tal que u € L™ (M), r > 2*, devido a Trudinger[21], é
bem trabalhosa.

Verificagao. Seja u € H'(M) a solugdo fraca de (FE), entdo para todo
¢ € HY(M), tem-se

-2 *
(2.25) / < Vu,Vo¢ > dV, + 74(’; ==y / SyupdV, = ug/ u® ~lpdVy,.
M M M

A idéia é escolher uma funcao teste especial. Fixe £ > 0. Sejam v = u* =
max{u,0} e > 1 a ser escolhido convenientemente.
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Defina as fungoes

e se v</{
G(v) = { o7l — (a—1)0%) se v > 4L

ve se v</{
Fv)= { al® v — (a—1)0* se v>/4,
onde 2a = (.
Afirmacgao. F,G sio fungdes Lipschitzianas e F'(v), G(v) estao em H!(M).

Verificagdo. A primeira parte sdo cdlculos longos e daf remetemos & [1, 15].
Quanto a segunda parte segue-se do Teorema de Stampacchia (veja [6]).

Note que
=1 </
, _ Bu se v<
G(v) = { 2= g y>7¢
{ av®l se w<¢

) —
Fiv) = al®™l se v >,

e assim como a < (3, temos

(2.26) (F'(v))? < aG'(v),

e usando as defini¢oes de F' e G obtemos

(2.27) (F(v))*>>vG(v) e oG =F'(v)-F'(v).

Defina a seguinte funcio teste ¢ = 1n*G(v), onde n € CL(M) funcio suporte
compacto numa vizinhanga coordenada de M. Podemos assumir que n €
CL(Sg), onde Si denota uma esfera centrada na origem de raio R em IR".
Aplicando em (2.25) e substituindo as integrais em M pelas integrais na esfera
SR, obtemos

| S ennG) + 126 @)
T Sy G Vlglda

_— /S u? 2 G v)/Tgld,
R

onde os indices das fungoes 17 e u denotam derivadas parciais. Usando novamente
o Teorema de Stampacchia, podemos substituir u; por v; no conjunto onde
u # 0. Aplicando ao segundo termo da igualdade acima a elipticidade da matriz
da métrica, ou seja,

1 .
;fogzg”xixjgﬂzx?v x:(gjh,,,,zn)G]Rn,
i ij 7

+
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obtemos

/S (3 u)i2G! (0) /Tglda

i

< /S l? 112G (w) v [glde +
+ [ (—g7uminG(v)/]glda +

Sk ij

n—2
B /SR<—Sg>un2G<v>>¢|?dx,

donde usando que u < v, vem

/S (3 @) (v)y/[glda

i

228) < O (S ummG) + @ +v* “2on?)Gv))y/Tglde,

Sr 5
onde C' é uma constante dependendo de w, 1, gij, ftg € Sg-

Usando (2.27) notamos que a primeira integral do segundo membro da
desigualdade (2.28) torna-se

C/SR izjumlmlG(v)\/@dw =
_ g /S > ugnli F)F (0)/lgldz

- S [ San@P@nlvislds.

Aplicando a desigualdade de Young, a saber,

1
ab < = (ea® + =b?), Ve > 0,
€

1
2
com a = nF; e b= |n;|F, obtemos

¢ [ S wninicw e <

< S (C@rre) + nPEw) il

o Sk 3
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Usando (2.26) e (2.27) em (2.28) resulta que
[ (P Viglde <
< [ @S+ - X kP ) slde +

+ Ca /S (2 (F(0))? + n*v? 2F(v)*)/|g|dx

Assim

(1-0) /S (3" F);)?/Jglde <

J
c
< C [ S mEre) il +
R
+Ca [ GAEE) e PR glde.
Sr
Tomando € pequeno, a desigualdade fica

[ F Vsl <

) < [ (@ k4P ) + Ot W) V.

Da desigualdade de Sobolev, vem
mF3. < CIVmF);

el / NV E + FVP/Iglde
Sr

IN

20 [ (WVFP + F90P)y ol
Sk
Usando (2.29) resulta

InF3.

IN

¢ [ (19aP + ) FA () Tglds +
Sr
(2.30) +C”/ v “2F(v)*V/|g|da.
Sr

Da desigualdade de Hélder, obtemos

a1) [ o PRl < ([ gldn) e,
R R
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Escolhendo R tal que
[ o Viglde < (40a) /02,
Sr
substituindo-se em (2.31) temos
(2.32) IRE Ryl < g e

Note que
/S (Va2 + ) F2(0)ylgldz < |(V0] + ) F s,
R

Substituindo-se em (2.30) a desigualdade acima e usando (2.32) vem

1
1F o gy S OV + D FBagsgy + 710F 25,

IN

€AVl +mFlL2(sp) + §|77F|L2*<5R))2-

Assim
NF |72 5y < OV + 1) FlL2(5)-

Fixe g tal que 1 < 8 < 2* — 1, e fazendo £ — oo na expressdo acima, mais
exatamente, nas expressoes de F' e (G, obtemos

032 (5) < C' 11Vl + 1) F12(55)-

Assuma que 1 = 1 na esfera Sg/,, esfera concéntrica a Sg, e [1;| < 2/R em Sg.
Entao

2 2
|m}a |L2* (Sry2) S |77,U04 ‘Lz* (Sr)

< o /S (V] + 20> /Jglda)'
2\/n o
< ([ (2T e gl
Sr
2
(233) == C//(ﬂ + 1)|”a‘L2(SR)~

R

Trocando u por —u obtemos uma desigualdade (2.33) para fungoes u.
Como 2a < 2*, da imersdo de Sobolev e (2.33) temos

«@
|u|L"¥2*(SR/2) < Ck.
Fazendo a2* = r > 2*, obtemos

(234) ‘U|L’!‘(SR/2) S CR.
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Portanto, tome agora uma cobertura finita de M por vizinhancgas coordenadas
(Ui, h;) tais que U; C h;i(Sg,), ¢ = 1,...s, e uma partigdo da unidade {«;}
subordinada a esta cobertura. Temos que em cada esfera Sg, ¢ vélido uma
estimativa do tipo (2.34) para as fungbes «;u, concluindo, portanto, que u é
limitada em L" (M), ou seja,

S S

|ul, = Z loviul, = Z lau o h’i_1|LT(SRi/2) <C

i=1 i=1
Logo u é limitada em L" (M), para algum r > 2*.
Etapa 4. A solugao u satisfaz v =0 ou u > 0 em M.
Verificagcao. Como v > 0 em M, aplicando o Principio de Maximo, segue-se
que u > 0.

Etapa 5. Se u # 0, entdo u tem norma 1 em L2 (M) e assume o infimo j,, ou
seja, I(u) = pg e [y, u* dV, = 1.

Verificagdo. Primeiramente note que (u,) é limitada em L? (M), e daf a menos
de uma sub-seqiiéncia, u, converge para u q.s. e fracamente em L? (M).
Visto que

,“g(/M UQ*dVg)(TFQ)/Q < Ags

€ como )\, converge para fig, segue-se que

/ u? dv, < 1.
M

Por outro lado, multiplicando (E) por u, e integrando sobre M, vem

I(u) = ug/ u?" dv,.
M
Fazendo
v= (/ u? dv,)~=B/my,

M
entao da defini¢do de pg4, obtemos

pg < I(v)

= ([ vy )
M

] i
M

Donde
/ u? dV, > 1.
M
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Portanto I(u) = pug.

Observe que até o momento nao usamos a condic¢ao (x). Usaremos essa condigao
para provar que a nossa solu¢ao é nao nula.

Da desigualdade de Aubin[5], temos que dado € > 0 existe uma constante
positiva B, tal que para todo u € H*(M) tem-se,

(/ \u|2*dvg)<”*2>/”g(K(n,2)2+e)(/ |Vu\2dVg+Be/ W2dV).
M M M

Para simplificar, trabalharemos com € = 0. Como u, é solucéo de (PY'S), usando
a desigualdade de Holder e desigualdade de Sobolev, vem

1< 2/ (=22 i (n, 2)2 (X, + A/ uzdVy),
M

onde

A= By+ —— max|S,(z)|-

4(n —1) zeM

Passanto o limite na desigualdade acima, e lembrando que wu, converge
fortemente para u em L?(M), obtemos

1< K(n,2)%pu, + K(n, 2)2A/ u?dV,.
M

Mas a condigao () implica que 1 — K(n,2)?p, > 0. Portanto, inserindo essa
informacao na desigualdade acima, concluimos que a norma L?(M) de u é
positiva, em particular, u # 0.

2.6 A condigao (x)

A prova de que a condigdo (%) é satisfeita deve-se a Aubin [5]. Prova é feita
usando a seguinte fungao. Seja z, um ponto de M e seja d > 0 suficientemente
pequeno. Para € > 0, seja u uma funcao definida por

e+ )R —(e+ %) se r<§
ue(x)—{ 0 se >0,

onde 7 denota a distancia de = a x,. As fungoes u. sao os extremos, ou seja,
a fungdo que assume a melhor constante de Sobolev, a saber, K(n,2). Agora
remetemos a [5].

3 Caso bidimensional-Kazdan & Warner

Essa segao é devida a trabalho de Kazdan e Warner [16](veja também [15]). Em
uma variedade de duas dimensoes, existe basicamente uma nogao de curvatura,
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e 0 nosso problema torna aquele de descrever o conjunto de funcao curvatura
gaussiana.

Sejam (M, g) uma variedade riemanniana bidimensional, K € C*°(M) a
curvatura gaussiana associada & métrica g e K € C°(M) uma funcao dada. E
possivel encontrar uma nova métrica § em M, conforme & g (ou seja, g = e?g,
para alguma funcéo u € C*°(M) ), tal que K seja a curvatura gaussiana de M,
associada a esta métrica?

A fim de encontrar a equacao diferencial que determina u em termos dos dados
K, K e g, usaremos as coordenadas isotérmicas (w,v) em M. Entéo a equagio
de Gauss se reduz a (vide ([8] ou [20]) ):

1

(3.35) K= ;—J{(loga)ww + (logo)yw }s
e o Laplaciano torna-se

1,02 02
(3.36) Ap=a,0= (221 29

o ow?  Ov?
Por outro lado, podemos escrever os elementos de comprimento de arco, relativos
as duas métricas, por

ds* = o(dw?® + dv?) e d5* = 5(dw? + dv?).
Como as métricas sdo conforme, obtemos & = ge?*. Reescrevendo a equacio de

Gauss para ¢ e usando a iguadade acima vem

7 1, 0%  0%u

| Feru = L (P Ou
(3.37) ¢ o(aw2 + ov?

)+ K.

Portanto, de (3.36) e (3.37) temos que u satisfaz a equagao diferencial
(3.38) Ayu+ Ke* — K = 0.

Seja v uma solugao de

Apv=K-K,

onde K = [,, KdAg/(areaM) ¢ a média de K, e seja w = 2(u — v). Entdo w
satisfaz o
Ayw = 2K — (2Ke*")e”.

Assim, estudaremos a equacao diferencial oriunda de um problema de geometria,
a saber,

(3.39) Agu = c— he",

onde ¢ é uma constante e h é uma funcao dada.
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Observe que se u for uma solugdo regular de (3.39), integrando sobre M, vem

/ he*dVy = ¢Vol(M),
M

entao h e ¢ tém o mesmo sinal. Estudaremos apenas um caso, usando o método
de super e sub-solucao.

3.1 Desigualdade Moser-Trudinger

Comegaremos com a desigualdade Moser-Trudinger, a saber:
Existem constantes (3, > 0 tais que para todo u € H*(M) com média zero, ou
seja, =0, e |Vu|s limitada, tem-se

(3.40) / P A < .
M

Dai temos a seguinte conseqiiéncia, que decorre usando a desigualdade de Young.
Existem constantes 3,7 > 0 tais que para todo u € H*(M) e Ya > 0, tem-se

(o Vulp)?

R

(3.41) / elUldA < ~vexp(alu| +
M

Verificagao. Faca a = |Vu|y e defina v por u = u+av. Entdo |Vu|a = 1,7 =0
e entao
aalo] < Ao + (aa)?/(49),

assim, aplicando (3.40) obtemos o resultado.

Logo, quando M ¢é bidimensional, temos

(3.42) se u € H' (M), entdo e“ € LP(M), 1 <p < oo.

Outra conseqiiéncia é se M é bidimensional e u,,u € H'(M), temos

(3.43)  se wu, — u weakly em H'(M), entdao e"» — e“em L*(M).
Verificagdo. Pelo Teorema do valor médio temos que |e!—1| < |t|el*!, e podemos

assumir, a menos de uma subseqiiéncia, que u, — u em L*(M). Combinando
esses fatos, junto com a desigualdade de Schwarz vem

/ et —e¥|?dV < / et — 112dV
M M
< / e2“e2|“"*“‘|un —ul?dV
M

( / e dV) / ety ) Ay — ul.
M M

IN
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Agora (3.41) garante a limitacao dos termos dentro dos parénteses e note que
|, — u|s — 0. Isso conclui a prova.

Aplicagao. Suponha que h # 0, h € C*°(M). Assuma que h muda de sinal e que
Jy; hdV < 0. Entdo, a equagdo

(3.44) Agu = Au = —he"

possui uma solugdo u € C°(M). Na verdade, como vimos, as condi¢des acima
sobre h s3o necessarias.

Usaremos minimizacao para a suficiéncia. Defina

B={ve H' (M) :/ he’dV =0, T = 0}.
M

Como h muda de sinal, segue-se que B # ().
Minimizaremos o funcional J(v) = [, [Vv|?dV; restrito ao conjunto B.

Observe que J > 0. Seja a = inf,ecp J(v). Seja v, uma seqiiéncia minimizante,
entdo J(v,) — a. Note que podemos assumir que |v,|g: é limitada. Donde
existe v € HY(M) tal que v, — v fracamente em H'(M). Isso implica que
v = 0. De (3.43), segue-se que e’» — ¢” em L*(M). Portanto [,, he’dV = 0.
Assim v € B. Além disso, como |v|g1 < liminf |v, |1, segue-se que v minimiza
J em B. Do teorema do multiplicador de Lagrange, podemos concluir que v é
solugao de (3.44). Usando a teoria de regularidade temos que u € C*°(M).

3.2 Meétodo iterativo: Sub-Super solugao

Muitas vezes, deparamos com uma situacdo em que o funcional é ilimitado,
por exemplo, no nosso problema (3.39), quando h é positiva num aberto. Desta
forma, apelamos para uma ferramenta muito eficiente que o método de sub-super
solugao. Consideramos M uma variedade nao necessariamente de dimensao 2 e
h e LP(M), p > dimM. E claro que se h € C*(M) a prova do resultado abaixo
podera ser feita nos moldes cldssicos.

Definigoes. Dizemos que u € W2P(M) (respectivamente, v € W2P(M)) é uma
sub-solugdo (respectivamente, super-solucio) de (3.39) quando

(3.45) Au—c+ he" >0, (respectivamente, Av — ¢+ he” < 0), em M,

onde a desigualdade é valida quase sempre.
Lema 3.1 Sejam ¢ <0 e p > dimM duas constantes. Se existirem sub-solu¢cao

e super-solucio, U,V € W2P(M) de (5.39) e se U < V, entdo existe uma
solugio w € W2P(M) de (3.39), satisfazendo U <w <V, e w € C™
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Prova. Defina ki(x) = max{1,—h(z)}, assim k; > 1 > 0, e ky > —h. Seja
k(xz) = ki(z)e¥V (@), e observe que k(z) > constante > 0. Como V € W2P(M),
da imersao de Sobolev temos que V' é continua. Assim k& € LP(M). Obteremos
uma solugao de (3.46) por um processo de iteragdo. Seja

Lo=A¢p—ko e f(x,u)=c— he".
Entao, da teoria eliptica, seja ujq1 € W?2P(M) a tinica solucao de
LUj+1 = f(.Z‘,u]‘) - kUj,

onde ug = V. Note que u; € W*P(M), entdo u; é continua, donde f(z,u;)
LP(M), e f(z,uj) — ku; € LP(M). Consequentemente ujiq € W?2P(M).
Afirmamos que

Com efeito, as desigualdades decorrem do Principio do Méaximo. Por exemplo,
para provar que 4,11 < u;, conferimos indutivamente que L(uj+1 —u;) >0, e
entdo aplicamos o Principio do Méximo. As outras desigualdades sdo provadas
de uma maneira analoga.

Como U,V e u; sao continuas, a desigualdade acima mostra que u; é
uniformemente limitada. Assim,

[|Lujti|lp = ||c — he" — kuj||, < constante.

Portanto, da estimativa LP, u; e suas derivadas de primeira ordem sao
uniformemente limitadas. Aplicando o teorema de Arzela-Ascoli temos que,
passando a uma sub-seqiiéncia se necessario for, u; converge uniforme para
uma fungao continua u. Em verdade, da monotonicidade acima, a seqiiéncia
toda converge.

Da Estimativa a LP,

Cl|L(uit1 — ujrllp

(3 =
i1 uj+1|W2vP
< C(Hh“p‘eui —e" | ||k||p|ul - Uj‘OO)-

Portanto, u; converge (forte) em W*P(M), assim u € W*P(M). Note agora
que o operador L : W2P(M) — LP(M) é continua, e daf u é solugao de (3.39)
e satisfaz U <u < V.

Agora da imersdo de Sobolev, como u € W2P(M) entdao u € C1(M). Da teoria
Schauder, podemos provar indutivamente que u € C*°(Q) para todo aberto
onde h € C=(R).

Lema 3.2 (Existéncia de sub-solugdo)Sejam ¢ < 0 e p > dimM duas
constantes. Se existir uma super-solugao V.€ W2P(M) de (3.39), entdo eriste
uma sub-solugdo U € W2P(M) de (3.39), satisfazendo U < V.
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Prova. Se h é limitada inferiormente, entao podemos tomar como sub-solugao
U = —C,, onde C, é uma constante suficientemente grande. No caso geral,
se h € LP(M), defina ki(z) = max{l,—h(z)} e seja a > 0 uma constante
a ser escolhida de modo que ak; = —c. Entdo, é facil ver que ak; +¢c = 0 e
(aky+c) € LP(M). Logo existe uma solugdo w de Aw = akj +c. Da regularidade

LP, segue-se que w € W2P(M). Portanto w é continua.

Afirmamos que U = w — A, com X suficientemente grande, é uma sub-solucao
procurada.

De fato, primeiramente note que U < V, para qualquer V € W?2P(M), pois w
e V sao continuas. Além disso, U é uma sub-solucao pois

AU —c+heV = ak; + heV™?
> ki(a—e" ) >0,

para A suficientemente grande.

Aplicagao. Daremos uma aplicagdo do método iteragdo monotdnica (método
de sub e super-solugao).

Considere o problema
(3.46) Agu=Au=c—he*, ¢<0, heC>®M).

Teorema 3.1 Se h = [, hdA/(drea(M)) < 0, entio ewiste uma constante
c— =c_(h) € [-00,0) tal que o problema (8.46) possui uma solugdo para todo
¢ € (c—,0), e ndo possui solugdo se ¢ < c_.

Prova. Em vista dos Lemas 3.1 e 3.2, uma condicao necessaria para existéncia
de uma solugdo u € C*(M) de (3.46) é a existéncia de uma super-solugao
V € C>*(M), ou seja,

AV < c¢—hev.

Claramente, se V' é uma super-solucao para um dado ¢ < 0, entdao V' é também
uma super-solucao para todo ¢ < 0 tal que ¢ < ¢. Logo, existe uma constante
c_ € [—00,0] tal que o problema (3.46) tem solugdo para todo ¢ < 0 tal que
¢ > c_, e nao possui solugao se ¢ < c_.
Provaremos agora que se h < 0 entdo c_ < 0. De fato, seja v € C°°(M) uma
solugio de Av = h — h. Como |e! — 1| < |tlel*l, e I < 0, podemos tomar um
a > 0 suficientemente pequeno tal que
h

W<
= g

Seja e’ = a. Se c = ah/2 e V = av + b, temos

AV —c+he¥ = ah(e™ —1)+ —



h
< alhleole™ — 1] + %

< —=_-==o

Assim, com ¢ = ‘gj < 0, temos uma super-solucdo V. Consequentemente, h < 0
implica que c_(h) < ah/2 < 0.

4 Observacoes finais

Alguns problemas interessantes sdo quando o funcional nao é limitado ou que
o funcional nao é homogéneo. Isso ocorre, por exemplo, quando se estuda
perturbacoes do problema de Yamabe. Nestes casos, lancamos mao da teoria
de pontos criticos. Djadli [7] usa para provar seus resultados o teorema de
pontos criticos devido & Ambrosetti e Rabinowitz [2], conhecido na literatura
por Teorema do Passo da Montanha. Consideraremos esses problemas num
segundo curso.
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