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Introducao

O presente é um resumo das atividades de pesquisa pelo Programa Insti-
tucional de Bolsas de Iniciagao Cientifica PIBIC/CNPq/UFPB, por parte da
bolsista, no periodo de agosto de 2003 a outubro de 2003. Nele sera exibido
comentarios sobre o projeto, isto ¢, uma introdugao do projeto, os objetivos,
a metodologia utilizada, o conteido desenvolvido até o momento,a conclusao,
e por fim a bibliografia utilizada.

E bem sabido que tratou-se de um estudo inicial da Teoria do Grau
Topoiogico. O objetivo principal deste projeto foi introduzir os principais
resultados do Célculo Avancado utilizados para provar nao apenas a unici-
dade do grau topoldgico como também os conceitos que nao foram vistos.
E importante salientar que a bolsista vai continuar dando andamento neste
projeto mesmo nao estando engajada no Programa Institucional de Bolsas
de Iniciacao Cientifica PIBIC/CNPq/UFPB.

O orientador é o Prof. Dr. Joao Marcos Bezerra do O, do Departa-
mento de Matematica, e a aluna, Nadia Pinheiro Noébrega, estudante de
Matemaética, matricula 10111089. O Projeto que teve inicio em agosto de
2003 esta previsto para terminar em julho do corrente ano.

Participar de um projeto desta natureza foi consideravelmente benéfico,
proporcionou o crescimento e amadurecimento da bolsista nessa area de
pesquisa. A iniciacao cientifica se tornou de fato um meio para futuros es-
tudos em uma pés-graduacgao e aplicagoes das ferramentas expostas ao longo
da graduacao.



Objetivos

O nosso projeto visa construir uma ferramenta que sirva para investigar
solucoes de problemas envolvendo Equagoes Diferenciais Ordinarias e uti-
lizar esses conceitos em estudos futuros numa pés-graduacao e possui outros
objetivos citados abaixo:

Aprofundamento dos conhecimentos ja adquiridos na graduagao; com-
preencao dos trabalhos que se poderd desenvolver em uma pesquisa; oportu-
nidade do trabalho cientifico em grupo e interagao nao sé com o orientador
mas com colegas que sao bolsistas também.

Metodologia

Usamos a seguinte metodologia: apresentagoes semanais de temas para o
orientador; execucao de leituras de textos da bibliografia.

Utilizamos também (como integrante do grupo “Projeto Integrado de
Pesquisa em Andlise”): o estudo em grupo; apresentagdo dos temas para
outros bolsistas que estao ligados ao grupo de pesquisa coordenado pelo Prof.
Joao Marcos Bezerra; participacao em ciclo de palestras promovidos pelo
grupo supracitado.

Alguns dos contetudos desenvolvidos até o
momento

De acordo com o nosso projeto o cumprimos até o presente momento e
listamos abaixo os de maior relevancia.
1. Revisao dos principais resultados do Célculo Avancado

Aplicagoes Diferenciaveis; a Desigualdade do Valor Médio; o Teorema
da Funcao Inversa; o Teorema da Fungao Implicita; o Teorema de Sard;
Integrais Multiplas; o Teorema de Fubini; o Teorema da Mudanca de
Variaveis para Integrais.

2. Grau Topoldgico em Dimensao Finita

Unicidade do Grau Topoldgico



Capitulo 1

1.1 Resultados Importantes do Calculo Avancado

Os resultados dessa primeira etapa estao sendo vistos na medida em que
se desenvolve a Teoria do Grau em Dimensao Finita. Inicialmente, vejamos
e provemos alguns deles.

Definicao 1.1.1. Recordemos uma aplicacio f : @ — R"™ definida num
aberto Q) C R™, diz-se diferencidvel em a € ) quando existe uma trans-
formagao linear T : R™ — R™ tal que

fla4+wv) = f(a) =T.w+ p(v).Jv|, onde lin%p(v) =0 (1.1)
onde supoes-se que a + v € ), para que f(a + v) tenha sentido. Como Q) €

aberto, 36 > 0 tal que |v] < § = a+v € Q.
A aplicacao p € definida Vv € Q tal que a+v € Q e

{Tﬁj) se v#£0

0 se v=20

p(v) =

onde temos p continua em zero. Uma vez dada T, a diferenciabilidade
de f no ponto a tem sua esséncia na afirmac¢ao de que o “resto” r(v) €
nfinitésimo em relacdao a v.

Em particular a unica transformacao linear T que fornece uma boa
aprozimagdo para o acréscimo f(a+v) — f(a) na vizinhanga do ponto a € a
derivada de f no ponto a denotada por f'(a).

Portanto se f : Q0 — R" definida num aberto Q0 C R™ € diferencidvel
em a € Q sua derivada ¢ a aplicagio linear f (a) : R™ — R™ caracterizada
por

fla+ o)~ f(a) = £ (@0 -+ plo).Jo] , onde lim plr) =0
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Quando se estudam funcgoes reais de n varidveis, definidas em subconjun-
tos do espaco R™, a nocao de deriwada que se apresenta mais naturalmente
¢ a de “deriwada parcial”.

Seja pois f : U — R uma fung¢ao real definida num aberto U C R™. Dado
o ponto a € U, a i-ésima derivada parcial de f no ponto a (onde 1 <i <mn)

€ o limite 5
axi t—0 t

quando tal limite existe.

A transformacdo linear f’(a) : R™ — R”™ possui em relagcao as bases
canonicas de R™ e R™ uma matriz m X n chamada de matriz Jacobiana de
f no ponto a indicada com a notagio J;(a) = det f'(a).

Teorema 1.1.1. (Teorema do Valor Médio)
Seja f : [a,b] — R™ um caminho continuo, diferencidvel no intervalo
aberto(a,b). Se |f (t)| < M Vt € (a,b) entdo |f(b) — f(a)| < M(b— a)
Demonstracao: Para demonstrar este Teorema utilizaremos 0s sequintes
resultados:

Lema 1.1.1. Seja f : I — R" diferencidvel no ponto ¢ € I. Dadas as
sequéncias de numeros ay # by, em I com ap < ¢ < by e lima, = ¢ = lim by,

tem-se
f/(C) — lim f<bk) - f(ak’)

k—oo by — ay

Lema 1.1.2. Sejam f : [ — R" e ¢ : [a,b] — R continuas e diferencidveis
m (a,b). Se |f ()| < ¢ (t) e o (t) >0 Vt € (a,b) entio

£ (b) = f(a)] < ¢(b) — ¢(a)

A desigualdade do Valor Médio seque-se do lema 1.1.2 tomando
©(t) = M.t pois note que ¢ (t) = M. Assim,

If) <o t)=M e M>0Vte (a,b)

entao
|£(b) = f(a)] < @(b) — ¢(a)

por fim temos
1f(b) = f(a)] < Mb— M.a = M(b—a)



Vejamos agora algumas defini¢oes importantes para resultados posteri-
ores.

Definicao 1.1.2. Um caminho num conjunto X C R™ é um aplicacdo continua
g: 1 — X definida num intervalo I.

Defini¢ao 1.1.3. (homeomorfismo)

Dados os conjuntos X C R™ e Y C R", um homeomorfismo entre X eY
¢ uma bijecao continua f : X — Y, cuja inversa f~':Y — X também é
continua. Diz-se entao que X eY sao conjuntos homeomorfos.

Definigao 1.1.4. (Difeomorfismo) Uma funcdio f : I — J é um difeo-
morfismo quando é reqular, isto é, quando f (t) #0 ¥t eI e sobregetora.

Definicao 1.1.5. Uma fungao real f : U — R definida num aberto U C R",
diz-se de classe C' quando existem, em cada ponto x € U, as derivadas

parciais ;—i,...,% e as n fungoes g—i : U — R assim definidas sao
continuas. Mais geralmente f : U — R € de classe C* quando ela pos-

suir derivadads pariais em todos os pontos de U e as funcgoes

O 8L U — R forem de classe C* L.
oz’ 7 Oxp,

Enunciemos agora um resultado utilizado ao longo desse trabalho.

Teorema 1.1.2. (Teorema da fungao implicita)

Seja f : U — R uma fungdo de classe C* (k > 1) definida num aberto
U C R"™ se um ponto p = (xg,v0) € U € tal que f(p) = c e g—’;(p) £ 0,
entdo existe uma bola B = B(xg,0) C R™ e um intervalo J = (yo — €, 90 +€)
tais que f~Y(c)N (B x J) é o grdfico de uma funcao & : B — J, de classe
C*. Para todo x € B, tem-se,

0 o _oe(nui(®)
0z, " U (0 (x)

A afirmagao de que f~1(c)N(BxJ) € o grdfico de uma fungdo & : [ — R
significa que, para cada x € I, existe um inico pontoy € J com f(x,y) = c.
Pée-se y = &(x); a fungdo £ : I — R diz-se definida implicitamente no
aberto B x J pela equagao f(x,y) = c.

Demonstracao : Para fixar as idéias, suponhamos que g—f(xg,yo) > 0.

Y
Como g—g é continua, existem 6 > 0 e € > 0 tais que pondo B = B(xy,6) e



J = (yo—¢,y0+¢), temos BxJ C U e g—g(:v,y) >0 V(z,y) € Bx.J. Entdo
Vo € Ia fun¢ao y — f(x,y) € estritamente crescente no intervalo J. Em
particular, como f(zo,y0) = ¢, temos f(xzo,yo—¢) <c e f(xo,y0+¢€) > c.
Em virtude do Teorema do Valor Intermediario existe para cada x € B um
tinico y = £(x) € J tal que f(x,y) = c. Tem-se obrigatoriamente que y € J,
portanto f~(c) N (B x J) = f~Yc)N (B x J) € o grdfico de uma fungdo
¢ : 1 — R. Vamos mostrar que & é de classe C*, ou seja, que existe & (x)
para todo x € I e que £ : I — R € de classe C*1.

Ora, pondo k = &(x + h) = &(x), temos &(x + h) = &(z) + K, logo
flx+h&(x)+ k)= f(x,&£(x)) = c. Pelo Teorema do Valor Médio, existe 0,
com 0 < 0 <1, tal que

0 = flz+hg(@)+k) = flz,{(z))
- %#x+em§@)+WQh+%§(+ﬂh@@»+6@k

Dai
Ex+h)—€&@x) k  S@+0n¢() + o0k)

h h & (w +0h,&(x) + Ok)

Sequndo o resultado mostrado abairo, & € continua. Isto significa que
limg ok = 0. A continuidade das derivadas parciais de f nos dd portanto

/ Ea+h) —&x) _ gh.g)

¢ (x) = lim =—9
h=0 h 5 (2, ()
Se f € C!, sendo %, g—g e & continuas, esta formula mostra que € € continua,
logo £ € C'. Se f € C? entdo %, g—i e & sao de classe Ct. A férmula que dd

¢ mostra entio que £ € também de classe C', isto é, € € C?. Desse modo
temos que se f € C* entdo & € C*. E o Lema usado na demonstracdo foi:

Lema 1.1.3. Sejam X C R™ K C R* compacto, f : X x K — RP continua
ece€RP. Se f71(c) é o grdfico de uma aplicagio & : X — K, isto é , para
cada v € X existe um unico y = {(x) € K com f(x,&(x)) = ¢, entdo € ¢é
continua.

Vejamos agora alguns resultados que servirao para demonstrar o Teorema
da Aplicacao Inversa.



Definicao 1.1.6. Uma aplicacio f : U — R" definida no abertoU C R™
¢ dita uma aplicacao fortemente difarencidavel no ponto a € U quando existe
um transformagao linear T : R™ — R"™ tal que para x,y € U, vale

f(x) = fy) =T.(x —y) + pa|r — 9]

onde lim pu(z,y)=0
(z,y)—(a,a)
Teorema 1.1.3. (Regra da Cadeia) (para aplicagies)
Sejam U C R™ | V. C R"™ abertos, f: U — R™ fortemente diferencidvel
no ponto a com f(U) C V, g diferencidvel no ponto f(a). Entao
go f:U — RP € diferencidvel no ponto a, com

(g0 f)(a) =g (f(a))o f(a): R" — R”

Corolario 1.1.1. Seja f : U — V uma bijecdo de classe C* (k > 1) entre
abertos U,V C R™. Se sua inversa f~1 : V. — U € diferencidvel entdo
f~1 € C*. Diz-se entdo que f é uma difeomorfismo de classe C*.

Teorema 1.1.4. A aplicacao f : U — R™ € fortemente diferencidvel no
ponto a € U, se, e somente se , € diferencidvel nesse ponto e, Ve > 0, existe
§ > 0 tal que ro(z) = f(x) — f(a) — f(a)(x — a) satisfaz @ condi¢do de
Lipschitz |rqo(x) —ro(y)| < elx —y| para x,y € B(a;J)

Lema 1.1.4. Seja f: U — V' um homeomorfismo entre os abertos

U,V C R™. Se f ¢ diferencidvel num pontoa € U e f (a) : R™ — R™ ¢ uma
isomorfismo entdo o homeomorfismo inverso f=! :V — U é diferencidvel
no ponto b = f(a). Se f ¢ fortemente diferencidvel no ponto a entdo f~' é
fortemente diferencidvel no ponto b.

Teorema 1.1.5. (Teorema da Aplicagao Inversa)
Sejam f : U — R™ dfinida num aberto U C R™ fortemente diferencidvel
no ponto a € U e f'(a) : R™ — R™ um isomorfismo. (Equivalentemente

det Jy(q) = det (gﬁz (a)> # 0.) Entao f é um homeomorfismo de um aberto

V' contendo a sobre um aberto W contendo f(a). O homeomorfismo inverso
Y W — V € fortemente diferencidvel em f(a) e sua derivada nesse
ponto € [f (a)]™'. Se f € CF (k > 1) entdo V pode ser tomado de forma que
f seja um homeomorfismo f:V — W.

Demonstracao: O trabalho etd praticamente feito. Basta apenas organi-
zar as pegas. Para simplificar a notag¢ao suporemos a = f(a) =0 o que ndo
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restringe a generalidade. Escrevendo f(x) = f'(a).x + r(x), a diferenciabili-
dade forte de f assequra gracas ao teorema (1.1.4) que existe uma bola aberta
V, de centro a tal que x,y € V = |r(z)—7(y)| < Mz—y| com \.|f (a)7}] < 1.
portanto f é um homeomorfismo de V' sobre o aberto W = f(V') e usando o
Lema (1.1.4) temos que a inversa =1 : W — V € fortemente diferencidvel
no ponto f(a). Agora se f € C*, a aplicagio derivada f : U — L(R™;R™)
¢ continua. Como o conjunto GL(R™) dos isomorfismos lineares de R™ ¢é
aberto em L(R™;R™) ¢ f'(a) € GL(R™), a bola V de centro a pode ser
tomada tio pequena que f (x): R™ — R seja ainda isomorfismo, Vo € V.
Pelo lema (1.1.4)f7Y : W — V € diferencidvel em todos os pontos de W,
logo f € um difeomorfismo.

Definigao 1.1.7. (Integrais Mltiplas)
Um bolo m-dimencional é um produto cartesiano

m

A= H[ai, bz] C R™

=1

de m intervalos compactos [a;, b;], cada um dos quais se chama aresta do bloco
A. O volume m-dimensional do bloco A €, por definicao

vol. A = H(bl —a;).
i=1

Uma particio do bloco A € um conjunto finito do tipo P = Py X ... X P,
onde cada P; é uma particao do intervalo [a;, b;]. Sejam agora P e Q partigies
do bloco A. Diremos que P € mais fina do que (Q quando P C Q. Se P =
P x...xP,eQ =01 X...XQpn, tem-se P C Q se, e somente se, P, C
Q,..., P, C Q. Seja f: A— R uma funcgdo real limitada, definida num
bloco A C R™. Dada uma particio P de A, a cada bloco B C P associaremos
08 numeros

mp =inf{f(z);z € B} e Mp=sup{f(z);z € B}

com 0s quais definiremos, respectivamente a soma inferior e a soma superior
de f relativamente a particio P, pondo

s(f;P)=> mpvol. B e S(f;P)=Y»_ Mpguvol.B

BeP BeP
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como mpg < Mp para todo B tem-se s(f; P) < S(f;P). temos ainda que
refinandos-se uma particao, a soma inferior nao diminue e a soma Superior
nao aumenta, ou seja, se P Q) sao particoes do bloco A CR™ com P C Q e f :
A — R uma fungao limitada entao s(f; P) < s(f; Q) < S(f;Q) < S(f; P).
Disto conclui-se também que para quaiquer particoes P e Q do bloco A e
f:A— R tem-se s(f; P) < S(f;Q). Definiremos agora a integral inferior

/ f(z)dz e a integral supem'or/ f(z)dz da fungdo f: A — R, limitada
_A A

no bloco A como sendo
/ f(z)dz =sups(f;P) e /f(x)dx:infS(f;P)
_A P A P

Diremos entdo que a funcdao f : A — R, limitada no bloco A € integrdvel
quando sua sima inferior for igual a sua soma superior. Definiremos a inte-

gral de f como
/Af(x)dx:/_Af(a:)dx:/A_ f(x)dz

Teorema de Sard 1.1.1. Seja f : M — N uma aplicdo de classe C entre
superficies de mesma dimensao m. Seja S o conjunto dos pontos x € M nos
quais a derivada f (z) : T,M — Ty N nao é um isomorfismo. Entdo f(5S)
tem medida nula em N.

Os pontos do conjunto S chamam-se pontos singulares de f. Portanto o
Teorema de Sard se enuncia assim: a imagem inversa de um conjunto de
pontos singulares por uma aplicacdo de classe C* tem medida nula.

Demosntracao: Para cada x € S, tomemos parametrizagoes v : Vo — V.
em N, com f(x) € Vep: Uy — U em M comx € V e f(U) C V.
Basta provar que, para todo x € S, f(UNS) tem medida nula em N. De
fato, da cobertura S C UU extraimos gracas ao Teorema de Lindelof uma
subcobertura enumerdvel S C UU;e

£(S) = F(UU;NS)) = UFUiN S)

serd uma reuniao enumerdvel de conjuntos de medida nula em N. Por outro
lado, med. f(UNS)=0em N & medp ' f(UNS)=0em R" &

med. [V fo(eH (U NS))] =0 em R™. Como ¢ ' (UNS) € o conjunto dos
pontos singulares da aplicagio v~ o fop: Uy — R™, o teorema de Sard se
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reduz a provar o sequinte: Seja f : U — R™ uma aplicacao de classe C* no
aberto U C R™. Seja S = {x € U; det f'(x) = 0}.Entio f(S) tem medida
nula em R™.

Novamente pelo teorema de Lindelof, U é reuniao enumerdvel de cubos
fechados. Logo basta provar que se C' é um cubo fechado, de aresta a > 0,
contido em U, e T = {x € C; det f'(x) = 0} entdo f(T) tem medida nula
em R™. Tomemos no espago R™. Tomemos no espaco R™ com a norma
euclidiana subdividindo cada uma de suas arestas em k partes iguais, obtemos
uma particao de C, cujos blocos sao k™ pequenos cubos C;, de mesma aresta
% =0 evolume Z—: =" SEx,y € C;, temos |x—y| < m.5. Em cada pequeno
cubo C; tal que C; N'T # O escolhemos um ponto x; € C; NT. A imagem
da transformacao linear f/(a:i) : R™ — R™esta contida num subespaco
E; € R™ de dimensio m — 1. Todos os pontos f(x;) + f (z;)v,v € R™
pertencem ao subespago afim L; = f(x;) + E;, de dimensao m — 1 em R™.
Para cada x € C; podemos escrever

f@) = f(@) + f (:).(z — z3) + 7i(2)

Dado arbitrariamente € > 0, o inteiro k pode ser tomado tao grande que VC;
contendo pontos de T' e todo x € C;, valha |ri(x)| < el — x;] < m.d.e Ora,
Vo € C;, se v = sup{f (v); x € C} temos |f (z;).(x — z;)| < clz — x| <
m.c.6, logo para todo x € Cy, o ponto f(x;) + f (x;).(x — x;) pertence a um
cubo de centro f(x;) e aresta 2mdc em L;. se considerarmos o paralelepipedo
retangular P; em R™ que tem esse cubo como secao média e altura 2med,
vemos que vol. P; = 2mm™cm1§Mme = Ad™e. A imagem f(T) estd contida na
reuniao de, no mdrimo, k™ desses paralelepipedos P;, cuja soma dos volumes
nao ercede A.k™.0M.e = A.a™.e. Como € > 0¢€ arbitrdrio, vemos que f(T')
tem medida nula.

A reducao de uma integral sobre um bloco m-dimencional a uma seqéncia
de m integrais de fungoes de uma varidvel é um eficaz instrumento de calculo.
Evidentemente, para reduzir uma integral sobre um bloco a sucessivas inte-
grais sobre intervalos basta considerar A = A; x Ay C R™™™ onde Ay C R™ e
As C R™ sao blocos, e mostrar que toda integral sobre A se obtém integrando-
se primeiro sobre Ay e depois sobre A; (ou vice-versa). Isso faz parte do
importante “Teorema de Fubini”, o qual contém o caso particular que apre-
sentaremos abaixo e que, as vezes, é chamado impropriamente de Fubini.

Teorema 1.1.6. (Teorema da Integracdo Repetida) Seja f : A; X
Ay — R integrdvel no produto dos blocos Ay C R™ e Ay, C R™. Para
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todo x € Ay, seja f, : Ay — R definida por f.(y) = f(z,y) e ponhamos

ple)= [  foly)dy, @)= [ fuly)dy
A2 A2
As fungoes o, Y : Ay — R, assim definidas sdao integrdveis, com

/ o(x)dx = Y(x)dx = / f(x,y)dxdy, isto é :
Ay Ay A1 xAs

/A | fry)dndy = /A | dz( _AQf(x,y)dy) - /A | d:c( A;f(Ly)dy)

Mudanca de Variaveis A férmula de mudanca de variaveis para inte-
grais simples é quase automdtica se h : [a,b] — R é de classe C', com x
varia entre a e b, h(x) vai de h(a) até h(b) obtem-se

R(b) b
dy = h(z))h (x)dx.
/h(a) F()dy /Gf( (@)1 (x)

Agora, no caso das integrais multiplas, a formula de mudanca de variaveis
vem com o seguinte resultado:

Teorema 1.1.7. (Mudanga de Variaveis) Sejam h : U — V um difeo-
morfismo de classe C' entre aberto U,V C R™, X C U um compacto J-
mensuravel e f: h(X) — R uma funcgdo integrdvel. entao foh: X — R
¢ integrdvel e

|ty = [ s deth' (@)l
h(X) b's

E importante observar que este € o caso mais geral do Teorema de Mu-
danca de Varidveis. Os casos particulares desse teorema sao: a formula para

mudanca linear de variavel numa integral superior sobre um intervalo e o
caso em que o difeomorfismo h € uma transformacao linear invertivel.
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Capitulo 2

2.1 Unicidade do Grau

Um dos problemas que surgem em nossa area ¢ o problema de encontrar e
determinar a raizes de um polinomio. Esse é um caso particular de encontrar
uma solugdo de uma equagao da forma f(x) = y, onde f é uma fungao
continua definida em um subconjunto 2 C R" com valores em R" e y é
um ponto dado em R™. O nosso interesse aqui é portanto construir uma
ferramenta, o grau topoldgico d(f,2,y) de f com respeito a 2 e a y, que seja
util na investigacao dessas equagoes.

A cada tripla (f,2,y) vamos associar um numero inteiro d(f,€,y) tal
que as propriedades da funcao d nos permitam encontrar respostas significa-
tivas quanto a existénia, unicidade ou multiplicidade de solugoes da equacao
f@)=y.

Naturalmente, se f = id, a fungao identidade em R" definida por id(z) =
x, entdo f(x) =y, em que y € ), tem uma tunica solugdo = = y, e portanto
espera-se que:

dl d(id,Qy) =1 Yy € Q

Espera-se ainda que d contenha informacoes sobre a localizacao das
solucoes no seguinte sentido. Suponha que €2 e €2 sejam subconjuntos
abertos de 2 e que f(r) = y tenha um ndmero finito de solugoes em
01 U Qy, mas nao tenha solugao em Q\(£; U Qy). entdo o ntimero de
solucoes de 2 deve ser o nimero de solugoes de ; mais o nimero de
solucoes de €)5. Isso sugere que d tenha a seguinte propriedade:

d2 d(f,Q,y) = d(f,Q1,y) + d(f,Q,y) sempre que Q; e 2y sejam subcon-
juntos abertos e £ N Qy = O tais que y € f(Q\(21 UQy)).
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Uma terceira e ultima condigao é a de que o calculo de d(f,€,y), para
uma fun¢ao complicada possa ser feito por meio de d(g, €2, y) em que g
é uma fungao mais simples. Por exemplo, se f puder ser continuamente
deformada em g sem que no processo ocorram solugoes na fronteira de
(), isto é,

d3 d(h(t,.),Q,y(t)) independe de t € J = [0, 1] sempre que
h:jxQ— R"ey:J— R" forem continuas e y(t) & h(t,00) para
todo t € J.
Assumindo a existéncia de uma funcao d com as propriedades

(d1)-(d3) mostraremos que tal funcdo é dnica.

Vamos introduzir agora alguns conceitos que tornarao menos ardua nossa
tarefa. Comecemos introduzindo algumas notagoes. Parax = (z1,z9,...,2,) €
R™ denotaremos por |z| a norma euclidiana, isto é,

Para um subconjunto A C R”, A e JA denotardo respectivamente, o
fecho e a fronteira de A. A distancia de um ponto z € R"™ ao conjunto A serd

representada por
o(z,A) = inf{|x —a| : a € A}.

A bola aberta de centro x e raio r > 0 sera denotada por
B.(xg) ={z € R": |z —x¢| < r}

e por simplicidade usaremos a notacao

B, (xy) = B.(%0).
Para f: A C R" — R™ denotaremos
F(A) = {f(@) v e Ay e fy) = {r € A: f(x) = ).
aplicagoes lineares serao identificadas com sua matriz A = (a;;) e escrevemos

o det A para o determinante da matriz A. Para A C R", indicamos por C'(A)
o conjunto das fungoes f : A — R"™ que sao continuas. Para {2 C R" aberto,
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denotamos por C*(2) o conjunto das funcoes f : @ — R" que sao k vezes
diferencidveis em €2, enquanto Uk(Q) CHQ)N Q) ﬂ CH(

k>1
No caso em que o conjunto A é compacto, definimos, para f € C(A),
Iflo = max |f(x)|. A primeira etapa do nosso trabalho serd mostrar que a

funcdo d é unicamente determinada por seu valor em funcoes de classe C~
Para tanto vamos introduzir o conceito de fungoes regularizantes.
Seja entao 1 : R — R dada por

—1
c.exp | —= ,para |x| <1
901(37): p<1—|z|2> p | | S
0 , caso contrdrio

onde ¢ > 0 é escolhido de forma que fRn ¢1(x)dx =1 e p; assim definida é
de classe C°(R"). Definimos agora a familia de fungées (¢4 )a>0 como sendo

palt) = a1 () (2.1)

Desta forma temos o, € C®(R") e suppp, = {z € R": p,(z) #0} =
B,(0) além disso uma simples mudange varidvel nos permite concluir que

©vo(r)dr = 1 qualquer que seja a > 0. Enunciemos agora o nosso primeiro
Rn
resultado.

Proposicao 2.1.1. 1. Seja A C R"™ compacto, f € C(A) e e > 0. Entao
existe uma fungao g € C°(R™) tal que |f(z) — g(z)] < e em A.

2. Sejam f € 51(9) ee,0 >0 tais que
={xeQ:o(x,00) >0} #0
Entao existe g € C*(R™) tal que

[f = glo+ max|f'(z) — g (2)] <&

Demonstracao: Seja f a extenc¢ao continua de f para todo o R™ dada pelo
sequinte resultado:

Teorema 2.1.1. seja A C R™ compacto e f : A — R" continua. Entdo
existe uma fungio continua f : R® — R" tal que f(x) = f(z) para z € A.
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Definimos para o > 0, f, : R® — R como sendo

fo= [ J©)pul6 ~a)de.

em que @, € dado por (2.1). Temos ainda que

O(fa)i o 0(Pa)i 1
Gt = [ e~ ) feyae

e portanto, lembrando que ¢, € C*, concluimos que f, € C*. Além disso
fa(x) — f(z) uniformemente em A quando o — 0. De fato, dado € > 0,
tomamos uma bola fechada B = B,.(0) de raio r suficientemente grande de
forma que A C B. Entao f restrita a B € uniformemente continua e portanto
existe 6 > 0 tal que |f(z + &) — f(z)| < € para todo € B e todo £ € R”
tal que |€| < 6. Em particular, para x € A, temos que |f(z + &) — f(z)| < e

sempre que x € A e || < d. Seque que, se 0 < a < ex € A temos

[falz) = f(2)] =

| F@ule = e - rio)

Rn

< / o +6) — F(2)|pa(€)de =

-
_ / (@ +€) — f(2)|pal€)de =
ENG)
< e | pa)de=c
/Bam)

[ Fwreacrie= [ o] <

Basta entdo tomar g = fo, com « suficientemente pequeno na parte (1) da

PTOPoSICao.

A parte (2) basta escolher a tal que g = fo satisfaca |f — glo <

também o < 9. Em sequida observe que, como

entao

g(x) = [ f(E+x)pal§)dE

Rn

gij- (v) = / gi (€ +2)pal§)dE (z € Q)

17
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Uma vez que f € Ul(Q), as deriwadas parciais de [ sao uniformemente
continuas em compactos. O resultado seque entdo de um raciocinio andlogo
ao da parte (1).

Considere agora f € C(Q) ey & f(0). Uma vez que OQ é compacto e f
é continua, o conjunto f(0) € compacto, e portanto o = o(y,0) > 0. De
acordo com a proposicio (2.1.1), existe g € C~ (Q) tal que |f — glo < . Se
definirmos h : [0,1] x Q@ — R™ por h(t,z) = (1 —t)f(z) + tg(z) temos que
h € continua e além do mais

At x) —yl = [(f(x) —y) = t(f(z) — g(x))|
> |f(@) =yl = t[f(x) — g()]
> |f@) =yl =1f—glo>0

para todo x € 0. Assim aplicando (d3) com f(zx) =y, temos que
d(f,Q,y) =d(g,9,y), o que conclui a primeira etapa.

O Lema de Sard

Seja @ C R" e f : Q@ — R"™ uma funcao diferenciavel em zy € Q.
Denotamos o Jacobiano de f no ponto o por Js(xg) = det f (). Dado
y € R", dizemos que xy é ponto critico de f se J¢(zg) # 0, caso contrério
dizemos que xy é ponto regular de f. O ponto y é chamado valor singular de
f se for imagem de algum ponto critico, caso contrario é chamado de valor
regular.

Denotamos por Sy o conjunto dos pontos criticos de uma funcao f, isto
¢,

Sr={r € Q: Jp(x) =0}
O objetivo nesta secao é mostrar que se f satisfaz algumas condi¢oes entao
o conjunto f(Sy) é um conjunto pequeno, isto é, tem medida n-dimensional
nula. Vejamos alguns resultados preliminares.

Conjuntos de Medida Nula

O conjunto [ay, bi] X [ag, bs] X ... X [ay, b,] C R™ serd chamado de retangulo
fechado. O retangulo aberto se define de maneira analoga bastando tomar
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os intervalos abertos. O volume de um retangulo fechado é por definicao

vol(B) = [ [ (b — ;)

i=1

Definicao 2.1.1. Um conjunto x C R" tem medida n-dimensional nula
quando, para todo € > 0 dado, for possivel obter um familia enumerdvel
C1,Cy, ... de retangulos fechados contidos em R™ tal que

X C OCZ' e ivol(@) <e

i=1 i=1

Naturalmente todo subconjunto de um conjunto de medida nula também tem
medida nula.

Teorema 2.1.2. Seja X = {xy,29,...} C R™ um conjunto enumerdvel.
Entao X tem medida nula.

Proposicao 2.1.2. Sejam f € C () ey & f(9Q). Sey é um valor reqular
de f, entao f~'(y) é um conjunto finito.

Demonstragao: Como y € um wvalor reqular de f, Jr(zo) # 0 e o teo-
rema da fungdo inversa ns garante a existéncia de U = B.(zo) tal que fly €
um homeomorfismo e portanto uma bije¢io. Dai seque que para o € f~1(y),
podemos tomar U = B.(xg) tal que f*NB.(z0) = {x0}. Concluimos portam-
nto que os elementos de f~1(y) sao pontos isolados. Suponhamos por absurdo
que f~Y(y) seja infinito. Entao existe (x,) C Q uma sequéncia de pontos
distintos em f~'(y). Temos que (z,) C Q. A compacidade de Q nos garante
que existe uma subsequéncia (T,;) C (x,) tal que x,, — 20 € Q. Portanto
f(xn,) =y e como f € continua, temos que y = lim,_. f(2n,) = f(x0). Logo
xo € f~Y(y). Portanto g € QN f~*(y) e, como y & f(OQ) por hipdtese,
seque que xo € Q. Assim obtemos (xy,,) C f~'(y) com x,, — xo € [~ (y),
o que contraria o fato de xo ser ponto isolado de f~(y). Logo devemos ter

[~ (y) finito.

Mostraremos agora outro resultado que sera bastante 1til posteriormente.

Proposicao 2.1.3. Sejam yo € R” e f € C (Q) tais que yo & f(0Q). entio
eziste a > 0 tal que d(f,Q,y) = d(f,Q,y0) para todo y € B, (yo).
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Demonstragao: Se fizermos o = 0(yo, f(02)) > 0 teremos
Bayo) N f(0Q)) = . Para chegar no resultado pretendido, usaremos a pro-
priedade (d3). Definimos entao:

h(t,z) = f(x) e yt)=ty+(1—1t)y com yé&€ Ba(yo),t € ]0,1]
Temos que:
a. h(t,x) = f(x) € continua por hipdtese.

y(t)

b. é
c. y(t) & h(t,00) para todo t € [0,1], Umna vez que h(t,00) = f(99Q), y(t) €
Ba(yo) e f(98) N Ba(yo) = O

Assim concluimos que d(h(t,x),2, y(t)) independe de t € [0, 1] e por (d3),
seque que

continua

d(fa Qa y) = d(f7 Qa yU) vy € Ba(yO)

Estamos prontos para enunciar e provar o

Lema 2.1.1. (Sard)

Seja f € CHQ) e Sy o conjunto dos pontos criticos de f. Entio f(Sy)
tem medida nula.

Demonstracao: Uma vez que todo aberto do R™ pode ser escrito como
uniao enumerdvel de cubos fechados e a unido enumerdvel de conjuntos de
medida nula tem medida nula € suficiente mostrar que, se QQ C ) é um cubo
fechado, entdo f(Sg) tem medida nula.

Suponha que Q) € um cubo fechado de aresta l contido em 2. Uma vez que
Q € compacto e f ¢ continua em Q existe c € R tal que |f ()| <c Vo€ Q
e além disso f € uniformemente continua em Q. Assim dado € > 0, existe
01 > 0 tal que

1f (@)= f(y)| <e Vo, TeQ taisque |z—T| <6

Eziste também m € N tal que 6 = %ﬁ < 0;. Vamos entao dividir o cubo
Q em m"™ subcubos de aresta # de modo que a unidgo dos subcubos QQy resulte

o i .1
no cubo Q original. Uma vez que o diametro de um cubo de aresta # é %ﬁ
vemos que

/

f'(z) = f (@) <e Va,Te€Qy
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Definimos a fungao h : [0,1] — R"™ por
h(t) = f(Z +t(x — 7))

e usando o Teorema Fundamental do Cadlculo, podemos escrever
1 / 1 /
h(1) — h(0) = / h(t)dt = / f@+tlx—7))(x—7)dt
0 0

Obbservando que h(1) —h(0) = f(z) — f(T) e f (T)(x —T) = fol f (@) (x—7)dt
obtemos

f(x) = @)+ [ (@)(z —7) + R(z,7)
onde R(x,T) = fol |f (T + t(x — 7)) — f(T)|(x — T)dt € tal que, para todo
x, T € Q,

1
R(z,7)| < /0|f'(f+t(w—f))—f’(T)Hw—fldt
< 5./1|x—T|dt§a.5
0

Neste ponto suponhamos que QN Sy # O. Tomando T € Qx NSy, definimos
A=f(Z), Qr = q—T eg:Qr— R" por g(y) = f(T+y)— f(T). Observe
que ly| <6 Vy € Qr, [(Qr) = 9(Qk) + f(T) € que

g(y) = Ay + Ry, com |R(y)|=|R(Z+y,T)| <6, Yy € Qi

Como T € ponto critico sabemos que det A = 0, logo o conjunto A(@k) estd
contido num subespaco de dimensio n — 1. Seja agora b' um vetor unitdrio
do complemento ortogonal de A(Qy).

Completando b a uma base {b, ..., b"} de R™ temos que
g(y) = >0 (g(y),b)b", onde esse dltimo somatdrio nada mais é do que
a expressao de g(y) messa mova base ortonormal. Note agora que vale as
sequintes desiqualdades:

oW < RGP <=5 (22)
[(9(w), b < [{A), 0)[ + [(R(y),b")| < (2.3)
< ¢d+¢ed para 1=1,2,...,n
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as observagoes feitas até aqui permitem concluir que g(Q,.) estd contido em
um retangulo Jy dado por

Jp = [—e6,4d] x [—cd — £0,¢0 + €] X ... x [—cb — &6, ¢6 + &6]

cujo volume € vol(Jy) = 2e6[26(c + &)|" . Como f(Qr) = g(Q) + f(T)
concluimos que f(Qy) estd contido num retangulo Jy, contendo f(T) e cujo
volume é o mesmo de Jy,. Uma vez que S¢(Q) C Q1 U Q2. .. UQun temos
que o conjunto dos retangulos Jy, definidos acima cobre f(Sr(Q)) e, além do
mais,

n

Z vol (Ji,) = 2"e6"m"[c + ] = 2"e(Iv/n)™[c + &]" L.

k—1

Uma vez que € > 0 € arbitrdario concluimos que f(S;(Q)) tem medida nula.
O lema de Sard e a proposi¢ao (2.1.2) nos permitem concluir que, quando
vamos calcular d(f,€,y) podemos assumir que y € um valor reqular de f.

Reducao ao Caso Linear

Apresentaremos agora um resultado, decorrente da segunda propriedade
do grau (d2).

Lema 2.1.2. Seja Q C R” aberto e limitado, f € C(Q) ey € R" tal que
y & f(0R2), entdo:

(a) d(f.Q,y)=0

(b) Se Q; é um subconjunto aberti de Q ey & f(Q\Q1) entdo d(f,,y) =
d(f,,y)

(c) Se feC™(Q), y imf(S;(Q)e f(y) = O, entdo d(f,Q,y) =0

Demonstragdo: De fato, fazendo Q1 = Q e Qy = O em (d2), temos que
Qy, Qg sao subconjuntos abertos de ) e tambémy & f(Q\(21J Q) = f(09).
Portanto

d(f797y> = d(faglay) +d(f792ay) :d(faQay) +d(f7®7y)
donde seque que d(f,D,y) = 0.
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Para demonstrar (b) considere 1 como acima e Qy = ). Obtemos de
(d2) que
d(f,2,y) = d(f, S0, y) +d(f,D,y) = d(f, %, y)
Para (c) note que temos f~'(y) = O se, e s se, y & f(Q). Definindo
Q= Q=0 temosy & f(Q\(Q1 UQs)) e portanto, por (d2), d(f,Q,y) =
d(f,D,y) +d(f,0,y) = 0.

Estamos prontos agora para demonstrar um dos principal resultado

Proposicao 2.1.4. Sejam [ € UOO(Q), y & f(OQU Sp) e fHy) =

{zt, 2%, ..., 2™}.Entao existe r > 0 tal que
d(f,Qy) =Y _d(f (z'), B,(0),0)

=1

Demonstragao: Como f~1(y) € finito, existe € > 0 tal que
7 y) € U Ba(ah),

em que as bolas B.(z') sdo duas a duas disjuntas. Utilizando a Férmula de
Taylor obtemos que

fx) = f@@)+ fa)(z —2') +w(z -2 (2.4)

w(z — ")

onde lim = 0. Por outro lado do item (b) do lema acima seque

|z—zt|—0 |$ — IZ|
que
m

d(f,Qy) =Y d(f, B:(«"),y)
i=1
e usaremos a proposicdo (2.1.2) para mostrar que, para § suficientemente
pequeno, ' 4 ' 4
d(f, Bs(x"),y) = d(f (2')(x — "), Bs(a"),0).

De fato, seja A = f'(2%). Como det A # 0 seque que A € inversivel e
portanto |z| = |A™ Az| < |A7Y|Az|. Assim |Az| > c|z| com ¢ = a7t .
Por (2.1.2) temos que dado € = §, existe 0 > 0 tal que

w(z — )|

< sempre que |r —z'| <6

DN ™

|z — |
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Assim para x € Bs(z'), definimos y(t) =ty e
hit,z) =tf(x)+ (1 —t)A(x —z) =ty + Az — 2 ) + tw(z — ).
Temos que y(t) e h(xz,t) sao continuas. Mostraremos agora que y(t) ¢
h(t,0Bs(x")) qualquer que sejat € [0,1]. De fato, temos que |h(t,x)—y(t)| =
|A(z — 2%) + tw(z — 2°)|e lembrando que |A(z — x%)| > c|z — x| obtemos
|A(x — ") +tw(x —2")| > clo—2'| — jw(z —2%)] >
> (e=5)le—af=55>0
c—g5)lr—a'l=3
para todo t € [0,1] e |z — 2t| = §. Aplicando (d3) obtemos
d(f, Bs(z'),y) = d(A(z —2), Bs(a"),0) (2.5)
Seja r > 0 tal que Bs(z') C B.(0). Como z' é iinica solugio de

Az — Az® = 0 podemos usar novamente o resultado (b) do lema (2.1.2)para
obter

d(A(z — %), Bs(2'),0) = d(A(z — ), Bs(0),0) (2.6)

Considere h : [0,1] X B,(0) — R™ definida por h(t,z) = A(x — tz') e
y(t) = 0. Naturalmente y(t) e h(x,t) sao continuas e,como |z'| < r, A(x —
tz") # 0 para todo x € B,(0) e todo t € (0, 1], logo 0 & h(t,dB,(0)). Usando

(d3) novamente temos
d(A(z — a'), B,(0),0) = d(A(z — ), B,(0), 0)
A expressao acima, (2.5) e (2.6) nos permitem concluir que
d(f, Bs(a'),y) = d(f (a"), B,(0),0).

A partir de agora daremos o passo final para a demonstracao da unicidade
da fungao d.

O caso Linear

Além de concluir a demonstracao da unicidade da funcao d vamos verificar
que d(A, B,(0),0) é unicamente determinado se A é uma transformagao linear
com det A #£ 0. Mais especificamente, vamos mostrar que
d(a, B,(0),0) = sgn det A, concluindo assim a prova da unicidade. Para
tanto vamos fazer uso do seguinte resultado de Algebra Linear.
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Proposicao 2.1.5. Seja A uma matriz n X n real com det A # 0, sejam
Ay .oy A 08 autovalores negativos de A e aq, ..., q,, suas multiplicidades
com zeros de det(a — \id), assumindo que a tenha tais autovalores. Entao
R™ € a soma direta de dois subespacos N e M, R" = N & M, tais que:

(a) M e N sao invariantes por A,

(b) A |y tem somente os autovalores Ay, ..., Ay € A |y ndao tem autovalores
neqativos;

(c) dimN = Zak.
k=1

Demonstragao: Uma vez que

det(A — Xid) = (=1)" T[T\ =)™ J] 0 —ny)™
k=1 Jj=m+1
tem-se
det(4) = ()" JJ(=2) T (—u)?
k=1 j=m+1
= (=" Tl T (—m)™
k=1 j=m+1
= (== " TLInl T ()™
k=1 j=m+1
= (=0T T ()™
k=1 j=m+1

e portanto sgn det A = (—1)%, onde a = Z ar = dim N.
k=1
agora se A nao tem autovalores negativos entao det(tA+(1—t)id) # 0 em

0,1].De fato, suponhamos que det(tA + (1 — t)id) = 0 para algum t € [0, 1].
Naturalmente devemos ter t € (0,1), e neste caso temos
zd)

0 =det(tA+ (1 —t)id) = t" det (A +
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ou seja, % < 0 € autovalor de A, o que é absurdo. FEntao, por (d1) e

(d3), d(A, B,(0),0) = d(id, B,(0),0) = 1 = sgn det A e podemos considerar

somente o caso em que N # {0}. Denotaremos por 2 o conjunto B,(0).
Passo 1. Suponhamos que o = dim N € par. Uma vez que R" = N ®& M,

todo x tem uma unica representacao v = Pix+ Pox com Pix € N e Pox € M.

Ficam entao definidas as projecoes lineares P, : R" — N e

P, =1id— P, : R" — M. Desta forma A = AP, + AP, é uma decomposicao

direta de A, uma vez que pela proposicao (2.1.5), A(N) C N e A(M) C M.
Vamos agora verificar que

h(t,z) =tAx + (1 —t)(—Pix + Pox) #0 em [0,1] x 09

Para tanto observe inicialmente que h(0,x) = 0 = Pix = Pyx e, como
Px = Pyx € NN M = {0} devemos ter x = 0, e portanto x ¢ 0. Se
h(t,x) =0 com t € (0,1) temos

1—-t 1—t

APz + APyx = Ax = Pix—

Pg.fl?

fezendo \ = % > (0 teremos
APix = APz e APx = —-\Px

Utilizando agora a proposi¢ao 2.1.5(b) concluimos que x = 0, e portanto
x & 0. Por fim, se tivermos h(1,z) = 0 entao Ax =0, o que implica x = 0.
Desta forma a fungao hé uma homotopia admissivel e, por (d3), tem-se

d(A,Q,0) = d(—P,+ P,,Q,0) (2.7)

uma vez que o = 2p para algum p > 1, podemos encontrar uma matriz Boxa

tal que B> = —idy. De fato para p = 1, podemos escolher a rotacao 5, isto €,

1 ‘
( 0 , e para um p geral nos podemos arranjar p semelhantes blocos ao

-1 0
longo da diagonal principal, isto €, byj_12; =1 = —boj0;—1 para j=1,...,p
e bjr = 0 para os demazis j, k.

Note que B possui apenas autovalores complexos. De fato, se v € um
autovetor de B com autovalor X\, entao

Bv=M=B*v=ABv=—idv=Nv=—0v=Nv= )N =-1
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a idéia agora é encontrar homotopias, indicadas por —, tais que
—-P+P,—BPL+P — P +P=1id
e concluir que
d(—P, + P,Q2,0) = d(BP, + P»,9Q,0) + d(id, 2, 0) (2.8)
Para a primeira homotopia considere a funcao
h(t,z) =tBPix — (1 —t)Pix + Pox

Precisamos mostrar que h(t,x) # 0 para (t,x) € [0,1] x 0Q. Conforme o0b-
servado anteriormente h(0,z) = 0 = x = 0. Se tivermos h(1,z) = 0 entdo
BPix+ Pox =0 = P =0 e BPx = 0. Una vez que a matriz B €
nao-singular (det B = 1) devemos ter Pix = 0. Como as duas projegoes se
anulam concluimos que x = 0. Resta analizar o caso em que h(t,z) = 0 para
t € (0,1). Nesta situagdo obtemos

|tB—(1—t)|P1[L’—|—P2[L':O

Da expressao acima seque que Pox =0 e

1—-1t
BPliL‘:

le.

Se tivéssemos Pix # 0 entao % seria autovalor de B, o que nao é possivel
visto que B s0 possui autovalores complexos. Desta forma Pyx = 0, logo
x = 0. Assim se h(t,z) = 0 para algum t € [0,1] entdo x = 0, o que nos
permite concluir que 0 & h(t,00) para t € [0,1]. Desta forma as aplicagoes

—P,+ P, e BP, + P, sao homotopicas. Se fizermos agora

e USaTrmos 0 mesmo raciocinio acima concluimos que sao também homotopicas
as aplicagoes BP) + Py e Py + P,. Unindo o resultado (2.7) e (2.8) obtemos

d(A,Q,0) =d(id,Q,0) = 1 = (—1)* = sgn det A

concluindo assim o caso em que o € par.
Passo 2 Vamos considerar agora o caso em que « € impar, isto é, a =
2p+1 para algum p > 0. Tomando {v',v? ... v*} uma base de N definimos
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N1 como sendo o subespacggerador por v e Ny como o subespaco gerado
por {v* v3 ... ,v*}. Fica entdo estabelecida a decomposicio N = Ny @ No,
com dim N1 = 1 e dim Ny = 2p. Como no caso anterior vamos considerar
Q1 : N — N, eQs:id | v —Q1 — Ny as projecoes sobre os subespagos
em questao. Desta forma temos Py = Q1P1 +Q2P1. Podemos entao proceder
como no caso anterior e encontrar homotopias, indicadas por —, tais que

A—>—P1+P2—>—Q1P1+BQ2P1+P2—>—Q1P1+Q2P1+P2~
Assim
d(A,Q,0) = d(—Q1+ Q2,9,0) (2.9)

onde Q1 = —Q 1P e Qs = Q2P + Py. Observe que Q1 e Qs sdo as projecoes
referentes a decomposi¢ao R™ = Ny & (Ny & M). Como 0 € o tnico zero
de —Q1 + Q2 podemos substituir Q = B,.(0) por qualqur conjunto aberto e
limitado que contenha o 0, sem mudar o valor de d. Dado agora 2 C N;
aberto e limitado e g : Q :— Ny continua com 0 & g(9) vamos definir

d(g,9,0) = d(go Q1 + Q2,2+ B,(0),0)
seque facilmente de (d1)-(d3) que
(d1) d(id |n,,Q,0) =1 se 0 € Q.

(d2) d(g,Q,0) =d(g,,0)+d(g, Q9,0) sempre que 0y, Qg sdo subconjuntos
abertos disjuntos de Q e 0 & g(Q\ (€ U ).

(d3) d(h(t, 1),$2,0) € independente de t € J = [0,1] sempre que
h:Jx€Q — Ny é continua e 0 & h(J x 09).

De fato a propriedade (aﬁ) ¢ imediata. Para as outras duas basta usar a
definicio de d e lembrar que Q, e Qs sdo as projecées referentes a decom-
posi¢ao R™ = Ny @ (Ny @ M). Nosso trabalho agora se resume em meostrar
que J(—id Iny, ©2,0) = —1. Dai por (2.1.5) e pela observacio que seque tal
expressao, podemos concluir que

d(A,Q,0) = d(—id |x,,Q,0) = =1 = (=1)** = sgn det A.

A idéia entao € encontrar uma fungao [ e subconjuntos abertos, limitados e
disjuntos 1 e Qg tais d(f,Q,0) =0, Q UQy C Q, g |o,, € homotopico a
—id |n,, € g |, € homotopico aid |, . Estes sdo os ingredientes do
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Passo 3 sabemos que Ny = { ! : X € R} e podemos sem perda de
generalidade, supor que |v'| = 1. Considere Q = {\v' : X € (=2,2)} e
definida

QG ={':Ae (=200} e Q={\w:A€(0,2)}

Considere também a funcdo f(Av') = (|\[=1)v". Uma vez que f(0) = —v' #
0 temos que 0 ¢ f(Q\ (21 U)). Construamos agora a homotopia

h(t, W) = t(|\| = 2)v' + o',

e observe que h(t, \v') # 0 em [0,1] x 99, pois como 0 = {—2v",2v'},
temos h([0,1] x Q) = {v'}. Assim utilizando (d2), (d3) e (d2) novamente,
podemos escrever

0=d(v',Q,0) =d(f,9Q,0) = d(f, 2,0) +d(f, 2,0 (210

Observe agora que [ |o, (M') = —(A + 1)v! = —id |y, —v' possui um
tnico zero —vt € 0 C Q, de forma que

d(f,,0) = d(—id |y, —v',Q,0) = d(—id |n,,9,0) (2.11)

em que a tltima igualdade seque do fato de h(t, \') = = v!' —ovt £ 0 em
0,1] x 9. Um raciocinio completamente andlogo mostra que

d(f,$,0) = d(—id |n,, 2, 0).
esta ultima expressao combinada com (2.10) e (2.11) nos permitem escrever
d(id | y,,Q,0) + d(—id |n,,Q,0) = 0,

donde se conclui que d(—id |y,,Q,0) = —1, conforme desejado. Sintetizando
todos os resultados e observacoes deste capitulo temos o sequinte teorema.

Teorema 2.1.3. (Unicidade do Grau) Seja D a cole¢ao de todos os sub-
conguntos abertos e limitados de R™ e

M={(f,Qy):QeD, fecO(Q)eyc R"\f(0N)}.

Entao existe no mdximo uma fungcao d : M — 7Z satisfazendo as pro-
priedades (d1)-(d3). Além do mais, tais propriedades implicam que d(A,2,0) =
sgn det A para aplicacoes lineares A com det A#0 e 0 € Q.
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INTRODUCAO

A teoria do grau é um destes estudos privilegiados da matematica com o
qual provamos que o aluno talentoso da graduagao é capaz de entrar em con-
tato com conceitos bem sofisticados e trabalhar com eles com certa destreza.
A sua aplicabilidade é versatil e reside em véarias ciéncias como Biologia, FEn-
genharia, Fisica e outras. Motivados por tudo isto escolhemos este tema para
desenvolver com a bolsista que a um ano vem estudando de forma satisfaéria
e continua. Hoje a estudante se encontra apta a desenvolver e compreender
a Teoria do Grau.

O objetivo e o conteiudo especifico do projeto destacamos a seguir com
detalhes.

OBJETIVO DO PLANO DE TRABALHO

Frequentemente nos deparamos com problemas de encontrar e determinar
multiplicidade das raizes de um polinomio. Esse é um caso particilar do
problema de encontrar uma soluc¢ao de uma equacao da forma f(x) = y, onde
f ¢ uma funcao continua definida em um subconjunto Q C RY com valores
em RY e y é um ponto dado em RY™. Neste projeto temos como principal
objetivo a contrucao de uma ferramenta, o grau topolégico d(f,2,y) de f
com respeito a € e a y uqe seja 1til na investigacao dessas equacgoes.

Com este projeto pretendemos também qualificar o aluno para continuar
seus estudos futuros em um curso de pés-graduacgao visando a formacao e a
informacao. Para atingirmos o objetivo especifico da pesquisa dividiremos o
conteudo do plano de trabalho em quatro etapas apresentadas abaixo.

Faremos também uso da metodologia tradicional, a qual tem sido feita
com sucesso nas iniciagoes a pesquisa em matematica, isto é, realizgoes de
semindrios semanais com listas de exercicios para a fixacao dos conceitos e
leituras de textos para complementacao.



DETALHAMENTO DO PLANO DE TRABALHO

Neste projeto serao estudados alguns aspectos tedricos ligados a analise
visando aplicé-los ao estudo de problemas envolvendo equacoes diferenciais.
Iniciamos com uma revisao de alguns conceitos bésicos de anélise no RY que
serao fundamentais para o estudo da teoria do grau de Brower. Nesta etapa
faremos um estudo dando mais atencao aos aspectos geométricos contidos
nestes resultados. Na segunda etapa desenvolveremos a teoria abstrata do
grau topoldgico.

1. Revisao dos principais resultados do Céalculo Avancado

(a) Aplicagoes Diferencidveis

(b) A Desigualdade do Valor Médio
(¢) O Teorema da Fungao Inversa
(d

(
(

) O Teorema da Funcao Implicita
) O Teorema de Sard

f) Integrais Multiplas

g

(8)
(b)
(i) O Teoremas da Existéncia e Unicidade de Solugbes para Equagoes
Diferenciais Ordinarias

e

O Teorema de Fubini

O Teorema da Mudanca de Variaveis para Integrais

(j) Equagoes Diferenciais Lineares
2. Grau Topoldgico em Dimensao Finita

(a) Unicidade do Grau Topoldgico
(b) Contrucao do Grau Topoldgico
(c) Mais Propriedades do Grau Topolégico
(d) O Teorema do Ponto Fixo Brower e Aplicagoes
)
)
)

e) O Teorema de Borsuk e Aplicagoes

(
(f

(g) O Teorema da Separagao de Jordan

Propriedades Multiplicativas do Grau
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(h) Teoria do Grau para Aplica coes Holomorfas

(i Indice de um Campo de Vetores

)

) ’
(j) O Grau Topologico em Dominios Ilimitados
(k) Grau Topologico em Espacos de Dimensdo Finita
)

(1) O Teorema de Hopf e Generalizagoes do Teorema de Borsuk
(m) O Indice de uma Aplicacao
3. Aplicagoes
(a) Equagoes Diferenciais Periédicas
(b) Existéncia de Solugoes Periédicas

(c) Bifurcacao Local para Equagbes Diferenciais

4. Grau Topolégico em Dimengao Infinita
(a)
(b)
(c)
)

(d) Aplicacoes

O Grau Topoldgico de Leray-Schalder
Propriedades do Grau Topolégico de Leray-Schalder

Bifurcagao local

CRONOGRAMA DE EXECUCAO

O contetido deste plano serd executado em duas etapas descritas a seguir:
Primeira Etapa: de agosto a novembro de 2003.

Estudaremos alguns conceitos bésico de Anélise no RV

Segunda Etapa: de dezembro a maio de 2004.

Desenvolveremos nesta etapa a Teoria do Grau Topoldgico de Brower e
Teoria do Grau de Leray-Schalder

Terceira Etapa: de junho a julho de 2004.

Aplicaremos os conceitos estudados na segunda etapa a problemas
especificos envolvendo Equacgoes Diferenciais Ordinarias
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