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3 2. INTRODUCAO

O presente trabalho é um apanhado geral das atividades desenvolvidas
referentes ao projeto de pesquisa (item 5 do sumdrio, em anexo) do Programa Institu-
cional de Bolsas de Iniciagdo Cientifica, PIBIC/CNPq/UFPb, executado pelo bolsista
Jonathas Jerdnimo Barbosa (estudante do bacharelado em matematica da UFPb),
orientado pelo professor Jodo Marcos Bezerra do o) (professor adjunto IV da UFPb -
CCEN - DM), do periodo de Agosto de 2001 a julho de 2002.

Conforme nosso projeto a iniciacdo a pesquisa se deu da seguinte forma:
na primeira etapa do trabalho estudou-se resultados basicos das equac¢des diferenciais
ordinarias. Uma pequena introducao as Equacgdes Diferenciais Parciais, o Operador
de Laplace, os Operadores de Segunda Ordem Elipticos, Equacdes de Poisson e o
Potencial Newtoniano. Ja a segunda etapa foi desenvolvido um estudo sobre os
conceitos basicos de Analise Funcional tais como espacos de Banach e Hilbert, Oper-
adores Lineares Limitados, estudou-se também a Teoria das Distribuicoes e Espacos
de Sobolev e por fim aplicacdes tais como Principio do Maximo, Regularidade das
Solugdes Fracas entre outras.

As etapas do estudo se caracterisaram porse desenvolver a partir de um
problema sugerido pelo orientador onde o bolsista buscava os conceitos e resulta-
dos pertinentes ao caso, numa tentativa de soluciona-lo, e depois apresentava esta
"teoria” em semindrio.

E com isto conseguimos atingir um dos objetivos do projeto que era dar base
para o aluno engressar nos rudimento da pesquisa. Compreender os resultados basicos
sobre os trés exemplos classicos de EDP da Fisica Matematica, Equacdo de Onda,
do Calor, e de Laplaceque era um outro objetivo, foi alcancado por meio de estudos
paralelos na tentativa de dominar a teoria basica do estudo das Equacdes Diferenciais
Parciais Elipticas.



4 3.0BJETIVOS

1. Embasar a formacao do aluno para a iniciacao a pesquisa;

2. Estudar alguns métodos modernos de Analise Funcional, os quais tém-se mostrado
ferramentas importantes na pesquisa de EDP;

3. O estudo do Operador de Laplace;
4. O estudo da Equagdo de Poisson e do Potencial Newtoniano;
5. Uma introdugdo a Teoria das Distribuicdes e Espacos de Sobolev;

6. Compreeder os resultados basicos sobre os trés exemplos classicos de EDP da
Fisica Matematica, Equacdo de Onda, do Calor, e de Laplace.

5 4.METODOLOGIA

A metodologia como ja falamos foi a usual, isto é, seminarios semanais e listas
de exercicios. Ofereceu-se, também, leituras complementares.

6 5.DESENVOLVIMENTO DO PROJETO

Apresentaremos agora as partes desenvolvidas do projeto e logo em seguida exibiremos
os principais resultados obtidos durante o estudo.
Primeira etapa- de agosto 2001 até janeiro de 2002

Foi estudado alguns resultados bésicos das Equacdes Diferenciais Ordinarias; uma
introducdo as Equagdes Diferenciais Parciais; o Operador de Laplace; Operadores de
Segunda Ordem Elipticos; Equacdo de Poisson e o Potencial Newtoniano.

Segunda etapa - de fevereiro até julho de 2002



Estudamos uma breve introducdo aos conceitos basicos da andlise funcional fize-
mos uma Introducdo a teoria das distribuicdes, espacos de Sobolev e aplicacdes a
alguns problemas elipticos variacionais.



6.1 EQUACOES DIFERENCIAIS PARCIAIS:

O Teorema da Divergéncia de Gauss:

Seja 2 C R? um dominio cuja fronteira 92 é uma uni3o finita de curvas suaves.
Seja F': 0 — R? um campo vetorial de classe C' em Q. Entdo

/V-Fdxdy:/ F - nds,
Q o9

onde n é a normal externa unitdria.

A EQUACAO DO CALOR: O problema motivador da equaco do calor é o da

difusdo térmica em barra, apenas considerando-se a sua dimens3o longitudinal, isto €,
tendo-se isolado a barra ao longo de seu comprimento, permitindo-se, assim, trocas
de calor apenas nos seus extremos. No ambito do nosso estudo e nas condi¢des ja
expostas, a variacdo de energia interna da barra serd o acrécimo de calor sensivel.
Em simbolos:

[F(z,t) — V(=k(z)Vu(z, t)|At = p(z)c(z)[u(x, t + At — u(z, )]

No limite:
ou

F(z,t) + V(k(x)Vu(z,t)) = p(x)c(x)a

(z,9)

EQUACOES DE LAPLACE E POISSON: E notdério que toda fun¢do complexa

f(x,y) = u(z,y) +iv(x,y)

satisfaz as condi¢coes de Cauchy-Riemann:

o) x, ol f(z,
{ RJ;(Z y) _ OTf(zy) { Uy + Uyy = 0

9y
OR, s or K _
fa(ymy):_ ];(;fy) U$$+Uyy_0

As fungdes u e v que satisfazem a relagdo acima (a equagdo de Laplace) sdo

chamadas fun¢des Hamdnicas. No caso do calor (difusdo), quando buscamos solu¢des
estaciondrias (independente do tempo), encontramos fun¢des harmdnicas (sem fontes
de calor e impondo u; = 0). Se permitirmos fontes estaciondrias, obtemos a equagio
de Poisson:-

—Au = G(x)



EQUACAO DA CORDA VIBRANTE: Vamos supor a corda somente sujeita a

vibracGes transversais e desprovida de resisténcia a flexdao. A 2°lei de Newton garante
que a resultante sobre a corda € igual a soma das forgas internas, de tensdo, e as
forcas externas, assim:

0?u(z,t)

To[sena(x + Ax) — sena(x)] + F(x,t) = p(x)Ax BT

Ademais, dividindo ambos os menbros por Ax e levando tudo ao limite, resulta

o
ot?

0*u
TO@ + F(z,t) = p(z)

EQUACOES DE MAXELL: A tabela abaixo lista as equacdes e seu significado
fisico:

Vf(x,t) = p(x,t) Carga e campo elétrico
Vﬁ(x, t) =0 O campo magnético
rotﬁ(x, £ = —"fﬁt(x, ) Campo elétrico pr/o'duzido.;/)or um
campo magnético varidvel
Campo magnético produzido por um
campo elétrico varidvel ou uma corrente, ou ambos

rotﬁ(x, t) ziﬁt(x7 t)—l—“T"E)(x, t)

6.2 INTRODUCAO A CONCEITOS BASICOS DE ANALISE
FUNCIONAL:

Espacos Completos:

Seja M um espago métrico completo. Se toda sequéncia de Cauchy, em M, é
convergente, entdo diz-se que M é um espaco métrico completo.

Espacos de Banach:

Um espaco vetorial normado completo é chamado Espaco de Banach.

Espacos de Hilbert:

Um espaco vetorial H, munido de um produto interno, e completo com relagdo a
norma induzida por esse produto interno é chamado um Espaco de Hilbert.



6.3 OPERADOR DE LAPLACE:

6.3.1 Principios de Maximo

Principio do Maximo Fraco Principio do Maximo Fraco: Seja o operador eliptico
de segunda ordem

9%u ou

Lu = a;j(x)
onde a matriz a;; é simétrica e esttritamente positiva. Assuma que Lu > 0(Lu < 0)
em um dominio limitado © e ¢(z) = 0 em . Entdo o maximo (minimo) de u é
assumido, em principio, na fronteira de €.

Principio do Maximo Forte Assuma Lu > 0 e considere z, um ponto da fron-
teira de  tal que u(xy) > u(x) para todo x € 2. Também suponha que, em uma
vizinhanca de zg, a fronteira de  é de classe C? e que u é diferencidvel em .
Suponha também que

1) ¢=0; ou

2) ¢ <0 e u(xg) > 0; ou ainda

3) u(xg) = 0.

Entao a derivada de u, avaliada em zgnadirecao normal a fronteira, é estri-
tamente positiva.

Principio do Méximo Forte: Assuma Lu > 0(Lu < 0) em 2 ( ndo necessaria-
mente limitado) e que u ndo é constante. Se ¢ = 0 entao u tem méximo (minimo)
no interior de €. Se ¢ > 0, entdo w nado tem maximo ndo negativo (minimo nao
positivo) no interior de 2. Independentemente do sinal de ¢, 0 méximo (minimo)
de u nao pode ser zero no interior.

6.3.2 Teorema da Simetria

Teorema da Simetria: Seja a fungdo f : R — R € C'. Considere a bola Br(0) C
R", na qual tem-se uma solugao u > 0, de classe C?(B) da equagio

Au+ f(u) =0
com condigao de fronteirau = 0 em 0B
u=0,emdB
Nesses termos, u é radialmente simétrica e estritamente decrescente monotona:

Ou

< Oparald <r < R
or



independentemente da forma de f.

Lema 1. Seja 2o € 0B N {x; > 0}. Entao, para algum 6 > 0 teremos g—Ji >0
em BN{|x—x|<d}

Demonstragao: Se o lema fosse falso, haveria em B uma sequéncia {z,} com
Uz (xj) > 0 e x; — xp. Além disso, uma vez que u é positiva em B e nula
na fronteira, devemos ter que u,, (zo) < 0 e, por argumenton de continuidade,
encontraremos u,, (o) = 0. J& que u = 0 em 0B, todas as derivadas tangenciais
se anulam e, uma vez que na direcao associada a x; esta fora do plano tangente,
concluimos que o gradiente Vu,(x() é nulo também.

Prova-se que a derivada segunda u,, ., (o) também é zero mediante o seguinte
artificio. Uma vez que u(zg) = uz (x9) = 0 e u > 0 em B, teremos que
Ug,z, (Tg) > 0. Por conseguinte, u,,,, também é positiva em uma vizinhaga N,
pelo que teremos

u$1(yj) — Ugy (l’]) = /Ful'lil'l (l’)dl‘l >0

o que nao pode ocorrer, pois ug, (z;) > 0 e uy, (y;) < 0.
Agora suponhamos que f(0) > 0. Dali,

Au+ f(u) — f(0) <0

e, pelo teorema do valor médio, podemos encontrar uma fungao ¢(z) tal que
f(u) — f(0) = ¢(x)u. Mas o principio do maximo forte aplicado a (—u) implica
Uz, (z0) < 0 (contradicdo).

Por outro lado, suponhamos que f(0) < 0. Entao, Au(xy) = —f(0) > 0. Uma
vez que u = 0 em OB e o gradiente Vu(xg) é nulo, havera u,, ., (19) = n?Au(xg) #
0 (n é a normal unitaria a dB), ma isso tambe ‘'m é uma contradi¢ao. q.e.d.

Para A € R, seja Ty o plano z; = A e seja S(A\) = BN | 21 > A |. Seja 3 (A)
a reflexdao de >"()\) sobre Ty e 2 a reflexao de um ponto x em T). Teremos o
seguinte:

Lema 2. Assuma que, para algum A € [0, R) se tenha

U, (2) < 0,u(z) <u(@) Yo ed ()

mas de modo que u(z) nao é identicamente igual a u(z*) em > (\). Entdo
u(r) < u(z*) em todos os pontos de " (N) e u,, () < 0 em BNTy.
Demonstracao: Seja v(z) = u(z*) em Y (A). Entdo v satisfaz a equagio
Av + f(v) = 0. Fazendo w = u — v e ¢(x) verificando f(v) — f(u) = c(z)w
(TMV), resulta
Aw+ c(x)w =0

10



em Z/()\). Ora, por hipétese temos w < 0 em E/()\) e w nao ¢ identicamente
zero 14. Além disso, w se anula em T\ N B, que faz parte da fronteira de Z/(A).
Segue do principio do méximo forte que w < 0 em Zl()\) ew; >0em TN DB.
Como wy = —2uy, em Ty N B, conclui-se a demostracgao. q.e.d.

Lema 3. Para qualquer A € (0, R), teremos

(%) g, (x) < 0,u(x) < u(z) Veed ()

Por continuidade temos que u(z) < u(zg) em > (0) = BN{x; > 0}. O mesmop
argumento aplicado a (—z) implica que u(x) > u(zg) em > (0). Pode-se falar,
pois, em uma simetria de v no plano x; = 0.

Demonstragao: Do lema 2, segue que a equagao (x) vale para A bastante
préximo de R. Escolhamos um valor critico (maximo) pu de A\ para a equagao
citada. A continuidade implica que

Uz <0, u(z) <u(z®) VYaze Z(,u)

Queremos mostrar que g = 0. Assumindo que p > 0, teremos, para qualquer
2 ()

ponto zy € =, zh € B e, consequentemente, 0 = u(xy) # u(xy), pelo que u(x)
nao ¢é identicamente igual a u(z*) em > (u), caso em que podemos aplicar o lema
2. Dessa forma, u(z) < u(z*) em ) (u) e uy < 0em BNT),. Entao a equagao (x)
vale para A = p. Além disso, pelo lema 1 temos que u; < 0 em uma vizinhanga de
qualquer ponto de T, NIB e, assim, cada ponto de T,, N B possui uma vizinhanca
na qual u,, < 0. Pela compacidade de T, N B deveremos ter u; < 0 em Y (u—¢)
para £ pequeno.
Como haviamos assumido ;¢ como um valor critico, haverd uma sequéncia A,
ex; €Y (N) talque \; — pe
u(zy) > u(y)
Havera convergéncia de alguma sequéncia x; e o limite x estard no fecho de
> (). No limite, teremos:
u(x) > u(zh)
o que nao poderia valer para = na fronteira 0B, onde u(z) = 0 e u(z") > 0.
Mas (%) vale para p e deveremos, pois, ter € T, N B. Portanto, z# = z. Por
outro lado, o segmento reto que liga x; a :c;‘j pertence a B e, por causa da equagao

[u(xj) > u(x;\J)] e do (TVM), contera um ponto y; tal que uy(y;) > 0. Fazendo j
tender ao infinito, teremos ui(x) > 0. Contradigao! q.e.d.

11



7 PROIJETO:

8 Conteiudo do Projeto de Pesquisa

CRONOGRAMA DE EXECUCAO DO PLANO

A duragao prevista para o nosso projeto é de doze meses e se propoe o seguinte
cronograma:

Primeira etapa- de agosto até janeiro de 2002

Estudaremos: alguns resultados bdsicos das equagdes diferenciais ordindrias; uma
introducdo as equagoes diferenciais parciais; o operador de Laplace; operadores de
segunda ordem elipticos; equacdo de Poisson e o potencial Newtoniano

Segunda etapa - de fevereiro a julho de 2002

Estudaremos: uma breve introducao aos conceitos basicos da analiese funcional,
uma Introducdo a teoria das distribuicdes e espacos de Sobolev e aplica¢bes a alguns
problemas elipticos variacionais.

CONTEUDO DO PROJETO DE PESQUISA:

1. Equagdes Diferenciais Ordinarias

(a) Existéncia e Unicidade de Solugdes
(b) Equagdes Diferenciais Lineares

(c) Elementos da Teoria de Sturn-Liouville e Problemas de Contorno
2. Equagoes Diferenciais Parciais

(a) O Teorema da Divergéncia de Gauss
(b) Derivagdo Sob o Sinal de Integracdo

(c) Alguns Exemplos Classicos de Equagdes Diferenciais Parciais da Fisica
Matemdtica

i. Equagdes de Difusao

12



ii. Equagdes Estacionarias
iii. Equacdo da Corda Vibrante

iv. Equacoes de Maxwell
3. Operador de Laplace

(a) Principio do Maximo

(b) Inequagdo de Harnack
(c
(d

)
)

) Representacdo de Green
)
e) O lema de Weyl
)

)

)

A integral de Poisson

(
(f) Teoremas de Convergéncia
(g
(

Estimativas Interiores da Derivada

h) O Problema de Dirichlet; o Método das Fun¢cbes Subharmonicas

4. Operadores de Segunda Ordem Elipticos

(a) O Principio do Maximo Fraco
(b) O Principio do Mdximo Forte
(c) Estimativas Apriori
(d) A Inequagdo de Harnack

)

(e) Operadores na Forma do Divergente
5. Equacdo de Poisson e o Potencial Newtoniano

Continuidade de Holder
b

(a)
(b)
c) A Estimativa de Holder Para as Derivadas de Segunda Ordem
)
)

O Problema de Dirichlet Para Equacdo de Poisson
(
(d

(e) Estimativas de HolderPpara as Derivadas de Segunda Ordem.

Estimativas na Fronteira

6. Introducao a Conceitos Basicos de Andliese Funcional

Espacos de Banach
b

)

) Espagos de Hilbert

(c) Operadores Lineares Limitados
)

(a
(

(d) O Teorema de Representa¢do Riesz

13



(e) A Alternativa de Fredholm
7. Uma Introducdo a Teoria das Distribuicdes e Espacos de Sobolev

(a) Distribui¢des
i. Definicao e Propriedades das Distribuicdes

ii. Particdo da Unidade
iii. Transformada de Fourier e Distribuices Temperadas

(b) Espagos de Sobolev

i. Definicao e Propriedades
ii. Comportamentos na Fronteira
iii. O Espac¢o Dual
(c) Aplicagdes
i. Formulacdo Variacional de Alguns Problemas Elipticos
ii. Regularidade das Solugdes Fracas
iii. Principio do Mdximo
iv. Autofuncbes e Decomposicdo Espectral

14
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8.0.3 Consideracoes Finais

O bolsista reconhece a importancia do Programa de Iniciagcdo Cientifica

(1) pelas perspectivas académicas que o PIBIC divisa;

(2) pela fun¢3o estratégica de promover a pesquisa na gradua¢do;

(3) pelo préprio principio investigativo que propicia a formag¢do do aluno, algo
notoriamente importante ao profissional em formacao.

O bolsista esta certo de que a propria atividade de pesquisa requer criatividade
e habilidade psicoldgicas de relacionamento interpessoal, bem como, naturalmente,
esforco intelectual — o que se constitui um interessante exercicio de trabalho em
equipe, pefigurando os futuros cenarios reais do mercado de trabalho.
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