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Relatorio Final

1 Apresentacao

Esse trabalho apresenta o relato final das atividades de pesquisa
desenvolvidas pelo bolsista, Gilberto Fernandes Vieira, de agosto de 2002 a
julho de 2003, pelo Programa Institucional de Bolsas de Iniciacao Cientifica,
PIBIC/CNPq/ Instituto do Milénio-AGIMB. Identifica também, o projeto e
seus objetivos, expondo ainda a metodologia, os conteidos trabalhados e a

bibliografia utilizada.



2 Identificacao do projeto

Esse projeto trata de uma iniciacao ao estudo da andlise nao linear e
aplicagoes, que direciona a analise nao linear as equagcoes diferenciais periodi-
cas. A analise nao linear é uma sub-area da Matematica que relaciona-a com a
Biologia, a Fisica e outras ciéncias naturais. Aqui, pode-se estudar conceitos
bésicos necessarios para o estudo de problemas que surgem em diversos ramos
da matematica que podem ser solucionados com as técnicas da andlise nao-
linear. Para tanto, estuda-se a Teoria do Grau de Brouwer e suas aplicagoes,
principal objetivo deste trabalho.

O tema abordado nesse estudo estd ligado a interdisciplinaridade entre as
ciéncias, além disso, permite que os envolvidos ampliem seus conhecimentos
na area de matematica, o que fundamenta a importancia desse projeto.

A principio, foram estudadas as fungoes no espago euclidiano como
fundamentagao tedrica para: compreender a diferenciagao e a integragao,
juntamente com alguns teoremas fundamentais como o Teorema da Mudanca
de Variaveis e o Teorema de Sard; e desenvolver o trabalho. Em seguida,
estudou-se as equacoes diferenciais lineares e o Teorema da Existéncia
e Unicidade de Solucoes para Equagoes Diferenciais Ordinarias.  Por
fim, estudamos o Grau Topologico de Brouwer: unicidade, construgao,
propriedades e aplicagoes.

O orientador é o professor Dr. Joao Marcos Bezerra do (), do
Departamento de Matematica, o coorientador é o professor Ms. Uberlandio
Batista Severo, do Departamento de Ciéncias Exatas e da Natureza, e o
aluno, Gilberto Fernandes Vieira, estudante do curso de Licenciatura em

Ciéncias, matricula 59921211.



3 Objetivos

e Fundamentar o aluno, em sua formacao, a trabalhar com pesquisa;

e Estudar os conceitos basicos de analise no R", que serao fundamentais

para compreender a Teoria do Grau de Brouwer;

e Compreender a importancia e generalizacao de alguns teoremas

classicos;

e Compreender a Teoria abstrata do grau topoldgico, visando aplicé-la

ao estudo de problemas envolvendo equacoes diferenciais.



4 Metodologia

e Encontros semanais para discussao de conteido e/ou apresentagao de

seminarios;

e Leitura de textos da bibliografia.



5 Conteudo estudado — Resumo

Este capitulo apresenta alguns conhecimentos necessarios para se estudar

a Teoria do Grau Topologico de Brouwer.

5.1 Funcgoes no Espacgo Euclidiano
5.1.1 Norma e Produto Interno

No espago vetorial euclidiano tem-se a nocao de comprimento de um
vetor © = (x1,...%...,%,), chamado de norma de x e definida por
2] = /D7 ()%, Tem-se também o conceito de produto interno, cuja relagao

com a norma é muito importante.

Propriedades da norma de um vetor:
Teorema 5.1.1 Se z,y € R" e a € R, entdao
1. |z] >0, e |z| = 0 se, e somente se, z = 0;

2. | 3 2yt |< |z - |yl; a igualdade se conserva se, e somente se, T ey

sao linearmente dependentes;
8. |x+yl <zl + Jyl;
4. |az| = |af - |2|.
Propriedades do produto interno:

Teorema 5.1.2 Se x,x1, 29 € y,y1,y2 sao vetores no R™ e a € R, entao
1. (z,y) = (y,x)

2. (az,y) = (z,ay) = a(z,y)
<ZL‘1 + £L‘2,y> - <{L’17y> + <I27y>
(w1 +y2) = (2, 91) + (2, 92)



3. (z,x) >0, e (x,z) =0 se, e somente se, x = 0

4o Jal = /()

4y — |z -yl
5 gy = 2Rl

5.1.2 Subconjuntos do Espaco Euclidiano

Aqui serao apresentados alguns teoremas e corolarios importantes na

topologia do Espacgo Euclidiano.

Teorema 5.1.3 (Heine-Borel) O intervalo fechado [a,b] é compacto.

Teorema 5.1.4 Se B é compacto e O € uma cobertura aberta de {x} x B,
entao existe um conjunto aberto U C R™ contendo x tal que U x B € coberto

por uma subcobertura finita de O.

Corolario 5.1.5 Se A C R™ e B C R™ sdo compactos, entio Ax B C R"™

€ compacto.

Corolario 5.1.6 A; x Ay X ... X Ay € compacto se cada A; for compacto.

Em particular, um retangulo fechado em R¥ é compacto.
Corolario 5.1.7 Um subconjunto fechado e limitado do R™ é compacto

Dem.: Se A C R" é fechado e limitado, entdao A C B para algum retangulo

aberto B. Se O é uma cobertura aberta de A, entao O, juntamente com

R™ — A é uma cobertura aberta de B. Assim, um numero finito Uy, ..., U,
de conjuntos em O, juntamente com R"— A talvez cubra B. Entao Uy, ..., U,
cobrem A. ]

O conceito de conjuntos conexos sera bastante utilizado no estudo do

grau topoldgico.



Segue-se a definicao e alguns resultados:

Uma cisao de um subconjunto A C R" é uma decomposicao A = X UY,
onde XNY = () e os conjuntos X, Y sao ambos abertos em A. Todo conjunto
A C R™ admite pelo menos a cisao trivial A= AU .

Um subconjunto A C R"™ chama-se conexo quando nao admite outra
cisao além da trivial. Assim, se A é conexo, A =X UY com X,Y disjuntos

eabertosem A= X =0ouY = 0.

Teorema 5.1.8 A imagem de um conjunto conexo por uma aplicagcdo conti-

nua € um conjunto conero.

Corolario 5.1.9 Todo conjunto homeomorfo a um conjunto conexo é tam-

bém conexo.

Teorema 5.1.10 Um aberto A C R™ € conexo se, e somente se, € conexro

por caminhos.

Corolario 5.1.11 Se A C R" € aberto e conexo, dois pontos quaisquer de A

podem ser ligados por um caminho poligonal contido em A.

Componentes conexas
Uma componente conexa é um conjunto conexo o qual é maximal (com

respeito a inclusao) em relagao aos demais conjuntos conexos.

Proposigao 5.1.12 As componentes conexas de um subconjunto aberto em

R™ sao conjuntos abertos.

Conjuntos convexos
Um subconjunto A C R" diz-se convexo quando contém qualquer
segmento de reta cujos extremos pertengam a A, ou seja: x,y € A = [z,y] =

{1—=t)r+ty; 0<t <1} C A

Teorema 5.1.13 Toda bola B C R™ ¢ conveza.
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5.1.3 Funcgoes e Continuidade

Nesta secao, se faz referéncia a uma classe de fungoes muito especial.

Teorema 5.1.14 Se A C R", uma funcio f : A — R™ € continua se,

e somente se, para cada conjunto aberto U C R™, existe algum conjunto

aberto V. C R™ tal que f~1(U) =V N A.

Serda dada a demonstracao do préoximo resultado, que sera muito utilizado

mais adiante.

Teorema 5.1.15 Se f : A — R™ ¢ continua, onde A C R"™, e A € compacto,

entao f(A) CR™ é compacto.

Dem.: Seja O uma cobertura aberta de f(A). Para cada conjunto aberto
U C O existe um conjunto aberto Vi tal que f~1(U) = VyNA. A colegao de
todo Vi é uma cobertura aberta de A. Desde que A é compacto, um nimero

finito Vi, ..., Vi, cobrem A. Entao Uy, ..., U, cobrem f(A). [ |

n

Teorema 5.1.16 A funcao limitada f é continua em a se, e somente se,

o(f,a) =0.

O simbolo o(f, a) representa a oscilagao de f em a, que é definida por

o(f,a) =1lim[M(a, f,6) — m(a, f,0)].

6—0

Teorema 5.1.17 Seja A C R" fechado. Se f : A — R € qualquer funcao

limitada, e € > 0, entdo {x € A; o(f,x) > €} € fechado.

A seguir, serd dada uma rapida alusao a um dos elementos mais

importantes na Matematica.
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5.2 Diferenciacao

Definicao: Uma fungao f : R®™ — R™ ¢ diferencidavel em a € R", se
existe uma transformagao linear A : R” — R™ tal que

Lo @+ B) = fa) = A(h)

=0
h—0 |h|

Teorema 5.2.1 Se f : R" — R™ ¢ diferencidvel em a € R", existe uma
unica transformacao linear X : R™ — R™ tal que

L fact B~ fla) = A(h)

=0
h—0 |h|

Teorema 5.2.2 (Regra da Cadeia) Se f : R* — R™ ¢ diferencidvel em
a, e g : R™ — RP € diferencidvel em f(a), entdo a composicao gof : R" — RP

¢ diferencidavel em a, e
D(go f)(a) = Dg(f(a)) o Df(a).

5.2.1 Derivadas Parciais.

Seja f: R® - R e a € R”, o limite

lim fla*,...;a"+h,....,a") — f(a',... a")
h—0 h ’

se existe, é denotado por D; f(a), e chamado a i-ésima derivada parcial de f

em a.

Teorema 5.2.3 Se D, ;f e D;;f sao continuas em um conjunto aberto

contendo a, entao
D;;f(a) = Dj;f(a).
A fungao D, ; é chamada derivada parcial mista de segunda ordem de f.

Teorema 5.2.4 Seja A C R". Se o mdzimo (ou minimo) de f : A — R

ocorre em um ponto a no interior de A e D;f(a) eziste, entio D;f(a) = 0.
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Dem.: Seja gi(x) = f(a',...,x,...,a"). Evidentemente g; tem um maximo
(ou minimo) em a’, e g; é definida em um intervalo aberto contendo a’.

Portanto, 0 = gi(a’) = D, f(a). |

Observagao: A reciproca nao é verdadeira.

5.2.2 Derivadas.

Teorema 5.2.5 Se f:R™ — R™ € diferencidvel em a, entao D;f"(a) existe

paral <i<m,1<j<ne f'(a) éamatriz (D;f"(a))mxn-

Teorema 5.2.6 Se f : R" — R™, entio Df(a) eziste se todas as D;f*(x)
existern em um congunto aberto contendo a, e se cada fungao D;f* é continua

em a.

Tal funcao f é chamada continuamente diferenciavel em a.

Teorema 5.2.7 Sejam g1,...,9n : R® — R continuamente diferencidaveis
em a, e seja f: R™ — R diferencidvel em (g1(a),...,gm(a)). Definindo a

fungio F : R" — R por F(z) = f(g1(x),...,gm(z)), entao

DiF(a) = Dif(9:(a),. .., gm(a)) - Dig;(a).

=1
Nos préximos dois topicos, serao expostos, sem demonstracgao, resultados

que acompanham um matematico em toda sua jornada.

5.2.3 Funcoes Inversas

Lema 5.2.8 Seja A C R™ um retangulo e seja f : A — R" continuamente
diferencidvel. Se existe um nimero M tal que |D;f*(x)| < M para todo x no

interior de A, entdo

[f(z) = f(y)| < n*Mlz —y]
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para todo x,y € A.

Teorema 5.2.9 (Teorema da Fungao Inversa) Seja f : R — R™ uma
funcao continuamente diferencidvel em um conjunto aberto contendo a, e
det f'(a) # 0. Entao existe um conjunto aberto V' contendo a e um conjunto
aberto W contendo f(a) tal que f : V — W tem uma fungao inversa continua

f~L:W — V que é diferencidvel, e para todo y € W satisfaz

5.2.4 Teorema da Funcao Implicita

Teorema 5.2.10 Seja f: R" x R™ — R™ wma func¢do continuamente dife-
rencidvel em um conjunto aberto contendo (a,b) e f(a,b) = 0. Considere M

a matriz de ordem m definida por
(Dnijf'(a,b)) 1< j<m.

Se det M +# 0, existe um conjunto aberto A C R™ contendo a e um conjunto
B C R™ contendo b, com a sequinte propriedade: para cada v € A existe um

inico g(x) € B tal que f(x,g(x)) =0. A fungdo g € diferencidvel.
O proximo resultado é uma generalizacao da idéia deste teorema.

Teorema 5.2.11 Seja f : R* — RP continuamente diferencidvel em um
conjunto aberto contendo a, onde p < n. Se f(a) =0 e a matriz (D, f'(a))
tem posto p, entdo existe um conjunto aberto A C R™ contendo a e uma

funcao diferencidvel h : A — R™ com uma inversa diferencidvel tal que

foh(xt, ..., a™) = (" P, ... a").
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5.3 Integracao

A definicao da integral de uma funcao f : A — R, onde A C R” é um
retangulo fechado, é semelhante a de integral ordinaria.
Uma particao do bloco A = H[ai,bi] ¢ um conjunto finito do tipo

i=1
P =P, x...x P,, onde cada P; é uma particao do intervalo [a;, b;].

Lema 5.3.1 Suponha que a particio P' refina P (isto é, cada subretangulo

de P estd contido em um subretangulo de P). Entao
s(f,P)<s(f,.P) e  S(f,P)<S(fP).
Onde

s(f.P)=>_mg(f)-v(R) e S(f,P)=> Mg(f) v(R),

para mg(f) =inf{f(z); z € R} e Mg(f) = sup{f(z); x € R},

em que v(R) é o volume de cada subretangulo R de uma parti¢ao P.

Coroléario 5.3.2 Se P e P’ sao duas partigoes quaisquer, entao s(f, P') <
S(f, P).

Teorema 5.3.3 Uma funcao limitada f : A — R € integrdvel se, e somente

se, para todo € > 0 eziste uma particao P de A tal que S(f, P)—s(f, P) < e.

5.3.1 Conjuntos de Medida Zero

Defini¢ao: Um subconjunto A do R" tem medida 0 se para cada ¢ > 0
existe uma cobertura {Uy, U, Us, ...} de A por retangulos fechados, tais que
S 0(U;) < e. E 6bvio que se A tem medida 0 e B C A, entdo B tem
medida 0.

Definigao: Um subconjunto A do R" tem contetido 0 se para cada € > 0

existe uma cobertura finita {Uy,...,U,} de A por retangulos fechados, tais
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que Y o v(U;) < e. Se A tem conteido zero, evidentemente tem medida

Zero

Teorema 5.3.4 Se A= AUA;UA3U... e cada A; tem medida zero, entdo

A tem medida zero.
Se A tem conteudo zero, entao A tem medida zero.

Teorema 5.3.5 Se a < b, entao [a,b] C R nao tem conteido 0. De fato, se

{U1,...,U,} € uma cobertura finita de [a,b] por intervalos fechados, entao

i v(Ui) 2 b—a.

Se a < b, também ¢ verdadeiro que [a, b] ndo tem medida zero. Isto segue do

proximo teorema.
Teorema 5.3.6 Se A é compacto e tem medida 0, entdo A tem contetdo 0.

Observagao. O Teorema nao ¢ valido se A nao for compacto.

5.3.2 Funcoes Integraveis

Lema 5.3.7 Seja A um retangulo fechado e seja f : A — R uma funcao
limitada tal que o(f,z) < € para todo x € A. Entdo existe uma particio P

de A com S(f,P)—s(f,P) <e-v(A).

Teorema 5.3.8 Seja A um retangulo fechado e f : A — R uma func¢ao
limitada. Seja B = {x; f ndo é continua em z}. Entao f € integrdvel se, e
somente se, B € um conjunto de medida 0.

Se ' C R", a fungao caracteristica yo de (' é definida por

0, se z&C
1, se ze€C

Xo(r) =

Se C' C A para algum retangulo fechado A e f : A — R é limitada, entao
Jo [ é definida como [, f - x¢, desde que f - x¢ seja integravel.
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Teorema 5.3.9 A funcio xc : A — R € integrdvel se, e somente se, a

fronteira de C tem medida 0 (e conseqiientemente, conteido 0).

5.3.3 Teorema de Fubini

A reducao de uma integral sobre um bloco m-dimensional (integral mul-
tipla) a uma seqiiencia de m integrais de fungdes de uma varidvel (integral
repetida) é um eficaz instrumento de calculo. Para tal, utiliza-se o teorema

abaixo:

Teorema 5.3.10 (Teorema de Fubini) Sejam A C R™, B C R™ retan-
qulos fechados e f : A x B — R integrdvel. Para x € A seja g, : B — R
definida por g.(y) = f(x,y) e considere

o(z) IS/BQI zs/Bf(x,y)dy,

b(z) =S /B 6 =S /B F(z,9)dy.

Entao ¢ e 1 sao integrdveis em A e

/AXBf:/A‘p:/A(S/Bf(x,y)dy) dz,
/,wf:/,a;w:/A(S/Bf(%y)dy> da.

5.3.4 Particao da Unidade

Nesta secao, tem-se uma ferramenta muito importante na teoria da

Integracao.

Teorema 5.3.11 Seja A C R” e seja O uma cobertura aberta de A. Entao,
existe uma colecao ® de fungoes ¢ de classe C*° definidas em um conjunto

aberto contendo A, com as sequintes propriedades:
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1. Para cada x € A, temos 0 < p(x) < 1.

2. Para cada x € A existe um conjunto aberto V' contendo x tal que todas

as p € ®, exceto um numero finito, sao 0 em V.

8. Para cada x € A, temos Y g p(x) = 1(por (2), para cada x esta soma

¢ finita em algum conjunto aberto contendo x ).

4. Para cada ¢ € ® existe um conjunto U em O tal que p = 0 fora de
algum conjunto fechado contido em U. (A cole¢ao ® satisfazendo (1)
a (3) é chamada uma particio da unidade de A, de classe C*>. Se ®

também satisfaz (4), dizemos que ela é subordinada a cobertura O.)

Uma cobertura aberta O de um conjunto aberto A C R™ é admissivel

se cada U € O estd contido em A

Teorema 5.3.12 1. Se WV ¢ outra particao da unidade subordinada a uma
cobertura admissivel O" de A, entdo g o0 |f| também converge,

e

S [er=3[vs

ped Ppew

2. Se A e f sao limitadas, entao f € integrdvel no sentido estendido.

5.3.5 Mudanga de Variaveis

Antes de iniciar o estudo do grau de Brouwer é necessario conhecer os

seguintes teoremas, para compreender alguns resultados que seguir-se-ao.

Teorema 5.3.13 Seja A C R™ um conjunto aberto e a funcao g : A — R
injetiva, continuamente diferencidvel tal que det ¢'(x) # 0 para todo x € A.

Se f:g(A) — R ¢ integrdvel, entdo

/g(A)f:A(fog)|detg'|_
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O préximo teorema é de fundamental importancia na construcao do Grau

Topoldégico.

Lema 5.3.14 Seja A C R™ um retangulo e g : A — R" continuamente
diferencidvel. Se existe M tal que |D;g'(z)| < M para todo x no interior de
A, entao

lg(x) — g(y)| < n*M|z —y| Va,yc A

Teorema 5.3.15 (Teorema de Sard) Seja g : A — R" continuamente
diferencidvel, onde A C R™ € aberto, e seja B = {x € A; detg'(z) = 0}.
Entao g(B) tem medida 0.

Dem.: Considere U C A sendo um retangulo fechado, tal que todos os
lados tém comprimento [. Se N é suficiente grande e U é dividido em N"
retangulos com lados [/N. Seja S cada retangulo de lado [/N, se z € S e
sendo ¢ diferenciavel, tem-se

i 19) — 9(2) — Dg(2)(y — 2)|

y—e ly — x|

=0,

ou seja, dado € > 0, 30 > 0 tal que

0<ly—z|<6= 9(y) —g(z) = Dg(2)(y —2)| _

ly — o

= |g9(y) — g(z) — Dg(z)(y — z)| < ely — z|.
Além disso,
ly—z| < v/n /N
ely — x| < ev/n 1/N.

Daf |g(y) — g(x) — Dg(x)(y — 2)| < ely — x| < ey/n(I/N)Vy € 5. Se §
intercepta B pode-se escolher z € S N B; como det ¢’'(x) = 0, o conjunto

{Dg(z)(y — x); y € S} esta contido num subespago V' de dimensao (n — 1).
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Portanto {g(y)—g(x); y € S} estd a uma distancia e\/n (I/N) de V', de modo
que {g(y); y € S} estd a uma distancia ey/n (I/N) do plano V + g(z).
Por outro lado, pelo Lema 5.3.14, existe M tal que

l9(x) — g(y)| < M|z —y| < My/n(l/N).

Assim, se S intercepta B, {g(y); y € S} estd contido em um cilindro
cuja altura é menor que 2e4/n(I/N) e cuja base é uma esfera (de dimensao
(n — 1)) de raio menor que M+/n(l/N). Este cilindro tem volume menor
que C(I/N)™e para alguma constante C. Ha, no méximo, N" retangulos
semelhantes a S, portanto g(U N B) encontra-se em um conjunto de volume
menor que C(I/N)"-¢e- N" = CI™ - e. Desde que isto é verdadeiro para todo
e > 0, o conjunto g(U N B) tem medida zero. Como A pode ser coberto por
uma seqiiencia de retangulos semelhantes a U, pelo Teorema 5.3.4, g(B) tem

medida nula. [ |

5.4 Teorema da Existéncia e Unicidade para Equacoes

Diferenciais Parciais de Primeira Ordem

Este teorema afirma que, sob certas condigoes de f(t,y), o problema de

valor inicial
y = f(t.y), yt) =wuo

tem uma unica solu¢ao num certo intervalo que contém o ponto tg.
Observe que basta considerar o problema no qual o ponto inicial (¢g,yo) é a

origem;isto €, o problema

y/ - f(ta y)7 y(O) = 0.
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Se o ponto inicial for outro, pode-se sempre fazer uma mudanca de variaveis
correspondente a uma translagao dos eixos do sistema de coordenadas, e levar

o ponto dado (to,yo) para a origem.

Teorema 5.4.1 (Existéncia e Unicidade) Se f e 0f/0y forem continuas
no dominio retangular R : |t| < a, |y| < b, entdo hd um intervalo [t| < h < a
no qual existe uma solu¢ao unica y = ¢(t) do problema de wvalor inicial

y/ - f(tv y>’ y(O) =0

5.5 Grau Topolégico em Dimensao Finita

O Grau Topoldgico d(f,€2,y) é uma ferramenta que nos da informacoes
quanto a existéncia de solugoes de equagoes da forma f(z) = y, onde f é
uma fungao continua definida em um subconjunto 2 C R™ com valores em
R™ e y é um ponto dado em R".

Nestas notas serao trabalhadas sua unicidade, construcao e, também,
algumas aplicagoes, partindo-se do fato de que tal funcao exista com
as seguintes propriedades:(a) Assume valor 1 quando f = id; (b) Traz
informagoes sobre a localizagdo das solugoes de f; e (c) E invariante por

homotopia.

5.5.1 Unicidade do Grau

Nesta secao serao apresentados os passos que mostram a existéncia de
uma unica funcdo d : {(f,Q,y)} — Z sendo Q C R" aberto e limitado,
f:Q — R" continua e y € R™\ f(09), satisfazendo:

(d1) d(id,Q,y) =1 para y €.
(d2) d(f, Q2 y) = d(f, %, y)+d(f,Qe,y) onde 2y, Qs sdo subconjuntos abertos
disjuntos de € tais que y & f(Q\ () UQy)).
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(d3) d(h(t,-),Q,y(t)) é independente de t € J =[0,1] onde h: J x Q — R"
¢ continua, y : J — R™ é continua e y(t) & h(t,0N2) para todo t € J.

Isso sera feito por reducoes a situagoes mais simples. Inicialmente mostra-se

A . . ~ — 00
que o grau é unicamente determinado para valores de funcgoes C' .

De C(Q) para C” ().
As duas proposicoes que seguem sao imprescindiveis para o restante do

trabalho.

Proposigao 5.5.1 Seja A C R™ compacto e f : A — R™ continua. Entdo

f pode ser estendida continuamente para o R™, isto €, existe uma continua

f:R" = R" tal que f(z) = f(z) para todo x € A.

Proposigao 5.5.2 (a) Seja A C R™ compacto, f € C(A) e e > 0. Entao
existe uma fungio g € C°(R™) tal que |f(x) — g(z)| < € em A.

(b) Dado f € Ul,e >0ed >0 tal que Qs ={x € Q; o(x,00) >0} #£0,
eziste g € C°(R"™) tal que |f — glo + mazq,|f () — ¢'(z)] < e

Concluindo essa primeira etapa, tem-se:

Proposigao 5.5.3 Sejam f € C(Q),y & f(0) e a = p(y, f(02)) > 0.
Entao existe g € C~ () tal que |f — glo < o, e

d(f,Q,y) = d(g,9Q,y)

De valores regulares para valores singulares.
Este é um dos resultados fundamentais na unicidade do Grau, e também

muito util para sua construgao.

Proposicao 5.5.4 Sejam f € C~(Q) ey & f(0Q). Sey é um valor reqular

de f, entao f(x) =y tem um nimero finito de solugoes.
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Dem.: Como y é um valor regular de f, Jr(xg) # 0 e o Teorema 5.2.9 nos
garante a existéncia de U = B(z) tal que f |y é um homeomorfismo, e
portanto, uma bijecao. Dai segue que, para x, € f~'(y), podemos tomar
U = B.(x) tal que f~*(y) N B(zo) = {z,}. Concluimos, portanto, que os
elementos de f~!(y) sdo pontos isolados. Conseqiientemente, f~'(y) deve ser
finito.

Suponha que f~'(y) seja infinito. Entao existe ponto de acumulagao
pertencente a €. Pela compacidade de Q e a continuidade da f, mostra-se
que um dado xy € f~'(y) pertence a Q e ¢ ponto de acumulagao, que nao ¢

isolado, o que é um absurdo. |

Proposicao 5.5.5 Sejam yo € R” e f € C°(Q) tais que yo & f(O9). Entio
existe a > 0 tal que d(f,Q,y) = d(f,Q2,y0) para todo y € B,(yo).

Dem.: Seja a = o(yo, f(0Q)) > 0, entdao B,(yo) N f(0Q) = 0. Defina
h(t,z) = f(z) e y(t) = tyo + (1 — t)y com y € Ba(yo), t € [0,1]. Temos
que h(t,z) e y(t) cumprem as condigoes de (d3). Assim, concluimos que

d(h(t,z),Q,y(t)) independe de t € [0, 1]. Portanto

d(fv Q7y) - d(f7 Q7y0) Vy € Ba<y0)'

|
Esta proposicao e o Teorema 5.3.15 permitem concluir que para calcular

o d(f,,y) basta considerar y valor regular de f.

0 _ .
De ¢ para Transformacgoes Lineares.

Esta é a 1ltima etapa na redugao do problema da unicidade do Grau.
Resultados decorrentes de (d2):

Lema 5.5.6 Sejam Q C R aberto e limitado, f € C(Q) ey € R tal que
y & f(0R), entdo:
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(a) d(f,0,y) = 0;

(b) Se Q é um subconjunto aberto de Q ey & f(Q\Q) entdo d(f,,y) =
d(f. 2 y);

(c) Se f € CT(Q), y & F(S;() e f~y) =0, entio d(f,Q,y) = 0.

Finalizando essa 1ultima etapa, sera enunciado um dos principais
resultados desta secao; fazendo uso do mesmo,juntamente com a Proposicao
5.5.8, conclui-se a unicidade do Grau.

Proposicio 5.5.7 Sejam f € C(Q), y & f(OQU S;(Q)) e fy) =

2

{z',2?,...,2™}. Entdo existe r > 0 tal que

m

d(f,92,y) =Y d(f'(z'), B.(0),0).

i=1

O Caso Linear

Proposicao 5.5.8 Seja A uma matriz n X n real com det A # 0, sejam
Aty .oy A0S autovalores negativos de A e aq, ..., a, suas multiplicidades
como zeros de det(A — \id), assumindo que A tenha tais autovalores. Entao
R™ € a soma direta de dois subespacos N e M, R" = N @& M, tais que:

(a) M e N sdo invariantes por A;

(b) Aln tem somente os autovalores Ay, ..., Ay € Ay nao tem autovalores
neqativos;

(¢c) dimN =" oy.
Teorema 5.5.9 (Unicidade do Grau) Seja
M ={(f,Q,y): Q€ R"aberto e limitado, f € C(Q) ey € R™\ f(0)}.

Entao existe no mdzrimo uma funcao d : M — 7 satisfazendo as propriedades
(d1)—(d3). Além do mais, tais propriedades implicam que d(A,$,0) =
sgn det A para aplicagoes lineares A com det A # 0 e 0 € ().
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5.5.2 Construcao de Grau
Nesta secao, o Grau sera definido em trés etapas.
Definicao do grau restrita a valores regulares de f € 61(9).

Seja 2 C R™ aberto e limitado, f € 61(9) ey e R\ f(0QU Sy). Entao:

Z sgnds(x), se [fr(y)#0
d(f,Qy) = »</~'w)

0, se f7H(y) =0

A fim de generalizar a definicao do Grau para além de valores regulares,
substitui-se > sgn.J;(x) por uma integral apropriada, tendo em vista que ela

nao enxerga conjuntos de medida nula.

Proposicao 5.5.10 Sejam Q2 C R"™ aberto e limitado, f € 61(9) ey €
R™\ f(0Q2U Sy), e (wec)e > 0 a familia de fungoes reqularizantes dada por

ple) = (5).

€

onde ¢y : R" — R de classe C*(R™) € dada por
(=77) e
c-exp| —— |, para x
p1(x) = 1=z
0, caso contrario.

Entao existe €9 = €o(y, f) tal que

d(f,Q,y) = /nge(f(x) —y)Jp(x)dr, para 0 <€ <e.

De valores regulares para valores singulares
Uma vez definido o Grau para valores regulares, a definicao sera

modificada de modo a abranger também os valores singulares.
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Proposigao 5.5.11 Considere f € 52(9) e yo & [f(0Q). Seja a =
o(yo, f(0Q)) e suponha que y',y* € Bu,(yo) sao dois valores requlares de
f. Entao

d(f,Q,y") = d(f,Q,v%).
Dai, tem-se a seguinte definicao:
Definicao do grau para qualquer valor de f € 62(9).

Sejam Q0 C R” aberto e limitado, f € C-(Q) e y ¢ £(99). Definimos
d(f,Q,y) = d(f,Q,y'), onde y' é um valor regular de f tal que | y' —y| <
o(y, f(OQ)) e d(f,,y") é dado pela definigao anterior.

A definicao do Grau sera ampliada a sua forma mais genérica, ou seja,

para f € C(Q).
Definicao do grau para f € C(9Q).

Sejam f € C(Q) e y € R™\ f(9Q). Entdo definimos d(f,Q,y) = d(g,Q,y),
em que g € 62(9) ¢ uma funcao tal que |g — f|, < o(y, f(OR2)) e d(g,,y) é

dado pela definicao anterior.

O Grau assim definido, apresenta as propriedades a seguir:

Propriedades do Grau

Proposicao 5.5.12 Sejam M = {(f,,y) : Q@ C R" aberto e limitado, f €
CQ) ey f(ON)} ed: M — 7 o grau topoldgico. Entdo d satisfaz:

(d1) d(id,Q,y) =1 para y € Q;

(d2) d(f,Q,y) = d(f,Q,y) +d(f,Q2,y) quando Q e Qy sao subconjuntos
abertos e disjuntos de ) tais que y & f(Q\(Q1 U Qy));

(d3) d(h(t,-), 2, y(t)) independe det € J = [0,1] sempre que h : J xQ — R”
ey:J— R" forem continuas e y(t) & h(t,00) para todo € J;
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(d4) d(f,9y) # 0 implica ~(y) # 0;

(d5) d(-,Qy) e d(f.Q,-) sio constantes em {g € (Q); |g — flo < 7} €
B.(y) C R", respectivamente, onde r = o(y, f(02)). Além disso, d(f,€,-) €
constante em cada componente conexa de R™\ f(0);

(d6) d(g,2y) = d(f,Q,y) sempre que glaa= f|oa;

(d7) d(f,Q,y) = d(f,,y) para todo subconjunto aberto 2y de Q tal que

Y& f(ﬁ\Ql)'

Dem.: Pelo Teorema 5.5.9 as trés primeiras propriedades sao verdadeiras,
dai mostraremos as restantes.

(d4) J4 sabemos que f~'(y) = 0 implica que d(f,Q,y) = 0. Entao, se
d(f,y) #0, [~ (y) = 0.

(d5) As duas primeiras partes vém da definicdo do Grau. Daremos a prova
da ultima. Desde que R™\ f(0€2) é aberto, suas componentes conexas sao
abertos de R", sendo portanto conexas por caminhos. Dai se K é uma
componente conexa de R™\ f(99Q) e y',y* € K, existe uma curva continua
y : [0,1] — K com y(0) = y' e y(1) = y?* portanto, por (d3), temos
d(f,Qy") = d(f, 2,07

(d6) Seja h(t,z) = tf(x) + (1 —t)g(z), t € [0,1], que é continua. Basta
verificar que y & h(t,0f2) para todo t € [0,1]. Para tanto, seja x € 05, entao

h(t,x) = tf(x) + (1 —1)g(x)
= tf(x) + (1 =1)f(2)
= f@)#y
(d7) Vé-se facilmente que resulta de (d2). |

Pode-se perceber que (d4)-(d7) sao conseqiiéncias de (d1)-(d3).
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5.5.3 Aplicacoes do Grau

Ponto Fixo de Brouwer

Teoremas que asseguram a existéncia de um ponto fixo para certos tipos
de aplicagoes sao sempre interessantes pois, em principio, a busca de uma
solugdo z para uma equacao do tipo f(x) = y reduz-se a procura de um
ponto fixo para a aplicagao F, definida por F(x) = f(x)+x —y. Com efeito,
Flx)=z< f(x)=y.

Lema 5.5.13 Seja D C R™ um conjunto qualquer e B o conjunto de todas
as combinacoes convezxas de elementos de D, isto ¢,

B = {Z)\ixi:xiED;)\iG [0,1] e Z)\zl;nEN}.
i=1

i=1
Entao B = convD

Teorema 5.5.14 (Brouwer) Seja D C R™ um conjunto compacto convezo

nao-vazio e f: D — D uma fungao continua. Entao f tem um ponto fixo.

Dem.: Parte 1. Suponha que D = B,(0) e que f ndo possui pontos fixos
na fronteira de D. Defina h : [0,1] x D — R™ por h(t,z) = = — tf(x).
Mostremos que 0 & h([0,1] x 0). Se tivéssemos xy € 0D e ty € [0,1] tais
que h(ty,zo) = 0 obterfamos f(xy) = xg, 0 que é absurdo. Assim, aplicando
(d3) obtemos

d(id — f,intD,0) = d(id, B,(0),0) = 1.

Logo, a equagao x — f(z) = 0 possui pelo menos uma solugao em D.
Parte 2. Para o caso de um dominio mais geral, considere a extensao

continua de f dada por

f(z), se v €D

fa) = ) S ‘
: (wa) 2_2e@)f(@), se ag D

i>1 i>1
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em que {a',a?, ...} é um subconjunto enumerdvel denso em D e
|z — d'|
o(z, D)

Mostremos que f(R™) C D, e que tem ponto fixo. Denotemos por

%@ﬁznww{z— ,0} Vi & D.

X = convf(D) e notemos que fv(R”) C X. Quando x € D é trivial. No

caso em que x ¢ D note que f(z) = lim S, onde
SQIIXPinJZ)WwwﬁM@
i>1 i>1

Um simples raciocinio verifica que 5,, € X. Podemos entao concluir que
]?(R”) cX = Wf(l)). Assim, pela compacidade de D, fica provado que
f(R") C D.

Para concluir, tomemos r suficientemente grande para que D esteja
contido em B,(0). Pela primeira parte, existe z € B,(0) tal que f tem

ponto fixo. Mas f(x) € D, o que implica x € D, e dai, que f possui ponto
fixo. |

Observacao. O resultado acima permanece valido se D for somente

homeomorfo a um compacto convexo.

Dem.: Suponha que Dy seja compacto convexo e h o homeomorfismo tal que
D = h(Dy). Entao h™' fh : Dy — Dy cumpre as condigoes do Teorema 5.5.14,
e portanto, tem ponto fixo, ou seja, para algum zg € Dy h=1(f(h(z0))) = o,

isto é, f(h(zo)) = h(zo), onde h(xy) é o ponto fixo de f. |

Exemplo (Perrom-Frobenius). Seja A = (a;;)nxn com a;; > 0. Entao
existe A > 0 e x # 0 tal que z; > 0 para todo i e Ax = Ax. Noutras
palavras, A tem um autovetor nao-negativo correspondente a um autovalor

nao-negativo.

Exemplo. Nao existe uma funcao continua definida da bola fechada na sua
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fronteira que deixe fixos todos os pontos da fronteira.
A partir deste resultado, tem-se uma equivaléncia ao Teorema do Ponto

Fixo, como se segue:

Teorema 5.5.15 Suponha que ndo exista f : B,(0) — 0B,(0) continua tal
que f(z) = x para todo x € 0B,(0). Entio g : B,(0) — B,(0) continua

possui um ponto fixo.

Funcgoes Sobrejetivas
Pelo teorema seguinte tem-se que sob certas condigoes de crescimento em

feCR), f(R") =R".

Teorema 5.5.16 Se f € C(R") tal que <f(m), _|a:|
x
Entao f(R™) =R".

> — 00 quando |x| — oo.

Teorema do Ourico

Teorema 5.5.17 Sejam Q aberto e limitado com 0 € Q e f: 00 — R"\{0}

continua. Suponha também que o espaco n-dimensional é impar. Entao

existe xg € 0L) tal que f(xo) = Az, para X # 0.

Dem.: Pode-se supor que f € C(2). Como n é impar entao d(—id,2,0) =
—1. Considere d(f,Q,0) # —1. Entao h(t,z) = (1 —1t)f(z) +t(—x) é tal que
R(0,z) = f(z) e h(1,2) = —x = —id(x). Se h(t,z) A0 Vx € 9 et € [0,1]
entdo d(h(0,-),Q,0) = d(h(1,-),Q,0) = —1, o que nao ocorre por hipétese.

Assim, h(ty, o) = 0 para algum ¢, € (0,1) e zy € 0€2. Dessa maneira

h(to, {B()) = (1 — to)f(ﬂ?o) + to(—l‘o)

0 = (1—to)f(wo) +to(—z0) = flzo) = —2

1— ¢

Tog = )\ZL‘O

to
1— 1,

£ 0.

em que A =
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Suponha agora que d(f,Q,0) = —1. Entao h(t,z) = (1 —t)f(z) + tzx
¢ tal que h(0,z) = f(z) e h(l,z) = = = id(z). Se h(t,x) # 0Vx € I e
t € [0,1] entdo d(f,2,0) = d(id,2,0) = 1 o que ndo ocorre por hipétese.

Logo h(ty,zo) = 0 para algum tg € (0,1) e zg € J2. Dessa maneira,

h(to,x0) = (1 —tg)f(xo) + toxo

0 = (1—to)f(mo) + toxo = f(wo) =

to
to—1

em que A\ = # 0. |

Observagao. Uma rotagao por m/2 de uma esfera unitaria no C = R?, isto
é f(xq1,x2) = (—x2,21) é um bom contra-exemplo, quando n é par.
Observagao. No caso em que €2 = B;(0), o teorema nos diz que nao ha um
campo continuo de vetores tangentes que nao se anule em S = 0B;(0). De
fato, seja f : S — R" tal que f(z) # 0 e (f(x),z) = 0 para todo = € S. Pelo
Teorema 5.5.17 existe z € S tal que f(xg) = Axg, com A # 0. Mas

(f(x0), w0) = (Axo, T0) = )\|330|2 =0

implica o = 0, que é uma contradicao. Logo, f tem valor nulo em algum

ponto de S.

Veja dois exemplos que ilustram esta observagao.

Exemplos. 1) Suponha que vocé tenha uma esfera cabeluda. Tente pented-
la, e vera que sempre havera um redemoinho.

2) O vento na superficie da Terra ¢ um campo continuo de
vetores tangentes a sua superficie. Entao, pelo teorema, em pelo menos um

ponto sobre a superficie do planeta nao venta.
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5.5.4 Teorema de Borsuk

Este Teorema ¢é importante pelo fato de garantir a existéncia de solugoes

quando f e € satisfazem certas condigoes.

Teorema 5.5.18 (Borsuk) Seja Q@ C R" aberto, limitado e simétrico com

respeito a origem, e 0 € Q. Seja f € C(§2) uma fungdo impar com 0 € f(092).
Entao d(f,2,0) € impar.

O resultado seguinte é uma generalizacao do teorema.

Corolario 5.5.19 Seja Q2 C R™ aberto, limitado e simétrico com respeito a
0€ Q. Seja feC(Q) tal que 0 & f(ON) e f(—x) # Nf(x) em OQ para todo
A > 1. Entao d(f,Q,0) € impar.

Corolério 5.5.20 (Borsuk-Ulam) Sejam 2 C R™ como no enunciado do
Teorema 5.5.18, f : 0Q — R™ continua com m < n. Entio f(zx) = f(—x)

para algum x € Of).

Dem.: Suponha o contrario, isto é, que g(z) = f(z) — f(—z) # 0, para todo
x € 0f). Seja entdao ¢ a parte impar da extensao continua de ¢ para todo o

Q, a qual é também continua. Seja agora §: Q2 — R” dada por

§ = (§(x), 0,0,...,0).
g=(4(x) )

n—m termos

Naturalmente, g(—z) = —g(z) para z € 0Q. Como 0 ¢ G(0) e g é
impar, pelo Teorema 5.5.18, d(g,2,0) # 0. Por (d5) temos que d(g,Q,y) =
d(g,€,0) # 0 para todo y em alguma bola n-dimensional B,.(0). Desta forma

(d4) implica que §(£2) contém um aberto de R", o que é um absurdo tendo

em vista a definicao de g. |

Exemplo. Considerando a Terra redonda, uma aplicacao deste corolario, é
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que existem dois pontos opostos sobre a Terra que tém a mesma temperatura
e pressao. Se assumirmos que a temperatura e a pressao variam continu-
amente sobre os pontos da Terra, teremos um caso particular do corolario
com a superficie da Terra sendo 92, n =3 e m = 2.

O Teorema 5.5.18 ajuda encontrar uma condigao suficiente para que uma

aplicagao continua f seja aberta, a saber: deve ser localmente injetiva.

Teorema 5.5.21 Seja ) C R™ aberto e f: Q& — R"™ continua e localmente

injetiva. Entdo f € uma aplicacdo aberta.

Exemplo. Uma aplicacao f:R™ — R" continua, localmente injetora e tal
que ‘ 1|im |f(z)| = oo é obrigatoriamente sobrejetiva.

5.5.5 A Férmula do Produto

A Foérmula do Produto relaciona o grau de uma aplicacao composta

g(f(x)) com o graude g e f.

Teorema 5.5.22 Sejam ) € R™ aberto e limitado, f € C(Q), g € C(R"),
K; as componentes conezas limitadas de R™\ f(02) ey & (gf)(002). Entao

d(gf,Qy) =Y _d(f,Q K:) - d(g, K, )
onde somente uma quantidade finita de termos € diferente de zero.

O préximo teorema, aparentemente trivial, exige sutileza na sua demons-

tracao. Com o auxilio do Grau, é possivel uma prova menos trabalhosa.

Teorema 5.5.23 (Jordan) Seja C' C R? o trago de uma curva fechada sem

auto- intersecgoes. Entao C divide o plano em duas componentes conexas:

G e Gy. Além disso, C = 0G| = 0G5 e Gy = R*\G,.

Prova-se que este teorema é equivalente ao seguinte.
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Teorema 5.5.24 Seja C C R? o trago de uma curva homeomorfo a 0B1(0),

entao R?\C' tem exatamente duas componentes conezas.
O préximo teorema é uma generalizagao deste 1ltimo, para o R™.

Teorema 5.5.25 Sejam 1, C R™ conjuntos compactos e homeomorfos
um ao outro. Entao R"\Qy e R"\Qy tém a mesma quantidade de componen-

tes conexas.

5.5.6 Observacgao Final

Até agora, foi visto que na construgao do grau, 2 C R” deve ser limitado
para que f~!(y) C Q seja compacto, quando f € C(Q) e y & f(00).
Considerando 2 C R" ilimitado, ainda é possivel encontrar uma funcao
f € C(Q) tal que f~'(y) seja compacto e y ¢ f(952). Nessas condicdes,

pode-se definir o grau da seguinte forma:

Definicdo. Sejam Q C R” aberto e C'(Q) o conjunto de toda f € C(Q)

tal que sup |z — f(z)] < oo. Seja M = {(f,Q,y) : Q C R™aberto, f €
Q
CQ) e y & f(OQ)}. Entdo, d : M — Z é definido por d(f,Q,y) =

d(f,Q2NQ,y), onde Qy é qualquer conjunto aberto e limitado que contém

f ().



34

6 Conclusao

As Universidades véem desenvolvendo um trabalho muito prestimoso
junto ao PIBIC/Instituto do Milénio-AGIMB, com bolsas de iniciagao
cientifica, estimulando novos estudantes para uma carreira de pesquisador
e abrindo espago para um co-relacionamento entre alunos de diversos cursos,
propiciando uma harmonia entre as Ciéncias.

O bolsista reconhece que é de importancia salutar participar de um
projeto desse nivel, pois lhe abre perspectivas de uma atuacao maior da
pesquisa em estudos académicos, além de embasar o aluno para estudos

futuros, em uma pds-graduacgao.
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