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1 Introducao

Este relatorio expoe um conjunto de atividades exercidas pelo bolsista
no Programa Institucional de Bolsas de Iniciagao Cientifica PIBIC - Milénio
entre Agosto de 2002 e Julho de 2003. Serdo aqui exibidos uma exposicao
introdutoria do projeto: objetivos, metodologia,contetido pesquisado e bib-
liografia utilizada.

Como atividades complementares de grande proveito para o bolsista, ele
participou, sendo também palestrante, de um encontro envolvendo todos
os integrandes do grupo que forma o ”"Projeto de Pesquisa Integrado em
Anélise”, coordenado pelo Prof. Dr. Joao Marcos Bezerra do O, realizado
em fevereiro e agosto de 2003.

O bolsista agradece a sua participacao neste importante projeto de ini-
ciagao cientifica, patrocinado pelo PIBIC - Milénio, pois reconhece a im-
portancia nao sé académica, mas cultural (por despertar criatividade e inter-
esse em pesquisa no ramo da Matématica) e social (por integré-lo em grupos
de estudantes e professores criando, assim, um novo ciclo de amizades).

Com o apoio do Instituto Milénio (”"Projeto Integrado de Pesquisa em
Anélise”, coordenado pelo Prof. Dr. Jodo Marcos Bezerra do O), 0 orien-
tando se beneficia dos estudos em grupo, com colegas, professores e pesquisadores
ligados a este projeto de pesquisa. Desta forma, criou-se um ambiente
cientifico bastante dinamico e motivador.

1.1 Objetivos

O objetivo principal deste projeto foi o estudo das Equagoes Diferen-
ciais Parciais, e portanto, foi necessaria um introdugdo em Anadlise Fun-
cional, afim de embasar o aluno para assuntos mais avancados. As atividades
iniciaram-se com os Espacgos métricos e normados, Espacos de Banach e de
Hilbert, finalizando, de acordo com o previsto, com o estudo dos Espagos de
Sobolev e aplicacoes em Equagoes Diferenciais Parciais.

Vale salientar também que um projeto desta natureza tem como final-
idade introduzir o aluno, ainda em graduacao, a pesquisa em Matematica,
abrindo, assim, as portas para uma futura pds-graduacao.



1.2 Metodologia

-Encontros semanais para discussao de contetido e/ou apresentagao de seminarios;
- Leitura de textos da bibliografia.

Agora, vamos expor os resultados estudados e pesquisados nos capitulos
a seguir.

2 Espacos Métricos

Neste periodo de inicio de atividades, foram estudadas bastantes defini¢oes

e teoremas referentes ao Capitulo 1 da ref. [1]. Abaixo tém-se um pequeno
resumo do que foi trabalhado e discutido ao longo do bimestre inicial. O
ponto de partida foram defini¢oes, de certa forma novas para o aluno, do
que vém a ser espagos métricos, sequéncia de Cauchy, espagos com-
pletos. Foram relembradas outras defini¢oes tais como fungao continua,
bola aberta, bola fechada, esfera, sequéncia convergente, ponto
de acumulacgao, feixo de um conjunto. Todos os teoremas estudados
estao abaixo relacionados, bem como algumas defini¢oes e resultados interes-
santes. Sem necessidade de esclarecer novamente daqui para frente, muitos
exercicios foram resolvidos de acordo com a teoria exposta neste trabalho.

Defini¢ao: Um espago métrico é um par (E,d) onde E é um conjunto
e d uma funcao definida em E x E a valores reais, ou seja: d : E x E— R.
Esta funcao é chamada de métrica e goza das seguintes propriedades:

MI. d(x,y) > 0 Va,y € E;

M2. d(z,y) =0z =y;

M3. d(x,y) = d(y,x) (simetria);
(z,y) <d

Observacgao:

a) Por inducdo obtém-se de 4 uma desigualdade triangular generalizada:

d(zy,xn) < d(z1,22) + d(z2, 23) + ... + d(TH—1,20).



b)

’

E costumeiro referir-se a um espago métrico (F,d) apenas por E e
proceder-se-a desta forma neste trabalho

Um subespago de um espago métrico E consiste em um conjunto F' C F
e a restricdo da métrica d ao conjunto F' x F. Ou seja, a métrica em F é a
restricao d = d|pxF.

Exemplos:

1-

2-

R munido da métrica d(z,y) = |z — y|

Espago B(A) das fungoes limitadas.

Cada elemento k € B(A) é uma fungao definida e limitada no conjunto
A. A métrica apresentada para exemplo é:

d(z,y) = sup |z(t) — y(1)]

Espagos P (p>1)

Por definigao, cada elemento = € [P é uma sequéncia z = (a1, a2, as, ... )
tal que: > 7, |ai| < oc.

A este conjunto atribue-se a seguinte métrica:
> 1/p
d@,y) = (Y lai — bl?) (1)
i=1

onde x = (ay) e y = (by)

Na tentativa de provar os 4 axiomas de métrica para esta funcao
d: [P x [P — R, serd necessario utilizar a desigualdade de Minkowski:

(i‘ai—i—ﬁi‘p)l/pﬁ (ilaip>1/p+ (i Wﬂp)”p 2)
=1 j=1 m=1

Interessados na demonstragao da mesma devem consultar ref. [1]

De fato:



Claramente d satisfaz as condi¢cbes M1 até M3 notando-se que a con-
vergéncia da série a direita da equagao (1) é dada por (2) quando

b = =0

M4 pode ser obtida, usando a desigualdade triangular para nimeros e

(2), da seguinte forma:

d(l‘,y) =
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onde z = (¢y).

Assim completa-se a prova de que [P é um espago métrico

Definigao:
Uma sequéncia (z,) num espago métrico X é dita convergente quando
ocorrer (para algum x € X):

Ve>0 Jng; n>nyg = d(x,,z) <e.

Costuma-se denotar (x, — x quando n — o0) ou (lim xz,, = x) quando
n—oo

(zn,) € uma sequéncia convergente

Definicgao:



Uma sucessao (x,) num espago métrico X é dita sequéncia de Cauchy
quando:
Ve>0 Ing; myn>ny = d(xm,xn) <Ee.

Teorema 1 Toda sequéncia convergente é uma sequéncia de Cauchy.

Prova: Seja (z,) uma sequéncia convergente. Logo: Ve >0 I ng; n >
ny = d(xp,z) < 5. Tome agora m > ng. Tém-se pela desigualde trian-
gular que:

m,n >ng = d(Tm,xn) < d(Tm, ) + d(Tn, ) < % + g =e.

Portanto, (z,) é uma sequéncia de Cauchy =

Nem sempre temos como verdadeira a reciproca desta observacao. Quan-
do o é, motiva-se a seguinte

Definigao:
Um espago métrico X é completo quando toda sequéncia de Cauchy em
X é convergente

Teorema 2 Os espacos métricos R e C sao completos
Definigao:

1. xg é um ponto de acumulacao de um conjunto M quando para toda
vizinhaga de xg, existe um x # xg; g9 € M

2. seja X um espago métrico e M C X. Define-se
M={x € X; € M ouuz éponto de acumulagao de M}

Teorema 3 Seja M um conjunto ndo vazio de um espago métrico X e M
o seu feizo. Entao:

a) reM <3 (z,) em X; v, — 1



b) M éfechad0<:>(:zn—>a::>xEM>, (xn) em X

Prova:

a) Seja x € M. Se x € M entdo pegue a sequéncia da forma (x,z,...). Se
x ¢ M entao para cada n € N a bola aberta By /,(z) contém um z,, € M,
ja que z é ponto de acumulagao de M. Portando z, — x porque 1/n — 0
quando n — oo.

Para a reciproca temos que: se (z,) C M e x, — x entdo ou x € M ou em
cada vizinhanca de x exite x, # x, o que o faz ponto de acumulacao de M.
Conclue-se, pela prépia definicdo de M, que x € M

b) é trivial pois M é fechado & M =M m

Teorema 4 (Subespaco completo) Um subespago M de um espaco completo
X, € também completo se e somente se M ¢ fechado em X.

Prova:

=. Seja M um subespaco completo e  um ponto de acumulacao deste
conjunto. Por (3[a]) existe uma sequéncia (z,) em M que converge para .
Por (1) esta sequéncia é de Cauchy. Como M é um subespago completo, este
x deve estar em M. O que acabou-se de verificar foi: x € M = x € M ou
seja, M C M. Pela prépria definicdo do feixo, temos também que M C M.
Logo, M = M e portanto, M ¢ fechado.

<. M é fechado. Seja entao (z,) um sequéncia de Cauchy em M. Entao
() estd em X e portanto z, — z, pois X é completo. Tém-se assim que
x € M. Como M = M pois M ¢ fechado, conclue-se que M é completo ja
que (x,) era uma sequéncia de Cauchy arbitraria. m

Exemplos:  Agora serao listados alguns exemplos de espacgos métricos
completos e imcompletos

1. Completude de R™:
Sabe-se que se x € R" entdao x = (aq, 2, ...,ay) onde «; € R. Para
este exemplo, é utilizada a métrica euuclidiana, como usual:

d(z,y) = (Zn:(ozi - ﬂi)2>1/2

i=1

ondey = (6), t€{l,...,n} e FieR



Utilizar-se-4 a seguinte notagao
para um elemento z,, € R" : x,, = («

Seja entao (z,,) uma sequéncia de Cauchy em R". Logo:

" m oo\ 1/2
Ve>0 Imo; mir>mo = dama,) = (Y (o™ —al)?) " <e

i=1
elevando ao quadrado ambos os membros, tém-se:

n

> (o™ —a) <

i=1

como tém-se um somatério de ntimeros positivos, para cada i =1, .., n,
observa-se que:

(m)

(0 — a(r))z <= ]al(-m) — agr)\ <e

7

Dai segue-se que (041(1),0452),...) forma, para cada ¢ = 1,..,n, uma

sequéncia de Cauchy de nimeros reais. Pelo teorema (2), estas se-
(m)

quéncias sao convergentes. Faca entao o, ’~ — «; e construa x =
(a1, @, ..., ap). Claramente z € R e z, — z. Como (z,) era uma
sequéncia arbitraria de Cauchy, tém-se a completude de R™ provada

. Completude de [P
Prova:

Seja (xy,) uma sequéncia de Cauchy no espago [P, onde

Logo,
Ve >0, dImg; m,n>ng= d(xm,Tn) <&

Pela definicao da métrica em [P,

(i |a§m) — al(-n)|p) 1 <e
i=1

Elevando a p,

3™ — ol < e (3)

i=1



Como a série acima é de termos positivos, para cada i, obtém-se:

|a§m) - ozl(n)]p <&l = \agm) — oz,gn)| <e

Logo, as sequéncias (agl),a?), ..

.) sdo de Cauchy. Pelo teorema (2)
(m)

~ ~ m
estas sucessoes convergem. Faga entdo o~ — «; e construa
x=(a,a9,...).

Deve-se mostrar agora que = € [P e que x,, — .

Pela equacao (3),

k
Z\agm)—al(n)]p<5p k=1,2,...
i=1
Fazendo n — oo,
k
Solai™ — P << e”
i=1

Agora k — o0,
oo
Sl —ap <2
i=1

Isto mostra que z,, —x € IP. Pela desigualdade de Minkowski, verifica-
se que x € [P pois © = &, — (T, — x). Também nota-se, extraindo a
raiz p-ésima na tultima desigualdade, que x,, — =x.

Conclusao: [P é um espago completo, pois (x,,) era uma sequéncia de
Cauchy arbitraria.

3. Considere agora P(A) o conjunto de todas as fungdes polinomias defi-
nidas em um intervalo Real fechado A = [a, b]. Utilizando a fungao

d:P(A) x P(A4) — B, d(x.y) = max|e(t) — y(0)
€
verifica-se que P(A) é um espaco métrico. Porém, este espaco é nao
completo
Definicao: Sejam X = (X,d) e Y = (Y, d) espacos métricos. Entao:

a) Uma funcao T : X — Y & uma imersao isométrica quando T
preserva a distancia entre elementos de X e Y. Isto é:

d(z,y) = d(Tx,Ty)



b) Quando existir uma imersao isométrica bijetiva entre dois espagos X
eY, estes espacos sao isométricos. Também costuma-se dizer que ha
uma isometria entre X eY.

Teorema 5 Para um espago métrico X = (X, d) existe um espago métrico
completo X = ( X,d ) que contém um subespago W isométrico a X e denso
em X. FEste espaco € unico, exceto por isometrias.

Prova: Aqui vai uma sintese da demonstracao:
Elabora-se portanto os segintes passos:

(a) Construcao do espaco X = ( X, c/l\)

(b) Cria(;ag de uma imersao isométrica bijetiva entre X e W C X , tal que
W=X

(¢) Demonstragao da completude de X

(a) Seja A = { (z,) € X; (=) é de Cauchy }. Define-se a seguinte
relacdo em A:

() ~ (z)) & lim d(z,,2),) =0

n—oo

Omite-se aqui a demonstragao de que isto é uma relagao de equivaléncia, ja
que nao é dificil ver que:

1) V(xn) €A, ()~ ()
ii) (¥n) ~ (yn) = (Yn) ~ (72)
i) (zn) ~ (Yn) € (Yn) ~ (2n) = (Tn) ~ (2n)

Tém-se portanto bem definida a idéia de classe de equivaléncia. Denote
(xn,) := X e construa:

~ A A
X=—={2,y,2,...}

~

Defina agora d: X x X — R uma funcao tal que:

~

d(f, :/y\) = lim d(xnyyn)

n—oo

onde (z,) €T e (yn) € Y.

10



O primeiro fato a ser explicado é que este limite a direita da equagao inde-
pende da escolha dos representantes de T e 3. Isto é,se (z),) €T e (y,) €Y
entao:

d(7,7) = lim d(z),y,) = lim d(zn,yn)

Segue adiante a demonstracao de que d realmente define uma métrica em
X. Acima de tudo, deve-se verificar a existéncia deste limite. Note que:

d(l’n, yn) < d(l’n, l‘m) + d(xm7 ym) + d(yn% yn)

Logo,
d(ﬂfm yn) - d(ﬂfma ym) < d(l'nv -Tm) + d(yrm yn)

Trocando os lugares de m e n e procedendo como acima, obtém-se:

|d(2n, yn) — (T, Ym)| < d(Tn; Tm) + d(Ym, Yn)

Como (zy,) € (yn) sdo sequéncias de Cauchy, vé-se que (d(zn,yn)) também
¢ de Cauchy, no entanto ntimerica, portanto convergente.

M1 é trivial pois como d é uma métrica em X, lim d(x,,y,) é sempre
n—oo

nao-negativo, logo J(EE, y) > 0.

M2 é verificada usando o fato de que numa relacao de equivaléncia qual-
quer sabe-se que: T =7 < x ~ y.

M3 é automaético pois

~ ~

A(#,§) = lm d(wa,yn) = lim d(ya, oa) = d(5,7)

n—oo

Para provar M4 utiliza-se o fato que d é uma métrica em X, logo:

d(ffcnv yn) < d(l‘n7 Zn) + d(Zn7 yn)
e portanto, obtém-se a desigualdade triangular para d fazendo n — oo
Desta forma gera-se um espaco métrico ( X, d )

(b) Seja T : X - W =T(X) C X uma funcdo que associa, para cada
a € X, um elemento a € X tal que (a,a,a,...) € a. Esta funcao claramete
define uma imersao isométrica pois:

d(Ta,Th) = d(@,b) = lim d(a,b) = d(a,b)

n—oo

ja que (a,a,...)€a e (bb,...)EDb.

11



Pela proépria definicao de W, esta fungao é bijetiva. Logo X e W sao
isométricos.

Mostra-se agora que W é denso em X

Considere algum Z € X. Pegue entdo (z,,) € Z. Obviamente (z,,) é uma
sequéncia de Cauchy. Logo,

Ve>0 IN; n>N = d(zp,zn) <

| M

Considere também a sequéncia de Cauchy (xy,zy,...). Pela defini¢ao de
T, tém-se que: Txy = Ty € W. Portanto:

~

d(z,zy) = lim d(z,,zn) <

n—oo

<e€

DO | ™

Isto mostra que para cada vizinhanca de T € X existe um Ty € W. O que
quer dizer que W é denso em X.

(c) Completude de )?.A Seja (Z,) uma sequéncia de Cauchy em X. 0
nato de W ser denso em X, leva & seguinte afirmacgao: para cada Z, existe

um z,, € W tal que:
~ 1
d(Tp,2zn) < —

Pela desigualdade triangular,

~ ~

AGn,Zn) < dGm,Tm) + A@m, Tn) + d(Fn, Z0)
< L4 d@n,z.)+ 1

O que significa que (Z,,) é de Cauchy em W. Como existe uma isometria
entre W e X, a pré imagem desta sequéncia também é uma sequéncia de
Cauchy em X: z, = T7'%Z,. Faca entio T € X ser a classe que (zm)
pertence. Mostra-se agora que este T é o limite de (Z,,) pois:

A@n,2) < d(@n,2n) + d(Zn, T)
< 144dz,7).

Note que (21,) € T € (21, 20, ... ) € 2 pois 2, € W. Logo, pela definigao
de d, esta desigualdade fica:

~ 1 ‘
d(Zp,T) < — 4+ lm (2, 2m)-

n m— oo

12



~

Tém-se entdao que d(Z,,z) — 0 quando n — oo, pois (z,,) é de Cauchy,
concluindo portanto que ¥, — . Por ser (z,) uma sequéncia de Cauchy
arbitraria, prova-se a completude de X. =

Observacao: Este espaco é tinico, exceto por isometrias, pois se existir
outro X atendendo as condiges do teorema (5), entdo X é isométrico com
X

Para melhor aproveitamento das atividades relacionadas aos préximos
tépicos, fez-se necessaria uma substancial revisao em Algebra Linear e esta
foi feita sem que precise expo-la neste trabalho. Portanto, defini¢bes bésicas
como espagos vetoriais, subespacos, transformaces lineares, dependéncia
linear, indepéndencia linear, base e dimensao serao aqui omitidas pois
este nao é o objetivo deste relatorio. Também teoremas bésicos derivados
das definicGes acima serao mencionados e utilizados.

3 Espacos de Banach e de Hilbert

O estudo avanca na introdugao de outros novos (e bésicos) conceitos e
teoremas da Anélise funcional. Neste capitulo serdo relatadas as definicGes
de espacos de Bannach e Hilbert, bem como teoremas, proposicoes e corolarios,
a fim de embasar o aluno para estudos nos espagos LP, ferramentas mais que
importantes no conhecimento da teoria aplicada na discussao de existéncia
e unicidade de solugoes de equacdes diferenciais parciais.

Definigao: (Espago normado)

Um espago vetorial V' é normado quando definimos uma fungao ||.|| :
V — R (denominada norma) que, para cada x,y € V ea € R, ||.||(z) = ||z
goza das seguintes propriedades:

NI. ||z|| >0

N2 ||z =0 2 =0
N3. Jloz]) = Jolz]
Na. |z +yll < [l=[l + llyll
Este espago normado é denotado por (V,|.||) ou , mais frequentemente

visto, por V

Observagao: E facil verificar que todo espaco normado é um espaco
métrico pois, munido de uma norma, pode-se definir uma métrica em V tal

13



como segue:
d(z,y) = [lz —yl|.

A verificagao das 4 propriedades de métrica é feita sem dificuldades e, por

exemplo, M4 ¢é assim satisfeita:

d(z,y) = [z —yll = [[(z—2)+ (=)l < |z —2l|+ ]z -yl = d(z, 2) +d(z,y)

Para poder ser utilizada posteriormente, observa-se que N4 implica na de-

sigualdade:
izl = llylll < llz =yl

Utilizando esta féormula, foi provada a continuidade da norma. Ou seja, a
norma ¢ uma funcdo continua que leva z, um elemento de (V,|.||), a um
valor real ||z||.

Defini¢ao: (Espaco de Banach) Um espago normado é denominado
espaco de Bannach quando o mesmo é completo em relacao a métrica in-
duzida por sua norma.

Exemplos: (espagos de Banach) Serao apresentados praticamente os mes-
mos exemplos utilizados nos espagos métricos, visto que estes espagos sao
munidos de métricas provenientes de normas definidas nos mesmos.

a) O conjunto R", formado por n-tuplas em R é um espago vetorial nor-
mado. Defina, para = = (a1,...,a,) € R™

n 1/2
Hsc\lz(Za?) =yai+-+ap
i=1

Note que esta norma define a ja conhecida métrica no conjunto R™:

n 1/2
d(x,y) = [lv —yll = (Z(ai - Bi)2>

i=1
A prova da completude deste espaco ja foi vista no capitulo 1 deste
relatério.

b) Cla,b] é definido como o conjunto de todas as fungdes continuas no
intervalo fechado é de Bannach com a norma dada por:

|z = max {x(t)}
t€la,b]

Este espaco é de Bannach

14



c) Espago [P defina a norma neste espago como:

e’} 1/p
]| = <Z !a¢p>
i=1

A completude ja foi provada neste espago, visto que a métrica utilizada
na demonstracao ¢é induzida por esta norma.

Pelo que foi visto, é 6bvio que todo espago normado é um espago métrico
pois, a partir de uma norma, sempre podemos definir uma métrica. Mas a
pergunta natural é: Serd que todo espago vetorial que possui uma métrica
¢ normado? Ou equivalente: Toda métrica em um espaco vetorial é prove-
niente de uma norma? A resposta é nao e um exemplo disto sera dado
depois do seguinte teorema, que esclarece o fato:

Teorema 6 (Invariancia por transla¢ao) Seja X um espago vetorial e métrico.
A métrica d deste espago € proveniente de uma norma ||.| se e somente se
d goza das sequintes propriedades:

1) d(x 4+ a,y+a) =d(z,y)
2) d(az, ay) = |ald(z,y)

Prova:
=-. Suponha que d é proveniente de uma norma. Logo:

dxz +a,y+a)=|[(z+a) = (y+a)| =z -yl = d(z,y)

d(ox, ay) = |laz — ay|| = [z = y)|| = |l ||z = yll = |afd(z,y)

<. Suponha agora que d é uma métrica definida em X e goza das
propriedades 1) e 2). Prova-se agora que d é proveniente de uma norma.
Defina ||z|| = d(z,0). Eis a prova de que ||.|| realmente define uma norma
em X.

N1. ||z]| = d(z,0) > 0

N2. ||z]| =0« d(z,0) =02 =0
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N3. [laz| = d(az,0) = d(az,a0) = |ald(z,0) = |af ||z|

N4. ||z +yl = d(xz +y,0) = d(xz +y —y,0—y) = d(z,—y) < d(x,0) +
d(0, —y) = d(z,0) + | = 1|d(y,0) = ||z + ||yl

Feito isto, pode-se dar um exemplo de um espacgo vetorial e métrico onde
a métrica deste espago nao pode ser obtida de uma norma.
Exemplos: Seja S(R) o conjunto de todas as sequéncias reais (limitadas
ou nao). Seja z = (a;), y = (Bi) € S(R). Defina a funcao d como:

o0

1 Ja; — B
d = S RN

A prova de que d realmente define uma métrica em S(R) (que de fato é um
espaco vetorial) pode ser vista em [1]. Esta fungdo nao goza da propriedade
2) do tltimo teorema e portanto, nao pode ser obtida de uma norma.

Utilizando o teorema (4) pode-se mostrar, de forma imediata, que:

Teorema 7 Um subespaco Y de um espaco de Bannach X é completo se e
somente se o conjunto Y € fechado em X.

Prova: Defina a métrica d(x,y) em X como sendo ||z —y||. =

No comeco deste capitulo, foi exposto o teorema que afirma que todo
espaco métrico possui um completamento, e isto agora sera extendido, na
seguinte afirmacao:

Teorema 8 Para um espagormado X = (X, ||.||) eziste um espago de Ban-
nach X = ( X, ||.]1 ) que contém um subespago W isométrico a X e denso
em X. FEste espaco € unico, exceto por isometrias.

Prova: E 6bvio que aqui serd usado o teorema (5) pois, como X é um
espaco normado, a métrica induzida pela norma o faz um espaco métrico e
portanto a ele associa-se um completamento, ou seja, associa-se um espago
métrico completo X. Basta agora fazer deste espago métrico um espago
normado, definindo as operacoes de adicao e produto por escalar e uma
norma conveniente.

Seja portanto Z e y elementos de X. Convém lembrar que estes elementos
sao classes de equivaléncia de sequéncias de Cauchy, e portanto seja (x,) e
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(yn) representantes destas classes, respectivamente. Defina (z,) = (x,) +
(yn). Logo, (z,) é de Cauchy, pois

20 = 2mll = [Zn + Yn — (@m + yu) | < |70 — 2| + lyn — yml|-

Portanto, pode-se definir uma soma em X sendo 2 = 7 + y. z é tal
que (z,) € z. Prova-se também pela desigualdade triangular da métrica
induzida pela norma que esta soma independe da escolha dos representantes
de ¥ e y. O produto por escalar também é definido da seguinte forma: Seja
(z,,) € T um representante de Z. faca aZ como sendo a classe de equivaléncia
a qual (axy) pertence. Esta operacdo novamente independe da escolha de
representantes. O elemento zero serd a classe de equivaléncia contendo todas
as sequéncias de Cauchy que convergem para zero. Assim demonstra-se que
estas duas operacoes obedecem toda a axiomatica de espaco vetorial.

Mais ainda, como X e W sao isométricos e d(x,0) = ||z||, obtém-se uma
norma induzida em W e utilizando o fato de que W é denso em X , pode-se
extender esta norma para todo o espaco X fazendo ||Z]|; = d(%,0).

|

Esta parte dedica-se ao estudo de algumas interessantes propriedades dos
espacos normados de dimensao finita. Para isto enuncia-se um importante
lema:

Lema 1 Seja xz1,...,x, um conjunto LI de vetores em um espaco normado
X. Entao existe um escalar ¢ > 0 tal que para cada combinacdo linear deste
conjunto obtém-se:

lorzy + -+ - + anzn|| = e(laa] + -+ + [on)

Com este resultado em maos nao é dificil verificar que:

Teorema 9 Todo espaco normado X de dimensdo finita € completo.

Prova: Considere qualquer sequéncia de Cauchy arbitraria (z,,) em X.
Seja dim(X) = n e {e1,...,e,} uma base para o mesmo. Logo, cada ele-
mento desta sequéncia tem representacao tnica da forma:

t = a{er + -+ e,
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Como (x,,) é de Cauchy entao segue da defini¢do que para cada ¢ > 0
encontra-se um indice ng tal que: ||z, — z,|| < € sempre que m,r > nyg.
Logo, pelo lema (1) vem:

n

3 (™ — o)

=1

e> |lom — x| =

> (Zl o™ — aE”l)
=1

Ou seja:

(1) _ o] < S ol _ o) < €
‘al al ‘—;’al al ’<C

ONE)

;,...) sao de

(m)

i

para todo m,r > ng. Isto diz que as n sequéncias («

cauchy sobre os reais ou complexos. Logo, convergem. Admita que «
«; e construa:

—

r=auwier +- -+ ape,

E f4cil ver que z € X e x, — x. Portanto X é completo. =

Teorema 10 Todo subesespaco finito Y de um espago normado X € fechado
em X.

Observagao: E claro que isto nao vale para o caso de dimensao infinita pois
do espago das funcoes continuas em um intervalo da reta pode-se retirar o
subespaco de todas as funcoes polinomiais deste intervalo, que nao é fechado.

Algo interessante a ser citado é que num espago normado de dimensao
finita X, todas as normas definidas no mesmo levam para a mesma topologia
em X, ou seja, os conjuntos abertos de X sdo os mesmos, indiferente da
norma escolhida para se trabalhar no conjunto. Isto decorre da definicao e
do teorema citados abaixo:

Definicao: Uma norma ||.|| em um espago vetorial X é dita equivalente
a uma norma ||.||o em X se existem mimeros positivos a e b tais que para
todo x € X, tém-se:
allzflo < flzll < bllzllo
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Teorema 11 Em um espagco normado de dimensao finita, quaisquer duas
normas sao equivalentes.

Dando continuidade as atividades no més de Dezembro, foram estudadas
algumas definigoes e teoremas envolvendo Compacidade. Uma consequéncia
imediata deste trabalho foi a possibilidade de se estudar um importante

Teorema 12 Se um espago normado X tem a bola fechada M = { z | ||z| <
1} compacta, entao X € de dimensao finita.

Prova: E consequéncia imediata do Lema de Riesz, que afirma:

Lema 2 Sejam Y e Z subespacos de um espac¢o normado X. Suponha Y
fechado e um subconjunto proprio de Z. Entao para cada nimero real 0 no
intervalo (0,1) existe um z € Z tal que:

lél =1, 2=yl >0 poratodoye Y.
|

Teorema 13 Sejam X e Y espacos métricos e T : X = Y uma funcdo
continua. Entdo a imagem de um compacto é também um compacto.

Dai foram elaborados alguns estudos em carater revisatério sobre trans-
formagoes lineares. A teoria estudada é vista como desnecessaria a uma
exposicao aqui neste relatorio, pois acredita-se que esta atividade de re-
visao nao facga parte do objetivo do mesmo. Prossegue-se portanto com a
apresentacao de algumas defini¢coes e alguns teoremas importantes que an-
tecedem a nocao de espaco Dual.

Definicao: Operadores lineares limitados. Sejam X e Y espacos
normadose T : D(T) — Y um operador linear onde D(T) C X. O operador
T é limitado se existe um numéro real c tal que para todo x € D(T),

[Tz|| < cfl]]-

E definido também:
T
|T|| = sup 7] com x # 0
z€D(T) |
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|T|| é chamada de norma do operador T'. Isso fard sentido mais na frente,
quando for definido o espaco vetorial das transformacgoes lineares continuas

de Vem W.
E importante notar que, pela defini¢ao, vem:

[Tz| < T[]

Este fato sera usado frequentemente nas demonstracoes dos préximos
teoremas a serem exibidos.

Teorema 14 Se um espaco normado X tem dimensdo finita, entao todo
operador linear definido em X é limitado (independente da dimensao do
contradominio.)

Este teorema é de fundamental importancia no estudo de espagos veto-
riais de dimensao finita pois é com a utilizacdo do mesmo que prova-se que
todo espago de Banach de dimenséo finita é reflexivo.

Para melhor entendimento do que foi dito acima, é necessaria a leitura
de algumas novas defini¢Oes, mais a frente expostas. Porém antes, temos o
seguinte:

Teorema 15 (Continuidade e Limitag¢do). Seja T um operador linear
definido em um espaco vetorial X. Entdo T ¢ continuo se e somente se T
€ limitado.

Um fato interessante, sé para efeito de curiosidade, é que para chegarmos
a prova de que T é limitado, basta termos a continuidade em um tnico ponto.
Pois, como ser limitado implica em ser continuo, chegamos a conclusao de
que se T for continuo em um tnico ponto, T serd continuo.

Definigao: Sejam X, Y espacgos vetoriais normados.
a) T(X,Y)={T:X —Y; TEélinear}
b) B(X,Y)={T:X —Y; TEé linear e limitado}
c) E chamado de funcional linear qualquer operador linear f : X — R.

d) V* =T(X,R). V* é chamado de dual algébrico de V
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e) V' = B(X,R). V' é chamado de dual topolégico ou simplesmente dual
de V.

Alguns comentérios julgados importantes:

E facil ver que todos esses conjuntos acima sao espagos vetoriais e que
particularmente B(X,Y) é um espaco vetorial normado com a norma definida
anteriormente.

Note que num espaco de dimenséo finita V, V* = V.

A importancia do dual é devido ao fato de que independente de V ser
ou nao um espago de Banach, o dual de V é sempre um espaco de Banach .

Esta ltima observagao decorre imediatamente do préximo teorema.

Teorema 16 Se Y ¢ um espago de Banach, entdo B(V,Y) é um espago de
Banach

Dai, tomando Y = R (que é um espago de Banach), vemos que V' é
sempre normado e completo.

Em resumo, neste periodo iniciou-se atividades de pesquisa numa area
de crucial importancia para a Andlise Funcional, que é o espaco de Hilbert.
Crucial pois sua teoria é mais rica do que espagos de Bannach mais gerais.
Em um espago de Hilbert, existem algumas propriedades tais como: (1) A
idéia de ortogonalidade; (2) representacao de elementos do espa¢o como uma
soma direta de um elemento de um subespaco fechado e outro de seu com-
plementar ortogonal; (3) o teorema da representa ao de Riesz que permite
identificar cada funcional linear no dual como um produto interno no prépio
espago.

Definigao: Um espaco com produto interno é um espaco vetorial X com
um produto interno definido em X. Um espaco de Hilbert é um espago com
produto interno completo (na norma definida pelo produto interno). Aqui
um produto interno é uma funcao <,>: X * X — K onde K é o corpo
onde X esta definido; isto €, para cada par de vetores x, y em X é associado
um nimero em K escrito

<y >

e chamado de produto escalar de x e y, tal que:
Il <x4yz>=<z,z2>+<y,z>

2 <oz, y>= a<z,y>
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I <z,y>= <y, x>

1 <z,x>2> 0 <zx,xz>=0&2x=0

Um produto interno em X define uma norma da seguinte forma:

ol = V<mas

e também define uma métrica:

d(z,y) = lz—yl| = V<z—y,z—y>

Portanto todo espaco de Hilbert é necessariamente um espaco de Ban-
nach.

A barra em 3 denota o conjugado complexo e portanto, se estamos fa-
lando de espagos veotoriais reais, temos simplesmente como axioma 3 a
simetria.

Para realmente provar que /< x,z > define uma norma em um espago
com produto interno, é feito o uso da Desigualdade de Schwarz:

| <y >] < |zl llyl

Outro fato a ser mencionado devido a sua aplicabilidade é que uma
norma que € proveniente de um produto interno satisfaz a seguinte identi-
dade do paralelogramo:

Iz +ylI? + llz = ylI* = 2(|z]1* + [ly]1*).

E reciprocamente, se V é um espago normado tal que a norma satisfaz
a igualdade acima, pode-se definir um produto interno nele das seguintes
formas:

L <ay>= g(lz+y]*—llz -yl
quando V for um espago real.

2. Re(<z,y>) = 1(lz+yl? v —yl?)

Im(<z,y>) = z(lz+ay)? — [lz — iy[*)
quando V for um espaco complexo.
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Também foi estudado que para qualquer espaco com produto interno X,
existe um espago de Hilbert que possui um subconjunto W denso e isométrico
a X. Em outras palavras, pode-se ver que para todo espago com produto
interno, podemos associar de forma tnica (exceto por isometrias) um espago
de Hilbert correspondente. A necessidade de expor o teorema que afirma
tal fato foi descartada pois isto nao passa de uma simples consequéncia do
teorema 5 exposto e demonstrado neste relatorio.

A partir de entao o bolsista iniciou o estudo de uma série de definicGes
(na verdade bastante intuitivas) necessarias para o entendimento da teoria
de ortogonalidade e soma direta, tais como: distancia de um ponto
a um conjunto; segmento; convexidade de um conjunto, etc.

Como crucial resultado a ser demasiadamente utilizado daqui para frente,
o teorema que segue é de importancia fundamental no estudo das aplicagoes
em equagoes diferenciais parciais, que é o objetivo final deste trabalho.

Teorema 17 (Teorema da representacao de Riez-Frechet).
Vfe H 3Jue H dnico tal que

fv)=<u,v> YveH (4)

Além disso, € verificada a sequinte igualdade:

[l21] = 11111 (5)

A partir de entao, iniciam-se as atividades referentes ao segundo semestre
da iniciacao cientifica. Deste ponto em diante, o livro base de estudo do
aluno passar a ser ([4]), por apresentar mais objetividade no que se diz re-
speito ao alcance da meta do projeto de pesquisa, que é estudar as aplicagoes
da teoria exposta neste trabalho. O bolsista parte portanto para um impor-
tante teorema a ser utilizado na demonstracao do tao conhecido teorema
de Stampacchia e seu coroldrio, o teorema de Lax-Milgran. Optou-
se por colocar a demonstracao detalhada deste teorema por ter sido ele um
tépico apresentado pelo bolsista para o grupo de pesquisa que esta engajado.

Teorema 18 ( Teorema do Ponto Fixo de Banach) Seja X um espaco
métrico completo e seja F': X — X um aplicacao tal que

d(Fvi, Fve) < ad(vi,v2) Youi,va € X com a<1

Entdo F tem um ponto fixo unico u = Fu.
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Demonstracao : Considere a sequéncia

(rg = F(z1),23 = F(22),...,2p = F(zp-1),...)

Entao:
A(@mi1, Tm) = A(F (@), F(2m-1)) < ad(Tm, Tm-1)
Mas
d(CUmyxm—l) = d(F(xm—l)a F(l‘m—Q)) < Oéd(l'm—l’ajm—2)
Logo
d(xm-l—h xm) < a2d(xm—17 xm—2)~
E assim
d($m+1, xm) < am_ld('r?? $1)
Portanto
A @map: Tm) < A Tmtp, Tmip—1) + A Tmtp—1, Tmip—2) + .- + d(Tpt1, Tm)
< (aMPTE oMt o™ d( (g, 1)
m—+p—2
= () oMd(za,m)
k=m—1
< ( Z a®)d(zg, x1) — 0
k=m—1

pois a < 1 e quando m — oo numa série convergente seu termo geral
converge para zero.

logo (x,) € de Cauchy em M. Portanto convergente. Faca x, — xg
em M. Como F é continua entio F(x,) — F(xo). Mas F(x,) = Tp+1 €
portanto F(xg) = xp.

Definigao: Seja a: H x H — R uma forma bilinear. Dizemos que
1. a é continua se existe uma constante C' > 0 tal que
la(u, v)[| < Clull [Jo]| Vu,v e H

2. a é coerciva se existe uma constante o > 0 tal que

a(v,v) > alvf?
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Utilizando, portanto, estas defini¢bes, o teorema do ponto fixo acima
demonstrado e o teorema da representacao de Riezs-Frechet, pode-se demon-
strar o

Teorema 19 (Stampacchia) Seja a : H x H — Ruma forma bilinear,
continua e coerciva. Seja K um convexo, fechado e nao-vazio. Entdo dado
¢ € H existe u € K tinico tal que

a(u,v —u) >< p,v—u> veEK. (6)
Além disso, se a € simétrica, entdo u pode ser caracterizado pela propriedade

ue K

_f1 (7)
1
sa(u,u)— < p,u >= irélfr(l{Qa(v’U)_ < @,v >}

e por conseguinte temos o

Teorema 20 Lax-Milgran Seja a uma forma bilinear, continua e coer-
civa, entdo para todo ¢ € H' existe u € H dnico tal que

a(u,v) =<p,v> veH (8)

Além disso se a € simétrico entao u estd caracterizado pela propriedade

1 1
ue H e —a(u,u)— < p,u >=minq —a(v,v) < p,v > 9)
2 veH | 2

4 Espacos L?

Inicia-se aqui o estudo da teoria bésica e necessaria para a compreensao
do que vem a ser um espaco de Sobolev. Todos os resultados neste capitulo
apresentados sao utilizados diretamente nesses espacos, tendo em vista que
tratar-se-ao de subconjuntos dos espagos LP. E importante salientar que,
apesar do aluno nao ter-se iniciado num curso (ou estudo) de Medida de In-
tegracao, com o incentivo de seu orientador e a fim de poder atingir seu ob-
jetivo final, alguns teoremas e resultados deste topico nao pesquisado foram
vistos rapidamente, garantindo assim uma forma répida e efetiva (porém
bastante ”ardilosa”) de se estudar matematica de qualidade. O aluno se da
por satisfeito pelo conhecimento adquirido com estes conceitos e teoremas,
pois é bem sabido que oportunidades futuras estao garantidas para o estudo
detalhado de Medida de Integracao. Segue portanto, a teoria estudada neste
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capitulo.

Denota-se € como sendo um aberto do R dotado da medida de Lebesgue
dz. Designa-se por L' o espaco das funcdes integraveis sobre € com valores
em R cuja norma é dada por:

|umﬂzxgﬂmux

Duas fungdes em L! sdo iguais quando coincidem q.t.p (quase todo ponto),
ou seja, exceto num conjunto de medida nula.

Todos os teoremas que abaixo procedem estao aqui expostos por serem de
extrema importancia na demonstracao de resultados cruciais para os espacos
LP e mais precisamente para os espagos de Sobolev, que serdo vistos mais
adiante em outro capitulo.

Teorema 21 (Teorema da convergéncia mondtona de Beppo Levi)
Seja (f,) uma sequéncia crescente de funcoes de L' tal que

sup/fn < 00.
n

Entao fn(x) converge q.t.p. em U, isto €, fn(x) — f(x) onde f(x) é um
limite finito. Além do mais f € L' e ||fn — f||z1 — 0.

Teorema 22 Convergéncia dominada de Lebesgue
Seja (fn) uma sequéncia crescente de fungoes de L. Suponhamos que:

1. fu(x) = f(x) ¢.t.p. em

2. existe uma funcdo g € L' tal que para cada n , | f,(z)| < g(x) ¢.t.p em
Q.

Entio f € LN9) e || fu — fll2 — 0

Notagao: Denota-se por C.(€2) o espaco das fungoes continuas de Q y
com suporte compacto, isto €,

C.(2) ={f € C(Q); f(z) =0Vr € Q\K donde K C § é um compacto}

Sejam 2 C RM e Q5 c RM2 abertos e seja F' : Q1 x Q9 — R uma
funcao mensuravel.
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Teorema 23 (Tonelli)
Suponhamos que

/ |F(z,y)|dy < oo
Qo

para quase todo x € 21 e que

/ da:/ |F(z,y)|dy < oo
1941 Q2
Entdo F € LY(Q1 x Q9)

Teorema 24 Teorema da densidade
O espaco C.(Q) € denso em LY(Q), quer dizer,

VfeL' e Ve>0, 3fi€CQ) tal que ||f — fil|p <e

O teorema acima surge como resultado bastante utilizado em diversas
demonstracgoes de teoremas conseguintes.

Teorema 25 (Fubini)
Suponhamos que F € L*(Qy x Q2). Entdopara quase todo x € €,

Fle,y) € LY(Q) e /Q (F(z,y)|dy € LL()

Igualmente para quase todo y € Qo

Fla,y) € LX) e / F(z,y)\dx € L} ()

941

Além disso se verifica

| o [ Fewlay= [ dy [ 1F@wlde= [ [Py dy
Q1 QQ QQ Ql Q1><QQ

Definigao: Denota-se

L) ={f:Q — R é mensuravél e existe uma constante C tal que|f(x)] <C q.t.p. em Q}
Com uma norma definida por

fllLe = mf{C"; [f(2)] < C q.t.p. em Q}
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Definigao: Seja p € R com 1 < p < oo; define-se
LP={f:Q —R; fé mensuravél e |f|P € L'(Q)}

E cuja norma é definida por:

Il = | [ \f(x)pdrc];

Definicao: Se define
L>*(Q)={f:Q — R é mensuravél

e existe uma constante C tal que|f(xz)| <C q.t.p. em Q}
E a norma é definida por

fllLoe = mf{C; [f(2)] < C g.t.p. em Q}

Observagao: Se f € L™, entao

lf(@)| <||fllpee q.t.-p. em Q

De fato, existe uma sequéncia C,, tal que C, — |[|f||z~ e para cada n,
|f(x)] < Cp qt.p. em Q. Assim ,|f(z)| < C,, VYV € Q\E, com E, de

medida nula. Se escreve E = U FE,, de forma que E é de medida nula Vn e

n

Vo e Q\E.

Notacgao: Seja 1 < p < oo; se designa por po conjugado de p.

Com estas ferramentas pode-se provar que ao utilizarmos os espagos LP
em aplicagoes futuras, temos a garantia que os mesmos sao espacos vetoriais

normados e completos, portanto, espagos de Bannach.
Abaixo segue a demonstracao da reflexividade dos espagos LP

Teorema 26 LP ¢ reflerivo para 1 < p < oo
A demostragdo € feita demonstrando-se trés etapas distintas:

1. (Primeira desigualdade de Clarkson) Seja 2 < p < 00; se verifica

f+allP ||f-9 1
2l |52 < 0+ et vhoe o)
Lr

p
Lp
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2. LP ¢ uniformemente convexo, e portanto reflexivo para 2 < p < oco.

3. LP ¢é reflexivo para 1 < p < 2.

Com os resultados acima obtidos, podemos extender o teorema da den-
sidade ja apresentado acima para um teorema mais abrangente:

Teorema 27 O espago C.(2) € denso em LP para 1 < p < oc.

O aluno precisou estudar uma outra definicdo e outro lema para poder
ter as ferramentas necessarias para a prova deste teorema.

Definigao: Seja 1 < p < oo; Uma funcao f : 0 — R pertence a
LY () quando f1j € LP(Q) para todo compacto K C §

Lema 3 Seja f € L} () tal que

/fu —0 VueCu(Q) (11)
Entdo f =0 q.t.p em Q

Demonstracio do Teorema 27: E sabido que C,(Q) é denso em L'(Q).
Suponha entdo 1 < p < co. Para demonstrar que C.(€2) é denso em LP(2) é

bastante verificar que se h € Lp/(Q) satisfaz
/hu =0 Yue C(Q),
entdo h =0. Mas h € L} () e
[ 1hL < Q] 1 < oc
e assim pode-se aplicar o Lema 3 para concluir que h = 0 q.t.p.

Outro resultado basico e que foi estudado com detalhes numa apre-
sentacao feita pelo estudante para o grupo de pesquisa que participa foi
o:

Teorema 28 LP(Q) ¢é separdvel para 1 < p < 0.
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Por ter sido bastante discutido e trabalhado, segue aqui um resumo da
demonstragcao:
Designa-se por (R;);cs a familia (enumeravel) de retangulos R da forma

N
R:H]ak’bk[ ) akvbke(@ € QCQ
k=1

Se designa por E o espago vetorial sobre Q gerado pelas fungdes 1g, (i.e.
as combinagoes lineares finitas com coeficientes racionais das fungose 1g,);
de modo que E é enumeravel. Demonstremos que F é denso em LP .

Sejam f € LP(Q) e € > 0 fixos. Seja f1 € C.(2) tal que

IIf = fillr <e.

Seja Q' um aberto limitado tal que
Supp f1 C O c Q.
Como f1 € C.(Q), constréi-se uma funcio fo € E tal que
Supp fo € Q

e que

fole) = fi@)| € — qtp
]

/ . . , . A~
em €)' pois comegamos recobrindo Supp fi com um nimero finito de retangulos

R; sobre os quais a oscilagao de f1 é inferior a

g
(dka

Dai resulta que ||f2 — fi||zr < € e entao

I[f — follor < 2e.

O proximo resultado afirma que existe uma isometria entre o dual do
. /
espaco L' com o espaco L™. Ou seja, ao olharmos para (L!), podemos
simplesmente utlizar o espago L™
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Teorema 29 Seja ¢ € (Ll)l. Entdo existe u € L dnico tal que

<g0,f>:/uf Vf e L.
Além do mais temos a igualdade:
ullz= = llgll gy

Observagao: O espaco L' ndo é reflexivo. De fato, suponhamos que
0 € Q. Consideremos a sequéncia f, = a,l B(o,L) com n suficientemente
‘n

grande para que B(0,1) C Qe oy, = | B(0, %)‘_1 de modo que || fp||;1 = 1.
Se L' fosse reflexivo existira uma subsequéncia (f,,) e uma funcio f € L!
tal que f,, — f na topologia fraca (L', L>°). Assim pois,

/fnkwﬂ/fso Vo € L™ (12)

Quando ¢ € C.(Q\{0}) nota-se que /fnkgo = 0 para k suficientemente
grande. Resulta de (12) que

/ fo=0 Vo C({0})

aplicando o Lema 3 no aberto Q\{0} a fungao f (restringida a Q\{0}) obte-
mos que f = 0 q.t.p. em Q\{0}. E portanto f = 0 q.t.p em . porém se

f=1em (12), resulta que /f =1, o que é um absurdo.
Facamos um estudo agora das propriedades basicas do L™

e A bola unitéria fechada Br~ é compacta na topologia fraca (L>, L!)

e Se (fn) é uma sequéncia limitada em L%, pode-se retirar uma sub-
sequéncia convergente em L na topologia fraca o(L>, L')

Porém, L* nao é reflexivo ( caso contrario, L' seria).

O dual de L™ contém L' (pois (L) = L™ ) e é estritamente maior que
L'; existem formas lineares continuas ¢ sobre L™ que nio sdo do tipo

<g0,f>:/uf VfeL® com we Lt

31



Observagao: O espago L™ nao é separavel.

O lema acima pode ser demonstrado utilizando o

Lema 4 Seja E um espaco de Banach. Suponhamos que existe uma familia
(Oi)ier tal que

1. Para todo i € I, O; € um aberto nao vazio de E.
2. 0;,N0; =3 sei #j.
3. I ndo € enumerdvel.

Entao E ndo ¢ separdvel.

Adentramos no peniltimo semestre de nossas atividades estudando re-
sultados de convolugao e regularizacao. Resultados estes bastante utilizados
no capitulo posterior na demonstracao de uma série de teoremas envolvendo
densidades de espacos nos espacos de Sobolev. Como foi anteriormente dito,
os espacos de Sobolev sao a ”teoria final basica”’ necessaria para finalmente
estudarmos suas aplicacoes e, portanto, qualquer resultado anterior que ex-
plique o funcionamento e a teoria por tras destes espacos tem prioridade
absoluta nesta iniciacdo a pesquisa cientifica. Dai a necessidade de se tra-
balhar este tépico. O material base utilizado continuou (como continuara
até o final) sendo a ref. [4].

Notagdes a serem utilizadas: CF(Q) é definido por ser o espaco das
funcoes k vezes diferencidveis continuamente sobre ).

c> = [CcHQ)
k

CHO) = CH@)NCUO)
Cx(@) = C%(Q)NC)
Teorema 30 Sejam f € L'(RN) com

1 <p<ooege LP(RYN). Entio para quase todo x € RN, a funcio
y+— f(x —1y)g(y) € integrdvel sobre RYN. Define-se como

(Fea)@) = [ 1= o) dy
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entdo fx g € LP(RN) e
1F o gllee <{IFllrllgllze

Com este teorema em maos ¢ imediato a

Proposicao 1 Sejam f € L'(RY), g € LP(RN) e h € LP(RY). Entdo

/(f*g)hz/g(f*h)

Onde f(z) = f(-z).

Proposicao 2 Sejam f € CHRY) e g € L} (RY) (k natural). Entdo

frgeCHRY) e DE(fxg) = (D"f)xg.
Em particular, se f € C.(RN) e g € L} (RY), entdo
frgeCeRY)
Proposicao 3 Sejam f € L'(RY) e g € LP(RY). Entdo

Supp(f *g) C Supp f + Supp g

Isto nos gera portanto a conclusao natural de que se duas fungoes pos-

suem suporte compacto, entao a convolucao delas também possuira.
Proposigao 4 Sejam f € C.(RY) e g € L} _(RYN). Entdo

fxgeCRY)

Todas estas proposigoes acima citadas foram estudas com o objetivo de
poder-se definir uma poderosa ferramenta que é o conceito de sequéncias
regularizantes, que, como o préprio nome ja diz, tem como objetivo, reg-
ularizar uma funcéao LP de forma que possamos utilizd-la de forma menos

complicada.

Definigao: Define-se como sequéncia regularizante (ou mollifier) qual-

quer sucessao (p,) de fungoes tal que

1
pn € C°(RY), SupppnCB(O,E), /pnzl, pn >0 em RY
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E natural apds uma definicao tao complicada, perguntar-se se realmente
existem tais fungoes. Para isso deve-se provar que de fato podemos construir
sequéncias de fungées que satisfacam tais condi¢oes. Basta fixar uma fungao
p € C=(RN) com Supp p C B(0,1), p, >0 em RY e [ p > 0; E considerar

-1
a sequéncia pp(r) = Cn" p(nz) com C = </ p)
Com estas sequéncias definidas, os dois resultados adiante sao o que

realmente nos interessa, pois com eles, por exemplo, provamos teoremas de
densidade para os espacos de Sobolev, que serao vistos logo mais.

Lema 5 Seja f € C(RYN); entio p, x f — f uniformemente sobre todo
compacto de RN
Prova. Seja K C RN um compacto fixo. Para todo € > 0 existe § > 0
(que depende de K e de €) tal que
|fle—y)— flz)|<e VzeK, VyeB(0,9)

Tem-se

OWM@#M—/W%WJMWMW—AMLmﬂmﬂM%@@

1
FE entdo, para n > 5 ex € K,

(n s @)~ @) <2 [ pn=c

Por conseguinte, temos o

Teorema 31 Seja f € LP(RY) com 1 < p < co. Entio p, * f — f em
LP(RN).

O primeiro resultado de densidade que ganhamos com a nocao de sequéncias
regularizantes é:

Proposicao 5 Sejam Q C RY um aberto qualquer. Entio C.(Q)) é denso
em LY (Q) para 1 < p < oo.
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5 A Teoria de Riesz-Fredholm e O Espectro de
um Operador Compacto

Para estudar a alternativa de Riesz-Fredholm, alguns conceitos de com-
pacidade, operadores compactos, operadores auto-adjuntos e operadores de
imagem finita foram trabalhados.

Sejam E e F espagos de Banach. Definicao: Diz-se que um operador
T € L(E, F) é compacto se T(Bg) ¢é relativamente compacto na topologia
forte. Define-se por H(E, F') o conjunto dos operadores compactos e denota-
se
H(E)=H(E,FE)

Como resultado inicial temos que o conjunto H(FE, F') é um subespagco
vetorial fechado de L(E, F).
Definicao: Um operador T' € L(E, F) tem imagem finita se

dim R(T') < oc.

Para podermos executar uma demonstracao da alternativa de Riesz-
Fredholm, utilizaremos o seguinte lema:
Lema 6 (Lema de Riesz) Seja E um espaco vetorial normado e seja
M C E um subconjunto fechado tal que M # E. Entdo

Ve>0 JueE talque |ul|=1 e dist(u,M)>1—c¢
e por consequéncia o seguinte, e extremamente importante,

Teorema 32 (Riesz) Seja E um espago vetorial normado tal que B €
compacta. Entdo E € de dimensao finita.

Teorema 33 (Alternativa de Fredholm) Seja T' € H(E). Entdao
1. N(I—T) é de dimensao finita,
2. R(I —T) € fechado, e mais exatamente R(I —T) = N(I —T*)*
3. NI-T)={0} & R(I-T)=E
4. dim N(I —T) = dim N(I — T*).
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Espectro de um Operador Compacto
Definigao: Sejat € L(E). O conjunto resolvente é
p(T)={XeR; (T — \I) ébijetiva de E sobre E}
O espectro o(T) é o complementar do conjunto resolvente, o(T) = R\p(T).
Dizemos que A é valor préprio e escreve-se A € VP(T) se
N(T — \I) #0;
N(T — M) é dito espago proprio associado a .

Proposicao 6 O espectro o(T') é um conjunto compacto e
o(T)  [=[IT(], [[T1]-
Demonstragao : Seja A € R com |A| > ||T||; mostremos que T — A\ é
bijetiva — e isto provard que o(T) C [—||T||,||T||]. Dado f € E a equagio
Tu — Au = f adimite solugdo unica pois a equagcdo escreve-se como U =

1
—(Tu—f) e aplica-se entdo o Teorema do Ponto Fizo de Banach.Mostremos

agora que p(T') € aberto. Seja Ao € p(T). Dados A € R (prézimo a \o) e
f € E trata-se de resolver

Tu—Au=f (13)
Mas (13) escreve-se Tu — Agu = f + (A — Ao)u i.e.
w= (T = X)7'[f + (A = Xo)ul. (14)

Aplicando novamente o Teorema do Ponto Fizo de Banch conclui-se que
(14) possui solugdo unica se

A= Dol (T = XoD) M| <1
Desta forma, finalizamos o estudo deste capitulo com o seguinte:
Teorema 34 Sejat € H(E), com dim E = co. entdo temos:

1. 0 € o(T),
2. p(T\{0} = VP(T)\{0},
3. Uma das sequintes situagoes:

e o(T) = {0},

o o(T)\{0} € finito,

o o(T)\{0} € uma sucessio que tende a zero.

Finalmente, atingimos no ultimo capitulo de nosso trabalho, que é o tao
mencionado espago de Sobolev e as aplicagoes tao procuradas.
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6 Espacos de Sobolev de Dimensao Um e Suas
Aplicagoes

O estudo comega, novamente, com uma série de definigoes e resultados
que precisam ser expostos neste relatério, para finalmente concluir-se o tra-
balho do bolsista.

Definigao: Denota-se W'P(I) o conjunto

WIP(I) = {u € LP(I); 3g € LP(I) tal que /ucp/ = —/ggo Vo € CL(I)}
I I
escreve-se H'(I) = WhY2(I)
Para cada u € W'P(I) denota-se u' = g.

Observacao: Na definicio de WP (I) chamamos ¢ de uma funcio teste.
Tanto faz utilizarmos C}(I) e C°(I) como conjunto de fungdes testes ja
que se o € CL(I), entdo p, * ¢ € C°(I) para n suficientemente grande e
pn * @ — o em C! ver ).

Observacdo: Se u e CYI)NLP(I) e se v € LP(I) (aqui u é a derivada
usual de u,) entdo u € WHP(I). Além disso a derivada usual de u coincide
com a derivada de u no sentido de WP, Em particular se I esta limitado,
entao C*(I) € WYP(I) para todo 1 < p < c0.

O espaco WP estd dotado da norma
/
ullwre = [lullze + [l lze

1
ou &s vezes da norma equivalente [||u||7,+||u |[5,]7. O espaco H'esta dotado
do porduto escalar

(u,v) g1 = (u,v) 2 + (ul,v/)Lz.

A norma associada
/ 1
ull g = [[Jull7> + [l []72]2

é equivalente a norma em WhH2,

Daqui para frente, segue-se com os resultados ja esperados:

O espaco WP é um espaco de Banach para 1 < p < co. O espaco WP
é reflexivo para 1 < p < 0o e separavel para 1 < p < co. O espaco H' é um
espaco de Hilbert separavel.
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Apo6s esta série de resultados basicos na teoria de espagos de Sobolev, foi
estudado o importante
Teorema 35 Seja u € WHP(I); entdo existe uma funcdo u € C(I) tal que

u=u qtpeml

u(x) —u(y) = /w u(t)dt Va,yel

Esse teorema afirma que toda funcdo u € WP adimite um representante
continuo e € unico, i.e., existe uma funcao continua pertencente a classe de
equivaléncia de u para a relagio u ~ v se u = v q.t.p. Sempre que for
necessdario, substituiremos u por seu representante continuo.

A demonstracao deste teorema se da através dos dois seguintes lemas:

Lema 7 Seja f € LY (I) tal que

/f<p'=0 Ve € C(I)
I
entdo existe uma constante C' tal que

f=0C q.tp.

Lema 8 Seja g € L} (I); para yo fizo em I e denotando por
x
v(x) —/ glt)ydt xzel
Yo

temos que v € C(I) e

/wlz—/gw e CI).
I I

O lema 8 nos diz que a primitiva v de uma funcio de LP pertence a WP
sempre que v € LP ocorrendo sempre quando [ é limitado.

O teorema abaixo nos dd outras caracterizacoes para fungoes de Sobolev
(ou seja, fungdes que pertencem ao espaco de Sobolev)

Teorema 36 Seja u € LP com 1 < p < oo. As sequintes propriedades sdo
equivaléntes:
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1. ue Whr,

2. Eziste uma constante C tal que
‘/jw ' <O,y @O,
3. Eziste uma constante C tal que para todo aberto w CC I e todo h € R
com |h| < dist (w,CI) verifica-se

|[Thu — ul| o) < C|A].

Além disso, pode-se escolher C = ||u||L» em (2) e (3.)

E sabido que algumas operagoes fundamentais da Anélise s6 tém sentido
para as funcoes definidas em todo R. Assim, poder prolongar uma funcgao
u € WHP(I) a uma funcao @ € WP (R), é encarado como uma importante
ferramente em toda a teoria de espacos de Sobolev, e , portanto temos o
seguinte teorema que possibilita tal prolongamento.

Teorema 37 (Operador de Prolongamento) Seja 1 < p < co. Existe
um operador de prolongamento P : WYP(I) — WLP(R) tal que

1. Pu, =u Yue WP(I).

2. [|Pul|ppr) < C ||ullpory  Yu € WHP(I).

. 1Pullwrom < C llullwisy Yu € WD)
(donde C' s6 depende de |I]| < c0.)

Teorema 38 (Densidade) Sejau € WHP(I) com 1 < p < oo. Entdo existe
uma sucessio (uy) em CP(R) tal que wy; — u em WHP(I).

O teorema acima se faz 1til na prova de algumas propriedades das fungoes
de Sobolev, visto que podem ser demonstradas estas propriedades por densi-
dade. Para tanto, utilizar-se-a bastante a teoria de sequéncias regularizantes
vista no final do capitulo 3.

Teorema 39 Existe uma constante C' (dependente sé de |I| < co) tal que

ull ey < Cllullwrogy Yue WHP(I), V1<p<oo (15)

Dito de outro modo WP(I) C L*®(I) com imersdo continua para todo
1<p< oo
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Este resultado nos garante todas aquelas regrinhas que tinhamos para
derivadas no sentido usual (regra do produto, regra da cadeia) porém com
algumas restri¢oes em onde estamos trabalhando.

A fim de chegarmos nos ultimos resultados estudados no projeto se fez
necessaria ainda uma passagem na seguinte definigao:

Definigao: Dado 1 < p < oo, denotamos por Wol’p(l) o fecho de C}(I)
em WHP(I)

Com isto elabora-se o

Teorema 40 Seja u € WHP(I), entdo u € Wol’p(I) se e somente se u = 0
sobre 01

E através do mesmo, provamos a importante

(Desigualdade de Poincaré) Suponhamos que I é limitado. Entao existe
uma constante C' (dependendo de |I| tal que)

lullwre < Cllu||e Yu € WyP(I)

Ou seja, em VVO1 P(I) a quantidade ||u'||f» é uma norma equivalente a norma
de WP (T)

Importante pois ao trabalharmos com o espaco WO1 P(I), podemos utilzar
uma norma bastante simples e conveniente, que é ||u||r» j& que a desigual-
dade afirma que ambas as normas sao equivalentes.

APLICACAO

Com todas estas ferramentas nas maos, finalmente podemos enunciar um
seguinte problema, que facilmente serd resolvido utilizando o que foi visto
neste relatorio.

Consideremos o seguinte problema. Dada uma f € C([a,b]) existe uma
fungao u(z) que verifica

—u" tu=f em [a,b]
{ (@) = u(b) = 0 (16)

Uma solugdo cléssica do problema (16) é uma funcdo de classe C? em |a, b
que verifica (16) no sentido usual. Ignoraremos aqui o fato de (16) poder ser
resolvida explicitamente com um calculo bem simples. Faremos isto com o
propésito de ilustrar o método a partir deste exemplo elementar:
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Multiplica-se (16) por ¢ € C'[a, b] e integra-se por partes; assim temos

b b b
/ o / wp = / fo VoeCllwb), ela)=p®)=0 (17)

observe que (17) tem sentido se u € C'([a,b]) (contrariamente a (16), que
suponhe u derivavel duas vezes);de fato, seria suficiente ter u, u e L(a,b),
u' num sentido a determinar. Digamos (provisériamente) que uma funcao u
de classe C! que verifica (17) é uma solucdo fraca de (16).

O progama seguinte descreve as linhas do enfoque variacional da teoria
das equacoes em derivadas parciais:

1. Precisa-se da nocao de solucao fraca, isto ocorre com os Espacos de
Sobolev, que sao a ferramenta bésica.

2. Estabelecem-se a existéncia e a unicidade de uma solucao fraca com o
método variacional, via o Teorema de Lax-Milgran.

3. Mostra-se que a solucdo fraca é de classe C? (por exemplo); um resul-
tado de regularidade.

4. Recuperacgao da solucao cldssica. Mostra-se que toda solucao fraca de
classe C? ¢ solucao cléssica.

A etapa (4) é muito simples. De fato, suponhamos que u € C?([a, b]), u(a) =
u(b) = 0 e que u verifica (17). Fazendo uma integragao por partes em
(17) obtemos

b
[ us =0 voeClat), pla) = (b) =0

b
/ (—d fut flo=0 YoeCl(lab)

Como C!(Ja,b[) é denso em L?(a,b) (coroldrio 5), —u" +u = f q.t.p (de
fato em todo ponto j& que u € C?).
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