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Capitulo 1

Relatorio Final

1.1 introducao

Este relatério expoe um conjunto de atividades exercidas pelo bolsista no
Programa Institucional de Bolsas de Iniciacao Cientifica PIBIC - Milénio en-
tre Agosto de 2003 e Marco de 2004. Serao aqui exibidos uma exposi¢ao
introdutoéria do projeto: objetivos, metodologia, contetiido pesquisado e bib-
liografia utilizada.

Como atividades complementares de grande proveito para o bolsista, ele
participou, sendo também palestrante, do encontro de iniciacao cientifica
promovodo pela UFPB, na oportunidade o aluno teve um resulmo publicado
nos anais do encontro. Ele também participou de um encontro envolvendo
todos os integrandes do grupo que forma o "Projeto de Pesquisa Integrado
em Anadlise” | coordenado pelo Prof. Dr. Joao Marcos Bezerra do (), realizado
em fevereiro e agosto de 2003.

O bolsista agradece a sua participacao neste importante projeto de ini-
ciagao cientifica, patrocinado pelo PIBIC - Milénio, pois reconhece a im-
portancia ndo s6 académica, mas cultural (por despertar criatividade e inter-
esse em pesquisa no ramo da Matemadtica) e social (por integré-lo em grupos
de estudantes e professores criando, assim, um novo ciclo de amizades).

Com o apoio do Instituto Milénio (”Projeto Integrado de Pesquisa em
Anélise”, coordenado pelo Prof. Dr. Joao Marcos Bezerra do O), o orien-
tando se beneficia dos estudos em grupo, com colegas, professores e pesquisadores
ligados a este projeto de pesquisa. Desta forma, criou-se um ambiente
cientifico bastante dinamico e motivador.



1.2 Objetivos

Nosso principal objetivo neste projeto é introduzir os conceitos basicos nescessario
para o estudo de problemas que surgem em diversos ramos da matemaética
que podem ser solucionados com as técnicas da Analise nao linear. Mais pre-
cisamente, estudaremos a teoria do grau em dimensao finita e em dimensao
infinita e suas aplicagoes em equacoes diferenciais parciais elipticas.

Vale salientar também que um projeto desta natureza tem como finalidade
introduzir o aluno, ainda em graduacao, a pesquisa em Matematica, abrindo,
assim, as portas para uma futura poés-graduacao.

1.3 Metodologia

- Esse estudo foi desenvolvido na forma de seminarios apresentados semanal-
mente pelos participantes com o acompanhamento dos orientadores.
- Leitura de textos da bibliografia.

1.4 Detalhamento do Relatorio

Nos préximos Capitulos, vamos expor os resultados estudados e pesquisados.
Iniciaremos nosso estudo com a resolucao de algumas equacoes diferenciais
parciais que aparecem em problemas da Fisica Matematica. Para isso, tere-
mos de desenvolver certos métodos , sendo que o primeiro deles é o Método
de Fourier, cujo ingrediente essencial é a série de Fourier. Na segunda parte
deste relatorio, vamos apresentar os pré-requisitos necessarios para o estudo
do grau em dimensao finita o qual serd desenvolvido subsequente.



Capitulo 2

CONDUCAO DO CALOR NUMA
BARRA

2.1 Formulacao matematica do problema da conducao
do calor.

O problema da conducaodo calor consiste em determinar uma funcao real
U(x,t) definida em R = {(z,t) : t > 0e 0 <x < L} que satisfaca & equagao
do calor

Ut = kUmc

com condic¢ao inicial

U(z,0)=f(x) , 0<z<L

onde f: [0, L] — R é uma fungao dada

e condicao de fronteira

U(0,t) = U(L,t) = 0

Para resolver esse problema, primeiramente usamos o método de separacao
de fariaveis



U(z,t) = F(z)G(t)

substituindo na equacao do calor, temos

1G(t) _ F'(2)

kG(t) — Flo)

') _ 1G'(1) _
Fz) 9 ¢ xown — 9

F'(z) —oF(x) =0
como U(0,t) =U(L,t) =0 , temos

U0,t) = F0O)G{t) =0 e U(Lt)=F(L)G(t) =0

Devemos ver que valores de o na equacao diferencial acima conduzem a
solugbes F'(z) ndo nulas do problema.H4a trés possibilidades para o

i) Seo >0
F(2) = ¢1eV7% + cpe Ve
como F(0)=F(L)=0 , temos

C1+ Ccy = 0
cle\/EL + cze*ﬁL =0

o que conduz a F' =0
ii) Se o =0

F(x) =cx+ ¢
co=0 e cL+c=0 ,portanto F'=0

iii) Sec <0 , fazemos o= —\?, entdo

F(x) =cicosA\x + casin Az, logo



cp=0 e cysinAL =0

Se ¢y #£0 sinAL =0= AL =nm nez
A\ = % portanto

F(z) = ¢, sin "7*

Para a equacao
G'(t) — okG(t) =0 sua solugao geral é

G(t) = ce’®  n=1,2,3,... logo

—n272ert .z
Un(x,t) = cpe” 17 sin "7%
Se F(z) for da forma F(z) = YV ¢, sin nEE . entao
N _n2§2kt ionmx
U(z,t) =), cae” 27 sin 4=

Portanto, a solucao do problema do calor sera da forma

—n2n2kt

Ulx,t) =307 cpe L7 sin ™2




Capitulo 3

SERIES DE FOURIER

3.1 Fungoes periodicas

Definigao:Uma funcao f : R — R é periddica de periodo T se f(z +T) =
f(z) para todo x.

Se T' é um periodo para a funcao f, entao 27" também é um periodo, pois
fle+2T) = f(x+T) = f(x). E, em geral, kT também é um periodo de f,
onde k € Z. O menor periodo positivo de uma funcao é chamado de periodo
fundamental, ou simplesmente periodo.

O periodo T da funcao sin (””) pode ser determinado do seguinte modo.

como f(x +T) = f(x), temos ,

. onm(e+T) nﬂ:p ( nm ) — qin RTT
sin —— = sin 7% = sin (“[* + “7-) =sin "7
= sin *7*. cos —”“T + cos M™% gin L = gip 27T

L L L — L

para xr = %, temos

sin 2. cos 2L + cos Z.sin 2L =sin 2
como cos> =0esinZ =1, logo cos L =1 e sin L = ()
2 2 ’ L L

ml — o = T = 2L

Portanto T



Uma funcao f : R = R periddica de periodo 2L, pode ser escrita como
uma série de senos e (ou) cossenos da forma:

f(@) ~ Lag+ 377 (a, cos 2= + by, sin 222)

com os coeficientes a,, a, e b, escolhidos adequadamente.

Para calcular os coeficientes, vamos supor que a série convirja uniforme-
mente, pois as séries que convergem uniformemente apresentam as seguintes
propriedades.

Proposicao 3.1.1 Suponhamos que as fungoes U, sejam continuas e que
a série Y _>°, U,(x) convirja uniformemente.Entao a soma da série U(z) =
> Up(x) é também uma fungao continua.

Proposicao 3.1.2 Suponhamos que as funcoes U,, sejam integraveis em um
intervalo I e que a série ZOO U, ( ) Convirja uniformemente. Entao

Ji Oz Un(@))de = 3202 1]}

Proposicao 3.1.3 Suponhamos que as fungoes U, (z) definidas em um inter-

valo I sejam continuamente derivaveis e que a série y >~ U/ (x) das derivadas

convirja uniformemente. Suponhamos ainda que, para um dado x, € I, a
s . fe'e) .. ~

série >, U,(x,) convirja. Entao

i (ot Un(@) = 2202, Un(@)

3.2 Cdlculo dos coeficientes ag, a, e b, da Série de
Fourier

Vamos supor que a série convirja uniformemente; logo pela primeira pro-
priedade acima, a funcdo f deve ser continua (portanto, pode ser integrada)
e deve ser periddica de periodo 2L, pois o perfodo de cos %* e sin 7= é 2L.
Assim, pela segunda propriedade acima, podemos integrar ambos os lados

da série, obtendo

It f@)de = Lag [*, de + 300 (ay [F, cos ™2 da 4 b, [, sin 22 dz)
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como f | cos M2y = f , sin 222 dx = 0 temos f f(z)dz = Sao f_LL dx
L
Portanto ag = 1 [~ f(z)dx

Para obter os demais coeficientes, exploramos a mesma idéia e usamos as
relagoes de ortogonalidade:

f ; cos 2 sin M2y = 0, se n,m > 1

f ; cos "TFcos MEdr = Lysen=m > 1

f ; cos "TE cos MEdr = 0, se n # myn,m > 1

f L sin M sin MM dy = L, se n=m > 1

f L sin M2 sin ™2y =0, se n # msn,m > 1

m7rx

Multiplicando a Série de Fourier por cos
grando, obtemos

, para m > 1 fixado, e inte-

f_LL f(z) cos " dx = a,, L analogamente, obtemos
L mmx
[~ fz)sin ™2 dg = b, L
Portanto, os coeficientes de fourier da funcao f sao dados por:
ay, = %f_LLf( cos MEdx  n >0

bn:%ffo( sin dx , n > 1

3.3 Fungoes Seccionalmente Continua

Uma funcao f : R — R serd seccionalmente continua se ela for continua ou
tiver um numero finito de descontinuidade (todas de primeira espécie) em

11



qualquer intervalo limitado.
Um exemplo de fungao que nao ¢é seccionalmente continua é a funcao f(z) =
%, pois possui descontinuidade de segunda espécie em x = 0

3.4 Funcoes seccionalmente diferenciaveis

Uma fungao f : R — R serd seccionalmente diferencidvel se ela for seccional-
, . / , . ,
mente continua e se sua derivada f for também seccionalmente continua.

TEOREMA DE FOURIER. Seja f : R — R uma fungao seccional-
mente diferenciavel e de periodo 2L. Entao a série de Fourier da funcao f
converge, em cada ponto z, para 3[f(z + 0) + f(z — 0)], isto é

3(f (@ +0) + fz = 0)] = gao + 372, (an cos %% + by sin 27%)

O teorema acima significa que, a série converge para os valores da funcao
f, nos pontos onde f é continua, e, nos pontos onde f é descontinua ela
converge para a média dos limites laterais.

3.5 Séries de Fourier de Funcgoes pares e impares

Uma fungao f : R — R é par se f(z) = f(—z) Vz € R. O grafico de uma
funcao par é simétrico com relagao ao eixo y.

Uma fungao f: R — R é fmpa se f(z) = —f(—x) Vx € R. O gréfico de uma
funcao impa é simétrico com relacao a origem.

Proposicao 3.5.1

i) A soma de duas fungoes pares é uma fungao par. A soma de duas fungoes

12



impares é impar.

Demonstracao
f e g sdo fungoes pares

f +gl(x) = f(x) + g(x) = f(=x) + g(—z) = [f + g](—2)

f e g sao funcoes impares
[f +9l(x) = f(2) + g(x) = [=f(=2)] + [-9(=2)] = =[f(=z) + g(=2)] =
—[f +gl(=2)

ii) O produto de duas fungoes pares é uma fungao par.

Demonstracao
f e g sao fungoes pares

[f-9l(x) = f(x).9(x) = f(—x).9(=2) = [f.9](—2)
iii) O produto de duas fungées impares é uma fungao par.

Demonstracao
f e g sao fungoes impares

[f-9)(x) = f(@).9(x) = [~ f(=2)].[-9(—2)] = f(—2).g(—2) = [f.g)(-2)

iv) O produto de uma fungao par por uma func¢do impar é uma fungao impar.
Demonstracao

f é uma funcao par e g é uma funcao impar

[f-9)(x) = f(2).9(x) = f(==).[-9(==)] = =[f(—2).f(=2)] = = [f.g] (=)
Proposicao 3.5.2

i) Seja f : R — R uma funcao par que é integravel em qualquer inter-
valo limitado.Entao
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ii) Se f : R — R é uma fungado impar e integravel em qualquer intervalo

limitado.Entao .
[, =0
L

3.6 Integracao de séries de Fourier

Nesta secao mostraremos que a série de Fourier pode ser integrada termo a
termo, e o valor dessa integral ¢ igual a integral da funcao f que corresponde
a série.

Suponha que a funcao f : R — R seja igual a sua série de Fourier, logo
podemos escrever

f(x) = 2ao+ > 07 (an cos 7= + b, sin “7%)
Usando a proposicao 2.2,temos

fab f(x)dx = fb W dx + Zzozl(ff an cos T dx + f: by, sin "2 dz)

a

Seja a fungao cotinua F' : R — R dada pela expressao abaixo, onde f : R — R
¢ uma funcao periddica de periodo 2L e seccionalmente continua

F(x) = [y [f(t) — Fdt

Pelo teorema fundamental do calculo F'(z) = f(x), logo F'(z) é seccional-
mente continua.A funcao F'(x) é periédica de periodo 2L, pois F(x + 2L) =
F(x)

Demonstracao
Fz +2L) — F(z) =0 = [TPH[f(t) — @]dt — [T[f(t) — @]dt=

0

N TR - @)dt+ [ f () - 2)dt = [T () - @)dt = [T [f(t)—@)dt =

Portanto, a funcao F(z) que é periddica de periodo 2L, pode ser escrita
na forma
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F(:U):@—l—z 1 (Ay, cos "T% + B, sin "%

An:%f_LLF( cos "Frdxr e B, Lf F(z)sin " dx

Para obter relacoes entre os coeficientes de F' e f, usamos integracao por
partes nas expressoes de A,, e B,, acima e obtemos

A, = 1[F(z)LX sin 7% f F'(x) sin "2 dx]

A= 1(= f f(x)sin 22dz) = A, = —Lb, comn > 1
B — l_p(y) L nmL L (L g nre g

n f[_ (-x)_COS o + EI—L (x) COST .I']
By, = %(n_Lﬂ ffL f(z) cos mdx) = B, an comn>1

Para calcular o Ay, fazemos = = 0 na série de Fourier de F(z) e obtemos

0= T Ay A= <25 Ay A= T b

F(z) = f;[f(t) —aldt e F(r)=4% 4 > oro (A cos M2 + B, sin M12)

JoLf(t) — %)dt A0+Zn 1 (Ay, cos T2 + B, sin "7%)
Jo Ft)dt = 2= 4 370 | Ea g 57 (=Lb, cos 22 + Lo, sin 222)

n=1 mn

fox f(t)dt — aocr: + Zn 1(Lan sin nza: Lbn Cos nzz + %)

Jo f@)dt = [ 2dt 4+ >0 ([ an cos ZEdt + [ by, sin 2T dt)

fazendo-se * = a e r = b e subtraindo-se as expressoes obtidas chegamos
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a
f;f(af)dﬂf = fab Gdr + Zzozl(fab ap, cos M2y + f b, sin 272 dx)

Portanto, podemos resumir esta se¢ao no seguinte resultado

3.7 Teorema sobre a integracao de Séries de Fourier

Seja f : R — R uma funcao periédica de periodo 2L e seccionalmente
continua, cuja série de Fourier é

ao n7r:c nnx
+ > 07 1 (an cos BE + by, sin 212 )
Podemos chegar, entao, a duas conclusoes

i) Esta série pode ser integrada termo a termo e o valor da série integrada é
igual a integral de f, ou seja

Sy f@)de = [} %de + 3202 (an [, cos “2da + b, [, sin "2 d)

ii)A funcdo F(x fo %|dt é periédica de periodo 2L, continua,
tem derivada F ! seccwnalmente contmua e pode ser escrita como uma série
de Fourier, ou seja

fox[f(t) — %1d LG B oy Zn (=0 1 cos ME 4 4 gin ML)

3.8 Estimativas dos Coeficientes de Fourier

Vejamos como obter certas estimativas dos coeficientes de Fourier de uma
certa funcao f, periédica de periodo 2L, integravel e absolutamente integravel
como

an =1 [N @) cos Edn e b=+ [" f()sin U da

16



Usando o fato de que

]fabf(a:)d:c] < fab]f(a:)|d:c e cos™r <]
obtemos

jan] = |1 [1, f(x) cos “22d| < 1 [*, | f(2)|da
bl = 13 J7, f o) sin ®F2da| < ¢ [ | (2)|da

logo existe uma constante M = L~} f_LL |f(x)|dx, tal que |a,| < M e
|b,| < M, para todo n.
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Capitulo 4

CONVERCENCIA DAS SERIES DE
FOURIER

No capitulo anterior, mostramos que, se a série de Fourier
ao nmx nmT
+ > o1 (an cos BFE + by, sin 22

converge e, assim, define uma funcao f, entao f é peridédica com periodo
2L e os coeficientes a,, e b, estao relacionados a f(x) pelas seguintes férmulas

an:%f_LLf( cos ®Edr . n=0,1,2,..
bn:%f_LLf( sin2dx =12, ..

Dada uma funcao f periédica de periodo 2L e integravel no intervalo [—L, L],
entao pode-se calcular um conjunto de coeficientes a, e b,, e pode-se con-
struir, formalmente, uma série de Fourier para f.O problema ¢é saber se essa
série converge para algum valor de x e, se for esse o caso, se sua soma é
f(z).Foram descobertos exemplos que mostram que uma série de Fourier
correspondente a uma fungdo f pode nao convergir para f(z) ou pode até
divergir.

Para garantir a convergéncia de uma série de Fourier para a funcao da qual
seus coeficientes sao calculados, é essencial colocar hipdteses adicionais sobre
a funcao.

18



4.1 Classes das funcoes consideradas

Para definirmos os coeficientes de Fourier de uma funcao f , as hipdteses
minimas a fazer sobre ela sao periodicidade, integrabilidade e integrabilidade
absoluta no intervalo [—L, L].

Nesta secao concluimos, que ha fungdes integraveis f tais que |f| nao é in-
tegravel, bem como ha fungoes nao-integraveis f tais que |f| é integravel.
Usaremos a notacao: I! < f e |f| sao integréveis.

Portanto se f : [—L,L] — R for uma funcao [', entao os coeficientes de
Fourier de f estarao bem definidos.

TEOREMA 4.1 Seja f : [a,b] — R uma fungao ' .Entao, dado € > 0,
existe uma fungao continua V¥ : [a,b] — R, tal que

[P1f@) —W(@)de <e e U(a)=W(b)=0

Demonstracao:
i) Suponha que f seja limitada e integravel

dado € > 0, existe uma particao
Aa=To<T1<Ty<.<zp=0>

tal que

i f(@)de = b my(ay — zm) < &

com m;=inf{f(z) xj1 <z <z}

considere a funcao x(r) =m;, para z;1 <z <uz;

Portanto, a expressao acima pode ser escrito assim

Ji F@)de = [} x(w)de = [}[f(z) = x(2)]dv < §

Agora, considere a funcao V¥,,, cujo grafico é obtido substituindo o grafico
de x [que sao retangulos| por trapézios, cujos lados inclinados tém inclinagao

n, logo
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2

S Ix(@) = Uu(2)|de = 5 e Wy(a) = Wy(b) =0

tome um M >0 tal que |f(z)| < M, Vz € [a, b,

entao

17 Ix( (2)|da < KM

Portanto,dn tal que

I Ix(@) = W (x)|dz < §

e conseqiientemente

f |f(z (x)|de <e onde VU(zr)=V,(x)

ii)Suponha que f seja nao-limitada, mas integravel e absolutamente integravel.

Para f nao-limitada apenas nas vizinhancas de a e b, temos que, f é limitada
no intervalo [a + d,b — J] para um dado § > 0.

Agora é s6 definir a fungdo ¥ como sendo igual a zero no intervalo

la,a + 6] U [b— 0,b] e logo temos

f|f (x)|dx < €

O teorema 3.1 quer dizer que, dada f : [a,b] — R, uma fungao /', existe uma
sucessao de fungoes continuas V,,(x) : [a,b] — R, com ¥, (a) = ¥, (b) = 0 tal
que

lim,, o0 fab |f(z) — W, (z)|dx =0

20



4.2 Convergencia pontual da série de Fourier

Nesta secao foram estudadas as condigoes sobre a funcao f que garantam a
convergéncia da série de fourier num ponto fixado x para o valor f(z). Para
isso foram feitas hipoteses sobre o comportamento de f nas vizinhancas do
ponto x. Foram calculados estimativas para o valor

en(x) = Sy (z) — f(x+0)J2rf(w*0)

onde

Sp(z) =% + 30 (ag cos X2 + by, sin 272

Sn(x) - f(IJrO);f(l“*O)

e vimos que e,(z) — 0, ou seja, quando n — oo

Portanto, isso estabelece a validade do teorema de Fourier.

4.3 Lema de Riemann-Lebesgue

Nesta secao foi demonstrado o seguinte lema

Seja f : [a,b] — R uma fungao [* em um intervalo [a, b].
Entao

limy 0 fab f(x)sin(tr)dr =0 e limy . fabf(x) cos(tx)dr =0

4.4 Identidade de Parseval

Uma fumcao f : [a,b] — R é chamada de quadrado integrdvel se f e |f|?
forem integraveis. Usaremos a nomenclatura funcio [? para designar tal
funcao

Uma sucessao f,, de fungoes de quadrado integraveis, em um intervalo [a, b],
converge, em média quadratica, para uma funcao f de quadrado integravel, se
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iy J} | ful@) = f(@)2de = 0

Designemos e,, como sendo

en = [, 1Su(x) — f(a)Pde

Como as reduzidas S, (z) da série de Fourier de uma func¢ao f de quadrado
integravel converge, em média quadratica, para f, entao

limy, oo [ [Sn(z) = f(2)]2dz =0

Para calcularmos e,, usamos as relacoes de ortogonalidade e as expressoes
dos coeficientes de Fourier, e obtemos

Gn:f_LL|f($>|2d _ﬂ_LZk  (aj +07)

como lim, ..o, =0 , logo

ffL |f(x)|2dx — L% — LY > (a2+b2)=0 e portanto
a0+zn (a2 +02) =L [t () Pda

essa relacao, que é conhecida como identidade de Parseval, serd usada na
préxima secao para provar a desigualdade isoperimétrica.

4.5 Problema Isoperimétrico

TEOREMA (A desigualdade isoperimétrica). A drea A englobada por qual-
quer curva simples plana fechada retificavel C', de comprimento L, satisfaz a
desigualdade

LQ
A< =
T Ar

além disso, a igualdade ocorre, se e s6 se, C' for um circulo.
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Def.1 Uma funcao f : R — R serd seccionalmente continua se ela tiver
apenas um numero finito de descontinuidade (todas de primeira espécie) em

qualquer intervalo limitado.
Def.2 Uma fungao f : R — R serd seccionalmente diferenciavel se ela for

seccionalmente continua e se a funcao derivada f’ for também seccionalmente

continua.

Dada uma curva fechada, simples e seccionalmente diferencidvel C', de
comprimento L, com parametrizacao a(t) = (z(t),y(t)) , t € [a,b], seu com-
primento e sua area sao dados por

L:/ VI ()2 +y(t)2dt e A:/ x(t)y (t)dt

O parametro s, comprimento de arco, é definido por

s(t) = / V(T2 +y/(7)2dr  t € [a,b]

Como s : [a,b] — [0, L] ¢é bijetiva e diferencidvel, podemos parametrizar
a curva C pelo comprimento de arco, obtendo
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como / V! ( T)2dT , entao

Sty =2t +y(t)2 = s{t)2=2"(t)>+y'(t)*> , e conseqiientemente

~ ~ ! 2 / 2 2
F(s(t))? + §/(s())2 = 20 4 L0 _ Oy

Portanto

F(s)?+7(st)? =1, sel0,L]

TEOREMA FOURIER Suponha que f e f’ sejam seccionalmente
continuas no intervalo —{ < x < [. Suponha, além disso, que f esta definida
fora do intervalo — < z < [ de modo a ser periédica com periodo 2. Entao
f tem uma série de Fourier

> nmwT
§j €08 7 4 by sin - )
—|— (a cos + sin ]

cujos coeficientes sao dados pelas equagoes abaixo. A série de Fourier con-

verge para f(z) em todos os pontos onde f é continua e converge para
0 -0 . ,

M em todos os pontos onde f é descontinua.

/ f(x cos@dx , n=20,1,2,3, ..

/f sin@daz , n=12,3, ..

4.6 Identidade de Parseval

Dada uma fungao f : R — R periédica de perfodo 2I, onde f, |f| e |f]* sdo
integraveis, seus coeficientes de Fourier a,, e b, estao relacionados por

24



Gy S (a4 1) =1/l (@) Pde
2 n=1 ! " l =l

Se f e g sao periddicas de periodo 2/ e seccionalmente continuas, entao,
usando a identidade de Parseval para a funcao f(x) + g(x), pode-se mostra

que

“0a°+z @i+ baB,) = / f(x

onde a,, e b, sao os coeﬁmentes de Fourier de f e a,, e (3, os de g.
Demonstracao do teorema (desigualdade isoperimétrica)

Para uma curva C seccionalmente diferenciavel, podemos obter uma parametrizagao

usando o comprimento de arco.
a(s) = (2(s),y(s)) ,  s€[0,L]
Parat =% | temos a(t) = (2(t),y(t)), t €[0,1]

onde x(t) =z(tL) e y(t) =g(tL), logo

yt)=y(L).L = o) =9(s).L
20y (1) = F(s)2.L2+7 (s)2. L7 = 2/(1)*+y/ (1) = L[ (s)*+7(5)*]
Portanto  2/(t)? + ¥/ (¢)* = L?

Como as fungoes z(t) e y(t) sdo periddicas de periodo 1 e seccionalmente
diferenciaveis, usando o teorema de Fourier, podemos escreve as suas séries
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x(t) = ap + Z(an cos 2nmt + by, sin 2nt)

n=1

y(t) = ap + Z(an cos 2nmt + (3, sin 2nwt)  derivando

n=1
2 (t) = Z(—2n7ran sin 2nrt 4 2nwb,, cos 2nmt)
n=1
y'(t) = Z(—eran sin 2n7t + 2nw /3, cos 2nmt)
n=1

Usando a identidade de Parseval nas expressoes de 2/(t) e ¥/(t) acima,

obtemos

= 1/2
Z[(—eran)Q + (27”&7Tbn)2] = 1—}2/ ’x/(t)‘2dt

-1/2

() 1/2
;[(—2”#0&71)2 + (2n73,)%] = 712 /_1/2 o/ () |dt

simplificando
00 1
247127r2(a,21 +b2) = 2/ |2 (t)|*dt
n=1 0
00 1
> wtnt(ad 45 =2 [ Iy (0P
n=1 0

somando membro a membro as expressoes acima ,obtemos

1 1 0o
[P [ lerd= Y ot + 5+ ok + )
0 0 n—=1

como z'(t)>+1vy/(t)> = L? , entdo, integrando e substituindo o membro
direito pela expressao do somatorio acima , temos
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1 1 1
/ ]:z:’(t)]th—ir/ |y'(t)]2dt:/ dt =
0 0 0

> 2nPn(a) + 0]+ ap + 07) = L
n=1

usando novamente a identidade de Parseval para as duas séries de z(t) e
y'(t) chegamos a

o

Z[aﬂmrﬂn + by (—2nmay,)] = 2/0 z(t)y (t)dt =

n=1

S (0B — buin) = /0 2By (D)t = A

Portanto

L —4nA = Z 20w (a2 + b2 + ol + 32) — 4n Z N (anfn — bpon) =
n=1 n=1
L? — 47 A = 27° Z(rﬂai + 0?02 + n*a? +n?B + 2nb,an, — 2na,B,) =
n=1

L? — 4w A = 27 i[(nan — Ba)? + (nby + o) + (n® = 1) (a2 + 52)]
n=1

que implica na desigualdade isoperimétrica procurada

L? —47A >0
a igualdade ocorrerd se a1 = (1 , by = -1 e a,=b,=a,=0,=0
para n > 1, conseqiientemente

x(t) = ag + a1 cos 2wt — v sin 27t
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y(t) = ap + aycos2nt +aysin2nt , 0<t<1

é a representacao paramétrica de um circulo.
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Capitulo 5

O GRAU TOPOLOGICO DE
BROUWER

Neste capitulo estamos interessados em construir uma ferramenta, o grau
topoldgico d(f,Q,y) de f com respeito a {2 e a y, que seja 1til na investigagao
de equagoes da forma f(x) = y, onde f é uma fungao continua definida em
um subconjunto 2 C R™ com valores em R" e y é um ponto dado em R".

A cada tripla (f,2,y) vamos associar um numero inteiro d(f,€,y) tal
que as propriedades da funcao d nos permitam encontrar respostas significa-
tivas quanto a existéncia, unicidade ou multiplicidade de solugoes da equacao

flx)=vy.

5.1 Preliminares

Iniciaremos, este capitulo introduzindo alguns conceitos preliminares de andlise
no R™ que sao necessarios para o estudo do grau topoldgico.

5.1.1 Diferenciacao

Definicao: Uma funcao f : R® — R™ ¢é diferencidvel em a € R", se existe
uma transformacao linear A : R — R™ tal que

L f et ) = f() = AR

h—0 |h| =0
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Teorema 5.1 Se f: R" — R™ ¢é diferenciavel em a € R", existe uma unica
transformacao linear A : R™ — R™ tal que

o fa ) = f(@) = A)

=0
h—0 |h,|

Teorema 5.2 (Regra da Cadeia) Se f : R" — R™ ¢ diferencidvel em a,
e g:R™ — RP € diferencidvel em f(a), entao a composi¢ao go f: R" — RP
¢ diferencidvel em a, e

D(go f)(a) = Dg(f(a)) o Df(a).

Derivadas Parciais.

Seja f: R" — R e a € R", o limite

lim fla*,....a"+h,...,a") — f(a',... a")
h—0 h

se existe, é denotado por D;f(a), e chamado a i-ésima derivada parcial de f
em a.

Teorema 5.3 Se D;;f e D;;f sao continuas em um conjunto aberto con-
tendo a, entao

D;;f(a) = Dj;f(a).

A fungao D, ; é chamada derivada parcial mista de segunda ordem de f.

Teorema 5.4 Seja A C R". Se o mdzimo (ou minimo) de f : A — R ocorre
em um ponto a no interior de A e D;f(a) existe, entio D;f(a) = 0.

Dem.: Seja g;(z) = ( .,a"). Evidentemente g; tem um maximo
(ou minimo) em a’, e g; é deﬁnlda em um intervalo aberto contendo a'.
Portanto, 0 = g(a’) = (a) O que prova o Teorema.

Observagao: A r aproca nao é verdadeira.

Derivadas.

Teorema 5.5 Se f : R" — R™ ¢ diferencidvel em a, entao D;f*(a) existe
paral <i<m,1<j<ne f'(a) éamatriz (D;f (a))mxn-
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Teorema 5.6 Se f : R" — R™, entao Df(a) existe se todas as D, f'(x)
existem em um congunto aberto contendo a, e se cada fungao D;f* é continua
em a.

Tal funcao f é chamada continuamente diferenciavel em a.

Teorema 5.7 Sejam ¢1,...,gn : R® — R continuamente diferencidveis em
a, e seja f: R™ — R diferencidvel em (g1(a), ..., gm(a)). Definindo a fun¢ao
F:R"—= R por F(x) = f(q1(x),...,gm(x)), entdao

DiF(a) = ZDjf(gl(a), -+ 9m(a)) - Digj(a).

Nos préximos dois topicos, serao expostos, sem demonstragao, resultados
que acompanham um matematico em toda sua jornada.
Funcgoes Inversas

Lema 5.1.1 Seja A C R™ um retangulo e seja f : A — R" continuamente
diferencidvel. Se existe um nimero M tal que |D;f*(z)] < M para todo x no
interior de A, entao

[f(2) = f(y)| < n*M|z —y|
para todo x,y € A.

Teorema 5.8 (Teorema da Funcao Inversa) Seja f @ R" — R" uma
funcao continuamente diferencidvel em um conjunto aberto contendo a, e
det f'(a) # 0. Entdo existe um conjunto aberto V' contendo a e um conjunto
aberto W contendo f(a) tal que f : V — W tem uma fungdo inversa continua
LW — V que € diferencidvel, e para todo y € W satisfaz

@) =1

Teorema da Funcao Implicita

Teorema 5.9 Seja f : R" x R™ — R™ uma funcao continuamente dife-
rencidvel em um conjunto aberto contendo (a,b) e f(a,b) = 0. Considere M
a matriz de ordem m definida por

(Dnyjf'(a,b))  1<i,j<m.
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Se det M +# 0, existe um conjunto aberto A C R™ contendo a e um conjunto
B C R™ contendo b, com a sequinte propriedade: para cada x € A existe um
unico g(z) € B tal que f(z,g(x)) =0. A funcao g € diferencidvel.

O préximo resultado é uma generalizagao da idéia deste teorema.

Teorema 5.10 Seja f : R® — RP continuamente diferencidvel em um con-
junto aberto contendo a, onde p < n. Se f(a) =0 e a matriz (D;f*(a)) tem
posto p, entao existe um conjunto aberto A C R™ contendo a e uma funcao
diferencidvel h : A — R™ com uma inversa diferencidvel tal que

foh(zh, ... a™) = (™ P . am).

Teorema 5.11 (TEOREMA DE MUDANCA DE VARIA VEIS).
Sejam h : U — V difeomorfismo de classe C* entre abertos U,V C R™,
X C U um compacto J-mensurdvel e f : h(X) — R uma fun¢ao integrdvel.
Entao f oh ¢ integravel e

/ f(y)dyz/f(h(x))-|det K (z)| d.
h(X) X

Teorema de Fubini

A reducgao de uma integral sobre um bloco m-dimensional (integral miltipla)
a uma seqiiéncia de m integrais de fung¢oes de uma variavel (integral repetida)
é um eficaz instrumento de cédlculo. Para tal, utiliza-se o teorema abaixo:

Teorema 5.12 (Teorema de Fubini) Sejam A C R™, B C R™ retangulos
fechados e f : A x B — R integrdvel. Para x € A seja g, : B — R definida
por g.(y) = f(x,y) e considere

p(z) ZS/ng zs/Bf(ﬂs,y)dy,
v@) =5 [ 0. =5 [ty

Entao ¢ e 1 sdao integrdveis em A e

AxBf:A@:A<S/Bf<x,y)dy) dr,
AxBf:A¢:[4(S/Bf(x,y)dy> dz.
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O proximo teorema ¢é de fundamental importancia na construcao do Grau
Topoldgico.

Lema 5.1.2 Seja A C R™ um retangulo e g : A — R™ continuamente dife-
rencidvel. Se existe M tal que |D;g'(z)| < M para todo x no interior de A,
entao

9(2) = 9(y)] < n°Mlx —y| Va,ye A

Teorema 5.13 (Teorema de Sard) Seja g: A — R" continuamente dife-
rencidvel, onde A C R™ € aberto, e seja B = {x € A; det ¢’(x) = 0}. Entao
g(B) tem medida 0.

Dem.: Considere U C A sendo um retangulo fechado, tal que todos os
lados tém comprimento [. Se N é suficiente grande e U é dividido em N™
retangulos com lados [/N. Seja S cada retangulo de lado [/N, se x € S e
sendo ¢ diferenciavel, tem-se

lim l9(y) — g(z) — Dg(x)(y — z)|
y—z ly — |

:07

ou seja, dado € > 0, 30 > 0 tal que

O<ly—a|<d= 9(y) = 9() = Dy(2)(y —2)| _

ly — x|
= |9(y) — g9(x) — Dg(x)(y — )| < ely — z|.

Além disso,
ly —z| < v/n I/N
ely — x| < ev/n 1/N.
Daf |g(y) — g(x) — Dg(z)(y — z)| < ely —z| < ey/n(l/N)Vy € 5. Se S
intercepta B pode-se escolher x € S N B; como det ¢'(z) = 0, o conjunto
{Dg(z)(y — x); y € S} esta contido num subespago V' de dimensao (n — 1).
Portanto {g(y)—g(x); y € S} estd a uma distancia e\/n (I/N) de V', de modo
que {g(y); y € S} estd a uma distancia ey/n (I/N) do plano V + g(z).
Por outro lado, pelo Lema 5.1.2, existe M tal que

l9(x) — g(y)| < M|z —y| < My/n(l/N).

Assim, se S intercepta B, {g(y); y € S} estd contido em um cilindro
cuja altura é menor que 2ey/n(l/N) e cuja base é uma esfera (de dimensao
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(n — 1)) de raio menor que M+/n(l/N). Este cilindro tem volume menor
que C(I/N)"e para alguma constante C. H4, no médximo, N" retangulos
semelhantes a S, portanto g(U N B) encontra-se em um conjunto de volume
menor que C(I/N)"-e- N" = CI™ - e. Desde que isto é verdadeiro para todo
e > 0, o conjunto g(U N B) tem medida zero. Como A pode ser coberto por
uma seqiiéncia de retangulos semelhantes a U, pelo Teorema 7?7, g(B) tem
medida nula.

5.1.2 Grau Topolégico em Dimensao Finita

O Grau Topolédgico d(f,€,y) é uma ferramenta que nos da informagoes
quanto a existéncia de solugbes de equagbes da forma f(x) = y, onde f é
uma funcao continua definida em um subconjunto €2 C R™ com valores em
R™ e y ¢ um ponto dado em R".

Nestas notas serao trabalhadas sua unicidade, construcao e, também,
algumas aplicagoes, partindo-se do fato de que tal funcao exista com as
seguintes propriedades:(a) Assume valor 1 quando f = id; (b) Traz in-
formagoes sobre a localizagao das solugoes de f; e (c) E invariante por ho-
motopia.

Unicidade do Grau

Nesta secao serao apresentados os passos que mostram a existéncia de uma
unica fungdo d : {(f,Q,y)} — Z sendo Q C R™ aberto e limitado,
f:Q — R" continua e y € R™\ f(019), satisfazendo:

(d1) d(id,Q,y) =1 para y €.

(d2) d(f,Q,y) = d(f,Q,y) +d(f,Qs,y) onde 4, 2y sdo subconjuntos aber-
tos disjuntos de € tais que y & f(Q\(Q; U Qy)).

(d3) d(h(t,-), S, y(t)) é independente de t € J = [0,1] onde h : J x Q — R"
é continua, y : J — R" é continua e y(t) & h(t,00) para todo t € J.

Isso serd feito por redugoes a situacoes mais simples. Inicialmente mostra-se
7 . . ~ — 00
que o grau é unicamente determinado para valores de funcoes C' .

De C(Q) para C~ ().
As duas proposigoes que seguem sao imprescindiveis para o restante do
trabalho.

Proposicao 5.1 Seja A C R" compacto e f : A — R™ continua. FEntao
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[ pode ser estendida continuamente para o R", isto é, existe uma continua
f:R" — R" tal que f( ) = f(x) para todo z € A.

Proposicao 5.2 (a) Seja A C R™ compacto, f € C(A) e e > 0. Entdo
existe uma fungio g € C°(R™) tal que |f(x) — g(z)] < € em A.

(b) Dado f € Cle>0ed>0 tal que Qs ={x € Q;  o(x,00) > 5} £ 0,
eziste g € C(R™) tal que |f — glo + mazq,|f'(x) — ¢'(z)| <€

Concluindo essa primeira etapa, tem-se:

Proposmao 5.3 Sejam f € C(Q),y & £(0Q) e a = oy, f(0Q)) > 0. Entdo
existe g € C° (Q) tal que |f — glo < o, e

d(f,Q,y) =d(g,9Q,y)

De valores regulares para valores singulares.
Este é um dos resultados fundamentais na unicidade do Grau, e também
muito util para sua construgao.

Proposicao 5.4 Sejam f € C(Q) ey & f(0Q). Sey é um valor reqular
de f, entao f(x) =y tem um nidmero finito de solugdes.

Dem.: Como y é um valor regular de f, Jg(xo) # 0 e o Teorema 5.8 nos
garante a existéncia de U = B.(xo) tal que f |y é um homeomorfismo, e
portanto, uma bije¢do. Dal segue que, para z, € f~'(y), podemos tomar
U = B.(x) tal que f~*(y) N B(zy) = {z,}. Concluimos, portanto, que os
elementos de f~!(y) sao pontos isolados. Conseqiientemente, f~!(y) deve ser
finito.

Suponha que f~'(y) seja infinito. Entao existe ponto de acumulacio
pertencente a €. Pela compacidade de Q e a continuidade da f, mostra-se
que um dado xy € f~!(y) pertence a Q e é ponto de acumulacao, que nao é
isolado, o que é um absurdo.

Proposicao 5.5 Sejam yo € R" e f € C(Q) tais que yo & f(09Q). Entio
eziste a > 0 tal que d(f,Q,y) = d(f,,y0) para todo y € Bu(yo).

Dem.: Seja a = o(yo, f(O)) > 0, entdo B,(yo) N f(aQ) = (). Defina

h(t, ) = f(x) e y(t) = tyo + (1 = t)y com y € Ba(yo), t € [0,1]. Temos
que h(t, I) e y(t) cumprem as condigoes de (d3). Assim, concluimos que
d(h(t,z),Q,y(t)) independe de ¢ € [0,1]. Portanto

d(fa Qv y) - d(fv Qv yO) vy € Ba(yﬂ)'
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Esta proposicao e o Teorema 5.13 permitem concluir que para calcular o
d(f,Q,y) basta considerar y valor regular de f.

De C”° para Transformagoes Lineares.
Esta é a ultima etapa na redugao do problema da unicidade do Grau.

Resultados decorrentes de (d2):

Lema 5.1.3 Sejam Q C R aberto e limitado, f € C(Q) ey € R tal que

y & f(09), entao:

(a) d(f> 0, y) =0; o

(b) Se Qy € um subconjunto aberto de Q2 ey & f(Q\Q) entdo d(f,,y) =

a(f,Q,y);

(c) Se f € CT(Q), y & f(S1() e f(y) =0, entdo d(f,9,y) =0.
Finalizando essa tultima etapa, sera enunciado um dos principais resulta-

dos desta secao; fazendo uso do mesmo, juntamente com a Proposicao 5.7,
conclui-se a unicidade do Grau.

Proposicio 5.6 Sejam f € C~(Q), y & f(OQUS;(Q)) e fHy) = {z", 22, ...

Entao existe r > 0 tal que
d(f, Q) =Y d(f ('), B,(0),0).
i=1
O Caso Linear

Proposicao 5.7 Seja A uma matriz n x n real com det A # 0, sejam
Ay ..oy A 0s autovalores negativos de A e oo, ..., q, suas multiplicidades
como zeros de det(A — \id), assumindo que A tenha tais autovalores. Entao
R™ € a soma direta de dois subespacos N e M, R" = N @& M, tais que:

(a) M e N sdo invariantes por A;

(b) Aln tem somente os autovalores Ay, ..., Ay € Ay nao tem autovalores
neqativos;

(¢) dimN =77 ay.

Teorema 5.14 (Unicidade do Grau) Seja
M ={(f,Qy): Q€ R" aberto e limitado, f € C(Q) ey € R™\f(0Q)}.

Entao existe no mdximo uma funcdao d : M — 7Z satisfazendo as propriedades
(d1)—(d3). Além do mais, tais propriedades implicam que d(A,$,0) =
sgn det A para aplicagoes lineares A com det A £ 0 e 0 € ().
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Construcao do Grau

Nesta secao, o Grau sera definido em trés etapas.
Definicao do grau restrita a valores regulares de f € 61(9).

Seja 2 C R™ aberto e limitado, f € 61(9) ey € R\ f(0QU Sy). Entao:

sgndy(x), se [ (y) #0
d(f7 Q? y) = CL‘E;(Z/)
0, se fiy)=10

A fim de generalizar a definicao do Grau para além de valores regulares,
substitui-se Y | sgnJ¢(z) por uma integral apropriada, tendo em vista que ela
nao enxerga conjuntos de medida nula.

Proposigao 5.8 Sejam Q) C R™ aberto e limitado, f € 61(9) ey € R™\ f(0QU
St), e (pe)e > 0 a familia de fungdes regularizantes dada por

Pe(r) =€ "1 (96) :

€

onde ¢y : R" — R de classe C*(R™) ¢é dada por

—1
c-exp| ——5 |, ara r|<1
=] oo (TE) v ol
0, caso contrrio.

Entao existe e = €y(y, f) tal que

a(f,Q,y) = /ngg(f(a:) —y)Jg(x)dr, para 0<e<e.

De valores regulares para valores singulares
Uma vez definido o Grau para valores regulares, a definicao sera modifi-
cada de modo a abranger também os valores singulares.

Proposigao 5.9 Considere [ € GQ(Q) e yo & f(092). Seja a =
o(yo, f(O)) e suponha que y*,y*> € Ba(yo) sdo dois valores regulares de
f. Entao

d(f,,y") = d(f, 2, 9%).
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Dai, tem-se a seguinte defini¢ao:
Definicao do grau para qualquer valor de f € 62(9).

Sejam 2 C R™ aberto e limitado, f € 62(9) ey & f(0). Definimos
d(f,Q,y) = d(f,Q,y"), onde y' é um valor regular de f tal que | y' —y| <
o(y, f(OQ)) e d(f,,y) é dado pela definigao anterior.

A definicao do Grau ser ampliada a sua forma mais genérica, ou seja, para

fecQ).
Definicao do grau para f € C(Q).

Sejam f € C(Q2) ey € R™\ f(09). Entao definimos d(f,$,y) = d(g,Q,y),
em que g € 62(9) ¢ uma funcao tal que |g — f|, < o(y, f(0R2)) e d(g,,y) é
dado pela defini¢ao anterior.

O Grau assim definido, apresenta as propriedades a seguir:

Propriedades do Grau

Proposicao 5.10 Sejam M = {(f,Q,y): Q@ C R"

aberto e limitado, f € C(Q) ey & f(OV} ed : M — 7Z o grau
topologico. Entao d satisfaz:
(d1) d(id,Q,y) =1 para y € §;
(d2) d(f,Q,y) = d(f,Q,y) + d(f,Qa,y) quando Q; e Qs sao subconjuntos
abertos e disjuntos de ) tais que y & f(Q\ (1 UQ));
(d3) d(h(t,-),,y(t)) independe det € J = [0,1] sempre que h : JxQ — R®
ey:J— R" forem continuas e y(t) & h(t,082) para todo t € J;
(d4) d(f,,y) # 0 implica f~'(y) # 0; B
(d5) d(-,Q,y) e d(f,Q,) sio constantes em {g € (Q); g — flo < r} e
B, (y) C R, respectivamente, onde r = o(y, f(0R2)). Além disso, d(f,€,-) é
constante em cada componente coneza de R"\ f(0R);
(d6) d(g7 Q7y) = d(f7 Q7y) sempre que g |8Q: f|BQ;'
(d7) d(f,Q,y) = d(f,,y) para todo subconjunto aberto Qy de § tal que

y & F).

Dem.: Pelo Teorema 5.14 as trés primeiras propriedades sao verdadeiras,
dai mostraremos as restantes.

(d4) J sabemos que f~'(y) = 0 implica que d(f,Q,y) = 0. Entao, se
d(f,Qy) #0, f~(y) = 0.
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(d5) As duas primeiras partes vém da definicdo do Grau. Daremos a prova
da tltima. Desde que R™\ f(02) é aberto, suas componentes conexas sao
abertos de R", sendo portanto conexas por caminhos. Dai se K é uma
componente conexa de R™\ f(9Q) e y',y? € K, existe uma curva continua
y : [0,1] — K com y(0) = y' e y(1) = y?* portanto, por (d3), temos
d(f, Q0 yt) = d(f, 2, y%).

(d6) Seja h(t,z) = tf(x)+ (1 — t)g(z), t € [0,1], que é continua. Basta
verificar que y & h(t,00) para todo t € [0, 1]. Para tanto, seja z € 02, entao

ht,x) = tf(x)+ (1 —t)g(x)
= tf(x)+ (1—t)f(l°)
= fla)#

(d7) Vé-se facilmente que resulta de (d2).
Pode-se perceber que (d4)-(d7) sao conseqiiéncias de (d1)-(d3).

Aplicacgoes do Grau

Ponto Fixo de Brouwer

Teoremas que asseguram a existéncia de um ponto fixo para certos tipos
de aplicacoes sao sempre interessantes pois, em principio, a busca de uma
solugdo z para uma equagao do tipo f(x) = y reduz-se & procura de um
ponto fixo para a aplicagdo F, definida por F(z) = f(x)+x —y. Com efeito,
Fla) =z & f(x) = y.

Lema 5.1.4 Seja D C R"™ um conjunto qualquer e B o conjunto de todas as
combinacoes convezras de elementos de D, isto €,

{Zm tteD;Nelo1]e ZA_lnEN}

Entao B = convD

Teorema 5.15 (Brouwer) Seja D C R™ um conjunto compacto convexo
nao-vazio e f : D — D uma fungao continua. Entao f tem um ponto fizo.

Dem.: Parte 1. Suponha que D = B,(0) e que f ndo possui pontos fixos
na fronteira de D. Defina h : [0,1] x D — R" por h(t,z) = = — tf(z).
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Mostremos que 0 & A([0,1] x 09). Se tivéssemos xo € D e ty € [0, 1] tais
que h(to, zo) = 0 obterfamos f(zg) = x¢, 0 que é absurdo. Assim, aplicando
(d3) obtemos

d(id — f,intD,0) = d(id, B,(0),0) = 1.

Logo, a equagdo x — f(z) = 0 possui pelo menos uma solugao em D.
Parte 2. Para o caso de um dominio mais geral, considere a extensao
continua de f dada por

f(zx), se x€D
F() h
xr)= —i —i i
(Zﬁ %@0 27p,(x) f(a'), se x gD
i>1 i>1
em que {a',a? ...} é um subconjunto enumerdvel denso em D e
M—Ml}
wi(r) =mazx < 2 — ,0 Ve & D.
) { o(z, D)

Mostremos que f(R™) C D, e que tem ponto fixo. Denotemos por X =

convf(D) e notemos que f(R") C X. Quando x € D é trivial. No caso em
que z € D note que f(x) = lim S,, onde

S = lz Q—igoi(x)] S 27 (@) f (o).

i>1 i>1

Um simples raciocinio verifica que S,, € X. Podemos entao concluir que
f(R") C X = convf(D). Assim, pela compacidade de D, fica provado que
F(R™) c D.

Para concluir, tomemos 7 suficientemente grande para que D esteja con-
tido em B,(0). Pela primeira parte, existe € B,(0) tal que f tem ponto

fixo. Mas f(x) € D, o que implica x € D, e dai, que f possui ponto fixo.

Observacgao. O resultado acima permanece valido se D for somente home-
omorfo a um compacto convexo.

Dem.: Suponha que Dy seja compacto convexo e h 0 homeomorfismo tal que
D = h(Dy). Entao h='fh : Dy — Dy cumpre as condicoes do Teorema 5.15,
e portanto, tem ponto fixo, ou seja, para algum zg € Dy A= (f(h(z0))) = o,
isto é, f(h(zg)) = h(xo), onde h(zq) é o ponto fixo de f.
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Exemplo (Perrom-Frobenius). Seja A = (a;;)nxn com a;; > 0. Entao
existe A > 0 e x # 0 tal que z; > 0 para todo i e Ax = Ax. Noutras
palavras, A tem um autovetor nao-negativo correspondente a um autovalor
nao-negativo.

Exemplo. Nao existe uma fungao continua definida da bola fechada na sua
fronteira que deixe fixos todos os pontos da fronteira.

A partir deste resultado, tem-se uma equivaléncia ao Teorema do Ponto
Fixo, como se segue:

Teorema 5.16 Suponha que ndo exista f : B,(0) — 9B,(0) continua tal

que f(x) = x para todo x € 0B,(0). Entdo g : B,(0) — B,(0) continua
possui um ponto fizo.

Funcoes Sobrejetivas

Pelo teorema seguinte tem-se que sob certas condigoes de crescimento em
feCR), f(R") =R"™
Teorema 5.17 Se f € C(R") tal que <f(x)
Entao f(R™) =R".

x
,|—|> — 00 quando |xr| — 0.
x

Teorema do Ourico

Teorema 5.18 Sejam 2 aberto e limitado com 0 € Q e f : 0Q — R™"\{0}
continua. Suponha também que o espaco n-dimensional € impar. FEntao
existe xyg € 0N tal que f(xg) = Az, para X # 0.

Dem.: Pode-se supor que f € C(Q). Como n é fmpar entdo d(—id,$2,0) =
—1. Considere d(f,,0) # —1. Entao h(t,z) = (1 —t)f(z)+t(—x) é tal que
h(0,z) = f(z) e h(1,2) = —x = —id(z). Se h(t,z) #0 Ve € 0N et € [0,1]
entdao d(h(0,-),Q,0) = d(h(1,-),Q,0) = —1, o que nao ocorre por hipétese.
Assim, h(to, z9) = 0 para algum ¢, € (0,1) e zg € 0f2. Dessa maneira

h(to,z0) = (1 —to)f(o) + to(—20)
to

0 = (1 — to)f(l'o) + to(—.%'g) = f(iEo) = 1 tOZCO = )\LCO

to
1—1

£ 0.

em que \ =
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Suponha agora que d(f,2,0) = —1. Entao h(t,z) = (1 —t)f(z) + tx
é tal que h(0,z) = f(z) e h(l,2) = = = id(x). Se h(t,z) # 0Vx € 0Q e
t € [0,1] entao d(f,£2,0) = d(id,Q2,0) = 1 o que nao ocorre por hipétese.
Logo h(ty, zg) = 0 para algum ¢, € (0,1) e zyg € 0. Dessa maneira,

h(to,l‘o) = (]. — to)f(x(]) + toIO

0 = (1—to)f(z0) + toro = flxg) = —

11—+t

Ty = )\fL‘()

to
to—1

£ 0.

em que \; =

Observagao. Uma rotagao por m/2 de uma esfera unitaria no C = R?, isto
é f(xq1,x2) = (—x2,21) é um bom contra-exemplo, quando n é par.
Observagao. No caso em que 2 = B;(0), o teorema nos diz que nao ha um
campo continuo de vetores tangentes que nao se anule em S = 90B;(0). De
fato, seja f : S — R tal que f(z) #0e (f(z),x) = 0 para todo = € S. Pelo
Teorema 5.18 existe zo € S tal que f(xg) = A\zg, com A # 0. Mas

(f(x0),z0) = (Ao, x0) = )\|$0‘2 -0

implica o = 0, que é uma contradicao. Logo, f tem valor nulo em algum
ponto de S.

Veja dois exemplos que ilustram esta observagao.

Exemplos. 1) Suponha que vocé tenha uma esfera cabeluda. Tente pented-
la, e vera que sempre havera um redemoinho.

2) O vento na superficie da Terra é um campo continuo de
vetores tangentes a sua superficie. Entao, pelo teorema, em pelo menos um
ponto sobre a superficie do planeta nao venta.

Teorema de Borsuk

Este Teorema é importante pelo fato de garantir a existéncia de solugoes
quando f e € satisfazem certas condigoes.

Teorema 5.19 (Borsuk) Seja Q@ C R™ aberto, limitado e simétrico com

respeito a origem, e 0 € Q. Seja f € C(2) uma fungdao impar com 0 & f(09).
Entao d(f,,0) € impar.
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O resultado seguinte é uma generalizagao do teorema.

Corolario 5.1 Seja @ C R™ aberto, limitado e simétrico com respeito a
0€Q. Seja feC(Q) tal que 0 & f(ON) e f(—x) # Af(z) em OQ para todo
A > 1. Entao d(f,Q,0) é impar.

Corolario 5.2 (Borsuk-Ulam) Sejam Q C R" como no enunciado do Teo-
rema 5.19, f : 02 — R™ continua com m < n. Entao f(z) = f(—z) para
algum x € 0f).

Dem.: Suponha o contrario, isto é, que g(z) = f(z) — f(—=z) # 0, para todo
x € 0f). Seja entao g a parte impar da extensao continua de g para todo o
2, a qual é também continua. Seja agora ¢ : () — R" dada por

§ = (g(z), 0,0,...,0).
g=(g(z) )

n—m termos

Naturalmente, g(—xz) = —g(z) para z € 0. Como 0 ¢ G(0Q) e g é
impar, pelo Teorema 5.19, d(g,2,0) # 0. Por (d5) temos que d(g,Q,y) =
d(g,€2,0) # 0 para todo y em alguma bola n-dimensional B, (0). Desta forma

(d4) implica que §(£2) contém um aberto de R", o que é um absurdo tendo
em vista a definicao de g.

Exemplo. Considerando a Terra redonda, uma aplicacao deste corolario, é
que existem dois pontos opostos sobre a Terra que tém a mesma temperatura
e pressao. Se assumirmos que a temperatura e a pressao variam continu-
amente sobre os pontos da Terra, teremos um caso particular do corolario
com a superficie da Terra sendo 02, n =3 e m = 2.

O Teorema 5.19 ajuda encontrar uma condicao suficiente para que uma
aplicacao continua f seja aberta, a saber: deve ser localmente injetiva.

Teorema 5.20 Seja Q) C R™ aberto e f : Q@ — R™ continua e localmente
mjetiva. Entao f é uma aplicagao aberta.

Exemplo. Uma aplicacao f:R"™ — R” continua, localmente injetora e tal
que ‘ 1|im |f(x)] = 0o é obrigatoriamente sobrejetiva.
Tr|—00
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A Formula do Produto

A Férmula do Produto relaciona o grau de uma aplicagdo composta g(f(x))
com o grau de g e f.

Teorema 5.21 Sejam 2 € R™ aberto e limitado, f € C(Q), g € C(R"), K,
as componentes conezxas limitadas de R™\ f(0Q) ey & (¢f)(0). Entdo

d(gf. ) Zd £, K;) - d(g, Ki, y)

onde somente uma quantidade finita de termos € diferente de zero.

O préximo teorema, aparentemente trivial, exige sutileza na sua demons-
tragao. Com o auxilio do Grau, é possivel uma prova menos trabalhosa.

Teorema 5.22 (Jordan) Seja C' C R? o trago de uma curva fechada sem
auto- intersecgoes. Entao C divide o plano em duas componentes conexas:

G e Gy. Além disso, C = 0G| = 0Gy e Gy = R*\G}.
Prova-se que este teorema ¢é equivalente ao seguinte.

Teorema 5.23 Seja C C R? o trago de uma curva homeomorfo a 0B;(0),
entao R®\C' tem exatamente duas componentes conezas.

O préximo teorema é uma generalizagao deste dltimo, para o R™.

Teorema 5.24 Sejam €2y,§25 C R™ conjuntos compactos e homeomorfos um
ao outro. Entao R™\Qy e R"\Qy tém a mesma quantidade de componentes
conexas.

Observacao Final

Até agora, foi visto que na construcao do grau, 2 C R"™ deve ser limitado para
que f~(y) C Q seja compacto, quando f € C(Q) ey ¢ f(95). Considerando
Q) C R ilimitado, ainda é possivel encontrar uma funcao f € C(Q) tal que
F~Yy) seja compacto e y & f(99). Nessas condicoes, pode-se definir o grau
da seguinte forma:

Definigao. Sejam 2 C R" aberto e C(Q) o conjunto de toda f € C(Q)
tal que sup |z — f(z)] < oco. Seja M = {(f,Q,y) : Q C R"aberto, f €
Q
C(Q) e y & f(dQ)}. Entdo, d : M — Z é definido por d(f,Q,y) =
( f,2N Q,y), onde Q4 é qualquer conjunto aberto e limitado que contém
-1

(y)-
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