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INICIACAO AO ESTUDO DAS

EQUACOES DIFERENCIAIS
PARCIAIS



RELATORIO PARCIAL DE ATIVIDADES

Introducao

Este trabalho é um resumo das atividades exercidas pelo bolsista no Pro-
grama Institucional de Bolsas de Iniciagao Cientifica, PIBIC/CNPq/UFPB
entre agosto de 2002 e julho de 2003. Serao aqui exibidos: uma exposigao
introdutéria do projeto; seus objetivos; metodologia e finalmente, o contetido
pesquisado e desenvolvido. O relatorio termina com a informacao de toda a
bibliografia utilizada. Em anexo segue copia do cronograma do projeto.

Aqui estao numeradas algumas informacoes julgadas importantes

1. Como atividade complementar de grande proveito para o bolsista, ele
participou, sendo também palestrante, de um encontro envolvendo to-
dos os integrandes do grupo que forma o "Projeto de Pesquisa Inte-
grado em Anadlise”, mais adiante citado, realizado na primeira semana
de fevereiro de 2003.

2. Ao participar da ”Primeira Bienal da Sociedade Brasileira de Mate-
matica”, realizada na Universidade Federal de Minas Gerais em Belo
Horizonte no periodo de 14 a 18 de outubro de 2002, o orientando, com
o objetivo de complementar seus estudos, buscou assistir palestras e

mini-cursos que mais se aproximavam de sua area de pesquisa

3. Julgou-se de fundamental importancia a necessidade de dedicar toda
a primeira parte deste projeto nos fundamentos da Anélise Funcional,
visto que, paralelo a isto, o aluno ainda iniciava seus estudos em Analise.
Assim ele reconhece a importancia desta teoria pois, junto com vérias

outras justificativas ainda por serem citadas, verificou-se uma extrema



facilidade no entendimento da linguagem e teoria na ”Introducao a

Anélise Real”.

4. O aluno, afim de aprimorar-se e aprofundar-se em sua pesquisa e acon-
selhado por seu orientador, participou de varias palestras oferecidas
pelo Departamento de Matematica desta Universidade, durante todo o

periodo de 2002.2, janeiro, fevereiro e marco do ano corrente.

O bolsista sente-se agradecido por ter o privilégio de participar de tao
importante projeto patrocinado pelo PIBIC/CNPq/UFPB pois reconhece a
importancia nao s6 académica, mas cultural (por despertar criatividade e in-
teresse em pesquisa no ramo da matématica) e social (por integra-lo em gru-
pos de estudantes e professores criando, assim, um novo ciclo de amizades).

Esta atividade de pesquisa s6 tras beneficios para o aluno que cria uma
maior indepéndencia no processo de aprendizagem, facilitando todo o desen-
volvimento do curso de graduagao em Matematica (bacharelado). Facilidade
essa concebida pelo simples fato de olhar para a Matematica nao apenas como
uma obrigacao profissional, mas como uma empolgante ciéncia que merece
total atencao do bolsista, cuja vocagao, agora sem mais nenhuma duvida, é

estudar a mesma.

Objetivo

O estudo das equacoes diferenciais parciais é o objetivo central deste
projeto e portanto, foi necessaria um introdugao em Anaalise Funcional, afim
de embasar o aluno para assuntos mais avancados. As atividades iniciaram-
se com os espacos métricos, de Banach e de Hilbert, findando, de acordo com
o previsto, com o estudo dos espacos de Sobolev e aplicacoes em equacoes

diferenciais parciais.



Com este estudo, o Projeto nao somente oferece ao bolsista o amadurec-
imento do tema e aplicagoes das ferramentas nas disciplinas basicas da gra-
duacgao, mas sobretudo solidifica conhecimentos e treinamentos que venham,
de forma efetiva, lancar com sucesso o aluno em uma futura pés-graduacao.

Estando esta Iniciagao Cientifica orientada pelo coordenador do grupo
"Projeto Integrado de Pesquisa em Analise”, Prof. Joao Marcos Bezerra do
O, com apoio do Instituto Milénio, o orientando se beneficia dos estudos
em grupo, com colegas, professores e pesquisadores ligados a este projeto de
pesquisa. Desta forma, criou-se um ambiente cientifico bastante dinamico e

motivador.

METODOLOGIA UTILIZADA

As atividades de pesquisa sao elaboradas através do uso de uma metodolo-

gia tradicional na matématica, composta por:
a) Leitura de textos da bibliografia;
b) Resolucao de exercicios para fixagdo dos conceitos; e

c) Apresentacoes semanais dos estudos ao orientador.



DETALHAMENTO DAS ATIVIDADES EXERCIDAS



Capitulo 1

Espacos Métricos

Referente aos meses de Setembro/Outubro de 2002

Neste periodo de inicio de atividades, foram estudadas bastantes definicoes
e teoremas referentes ao Capitulo 1 da ref. [1]. Abaixo tém-se um pequeno
resumo do que foi trabalhado e discutido ao longo do bimestre inicial. O
ponto de partida foram definicoes, de certa forma novas para o aluno, do
que vém a ser espagos métricos, sequéncia de Cauchy, espagos com-
pletos. Foram relembradas outras defini¢oes tais como fungao continua,
bola aberta, bola fechada, esfera, sequéncia convergente, ponto de
acumulacao, feixo de um conjunto. Todos os teoremas estudados estao
abaixo relacionados, bem como algumas defini¢oes e resultados interessantes.
Sem necessidade de esclarecer novamente daqui para frente, muitos exercicios

foram resolvidos de acordo com a teoria exposta neste trabalho.

Definigao: Um espago métrico é um par (E,d) onde E é um conjunto
e d uma funcao definida em E x E a valores reais, ou seja: d : E x F — R.

Esta funcao é chamada de métrica e goza das seguintes propriedades:



Ml1. d(xz,y) > 0Vz,y € E;
M2. d(z,y) =0z =y;
M3. d(x,y) = d(y,x) (simetria);

M4. d(z,y) < d(x,z)+ d(z,y) (desigualdade triangular);

Observacao:

a) Por indugao obtém-se de 4 uma desigualdade triangular generalizada:

d(x1,x,) < d(z1,29) + d(22, 23) + ... + d(2p_1,T4).

b) E costumeiro referir-se a um espago métrico (E,d) apenas por E e

proceder-se-a desta forma neste trabalho

Um subespago de um espaco métrico E consiste em um conjunto F' C E
e a restricao da métrica d ao conjunto F' x F. Ou seja, a métrica em F é a

restricio d = d|pyp.

Exemplos:
1- R munido da métrica d(z,y) = |z — y|
2- Espaco B(A) das fungoes limitadas.

Cada elemento k € B(A) é uma fungao definida e limitada no conjunto

A. A métrica apresentada para exemplo é:

d(z,y) = Sup 2(t) — y(t)|



3- Espagos " (p>1)

Por definicao, cada elemento x € [P é uma sequéncia r = (aq, as, as, . ..
9 9 Y Y

tal que: > .7 Ja;| < .

A este conjunto atribue-se a seguinte métrica:
= » 1/p
d(z,y) = (ZW by ) (1.1)
i=1

onde = = (a,) e y = (by)

Na tentativa de provar os 4 axiomas de métrica para esta funcao

d: P x [P — R, serd necessario utilizar a desigualdade de Minkowski:

> 1/p > 1/p > 1/p
(Slai+al) " < (Xlar) "+ (X 151) (1.2)
i=1 j=1 m=1
Interessados na demonstracao da mesma devem consultar ref. [1]
De fato:

Claramente d satisfaz as condigoes M1 até M3 notando-se que a con-
vergéncia da série a direita da equagao (1.1) é dada por (1.2) quando

b= 0,

M4 pode ser obtida, usando a desigualdade triangular para nimeros e



(1.2), da seguinte forma:

d(z,y) =

o0

> (las =il + e — bz’|)p>1/p

=1

1/p > 1/p
>las =)+ (D lem = bul?)
m=1

j=1
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= dr,2)+d(2,y).
onde z = (¢,).

Assim completa-se a prova de que [P é um espago métrico

Definigao:
Uma sequéncia (z,) num espago métrico X é dita convergente quando

ocorrer (para algum x € X ):

Ve>0 dng; n>ny = d(z,,x) <e.

Costuma-se denotar (x, — x quando n — o0) ou (lim x, = x) quando
n—oo

(x,) é uma sequéncia convergente

Definicao:
Uma sucessao (x,,) num espago métrico X é dita sequéncia de Cauchy
quando:

Ve>0 dng; myn>ny = d(xm,x,) <e.



Teorema 1 Toda sequéncia convergente é uma sequéncia de Cauchy.

Prova: Seja (x,) uma sequéncia convergente. Logo: Ve >0 I ng; n >
ng = d(x,,r) < 5. Tome agoram > ng. Tém-se pela desigualde triangular

que:

m,n >ny = d(Tpm, Tn) < d(Tpy, z) + d(T,, ) < g + 3= c.

Portanto, (z,) é uma sequéncia de Cauchy m

Nem sempre temos como verdadeira a reciproca desta observagao. Quan-

do o é, motiva-se a seguinte

Definicao:
Um espaco métrico X é completo quando toda sequéncia de Cauchy em

X é convergente

Teorema 2 Os espacos métricos R e C sdao completos
Definicao:

1. zy € um ponto de acumulacao de um conjunto M quando para toda

vizinhaca de xq, existe um x # xy; rog € M

2. seja X um espaco métrico e M C X. Define-se
M={r€X; €M oux éponto de acumulagio de M}

Teorema 3 Seja M um conjunto nao vazio de um espag¢o métrico X e M o

seu feixo. Entao:



a) re M <3 (x,) em X; v, —x

b) M éfechad0<:><xn—>x:>I€M>, (xn) em X

Prova:

a) Seja v € M. Se x € M entdo pegue a sequéncia da forma (z,z,...). Se
xr ¢ M entdo para cada n € N a bola aberta By/,(x) contém um z,, € M,
ja que z é ponto de acumulagao de M. Portando z,, — z porque 1/n — 0
quando n — oo.

Para a reciproca temos que: se (z,) C M e z,, — z ent@o ou z € M ou em
cada vizinhanca de x exite z, # x, o que o faz ponto de acumulagao de M.

Conclue-se, pela prépia definicdo de M, que = € M

b) é trivial pois M é fechado & M =M m

Teorema 4 (Subespago completo) Um subespago M de um espago completo

X, € também completo se e somente se M é fechado em X.

Prova:

=-. Seja M um subespaco completo e x um ponto de acumulacao deste
conjunto. Por (3[a]) existe uma sequéncia (x,) em M que converge para z.
Por (1) esta sequéncia é de Cauchy. Como M é um subespaco completo, este
x deve estar em M. O que acabou-se de verificar foi: © € M = = € M ou
seja, M C M. Pela prépria definicio do feixo, temos também que M C M.
Logo, M = M e portanto, M é fechado.

<. M é fechado. Seja entao (x,) um sequéncia de Cauchy em M. Entao
(x,) estd em X e portanto x, — x, pois X é completo. Tém-se assim que
x € M. Como M = M pois M é fechado, conclue-se que M é completo ja

que (x,) era uma sequéncia de Cauchy arbitrdria. m
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Exemplos: Agora serao listados alguns exemplos de espacos métricos com-

pletos e imcompletos

1. Completude de R™:

Sabe-se que se x € R" entdo = = (ay, o, ...,a,) onde o; € R. Para

este exemplo, é utilizada a métrica euuclidiana, como usual:

n

da.y) = (Yo —5)7) "

i=1

ondey = (6;), i€{l,...n} e B;ieR

Utilizar-se-a a seguinte notacao

para um elemento z,, € R" : x,, = (q;

(m)>‘

(]

Seja entao (z,,) uma sequéncia de Cauchy em R". Logo:

1/2
Ve>0 Imo; m,r>mp= d(zy,,x,) = (Z(Of(m) - Oézm)2) <é&

i=1

elevando ao quadrado ambos os membros, tém-se:

=1

como tém-se um somatorio de nimeros positivos, para cadat =1, .., n,

observa-se que:

Dai segue-se que (a

ol —af

Y<et= |a§m) — az(»T)\ <e

gl),agz),...) forma, para cada i = 1,..,n, uma

sequéncia de Cauchy de ndmeros reais. Pelo teorema (2), estas se-

quéncias sao convergentes. Faca entao «

(m)

[

— (@, € construa r =

(o, g, ..., ). Claramente z € R" e 2, — . Como (z,) era uma

sequéncia arbitraria de Cauchy, tém-se a completude de R™ provada

11



2. Completude de [?
Prova:

Seja (z,) uma sequéncia de Cauchy no espago [?, onde

(m) oy,

Logo,
Ve >0, Img; m,n>ng= d(T,,x,) <&

Pela definicao da métrica em [P,

> 1/p
(Xl —ap) " <
=1

Elevando a p,

> laf™ — P < er (1.3)
i=1

Como a série acima é de termos positivos, para cada i, obtém-se:

(m)

;™ — agn)]” < — |0z§m) — a§")| <€

Logo, as sequéncias (04(»1),04(2)

i i P

.) s@o de Cauchy. Pelo teorema (2)
(m)

estas sucessoes convergem. Faca entao o ° — «; e construa

r=(0q,00,...).

Deve-se mostrar agora que = € [” e que z,, — .
Pela equacao (1.3),

k
Z|a(m)_a§”)|P<€P k=1,2,...

7
=1

12



Fazendo n — oo,
k

Z |oz§m) —oulP << €P
i=1

Agora k — oo,
[e.o]
Y olal™ —aifr < e
i=1

Isto mostra que z,, —x € [?. Pela desigualdade de Minkowski, verifica-
se que = € [P pois * = x,, — (¢, — ). Também nota-se, extraindo a
raiz p-ésima na ultima desigualdade, que x,, — .

Conclusao: [P é um espaco completo, pois (z,,) era uma sequéncia de

Cauchy arbitraria.

3. Considere agora P(A) o conjunto de todas as fungdes polinomias defi-

nidas em um intervalo Real fechado A = [a, b]. Utilizando a fungao

d:P(A) x P(A) = R, d(xz,y) =max|z(t) — y(t)|

teA

verifica-se que P(A) é um espago métrico. Porém, este espaco é nao

completo

Referente aos meses de Novembro/Dezembro de 2002

Foi dada continuidade e conclusao de estudos do capitulo 1 da ref. [1],
o que significa que esforcos e tempo foram desviados para compreensao do

método, proposto pelo livro, de completamento de um espago métrico.
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Este método, derivado do teorema que afirma que todo espago métrico
pode ser completado foi estudado em detalhes e serviu de assunto para
uma pequena palestra apresentada pelo bolsista. Utilizou-se, para isso, al-
gumas definicoes aqui citadas: imersao isométrica, isometria, relacao
de equivaléncia e classe de equivaléncia. Para as duas primeiras, a ref.
[3] mostrou-se bastante util. Também iniciou-se o estudo de espagos nor-
mados e espagos de Bannach e isto deu-se no capitulo 2 da ref. [1] e nas
notas do orientador. Abaixo estd entao um resumo do método supracitado e

da teoria trabalhada em novembro e dezembro.

Definigao: Sejam X = (X,d) e Y = (Y,d) espagos métricos. Entao:

a) Uma fungao T' : X — Y ¢é uma imersao isométrica quando T

preserva a distancia entre elementos de X e Y. Isto é:

d(z,y) = d(Tx,Ty)

b) Quando existir uma imersao isométrica bijetiva entre dois espagos X e
Y, estes espacos sao isométricos. Também costuma-se dizer que ha

uma isometria entre X e Y.

Teorema 5 Para um espago métrico X = (X, d) existe um espaco métrico
completo X = ( )/(\', c?) que contém um subespagco W isométrico a X e denso

em X. FEste espaco € unico, exceto por isometrias.

Prova: A demonstragao é feita na ref. [1] através da elaboracdo de um
método interessante para se achar este espaco completo. Como é uma ativi-

dade um tanto quanto longa, apresenta-se na forma mais breve possivel aqui
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neste relatério. Por parte do aluno, notou-se, consultando ref. [3] e as no-
tas do orientador, que pode-se demonstrar este teorema de forma bem mais
simples e menos cansativa. Porém, como o mesmo optou por dar uma énfase
maior a este método, aqui vai entao uma sintese da demonstracao.

Elabora-se portanto os segintes passos:
(a) Construcao do espaco X = ( X, c;l\)

(b) Criagao de uma imersao isométrica bijetiva entre X e W C X , tal que

-~

W=X
(¢) Demonstracio da completude de X

(a) Seja A = { (z,) € X; (w,) ¢ de Cauchy }. Define-se a seguinte
relacao em A:
(xn) ~ (2)) & lim d(z,,2)) =0

Omite-se aqui a demonstracao de que isto ¢ uma relacao de equivaléncia, ja

que ndo é diffcil ver que:
i) V(zn) €A, (2n) ~ (zn)
i) (2n) ~ (yn) = (Yn) ~ (2n)
i) (2n) ~ (Yn) € (yn) ~ (20) = (¥a) ~ (20)

Tém-se portanto bem definida a idéia de classe de equivaléncia. Denote
(x,) := T e construa:

~ A A

X=—={2,9,2z,...}
Defina agora d: X x X — R uma funcao tal que:

~

d(z,y) = lim d(zn, yn)

n—oo

onde (z,) €T e (y,) €Y.
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O primeiro fato a ser explicado é que este limite a direita da equacao
independe da escolha dos representantes de T e y. Isto é,se (a]) € T e (y),) €
y entao:

d(7,7) = lim d(z),y) = lim d(z,, yn)

n—oo n—oo
Segue adiante a demonstracao de que d realmente define uma métrica em X.

Acima de tudo, deve-se verificar a existéncia deste limite. Note que:

d(Tn, Yn) < d(Tn, ) + ATy Ym) + A(Yrms Yn)

Logo,
(2, Yn) = ATy Ym) < d(20, Tp) + (Y, Yn)

Trocando os lugares de m e n e procedendo como acima, obtém-se:

|d(2n, Yn) = ATy Ym)| < Ay Trm) + d(Yims Yn)

Como (z,,) e (y,) sdo sequéncias de Cauchy, vé-se que (d(z,,y,)) também é
de Cauchy, no entanto niimerica, portanto convergente.

M1 é trivial pois como d é uma métrica em X, TLILHOlo d(x,,yn) € sempre
nao-negativo, logo 3(55, y) > 0.

M2 é verificada usando o fato de que numa relacao de equivaléncia qual-
quer sabe-se que: T =7y & x ~ .

M3 é automatico pois

-~

d(@.9) = lim d(x,,y,) = lim d(ya,z,) = d(7,7)

n—oo

Para provar M4 utiliza-se o fato que d é uma métrica em X, logo:

d(xn, Yn) < d(Tp, 2n) + d(2n, Yn)
e portanto, obtém-se a desigualdade triangular para d fazendo n — oo

Desta forma gera-se um espago métrico ( X, d )
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(b) Seja T : X — W = T(X) C X uma funcio que associa, para cada
a € X, um elemento @ € X tal que (a,a,a,...) € a. Esta fungao claramete

define uma imersao isométrica pois:

~ A~ o~

d(Ta,Tb) = d(a,b) = lim d(a,b) = d(a,b)

ja que (a,a,...)€a e (bb,...) €b.
Pela proépria definicao de W, esta fungao é bijetiva. Logo X e W sao

isométricos.
Mostra-se agora que W é denso em X

Considere algum 7 € X. Pegue entdo (z,,) € 7. Obviamente (z,,) ¢ uma

sequéncia de Cauchy. Logo,

Ve>0 dN; n>N — d(:cn,:cN)<g

Considere também a sequéncia de Cauchy (zy, xy,...). Pela definigdo de T,
tém-se que: Toy = Tn € W. Portanto:

d(z,zy) = lim d(z,,zy) <

n—oo

<e€

DO | ™

Isto mostra que para cada vizinhanca de T € X existe um Iy € W. O que

quer dizer que W é denso em X.

(c) Completude de X. Seja (Z,) uma sequéncia de Cauchy em X. 0
nato de W ser denso em X , leva a seguinte afirmacdo: para cada 7, existe

um z, € W tal que:
N 1
d/\na/\n < =
Gos) <

Pela desigualdade triangular,

-~ -~ ~ ~

Ad(Zm,zn) < d(Zm, Tm) + AT, Tn) + d(Th, 2n)
< 14 d(Zm, Bp) + 1

17



O que significa que (z,,) é de Cauchy em W. Como existe uma isometria
entre W e X, a pré imagem desta sequéncia também é uma sequéncia de
Cauchy em X: z, = T71'%Z,. Faca entdo T € X ser a classe que (zp,)
pertence. Mostra-se agora que este  é o limite de (z,,) pois:

~ ~

Ad(Tn,7) < d(@n,2,) +d(Z,7)

< 114z,7).

Note que (z,) € T e (2n, 2n, ... ) € 2, pois z, € W. Logo, pela definigao
de c/l\, esta desigualdade fica:

~ 1
d(Z,,7) < —+ lim (2, 2m).

n m— oo

~

Tém-se entao que d(Z,,z) — 0 quando n — oo, pois (z,,) é de Cauchy,
concluindo portanto que z, — 7. Por ser (T,) uma sequéncia de Cauchy

arbitraria, prova-se a completude de X =

Observacao: Este espaco € tnico, exceto por isometrias, pois se existir
outro X atendendo as condigbes do teorema (5), entao X é isométrico com

~

X

Para melhor aproveitamento das atividades relacionadas aos préximos
topicos, fez-se necessaria uma substancial revisao em Algebra Linear e esta
foi feita sem que precise expo-la neste trabalho. Portanto, defini¢oes basicas
como espagos vetoriais, subespacos, transformaces lineares, dependéncia
linear, indepéndencia linear, base e dimensao serao aqui omitidas pois
este nao é o objetivo deste relatério. Também teoremas basicos derivados

das definigoes acima serao mencionados e utilizados.
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Capitulo 2

Espacos de Bannach, Espacos de Hilbert

O estudo avanga na introducao de outros novos (e basicos) conceitos e teo-
remas da Anadlise funcional. Neste capitulo serdo relatadas as definicoes de
espacos de Bannach e Hilbert, bem como teoremas, proposicoes e corolarios,
a fim de embasar o aluno para estudos nos espacos L”, ferramentas mais que
importantes no conhecimento da teoria aplicada na discussao de existéncia e
unicidade de solucoes de equagoes diferenciais parciais.

Defini¢ao: (Espac¢o normado)

Um espago vetorial V' é normado quando definimos uma fungao ||.|| : V' —
R (denominada norma) que, para cada x,y € V e a € R, ||.||(z) = ||z| goza

das seguintes propriedades:
NI1. ||z|| >0

N2. |zl =0 2=0

N3. |az|| = |of[|2|

N4. [Jz +yl| < [lz]| + [yl

Este espago normado é denotado por (V,||.||) ou , mais frequentemente

visto, por V'
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Observacao: E fcil verificar que todo espaco normado é um espago métrico
pois, munido de uma norma, pode-se definir uma métrica em V tal como
segue:

d(z,y) = ||z —yl|.
A verificacado das 4 propriedades de métrica é feita sem dificuldades e, por

exemplo, M4 é assim satisfeita:
d(z,y) = |z =yl = [(z—=2)+ (z=y)l| < [z =zl + ]z =yl = d(z, 2) +d(z,y)
Para poder ser utilizada posteriormente, observa-se que N4 implica na de-

sigualdade:
izl =iyl < llz =yl
Utilizando esta férmula, foi provada a continuidade da norma. Ou seja, a

norma é uma funcao continua que leva x, um elemento de (V, ||.||), a um valor

real ||z]|.

Definigao: (Espaco de Bannach) Um espago normado é denominado
espaco de Bannach quando o mesmo é completo em relacao a métrica in-

duzida por sua norma.

Exemplos:  (espagos de Bannach) Serdo apresentados praticamente os
mesmos exemplos utilizados nos espagos métricos, visto que estes espacos

sao munidos de métricas provenientes de normas definidas nos mesmos.

a) O conjunto R™, formado por n-tuplas em R é um espago vetorial nor-

mado. Defina, para x = (ay,...,q,) € R™

n 1/2
||x|\=<2a?) =yot+- +a
=1
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Note que esta norma define a ja conhecida métrica no conjunto R™:

n 1/2
d(z,y) = llz —yll = (Z(ai - @)2)

i=1
A prova da completude deste espaco ja foi vista no capitulo 1 deste

relatério.

b) Cla,b] é definido como o conjunto de todas as fungdes continuas no
intervalo fechado é de Bannach com a norma dada por:
r|| = maxx(t
ol = maef(t)}

Este espaco é de Bannach

c) Espago [P defina a norma neste espa¢o como:

o 1/p
o = (z w)
=1

A completude ja foi provada neste espaco, visto que a métrica utilizada

na demonstracao ¢ induzida por esta norma.

Pelo que foi visto, é 6bvio que todo espaco normado é um espago métrico
pois, a partir de uma norma, sempre podemos definir uma métrica. Mas a
pergunta natural é: Serd que todo espago vetorial que possui uma métrica é
normado? Ou equivalente: Toda métrica em um espaq vetorial é proveniente
de uma norma? A resposta é nao e um exemplo disto serd dado depois do

seguinte teorema, que esclarece o fato:

Teorema 6 (Invariancia por translagdo) Seja X um espago vetorial e métrico.
A métrica d deste espago é proveniente de uma norma ||.|| se e somente se d

goza das sequintes propriedades:
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1) d(z +a,y +a) =d(z,y)
2) d(az, ay) = |ald(z,y)

Prova:

=-. Suponha que d é proveniente de uma norma. Logo:

diz+a,y+a)=|(r+a)—(y+a)|l=lr—y|=dzy)

d(az,ay) = [lar — ay|| = [a(z = y)|| = || [lr = y|| = |ald(z, y)

<. Suponha agora que d é uma métrica definida em X e goza das pro-
priedades 1) e 2). Prova-se agora que d é proveniente de uma norma. Defina

||z|| = d(x,0). Eis a prova de que ||.|| realmente define uma norma em X.
N1. [jz|| = d(z,0) >0

N2. ||z]| =0< d(z,0) =0 2=0

N3. |Jaz| = d(ax,0) = d(az, a0) = |a|d(x,0) = |af |||

N4. ||z +y|| = d(z +,0) = dz +y —y,0 —y) = dz,—y) < d(z,0) +
d(0, —y) = d(x,0) + | = 1|d(y,0) = ||| + [|y]|

Feito isto, pode-se dar um exemplo de um espago vetorial e métrico onde
a métrica deste espago nao pode ser obtida de uma norma.
Exemplos: Seja S(R) o conjunto de todas as sequéncias reais (limitadas
ou nao). Seja r = (o), y = (B;) € S(R). Defina a funcao d como:

[e.o]

_ 1 oy — By
dwy) = ; 201+ |a; — Syl
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A prova de que d realmente define uma métrica em S(R) (que de fato é um
espago vetorial) pode ser vista em [1]. Esta fun¢ao nao goza da propriedade

2) do ultimo teorema e portanto, ndo pode ser obtida de uma norma.

Utilizando o teorema (4) pode-se mostrar, de forma imediata, que:

Teorema 7 Um subespaco Y de um espago de Bannach X é completo se e

somente se o conjunto Y € fechado em X.
Prova: Defina a métrica d(x,y) em X como sendo ||z —y|. =

No comeco deste capitulo, foi exposto o teorema que afirma que todo
espago métrico possui um completamento, e isto agora sera extendido, na

seguinte afirmagao:

Teorema 8 Para um espagormado X = (X, ||.|) existe um espago de Ban-
nach X = ( X, |.|li ) que contém um subespago W isométrico a X e denso

em X. Este espaco € unico, exceto por isometrias.

Prova: B 6bvio que aqui serda usado o teorema (5) pois, como X é um
espago normado, a métrica induzida pela norma o faz um espago métrico e
portanto a ele associa-se um completamento, ou seja, associa-se um espago
métrico completo X. Basta agora fazer deste espaco métrico um espaco
normado, definindo as operagoes de adicao e produto por escalar e uma
norma conveniente.

Seja portanto T e i elementos de X. Convém lembrar que estes elementos
sao classes de equivaléncia de sequéncias de Cauchy, e portanto seja (x,) e
(yn) representantes destas classes, respectivamente. Defina (z,,) = (x,)+(yn)-

Logo, (z,) é de Cauchy, pois

Hzn - Zm” = ”xn + Yn — (Tm + ym)H < Hxn - xm” + Hyn - ymH-
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Portanto, pode-se definir uma soma em X sendo 2 = 7 + y. z é tal
que (z,) € Zz. Prova-se também pela desigualdade triangular da métrica
induzida pela norma que esta soma independe da escolha dos representantes
de T e y. O produto por escalar também é definido da seguinte forma: Seja
(z,) € T um representante de z. faga aZ como sendo a classe de equivaléncia
a qual (ax,) pertence. Esta operagao novamente independe da escolha de
representantes. O elemento zero sera a classe de equivaléncia contendo todas
as sequéncias de Cauchy que convergem para zero. Assim demonstra-se que
estas duas operagoes obedecem toda a axiomatica de espaco vetorial.

Mais ainda, como X e W sao isométricos e d(x,0) = ||z||, obtém-se uma
norma induzida em W e utilizando o fato de que W é denso em X , pode-se
extender esta norma para todo o espago X fazendo |||, = d(Z,0).

Esta parte dedica-se ao estudo de algumas interessantes propriedades dos
espacos normados de dimensao finita. Para isto enuncia-se um importante

lema:

Lema 1 Seja z1,...,x, um conjunto LI de vetores em um espago normado
X. Entao existe um escalar ¢ > 0 tal que para cada combinacao linear deste

conjunto obtém-se:

lonzy + -+ anznl| = c(fan] + -+ |an])

Com este resultado em maos nao ¢é dificil verificar que:

Teorema 9 Todo espaco normado X de dimensao finita € completo.
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Prova: Considere qualquer sequéncia de Cauchy arbitraria (x,,) em X. Seja
dim(X) = n e {ey,...,e,} uma base para o mesmo. Logo, cada elemento

desta sequéncia tem representacao tunica da forma:
m
Ty = ag Vo1 + -+ + o™e,

Como (z,,) é de Cauchy entao segue da definicao que para cada ¢ > 0
encontra-se um indice ng tal que: ||z, —z,|| < e sempre que m,r > ny. Logo,

pelo lema (1) vem:

n

Sl — a)e

i=1

e> ||z, — x| =

s (D ) _ a£”|)
=1

Ou seja:

a3l <

51),%(-2), ...) séo de

(m)

7

para todo m,r > ng. Isto diz que as n sequéncias («
cauchy sobre os reais ou complexos. Logo, convergem. Admita que oy~ — «;
e construa:

T =11+ -+ e,

E fcil ver que x € X e x, — x. Portanto X é completo. m

Teorema 10 Todo subesespaco finito Y de um espago normado X € fechado
em X.

Observacao: E claro que isto nao vale para o caso de dimensao infinita pois
do espaco das funcoes continuas em um intervalo da reta pode-se retirar o

subespago de todas as fungoes polinomiais deste intervalo, que nao ¢é fechado.
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Algo interessante a ser citado é que num espaco normado de dimensao
finita X, todas as normas definidas no mesmo levam para a mesma topologia
em X, ou seja, os conjuntos abertos de X sao os mesmos, indiferente da
norma escolhida para se trabalhar no conjunto. Isto decorre da definicao e

do teorema citados abaixo:

Definicao: Uma norma ||.|| em um espaco vetorial X é dita equivalente
a uma norma ||.||o em X se existem niimeros positivos a e b tais que para
todo x € X, tém-se:
al|zllo < [lz]| < blfzllo

Teorema 11 Em um espaco normado de dimensao finita, quaisquer duas

normas sao equivalentes.

Dando continuidade as atividades no més de Dezembro, foram estudadas
algumas definigoes e teoremas envolvendo Compacidade. Uma consequéncia

imediata deste trabalho foi a possibilidade de se estudar um importante

Teorema 12 Se um espago normado X tem a bola fechada M = { x | ||z|| <

1} compacta, entao X € de dimensdo finita.

Prova: E consequéncia imediata do Lema de Riesz, que afirma:

Lema 2 Sejam Y e Z subespagos de um espaco normado X. Suponha Y
fechado e um subconjunto proprio de Z. Entao para cada nimero real O no

intervalo (0,1) existe um z € Z tal que:
|zl =1, lz—vy|| >0 para todo y €Y.
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Teorema 13 Sejam X e Y espacos métricos e T : X = Y uma funcao

continua. Entao a imagem de um compacto é também um compacto.

Daiforam elaborados alguns estudos em carater revisatorio sobre trans-
formacoes lineares. A teoria estudada é vista como desnecessiria a uma
exposicao aqui neste relatorio, por acreditar-se que esta atividade de revisao
num faca parte do objetivo do mesmo. Prossegue-se portanto com a apre-
sentacao de algumas defini¢oes e alguns teoremas importantes que antecedem

a noc¢ao de espaco Dual.

Definicao: Operadores lineares limitados. Sejam X e Y espacos
normados e T : D(T) — Y um operador linear onde D(T) C X. O operador

T é limitado se existe um numéro real c¢ tal que para todo x € D(T),

[Tz < cll=]].
E definido também:
T
|T|| = sup [Tz} com x # 0
sen(r) [l

|T|| é chamada de norma do operador T'. Isso fard sentido mais na frente,

quando for definido o espaco vetorial das transformagoes lineares continuas
de V.em W.

E importante notar que, pela definicao, vem:

[T < [IT[| |
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Esta formula sendo usada frequentemente nas demonstracoes dos préximos

teoremas a serem exibidos.

Teorema 14 Se um espaco normado X tem dimensao finita, entao todo
operador linear definido em X é limitado (independente da dimensao do con-

tradominio.)

Este teorema é de fundamental importancia no estudo de espagos veoto-
riais de dimensao finita pois é com a utilizagao do mesmo que prova-se que

todo espaco de Bannach de dimensao finita é reflexivo.

Para melhor entendimento do que foi dito acima, é necessaria a leitura
de algumas novas defini¢oes, mais a frente expostas. Porém antes, temos o

seguinte

Teorema 15 Continuidade e Limitacao. Seja T um operador linear
definido em um espaco vetorial X. Entao T € continuo se e somente se T é

limitado.

Um fato interessante, sé para efeito de curiosidade, é que para chegarmos
a prova de que T é limitado, basta termos a continuidade em um 1inico ponto.
Pois, como ser limitado implica em ser continuo, chegamos a conclusao de

que se T for continuo em um tnico ponto, T serd continuo.

Definicao: Sejam X, Y espacos vetoriais normados.
a) T(X,Y)={T:X —Y,; Té linear}
b) B(X,Y)={T: X —Y,; Télinear e limitado}

c) E chamado de funcional linear qualquer operador linear f : X — R.
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d) V*=T(X,R). V* é chamado de dual algébrico de V

e) V' = B(X,R). V' é chamado de dual topolégico ou simplesmente dual
de V.

Alguns comentérios julgados importantes:

E facil ver que todos esses conjuntos acima sao espacos vetoriais e que
particularmente B(X,Y") é um espago vetorial normado com a norma definida
anteriormente.

Note que num espaco de dimensio finita V, V* = V.

A importancia do dual é devido ao fato de que independente de V ser ou
nao um espaco de Bannach, o dual de V é sempre um espaco de Bannach .

Esta tultima observarcao decorre imediatamente do proximo teorema.

Teorema 16 Se Y é um espago de Bannach, entio B(V,Y) é um espago de

Bannach

Dai, tomando Y = R (que é um espaco de Bannach), vemos que V'é

sempre normado e completo.

Referente aos méses de Janeiro/Fevereiro de 2003

Em resumo, neste periodo iniciou-se atividades de pesquisa numa area
de crucial importancia para a Andlise Funcional, que é o espago de Hilbert.
Crucial pois sua teoria é mais rica do que espacos de Bannach mais gerais. Em

um espago de Hilbert, existem algumas propriedades tais como: (1) A idéia
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de ortogonalidade; (2) representagao de elementos do espago como uma soma
direta de um elemento de um subespaco fechado e outro de seu complementar
ortogonal; (3) o teorema da representa ao de Riesz que permite identificar

cada funcional linear no dual como um produto interno no proépio espago.

Definicao: Um espag¢o com produto interno é um espacgo vetorial X com
um produto interno definido em X. Um espaco de Hilbert é um espaco com
produto interno completo (na norma definida pelo produto interno). Aqui
um produto interno é uma funcao <,>: X * X — K onde K é o corpo
onde X esta definido; isto é, para cada par de vetores x, y em X é associado
um numero em K escrito

<x,y>

e chamado de produto escalar de x ey, tal que:
Il <z4+y,z>=<z,2>+<y,z>
2 <ax,y>= a<z,y>
3 <zr,y>= <y, x>

41 <zx>2> 0, <z,2>=0&2=0

Um produto interno em X define uma norma da seguinte forma:

=l = V<, x>

e também define uma métrica:

d(z,y) = lle—yll = vV<e—-yr—-y>
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Portanto todo espaco de Hilbert é necessariamente um espago de Ban-

nach.

A barra em 3 denota o conjugado complexo e portanto, se estamos falando

de espacos veotoriais reais, temos simplesmente como axioma 3 a simetria.

Para realmente provar que /< x,x > define uma norma em um espago

com produto interno, é feito o uso da Desigualdade de Schwarz:

| <zy>| < = [yl

Outro fato a ser mencionado devido a sua aplicabilidade é que uma norma
que ¢é proveniente de um produto interno satisfaz a seguinte identidade do

paralelogramo:

Iz +yl1* + llz = ylI* = 2(ll=]* + [ly]1*).

E reciprocamente, se V é um espago normado tal que a norma satisfaz
a igualdade acima, pode-se definir um produto interno nele das seguintes

formas:

L <zy>= i(lz+yl> =z -yl

quando V for um espaco real.

2. Re(<z,y>) = 3(lz+yl> =z —yl]*)
e +ayl* = [l — iy]?)

quando V for um espaco complexo.

Im(<zy>) =

Também foi estudado que para qualquer espaco com produto interno X,
existe um espaco de Hilbert que possui um subconjunto W denso e isométrico
a X. Em outras palavras, pode-se ver que para todo espago com produto

interno, podemos associar de forma tnica (exceto por isometrias) um espago
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de Hilbert correspondente. A necessidade de expor o teorema que afirma
tal fato foi descartada pois isto nao passa de uma simples consequéncia do

teorema 5 exposto e demonstrado neste relatorio.

A partir de entao o bolsista iniciou o estudo de uma série de definicoes
(na verdade bastante intuitivas) necesséarias para o entendimento da teoria
de ortogonalidade e soma direta, tais como: distancia de um ponto a
um conjunto; segmento; convexidade de um conjunto, etc.

Como crucial resultado a ser demasiadamente utilizado daqui para frente,
o teorema que segue é de importancia fundamental no estudo das aplicagoes

em equacoes diferenciais parciais, que é o objetivo final deste trabalho.

Teorema 17 (Teorema da representacao de Riez-Frechet).

Vf e H 3Jue H dnico tal que

f(v)=<u,v> YveH (2.1)

Além disso, € verificada a sequinte igualdade:

1211 = 11111 (2.2)

A partir de entao, iniciam-se as atividades referentes ao segundo semestre
da iniciacao cientifica. Deste ponto em diante, o livro base de estudo do
aluno passar a ser ([5]), por apresentar mais objetividade no que se diz re-
speito ao alcance da meta do projeto de pesquisa, que é estudar as aplicagoes
da teoria exposta neste trabalho. O bolsista parte portanto para um impor-
tante teorema a ser utilizado na demonstracao do tao conhecido teorema de
Stampacchia e seu corolario, o teorema de Lax-Milgran. Optou-se por
colocar a demonstracao detalhada deste teorema por ter sido ele um topico

apresentado pelo bolsista para o grupo de pesquisa que esté engajado.
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Teorema 18 ( Teorema do Ponto Fixo de Banach) Seja X um espago

métrico completo e seja F': X — X um aplicacao tal que
d(Fvy, Fugy) < avd(vy,v9) Yup,v9 € X com o<1

Entao F' tem um ponto fixo unico u = Fu.

Demonstracao : Considere a sequéncia

(x9 = F(x1), 23 = F(23),..., 2, = F(xy_1),...)

Entao:
d(xm—i—la xm) = d(F(xm)v F(xm—l)) < Oéd(:nm;xm—l)
Mas
d<xm7 xmfl) = d<F(xm71)a F(xm72)) S Odd(mmfb'%me)
Logo
d(merla xm) S OéZd(xmfl’ xm72)-
FE assim
A(Tmi1, Tm) < Q" (22, 21)

Portanto

ATmips Tm) < A Trmips Tmap-1) + A Tmip—1, Tmip-2) + -« + A(Timi1, Ton)

< (@M Q™ o™ d (2, 21)
m—+p—2

= (Y ad(ws,m)
k=m—1
< | Z a®)d(xq, 1) — 0

k 1

pois a < 1 e quando m — 00 numa série convergente seu termo geral

CONVETge para zero.
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logo (x,) é de Cauchy em M. Portanto convergente. Faca x, — xg
em M. Como F ¢é continua entio F(x,) — F(xo). Mas F(x,) = x4 €

portanto F(xy) = x.
Definigao: Seja a: H x H — R uma forma bilinear. Dizemos que
1. a é continua se existe uma constante C' > 0 tal que

la(u, 0)|[ < Cllul[ ||v]] Yu,v € H

2. a é coerciva se existe uma constante « > 0 tal que

a(v,v) > avf?

Utilizando, portanto, estas definicoes, o teorema do ponto fixo acima
demonstrado e o teorema da representacao de Riezs-Frechet, pode-se demon-

strar o

Teorema 19 (Stampacchia) Seja a : H x H — Ruma forma bilinear,
continua e coerciva. Seja K um convexo, fechado e nao-vazio. Entao dado

o € H' existe u € K 1nico tal que
a(u,v —u) ><p,v—u> veK. (2.3)

Além disso, se a € simétrica, entao u pode ser caracterizado pela propriedade

uec K
.1 (2.4)
1 — — Z —
sa(u,u)— < @, u > Ivréllr(l{Qa(v,v) <,V >}

e por conseguinte temos o
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Teorema 20 Lax-Milgran Seja a uma forma bilinear, continua e coerciva,

entdo para todo p € H' existe u € H tnico tal que
a(u,v) =<p,v> veH (2.5)
Além disso se a € simétrico entao u estd caracterizado pela propriedade

1 .1
ue H e §a(u,u)— < ,u >=min {§a(v,v) < v >} (2.6)
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Capitulo 3

Espacos L*

Referente aos méses de Margo/Abril de 2003

Inicia-se aqui o estudo da teoria basica e necessaria para a compreensao
do que vem a ser um espaco de Sobolev. Todos os resultados neste capitulo
apresentados sao utilizados diretamente nesses espagos, tendo em vista que
tratar-se-ao de subconjuntos dos espacos LP. E importante salientar que,
apesar do aluno nao ter-se iniciado num curso (ou estudo) de Medida de
Integracao, com o incentivo de seu orientador e a fim de poder atingir seu
objetivo final, alguns teoremas e resultados deste tépico nao pesquisado foram
vistos rapidamente, garantindo assim uma forma rapida e efetiva (porém
bastante "ardilosa”) de se estudar mateméatica de qualidade. O aluno se d4
por satisfeito pelo conhecimento adquirido com estes conceitos e teoremas,
pois é bem sabido que oportunidades futuras estao garantidas para o estudo
detalhado de Medida de Integragao. Segue portanto, a teoria estudada neste

capitulo.
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Denota-se € como sendo um aberto do RY dotado da medida de Lebesgue
dx. Designa-se por L! o espaco das funcoes integraveis sobre ) com valores

em R cuja norma é dada por:

1fll = / (@) |de

Duas fungoes em L' sao iguais quando coincidem q.t.p (quase todo ponto),
ou seja, exceto num conjunto de medida nula.

Todos os teoremas que abaixo procedem estao aqui expostos por serem de
extrema importancia na demonstracao de resultados cruciais para os espacos
L? e mais precisamente para os espacos de Sobolev, que serao vistos mais

adiante em outro capitulo.

Teorema 21 Teorema da convergéncia monotona de Beppo Levi

Seja (f,) uma sequéncia crescente de fungoes de L' tal que

sup/fn < 00.
n

Entao f,(x) converge q.t.p. em Q, isto €, f,(x) — f(x) onde f(x) é um
limite finito. Além do mais f € L' e ||fn — f||z2 — 0.

Teorema 22 Convergéncia dominada de Lebesgue

Seja (f,) uma sequéncia crescente de fungoes de L'. Suponhamos que:
1. fo(x) — f(z) ¢.t.p. em
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2. existe uma fungdo g € L' tal que para cada n , |f,(x)] < g(x) q.t.p em
Q.

Entao f € LYQ) el||fn— fllzr — 0

Notagao: Denota-se por C.(2) o espago das fungoes continuas de €2 y com

suporte compacto, isto €,

C.(Q) ={f € C(Q); f(x) = 0Vz € Q\K donde K C Q2 é um compacto}

Sejam Q; C RM e Q, € R abertos e seja F' : Q) x Q3 — R uma

funcao mensuravel.

Teorema 23 (Tonelli)
Suponhamos que

|F'(2,y)|dy < oo
Qo

para quase todo x € {1 e que

/ de | |F(z,y)|dy < oo
o Qs

Entio F € L'(Q x Q)

Teorema 24 Teorema da densidade

O espago C.(Q) € denso em L*(Q), quer dizer,

Ve L' e Ve>0, 3fi€C.Q) tal que ||f — fill;r <e
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O teorema acima surge como resultado bastante utilizado em diversas

demonstragoes de teoremas conseguintes.

Teorema 25 (Fubini)
Suponhamos que F € L'(Qy x Q). Entaopara quase todo x € Q,

F(l‘,y) € L;(QQ) € |F(l’,y)|dy € L;:(Ql)
Qo

Igualmente para quase todo y € €y

F(z,y) € LL(Q) e |F(x,y)|dz € L ()

951

Além disso se verifica

[ @[ 1@t = [ ay [ Pagldo= [ [P ylady
Ql QQ QQ Ql legg

Definicao: Denota-se

L®Q) ={f: Q2 — R é mensuravél e existe uma constante C tal que|f(x)| < C q.t.p.

Com uma norma definida por

| fllzee = Inf{C"; |f(z)| < C q.t.p. em Q}
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Definigao: Sejap € R com 1 < p < oo; define-se
LP={f:Q—R; fé mensuravél e |fIF € L'(Q)}

E cuja norma é definida por:

Il = | [ If(:v)\pdfcr

Definicao: Se define
L>®(Q)={f: Q2 — R é mensuravél
e existe uma constante C tal que|f(z)] <C q.t.p. em Q}

E a norma é definida por

| fllze = inf{C"; |f(z)| < C q.t.p. em Q}

Observacao: Se f € L™, entao

lf(@)] < ||flle= q-t.p. em Q

De fato, existe uma sequéncia C,, tal que C;, — || f]|z~ e para cadan, |f(z)| <
Cy, q.t.p. em . Assim || f(z)| < C,, Vo € Q\E, com E, de medida nula. Se
escreve B = U E, de forma que F é de medida nula Vn e Vo € Q\FE.
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Notacao: Seja 1 < p < oo; se designa por p o conjugado de p.

Com estas ferramentas pode-se provar que ao utilizarmos os espagos LP
em aplicagoes futuras, temos a garantia que os mesmos sao espagos vetoriais
normados e completos, portanto, espagos de Bannach.

Abaixo segue a demonstragao da reflexividade dos espagos L

Teorema 26 LP € reflexivo para 1 < p < oo

A demostracao € feita demonstrando-se trés etapas distintas:

1. (Primeira desigualdade de Clarkson) Seja 2 < p < o0o; se verifica
f+all f-g 1
2 1554 < 50k + ol vhae e
Lr

p
Lp
2. LP € uniformemente convexo, e portanto reflexivo para 2 < p < oo.

3. LP € reflexivo para 1 < p < 2.

Com os resultados acima obtidos, podemos extender o teorema da densi-

dade ja apresentado acima para um teorema mais abrangente:

Teorema 27 O espago C.(§2) € denso em LP para 1 < p < 0.
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O aluno precisou estudar uma outra definicao e outro lema para poder

ter as ferramentas necessarias para a prova deste teorema.

Definigao: Sejal < p < oo; Uma fungao f : Q@ — R pertence a LY  (Q2)
quando f1y € LP(Q) para todo compacto K C €

Lema 3 Seja f € L},.(Q) tal que

/fu =0 YueC.(Q) (3.2)

Entao f =0 q.t.p em )

Demonstracdo do Teorema 27: E sabido que C,(€2) é denso em L'(Q).
Suponha entdo 1 < p < co. Para demonstrar que C.(£2) é denso em LP(2) é

bastante verificar que se h € L () satisfaz
/hu =0 Yue C.(Q),
entdo h =0. Mas h € L} (Q) e
[l < el < o0

e assim pode-se aplicar o Lema 3 para concluir que h = 0 q.t.p.

Outro resultado basico e que foi estudado com detalhes numa apresentacao

feita pelo estudante para o grupo de pesquisa que participa foi o:

Teorema 28 LP(S2) € separdvel para 1 < p < oo.

42



Por ter sido bastante discutido e trabalhado, segue aqui um resumo da
demonstragao:

Designa-se por (R;);c; a familia (enumerével) de retangulos R da forma

N
R:H]ak,bk[ , ak,bke@ e QCQ
k=1

Se designa por E o espago vetorial sobre Q gerado pelas fungoes 1g, (i.e.
as combinacoes lineares finitas com coeficientes racionais das fungose 1g,);
de modo que E é enumeravel. Demonstremos que E é denso em LP .

Sejam f € LP(Q) e € > 0 fixos. Seja f; € C.(Q) tal que

f = fille <e.

Seja Q' um aberto limitado tal que
Supp f1 C QO c Q.
Como f; € C.(Q)), constréi-se uma fungao f, € E tal que
Supp fo C Q

e que

5
- < 1.
|fo(z) = fi(z)] < e q-t-p

/ . . s’ . A~
em §) pois comegamos recobrindo Supp fi com um ntmero finito de retangulos

R; sobre os quais a oscilacao de f; é inferior a

£
[

Dai resulta que ||fo — fi||z»r < € e entdo
1f = follre < 2e.
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O préximo resultado afirma que existe uma isometria entre o dual do
espaco L' com o espaco L*®. Ou seja, ao olharmos para (Ll)', podemos

simplesmente utlizar o espaco L™

Teorema 29 Seja ¢ € (L'). Entio existe u € L™ 1inico tal que

<g0,f>:/uf VfelL

Além do mais temos a igualdade:

[ullLee = [lell L1y
Observacao: O espaco L! nao é reflexivo. De fato, suponhamos que
0 € . Consideremos a sequéncia f, = a,l B(0,L) com n suficientemente

grande para que B(O,%) CQea,= }B(O, %)‘71 de modo que || fn||zr = 1.
Se L' fosse reflexivo existira uma subsequéncia (f,,) e uma fungao f € L'

tal que f,, — f na topologia fraca o(L', L>°). Assim pois,
/fnk(p — /f(p Vo € L. (3.3)

Quando ¢ € C.(2\{0}) nota-se que /fnkgp = 0 para k suficientemente
grande. Resulta de (3.3) que

/ fo=0 VY {0}

aplicando o Lema 3 no aberto Q\{0} a fungao f (restringida a Q\{0}) obte-
mos que f = 0 q.t.p. em Q\{0}. E portanto f = 0 q.t.p em Q. porém se

f=1em (3.3), resulta que | f =1, 0 que é um absurdo.
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Facamos um estudo agora das propriedades basicas do L>
e A bola unitdria fechada Br~ ¢ compacta na topologia fraca o(L>, L!)

e Se (fn) é uma sequéncia limitada em L*°, pode-se retirar uma sub-

sequéncia convergente em L™ na topologia fraca o(L>, L')

Porém, L* nao é reflexivo ( caso contrario, L' seria).
A~ . / ’ . .
O dual de L™ contém L' (pois (L') = L> ) e é estritamente maior que

L'; existem formas lineares continuas ¢ sobre L que nao sao do tipo

<<,0,f>:/uf VfeL® com ue€L

Observacao: O espaco L™ nao é separavel.
O lema acima pode ser demonstrado utilizando o

Lema 4 Seja E um espago de Banach. Suponhamos que existe uma familia
(Oi)ier tal que

1. Para todo i € I, O; € um aberto nao vazio de E.
2. 0,N0; = sei#j.
3. I nao € enumerdvel.

Entdo E nao € separdvel.

Referente aos méses de Maio/Junho de 2002

Adentramos no penultimo semestre de nossas atividades estudando re-

sultados de convolucao e regularizacao. Resultados estes bastante utilizados
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no capitulo posterior na demonstracao de uma série de teoremas envolvendo
densidades de espacos nos espagos de Sobolev. Como foi anteriormente dito,
os espacos de Sobolev sao a "teoria final basica’necessaria para finalmente
estudarmos suas aplicacoes e, portanto, qualquer resultado anterior que ex-
plique o funcionamento e a teoria por tras destes espacos tem prioridade
absoluta nesta iniciacao a pesquisa cientifica. Dai a necessidade de se trabal-
har este tépico. O material base utilizado continuou (como continuara até o
final) sendo a ref. [5].

Notagoes a serem utilizadas: C*(£2) é definido por ser o espago das funcoes

k vezes diferencidveis continuamente sobre €.
c> = [C*Q)
k
Cf(Q) = Ck(Q) NC.(2)
CX(Q) = C¥(Q)NC(Q)

Teorema 30 Sejam f € LY(RY) com
1 <p<ooege LPRY). Entio para quase todo x € RN, a funcdo

y+— f(x —y)g(y) € integrdvel sobre RY. Define-se como
(fxg)x)= [ flz—y)gly) dy
RN
entio f* g € LP(RY) e

1+ gllee < (1Al llgl] o

Com este teorema em maos é imediato a

Proposigao 1 Sejam f € LY(RY), g € LP(RY) e h € LP(RY). Entdo

/(f*g)hzfg(f*h>
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Onde f(z) = f(—x).
Proposigao 2 Sejam f € C*(RY) e g e L}, (RY) (k natural). Entdo

frg€CHRY) e D(fxg)=(D"f)xg.
Em particular, se f € C.(RY) e g € L}, .(RY), entdo
fxgeCeRY)
Proposigao 3 Sejam f € L'(RY) e g € LP(RY). Entao
Supp(f * g) € Supp f + Supp g

Isto nos gera portanto a conclusao natural de que se duas fungoes possuem

suporte compacto, entao a convolucao delas também possuira.
Proposigao 4 Sejam f € C.(RY) e g € L1 (RY). Entdo
fxgeCRY)

Todas estas proposigoes acima citadas foram estudas com o objetivo de
poder-se definir uma poderosa ferramenta que é o conceito de sequéncias reg-
ularizantes, que, como o préprio nome ja diz, tem como objetivo, regularizar
uma funcao LP de forma que possamos utiliza-la de forma menos complicada.

Definigao: Define-se como sequéncia regularizante (ou mollifier) qual-

quer sucessao (p,) de fungoes tal que

1
o€ CE®Y), Supppu O [m=1 .20 em B

E natural apos uma definicao tao complicada, perguntar-se se realmente

existem tais funcoes. Para isso deve-se provar que de fato podemos construir
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sequéncias de funcoes que satisfacam tais condigoes. Basta fixar uma funcao

p € C=(RYN) com Supp p C B(0,1), p, >0 em RN e [ p > 0; E considerar
-1
a sequéncia p,(z) = Cn™p(nx) com C = (/ ,0)

Com estas sequéncias definidas, os dois resultados adiante sao o que real-
mente nos interessa, pois com eles, por exemplo, provamos teoremas de den-

sidade para os espacos de Sobolev, que serao vistos logo mais.

Lema 5 Seja f € C(RY); entio p, x f — [ uniformemente sobre todo
compacto de R .

Prova. Seja K C RN um compacto fixo. Para todo € > 0 existe § > 0
(que depende de K e de ) tal que

|flx —y) = flz)] <e VxeK, Vye B(0,9)
Tem-se

pus$)@)=1@) = [~y = [ | [fe=n)=f@louto)iy

1
E entao, para n > 5 ex e K,

(onx 1)(a) = S <= [ pu =
Por conseguinte, temos o

Teorema 31 Seja f € LP(RY) com 1 < p < oco. Entio p, * f — f em
LP(RV).

O primeiro resultado de densidade que ganhamos com a no¢ao de sequéncias

regularizantes é:

Proposigao 5 Sejam Q C RY um aberto qualquer. Entio C.(Q) € denso
em L7 (Q) para 1 < p < oo.
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Findado o capitulo, é dada continuidade na ”luta”’por estudar todos os
topicos colocados no cronograma inicial do projeto. Luta esta que foi con-
cluida com éxito. Para tanto, ao invés de adentrarmos logo no estudo de
espagos de Sobolev, uma pequena pausa foi feita para estudarmos um tépico

do projeto. Portanto, segue um novo capitulo.
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Capitulo 4

A Teoria de Riesz-Fredholm e
O Espectro de um Operador
Compacto

Para estudar a alternativa de Riesz-Fredholm, alguns conceitos de com-
pacidade, operadores compactos, operadores auto-adjuntos e operadores de
imagem finita foram trabalhados nao s6 como atividade do projeto, mas
também, o bolsista na época estava matriculado no curso de Algebra Lin-
ear da Universidade Federal da Paraiba onde pode, felizmente, estudar todos

estes conceitos e teoremas deles retirados de forma bastante detalhada.

Sejam E e F' espacos de Banach. Definigao: Diz-se que um operador
T € L(E,F) é compacto se T(Bg) é relativamente compacto na topologia
forte. Define-se por H(E, F') o conjunto dos operadores compactos e denota-
se

H(E) = H(E, E)

Como resultado inicial temos que o conjunto H(E, F') é um subespago
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vetorial fechado de L(E, F).

Definigao: Um operador T' € L(E, F') tem imagem finita se

dim R(T) < 0.

Para podermos executar uma demonstracao da alternativa de Riesz-Fredholm,

utilizaremos o seguinte lema:

Lema 6 (Lema de Riesz) Seja E um espaco vetorial normado e seja M C

E um subconjunto fechado tal que M # E. Entao
Ve>0 JueFE talque |lul|=1 e dist(u,M)>1—¢
e por consequéencia o seguinte, e extremamente importante,

Teorema 32 (Riesz) Seja E um espago vetorial normado tal que Bgp €

compacta. Entao E € de dimensado finita.

Teorema 33 (Alternativa de Fredholm) Seja T' € H(E). Entdao
1. N(I —T) é de dimensao finita,
2. R(I —T) € fechado, e mais exatamente R(I —T) = N(I — T*)*
3. NI-T)={0} & RI-T)=E

4. dim N(I = T) = dim N(I — T*).

Espectro de um Operador Compacto
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Definigao: Sejat € L(FE). O conjunto resolvente é
p(T)={NeR; (T — \) é bijetiva de E sobre E}

O espectro o(T) é o complementar do conjunto resolvente, o(T') = R\p(T).

Dizemos que X é valor préprio e escreve-se A € V. P(T) se
N(T — \I) # 0;

N(T — XI) é dito espago proprio associado a .

Proposicao 6 O espectro o(T') é um conjunto compacto e
o(T) < [=/T1], I1T1]-

Demonstracao : Seja A € R com |\ > ||T||; mostremos que T — N\ é
bijetiva — e isto provard que o(T) C [—||T|],||T||]. Dado f € E a equagao
Tu — \u = [ adimite solucdo unica pois a equacdo escreve-se como u =
X(Tu—f) e aplica-se entao o Teorema do Ponto Fixo de Banach.Mostremos
agora que p(T) € aberto. Seja Ao € p(T'). Dados X € R (prézimo a o) e

f € E trata-se de resolver
Tu— M= f (4.1)

Mas (4.1) escreve-se Tu — Mu = [+ (A — Xg)u i.e.
u= (T —XD)'[f + (A= Xo)ul. (4.2)

Aplicando novamente o Teorema do Ponto Fizo de Banch conclui-se que

(4.2) possui solugdo unica se
A =Xl (T = XoD)7H] < 1
Desta forma, finalizamos o estudo deste capitulo com o seguinte
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Teorema 34 Sejat € H(E), com dim E = co. entdo temos:
1. 0 e o(T),
2. p(T)O\{0} = VP(T)\{0},

3. Uma das sequintes situacoes:

e o(T) = {0},
e o(T)\{0} ¢ finito,

e o(T)\{0} é uma sucessio que tende a zero.

finalmente, atingimos no ultimo capitulo de nosso trabalho, que é o tao

mencionado espaco de Sobolev e as aplicagoes tao procuradas.
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Capitulo 5

Espacos de Sobolev de Dimensao Um e Suas
Aplicacoes

Referente ao més de Julho de 2003
O estudo comeca, novamente, com uma série de definigoes e resultados que
precisam ser expostos neste relatério, para finalmente concluir-se o trabalho

do bolsista.

Definigao: Denota-se W'P(I) o conjunto

W'P(I) = {u € LP(I) ; 3g € LP(I) tal que /ugpl :—/ggo Vo € CHI)}
I

I

escreve-se H(I) = W'2(I)
Para cada u € WP(I) denota-se u' = g.

Observagao: Na definigao de WHP(I) chamamos ¢ de uma funcao teste.
Tanto faz utilizarmos C}(I) e C°(I) como conjunto de fungoes testes ja
que se ¢ € CH(I), entdo p, x ¢ € C>(I) para n suficientemente grande e

P x  — @ em Ct ver ).
Observagao: Se u € CHI)NLP(I) e se v € LP(I) (aqui u é a derivada
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usual de u,) entao u € W'P(I). Além disso a derivada usual de u coincide
com a derivada de u no sentido de WP, Em particular se I estd limitado,
entdao C*(I) € WHP(I) para todo 1 < p < oo.

O espaco WP estd dotado da norma
ullwrr = llullze + [lu ||z
ou s vezes da norma equivalente [||ul|?, +||v| |’£p]% O espago H'est4 dotado
do porduto escalar
(w,v) g = (u,v) 2 + (u,0) 2.
A norma associada
/ 1
lullm = [[lullZz + [lw[]Z2]2
é equivalente a norma em W12
Daqui para frente, segue-se com os resultados ja esperados:
O espaco WP é um espaco de Banach para 1 < p < oco. O espago WP
é reflexivo para 1 < p < oo e separavel para 1 < p < co. O espaco H! é um
espacgo de Hilbert separével.

Apés esta série de resultados basicos na teoria de espacos de Sobolev, foi

estudado o importante
Teorema 35 Seja u € WHP(I); entdo existe uma funcao w € C(I) tal que

u=u qtpeml

u(x) —u(y) = /r u(t)dt Vae,yel

Esse teorema afirma que toda funcao u € WP adimite um representante
continuo e € unico, i.e., existe uma funcdo continua pertencente a classe de
equivaléncia de u para a relagdo u ~ v se uw = v q.t.p. Sempre que for

necessario, substituiremos u por seu representante continuo.
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A demonstracao deste teorema se da através dos dois seguintes lemas:
Lema 7 Seja f € L},.(I) tal que

/]fso'zo Vo € CL(I)

entao existe uma constante C' tal que
f=C qtp.

Lema 8 Seja g € L}, .(I); para yo fizo em I e denotando por
v(x) :/ gitydt el
Yo

temos que v € C(I) e

/w'——/gs@ @ € CHI).
I I

O lema 8 nos diz que a primitiva v de uma funcao de L pertence a WP
sempre que v € LP ocorrendo sempre quando I é limitado.
O teorema abaixo nos da outras caracterizagoes para fungoes de Sobolev

(ou seja, fungoes que pertencem ao espaco de Sobolev)

Teorema 36 Seja u € LP com 1 < p < oo. As sequintes propriedades sao

equivaléntes:
1. ue Whe,

2. Exziste uma constante C' tal que

| <l vecxm,
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3. Existe uma constante C' tal que para todo aberto w CC I e todo h € R

com |h| < dist (w,CI) verifica-se

|70 = ullzr) < C1A.

Além disso, pode-se escolher C' = ||u'||r» em (2) e (3.)

E sabido que algumas operagoes fundamentais da Analise s6 tém sentido
para as fungoes definidas em todo R. Assim, poder prolongar uma funcao
u € WHP(I) a uma funcao u € W' (R), é encarado como uma importante
ferramente em toda a teoria de espacgos de Sobolev, e , portanto temos o

seguinte teorema que possibilita tal prolongamento.

Teorema 37 (Operador de Prolongamento) Seja 1 < p < oo. Eziste
um operador de prolongamento P : W'P(I) — W1P(R) tal que

1. Pu, =u Yue W"(I).
2. ||PU||LP(]R) <C ||u||Lp(1) Yu € Wl’p(]).
3. HPUHWLP(R) S C ||u||W1,p(I) V'LL & Wl,p(I)'

(donde C' sé depende de |I] < co.)

Teorema 38 (Densidade) Seja u € W'P(I) com 1 < p < co. Entao existe

uma sucessio (u,) em C°(R) tal que up; — u em WHP(I).

O teorema acima se faz 1til na prova de algumas propriedades das funcoes
de Sobolev, visto que podem ser demonstradas estas propriedades por densi-
dade. Para tanto, utilizar-se-4 bastante a teoria de sequéncias regularizantes

vista no final do capitulo 3.
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Teorema 39 FEziste uma constante C' (dependente sé de |I| < 0o) tal que

Nl < Cllullwiongy Yue W), ¥Y1<p<oo  (5.1)

Dito de outro modo WYP(I) C L>*(I) com imersio continua para todo

1 <p< oo

Este resultado nos garante todas aquelas regrinhas que tinhamos para
derivadas no sentido usual (regra do produto, regra da cadeia) porém com
algumas restricoes em onde estamos trabalhando.

A fim de chegarmos nos ultimos resultados estudados no projeto se fez

necessaria ainda uma passagem na seguinte definicao:

Definigao: Dado 1 < p < oo, denotamos por W,*(I) o fecho de C(I)
em WhP(I)

Com isto elabora-se o

Teorema 40 Seja u € WP(I), entio u € Wy P(I) se e somente se u = 0

sobre 01
E através do mesmo, provamos a importante

(Desigualdade de Poincaré) Suoanhamos que [ é limitado. Entao

existe uma constante C' (dependendo de || tal que)
lullwir < Clle]lee Yu € Wo™(1)
Ou seja, em Wy (I) a quantidade ||u'||z» é uma norma equivalente a norma

de WhP(I)
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. 1 .
Importante pois ao trabalharmos com o espago Wy”(I), podemos utilzar

. . 7/ !/ ./ .
uma norma bastante simples e conveniente, que é ||u ||r» j4 que a desigual-

dade afirma que ambas as normas sao equivalentes.

APLICACAO

Com todas estas ferramentas nas maos, finalmente podemos enunciar um
seguinte problema, que facilmente serd resolvido utilizando o que foi visto
neste relatorio.

Consideremos o seguinte problema. Dada uma f € C([a,b]) existe uma
fungao u(x) que verifica

{ u(aq)L :+ul(bb> :fo em [a,b (5.2)
Uma solugao cldssica do problema (5.2) é uma fungao de classe C? em [a, b]
que verifica (5.2) no sentido usual. Ignoraremos aqui o fato de (5.2) poder
ser resolvida explicitamente com um céalculo bem simples. Faremos isto com
o proposito de ilustrar o método a partir deste exemplo elementar:

Multiplica-se (5.2) por ¢ € C'[a,b] e integra-se por partes; assim temos

b b b
/ W+ / p = / fo VoeClab)), @) =p®)=0 (53)

observe que (5.3) tem sentido se u € C*([a,b]) (contrariamente a (5.2), que
suponhe u derivével duas vezes);de fato, seria suficiente ter u,u’ € L'(a,b),
u' num sentido a determinar. Digamos (provisériamente) que uma funcio u
de classe C'' que verifica (5.3) é uma solugao fraca de (5.2).

O progama seguinte descreve as linhas do enfoque variacional da teoria

das equagoes em derivadas parciais:

29



1. Precisa-se da nogao de solucao fraca, isto ocorre com os Espacos de

Sobolev, que sao a ferramenta bésica.

2. Estabelecem-se a existéncia e a unicidade de uma solugao fraca com o

método variacional, via o Teorema de Lax-Milgran.

3. Mostra-se que a solugao fraca é de classe C? (por exemplo); um resul-

tado de regularidade.
4. Recuperacao da solucao classica. Mostra-se que toda solucao fraca de
classe C? é solucao cléssica.

A etapa (4) é muito simples. De fato, suponhamos que u € C?([a, b]), u(a) =
u(b) = 0 e que u verifica (5.3). Fazendo uma integracao por partes em

(5.3) obtemos

/ (—u"+u+ =0 VpeC'(ab), pla)=pb) =0

b
/(—u”+u+f>gp:o Vi € C2(Ja,b])

Como C(]a, b[) é denso em L?(a,b) (corolario 5), —u" +u = f q.t.p (de fato

em todo ponto ja que u € C?).
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