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APRESENTACAO

O estudo das Equagoes Diferenciais tem sido a porta de entrada a pesquisa
para muitos matematicos devido sua aplicabilidade em diversos ramos da ciéncia,
onde destaca-se a Fisica, Engenharia, Biologia e Economia.

Neste projeto tem-se como ingrediente basico o estudo de varios métodos
classicos e modernos, nos quais darao-se énfase as técnicas relacionadas com
Anélise Funcional que vem atuando como uma das mais importantes ferramentas
nas pesquisas atuais em Equacoes Diferenciais.

A orientacao ao aluno fundamenta-se me dois aspectos: ”a informacao”e a
"formagao”. Para a informacao serao vistas as técnicas gerais usadas nesta area.
Para sua formagao sera estimulada a busca de solugoes mais didaticas dos pro-
blemas enfocados, que sao adquiridas com leituras de varios textos, desenvolvendo
assim habilidades peculiares aos pesquisadores em Matematica.

Para isto é imprescindivel o fornecimento de um estudo que permita obter
uma boa nocao de algumas técnicas mais importantes utilizadas no estudo de
problemas elipticos e que sirvam para dar uma idéia desta importante sub-area
da Matemaética.

Trés aspectos serao enfocados no tratamento de Equacoes Elipticas: o Classico,
uma introducao a Teoria do Potencial e a teoria moderna que envolve uma for-
mulacao fraca dos problemas elipticos via Espacos de Sobolev.

Estas trés etapas sao autosuficientes, porém nas duas ultimas etapas precisara
apenas de um conhecimento prévio, porém elementar, da integral de Lebesgue e o
teorema de Arzela-Ascoli. Isto serd oportunamente suprido através de exposicoes
ministradas pelo orientador.

O método serd o usual, o qual tem sido feito com sucesso nas iniciagoes a
pesquisa matematica, isto é realizacoes de seminarios semanais com lista de exer-
cicios para a fixacao dos conceitos e leituras de textos para complementacao.
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3. OPERADOR DE LAPLACE
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Introducao

Este trabalho é um resumo das atividades exercidas pelo bolsista na Projeto
de Inicia¢ao Cientifica do Instituto do Milénio IM-AGIMB/CNPq/UFPB entre
janeiro de 2003 e dezembro de 2003. Serao aqui mostrados: uma exposi¢ao in-
trodutoria do projeto, objetivos, metodologia, bibliografia utlizada e finalmente,
o conteudo pesquisado e desenvolvido.

Conforme o projeto, a iniciacao a pesquisa se deu da seguinte forma: na
primeira etapa do trabalho estudou-se resultados basicos das equacoes difer-
enciais ordindrias e as Equacoes Diferenciais Parciais, o Operador de Laplace.
Enquanto que na segunda etapa foi desenvolvido um estudo sobre os conceitos
basicos de Andlise Funcional tais como espacos de Banach e Hilbert, Operadores
Lineares Limitados, estudou-se também a Teoria dos Espacos de Sobolev e por
fim aplicagoes tais como Principio do Maximo, Regularidade das Solugoes Fracas
entre outras.

O aluno reconhece que um projeto desse alcance, promovido pelo IM-CNPg-
UFPB, é de grande importancia para o desenvolvimento académico do aluno,
pois o memso esta em contato direto com o "Projeto Integrado de Pesquisa em
Analise”, coordenado pelo Prof. Joao Marcos, e do qual fazem parte pessoas do
Doutorado, Mestrado e Graduacao.

Um outro ponto acerca da importancia do projeto é o fato dele estimular o
desenvolvimento do estudo em grupo, o espirito de equipe. O grande desenvolvi-
mento cientifico é resultado de varias agoes conjuntas em todas as areas da ciéncia,
em especial da Matematica. A atividade de iniciacao cientifica vem amadurecer
essa qualidade, tornando-se para o bolsista muito gratificante.

O orientador é o Prof. Dr. Joao Marcos Bezerra do O, o coorientador é o Prof.
Dr. Everaldo Souto de Medeiros, ambos do Departamento de Matematica, e o
orientando é o aluno Rodrigo Alves de Oliveira Arruda, matricula n.® 10211111.
O projeto teve inicio em janeiro de 2003 com término em dezembro de 2003.



Objetivo

Os objetivos deste projeto nao se restringe de maneira nenhuma a um co-
nhecimento apenas sobre Equacgoes Diferenciais Elipticas. Listamos abaixo os
objetivos do projeto tanto em relagao as Equacoes Diferenciais Elipticas como os
citados anteriormente.

1. Estudar alguns métodos modernos de Analise Funcional, ferramenta impor-
tante na pesquisa de EDP’s;

2. O estudo do Operador de Laplace;
3. O estudo da Equacao de Poisson e do Potencial Newtoniano;
4. Uma introducao a Teoria das Distribuicoes e Espacos de Sobolev;

5. Compreensao dos resultados basicos sobre os trés exemplos classicos de
EDP’s da Fisica-Matematica, Equacoes de Onda, do Calor, e de Laplace.

Aprofundamento de conhecimento adquiridos na prépria graduacao;
Incentivo a continuacao dos estudos em uma Pés-Graduacao

Desenvolvimento do trabalho cientifico em grupo;

e S

Compreensao sobre os trabalhos feitos em uma pesquisa matemaética;

10. Interacao com outros alunos de iniciagao cientifica, assim como pessoas da
Poés-Graduagao.

Metodologia

A metodologia utilizada é aquela ja aplicada a Iniciacao Cientifica. Também
pelo fato do bolsista estar envolvido no ” Projeto Integrado de Pesquisa em Analise” ele
utilizou-se de outras metodologia:

1. Apresentacao semanais de temas para o orientador;
2. Leituras de textos da bibliografia recomendada;
3. Realizacao do estudo em grupo;

4. Apresentacao de temas para outros bolsistas que estao ligados ao grupo de
pesquisa coordenado pelo Prof. Joao Marcos;
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5. Participacao em ciclo de palestras promovidos pelo grupo jé citado

Cronograma de Execucao do Projeto

Apresentaremos agora as partes desenvolvidas do projeto e logo em seguida ex-
ibiremos os principais resultados obtidos durante o estudo.
Primeira etapa- de janeiro 2003 até junho de 2003

Foi estudado alguns resultados basicos das Equagoes Diferenciais Ordinarias;
uma introducao as Equacoes Diferenciais Parciais; o Operador de Laplace;

Segunda etapa - de julho de 2003 até dezembro de 2003

Estudamos uma breve introducao aos conceitos basicos da andalise funcional
fizemos uma Introducgao a teoria dos espagos de Sobolev e aplicacoes a alguns
problemas elipticos variacionais.

O primeiro capitulo contem um resumo das atividades desenvolvidas pelo
orientando, enquanto que os capitulos seguintes contém um resumo de algumas
atividades desenvolvidas pelo orintando em paralelo ao projeto e as quais foram
de grande valia para o mesmo.

11



Capitulo 1

Introducao ao Estudo da
Equacoes Diferenciais Elipticas

Neste capitulo veremos todo o conteudo visto pelo orientando ao longo do projeto

1.1 Equacoes Diferenciais Ordinarias

Seja a equagao diferencial

F(x’ y? y,7 M y(n)) = 01

entao ela é dita linear se F' é uma fungao linear das variaveis y,%/, ..., y". Deste
modo, a equagao diferencial ordinaria linear geral de ordem n é

an(2)Y" + a1 (2)y" " 4+ ao(a)y = g(z)

uma equacao que nao tem a forma acima é uma equagao nao-linear. Vejamos
alguns exemplos:

y'+p(@)y +a(x)y = g(z)  (linear)

v +yy +y==x (nao-linear)

2 ~ .
L8 + 9send (nao-linear)

IEsta equacdo representa a relacdo entre a varidvel independente x e os valores da funcdo y
e suas n primeiras derivadas v/, 3", ...,y

12



Teorema 1.1 Sejam as funcoes f e g—g continuas em algum retangulo o < x < [3,
v <y < 0 contendo o ponto (xo,yo). Entdo, em algum intervalo ro — h < x <

xo + h, contido em o < x < 3, existe uma solu¢ao unica y = ¢(x) do problema
de valor inicial
v =fly) (@) =wo
Definicao 1.1 Seja a equagcao com coeficientes reais da forma
(p(@)u')" + (Ap(x) — q(x))u =0

onde X € um parametro real e as fungoes p(x) e p(x) sao positivas. FEsta
equacao é chamada de equagao de Sturm-Liouville.

1.2 Equacoes Diferenciais Parciais

O TEOREMA DA DIVERGENCIA DE GAUSS: Seja @ C R?> um

dominio cuja fronteira 92 é uma unido finita de curvas suaves. Seja F : Q — R?
um campo vetorial de classe C! em €. Entao

/V-Fdxdy:/ F - nds,
Q o9

onde 71 é a normal externa unitaria.

A EQUA(;AO DE DIFUSAO: O problema motivador da equacao do calor é

o da difusao térmica em barra, apenas considerando-se a sua dimensao longitudi-
nal, isto é, tendo-se isolado a barra ao longo de seu comprimento, permitindo-se,
assim, trocas de calor apenas nos seus extremos. No ambito do nosso estudo e
nas condicoes ja expostas, a variagao de energia interna da barra sera o acrécimo
de calor sensivel. Em simbolos:

[F(z,t) — V(=k(z)Vu(z, t)|At = p(z)c(z)[u(z, t + At — u(z, )]

No limite:

F(o 1) + V() Vu(e, 1)) = p(r)e(z) oo (2. 1)
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EQUAQ()ES DE LAPLACE E POISSON: E notério que toda funcao

complexa
fla,y) = ulz,y) +iv(z,y)
satisfaz as condi¢oes de Cauchy-Riemann:

ok or al?l/ :>{um+uyy:()
J;(yw,y) _ _% Vgg + Vyy = 0

As fungoes u e v que satisfazem a relacdo acima (a equagao de Laplace) sao
chamadas fungoes Haménicas. No caso do calor (difusdo), quando buscamos
solugbes estacionérias (independente do tempo), encontramos fung¢oes harmonicas
(sem fontes de calor e impondo u, = 0). Se permitirmos fontes estaciondrias,
obtemos a equacao de Poisson:-

—Au = G(x)

EQUAQAO DA CORDA VIBRANTE: Vamos supor a corda somente su-
jeita a vibracoes transversais e desprovida de resisténcia a flexao. A 2°lei de
Newton garante que a resultante sobre a corda é igual a soma das forcas internas,
de tensao, e as forcas externas, assim:

2
X@ u(x,t)

To[sen a(x + Ax) —sen a(x)] + F(x,t) = p(x)A ot

Ademais, dividindo ambos os menbros por Az e levando tudo ao limite, resulta

0%u 0%u
TO@ + F(x,t) = P(@")W

EQUAQ()ES DE MAXWELL: A tabela abaixo lista as equacoes e seu sig-
nificado fisico:

Vﬁ(x, t) = p(x,t) Carga e campo elétrico
Vﬁ(x, t) =0 O campo magnético
Campo elétrico produzido por um
campo magnético variavel
= Campo magnético produzido por um
campo elétrico variavel ou uma corrente, ou ambos

14



1.3 O Operador de Laplace

Principios de Maximo

Principio do Maximo Fraco Principio do Méximo Fraco: Seja o operador
eliptico de segunda ordem

0%u u
ULy i

onde a matriz a;; é simétrica e esttritamente positiva. Assuma que Lu > 0(Lu <
0) em um dominio limitado © e ¢(z) = 0 em Q. Entao o maximo (minimo) de u
¢ assumido, em principio, na fronteira de €.

Principio do Maximo Forte Assuma Lu > 0 e considere x, um ponto da
fronteira de Q2 tal que u(zg) > u(z) para todo x € Q2. Também suponha que, em
uma vizinhanca de zg, a fronteira de Q é de classe C? e que u é diferencidvel em
Zp. Suponha também que

1) ¢ =0; ou

2) ¢ <0 e u(xg) > 0; ou ainda

3) u(zg) = 0.

Entao a derivada de u, avaliada em zgnadirecao normal a fronteira, é estrita-
mente positiva.

Principio do Méximo Forte: Assuma Lu > 0(Lu < 0) em € ( ndo necessaria-
mente limitado) e que u nao é constante. Se ¢ = 0 entdo v tem maximo (minimo)
no interior de §2. Se ¢ > 0, entdo u ndo tem maximo nao negativo (minimo nao
positivo) no interior de 2. Independentemente do sinal de ¢, 0 maximo (minimo)
de u nao pode ser zero no interior.

Teorema da Simetria

Teorema da Simetria: Seja a funcao f: R — R € C'. Considere a bola Bx(0) C
R"™ na qual tem-se uma solugao u > 0, de classe C*(B) da equagao

Au+ flu)=0
com condigao de fronteirau = 0 em 0B
u=0,em 0B
Nesses termos, u é radialmente simétrica e estritamente decrescente monotona:

@
or

independentemente da forma de f.

<OparaO<r <R

15



Lema 1. Seja zo € 0B N {z; > 0}. Entdo, para algum § > 0 teremos 2% > (

em BN{|z —xy|< d}. o

Demonstragao: Se o lema fosse falso, haveria em B uma sequéncia {x,} com
Uz, () > 0 e z; — xp. Além disso, uma vez que u é positiva em B e nula
na fronteira, devemos ter que u,, (z9) < 0 e, por argumenton de continuidade,
encontraremos u,, (rg) = 0. J& que u = 0 em 0B, todas as derivadas tangenciais
se anulam e, uma vez que na direcao associada a x; esta fora do plano tangente,
concluimos que o gradiente Vu,(z() é nulo também.

Prova-se que a derivada segunda u,, ., (zo) também é zero mediante o seguinte
artificio. Uma vez que u(zg) = uz(xo) = 0 e u > 0 em B, teremos que
Uzyay (T9) > 0. Por conseguinte, u,,,, também é positiva em uma vizinhaga N,
pelo que teremos

s (95) — oy () = / oy (@), > 0
T

o que nao pode ocorrer, pois Uy, (z;) > 0 e uy, (y;) < 0.
Agora suponhamos que f(0) > 0. Dali,

Au+ f(u) = f(0) <0

e, pelo teorema do valor médio, podemos encontrar uma funcao c¢(x) tal que
f(u) = f(0) = ¢(x)u. Mas o principio do méximo forte aplicado a (—u) implica
Uz, (7o) < 0 (contradi¢ao).

Por outro lado, suponhamos que f(0) < 0. Entao, Au(zg) = —f(0) > 0. Uma
vez que u = 0 em OB e o gradiente Vu(zy) é nulo, haverd u,, ,, (ro) = niAu(zy) #
0 (n é a normal unitaria a dB), ma isso tambe ‘'m é uma contradi¢ao. q.e.d.

Para A € R, seja Ty o plano z; = A e seja S3(A) = BN | #; > A |. Seja 3 (A)
a reflexao de Y ()) sobre T e z* a reflexdo de um ponto z em T). Teremos o
seguinte:

Lema 2. Assuma que, para algum A € [0, R) se tenha

U, () < 0,u(z) < u(z*) Yo e (N

mas de modo que u(z) nio é identicamente igual a u(2*) em >"()\). Entao
u(r) < u(z*) em todos os pontos de Y (A) e uy, () < 0 em BNTy.
Demonstracdo: Seja v(z) = u(2}) em Zl()\). Entao v satisfaz a equagao
Av + f(v) = 0. Fazendo w = u — v e ¢(x) verificando f(v) — f(u) = c(z)w
(TMV), resulta
Aw + c(z)w =0

em ¥ (A). Ora, por hipétese temos w < 0 em 37 (A) e w ndo é identicamente
zero la. Além disso, w se anula em T N B, que faz parte da fronteira de ) (\).

Segue do principio do maximo forte que w < 0 em 3 (A) e wy > 0 em Ty N B.
Como w; = —2uy em T) N B, conclui-se a demostragao. q.e.d.

16



Lema 3. Para qualquer A € (0, R), teremos

(%) g, () < 0,u(z) < u(z) Veed ()

Por continuidade temos que u(z) < u(zg) em > (0) = BN{x; > 0}. O mesmop
argumento aplicado a (—z7) implica que u(x) > u(zg) em »_(0). Pode-se falar,
pois, em uma simetria de u no plano x; = 0.

Demonstragao: Do lema 2, segue que a equacao () vale para A bastante
préximo de R. Escolhamos um valor critico (méximo) p de A para a equagao
citada. A continuidade implica que

Uy < 0, u(r) < u(z?) Ve Z(,u)

Queremos mostrar que x4 = 0. Assumindo que p > 0, teremos, para qualquer
ponto zy € ET#:‘), xfy € B e, consequentemente, 0 = u(zg) # u(zf), pelo que u(x)
nao é identicamente igual a u(z*) em » (i), caso em que podemos aplicar o lema
2. Dessa forma, u(z) < u(z*) em ) (u) e uy < 0em BNT),. Entao a equacao (x)
vale para A = p. Além disso, pelo lema 1 temos que u; < 0 em uma vizinhanca de
qualquer ponto de T, N OB e, assim, cada ponto de T),N B possui uma vizinhanca
na qual u,, < 0. Pela compacidade de T, N B deveremos ter u; < 0 em > (1 —¢)
para € pequeno.

Como haviamos assumido ;1 como um valor critico, haverd uma sequéncia \;
ex; €Y. .(N) talque \j; — e

A]-)

u(z;) > u(]

Haverd convergéncia de alguma sequéncia x; e o limite z estard no fecho de
> (u). No limite, teremos:
u(x) > u(zh)

o que nao poderia valer para = na fronteira 0B, onde u(x) = 0 e u(x*) > 0.
Mas (%) vale para p e deveremos, pois, ter € T), N B. Portanto, 2# = x. Por

. A] ~
outro lado, o segmento reto que liga x; a x;” pertence a B e, por causa da equagao

[u(x;) > u(xj”)] e do (TVM), contera um ponto y; tal que uy(y;) > 0. Fazendo j
tender ao infinito, teremos u;(z) > 0. Contradigao! q.e.d.

1.4 Introducao a Conceitos Basicos de Analise
Funcional

Defini¢ao 1.2 (Espac¢o normado)
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Um espago vetorial V' € normado quando definimos uma fungao ||| : V — R
(denominada norma) que, para cada v,y € V e a € R, ||.||(z) = ||z|| goza das
sequintes propriedades:

N1. ||z|| >0

N2. |z =0 x=0
N3. laz]| = |aff|z|

Ni- Nz +yll < llzll + [yl

FEste espago normado € denotado por (V,||.||) ou , mais frequentemente visto,
por V'

Definigao 1.3 (Espaco de Bannach) Um espaco normado é denominado espago
de Bannach quando o mesmo € completo em relacao a métrica induzida por sua
norma.

Exemplo 1.1 Cla,b] é definido como o conjunto de todas as fun¢des continuas
no intervalo fechado é de Bannach com a norma dada por:

= ma t
ol = max {a(0)
Definicao 1.4 Operadores lineares limitados. Sejam X e Y espagos nor-
mados e T : D(T) — Y um operador linear onde D(T) C X. O operador T é
limitado se existe um numéro real c tal que para todo x € D(T),

|Tz| < cflz]|.
E definido também:
T
|T]| = sup LEX] com x # 0
zeD(T) Hl"

|T|| é chamada de norma do operador T'.

Definigao 1.5 (Espaco de Hilbert)Um espago com produto interno € um espago
vetorial X com um produto interno definido em X. Um espaco de Hilbert ¢ um
espago com produto interno completo (na norma definida pelo produto interno).

Teorema 1.2 (Teorema da representacdo de Riez-Frechet).
Vf e H 3Jue H dnico tal que

fv) =<wu,v> YveH (1.1)

Além disso, € verificada a sequinte igualdade:

1211 = 11111 (1.2)
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Definicao 1.6 Sejam E e F' espacos de Banach. Diz-se que um operador T &€
L(E,F) € compacto se T(Bg) € relativamente compacto na topologia forte. Define-
se por H(E, F') o conjunto dos operadores compactos e denota-se

H(E)=H(E,E)
Teorema 1.3 (Alternativa de Fredholm) Seja T' € H(E). Entao
1. N(I —=T) é de dimensao finita,
2. R(I —T) € fechado, e mais exatamente R(I —T) = N(I — T*)*
3. NI-T)={0} & RI-T)=F
4. dim N(I —T) = dim N(I — T*).

1.5 Uma Introducao aos Espacos de Sobolev

Definigao 1.7 Denota-se W'?(Q), Q C R, o conjunto

WP (Q) = {u € LP(Q) ; 3g € LF(Q) tal que /

up Z—/gso Vo € CHQ)}
Q Q

escreve-se H'(Q) = W12(Q)
Para cada u € WP(Q) denota-se u' = g.

Enunciamos o seguinte problema com a finalidade de mostrar a motivacao ao
estudo dos Espacos de Sobolev.
Consideremos o seguinte problema. Dada uma f € C([a, b]) existe uma fungao
u(z) que verifica
—u tu=f em [a,b]
’ L.
{ w(a) = u(b) = 0 (13)

Uma solugdo cldssica do problema (1.3) é uma fungao de classe C* em [a, b] que
verifica (1.3) no sentido usual. Ignoraremos aqui o fato de (1.3) poder ser resolvida
explicitamente com um calculo bem simples. Faremos isto com o proposito de
ilustrar o método a partir deste exemplo elementar:
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Multiplica-se (1.3) por ¢ € C[a,b] e integra-se por partes; assim temos

b b b
/ W+ / tap = / fo VoeClab)), @ =p®)=0  (L4)

observe que (1.4) tem sentido se u € C'([a,b]) (contrariamente a (1.3), que
suponhe u derivével duas vezes);de fato, seria suficiente ter u,u” € L'(a,b), u
num sentido a determinar. Digamos (provisoriamente) que uma fungao u de classe
C' que verifica (1.4) ¢ uma solugao fraca de (1.3).

O programa seguinte descreve as linhas do enfoque variacional da teoria das
equagoes em derivadas parciais:

1. Precisa-se da noc¢ao de solucao fraca, isto ocorre com os Espacos de Sobolev,
que sao as ferramentas basicas.

2. Estabelecem-se a existéncia e a unicidade de uma solugao fraca com o
método variacional, via o Teorema de Lax-Milgran.

3. Mostra-se que a solugao fraca ¢ de classe C? (por exemplo); um resultado
de regularidade.

4. Recuperacao da solucao classica. Mostra-se que toda solucao fraca de classe
C? ¢é solucao cléssica.

A etapa (4) é muito simples. De fato, suponhamos que v € C*([a, b)), u(a) =
u(b) = 0 e que u verifica (1.4). Fazendo uma integragao por partes em (1.4
obtemos

b
[ vt fo=0 Vo e Clab), vl = i) =0

b
/(—u”+u+f)<p=o Vi € C2(Ja,b])

Como C!(Ja,b[) é denso em L%(a,b), —u" +u = f q.t.p (de fato em todo ponto
ja que u € C?).

20



Capitulo 2

Conducao do Calor numa barra

Este capitulo tem a finalidade de expor a motivacao para o estudo das Séries
de Fourier por meio de um exemplo sobre a conducao do calor numa barra.
Na resolucao deste problema utilizaremos o Célculo Diferencial e Integral e as
Equacoes Diferenciais, porém concluiremos que estes nao sao suficientes, fazendo
com que necessitemos de algo mais, que serao as Séries de Fourier.

2.1 Deducao da Equacao do Calor

Consideremos uma barra de comprimento L, cuja secgao transversal tem area
A, feita de um material condutor uniforme de calor. Suponhamos que ela esteja
isolada termicamente nas laterais, nao permitindo a troca de calor com o meio
ambiente, porém podem ocorrer tais transferéncias nas extremidades da barra.

O fato do material ser uniforme e a barra ser isolada termicamente nas laterais
fazem com que o fluxo de calor se dé somente na direcao longitudinal, passando
0 nosso problema para apenas uma dimensao.

A lei do resfriamento de Fourier diz que: sejam duas placas P, e P, de areas
A, mantidas constantemente as temperaturas 77 e 15, respectivamente; quando
colocadas paralelamente a uma distancia d uma da outra, o calor passara da mais
quente para a mais fria, e a quantidade de calor, por unidade de calor, transferida
¢é dada por

kAT, — T
d

onde k é a condutibilidade térmica do material entre as placas.

Imaginemos que a barra, ao longo do seu comprimento, esteja colocada sobre
o eixo x. Representemos por u(z,t) a temperatura de um ponto de abcissa = no
tempo t. A temperatura independe das coordenadas espaciais y e z, ja que as
varias grandezas fisicas sao constantes em cada seccao tranversal, podendo variar
de uma secgao para outra.

Tomemos duas secc¢oes transversais em = e x + d e imaginemos como duas
placas. Mas ha um problema: a temperatura nao é constante. Para resolvermos

Q- (2.1)
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isto, introduzimos a grandeza fluxo de calor através de uma seccao x, num instante
t, que serd assim: fixemos ¢t na Eq. 2.1, fagamos Ty = u(x 4+ d,t) e Ty = u(z,t) e
calculemos o limite quando d tende a zero. Teremos entao, kA|u,(x,t)| e definimos
o fluxo de calor na diregao positiva do eixo & como uma fungao ¢(z,t) dada por

q(z,t) = —kAu,(z,t)

Obs. 2.1 Se a temperatura u crescesse com x, u, Seria positivo; mas, como
o calor fluiria para a esquerda, q deveria ser negativo. Por outro lado, se u
decrescesse com x, u, seria negativo, mas, como o calor fluiria para a direita, q
deveria ser positivo. Esse é o motivo para o sinal negativo.

Fixemos um elemento da barra xg e xo+9, e calculemos a quantidade de calor
que ai entra, no intervalo ¢y e ty + 7. Entao

to+7 to+7
/ q(wo, t)dt — / q(xo + 0,t)dt

to to
ou

q= /tO+T klug(zo + 9, ) — ug(xo, t)] Adt (2.2)

to

Sabe-se da Fisica que o calor especifico ¢ de uma substancia é a quantidade
de calor ¢ necessaria para elevar em 1°C a temperatura de um grama dessa
substancia. Entao

to+1  pxo+d
q= / / cpuy(x, t)dx Adt (2.3)
to xo

onde p é a densidade da substancia.
Aplicando o teorema fundamental do calculo na Eq. 2.2 e igualando com a
Eq. 2.3, obtemos a seguinte igualdade

to+7 pro+o to+1 pro+o
/ / kg, (z,t)dzdt = / / cpuy(x, t)dx Adt
to xo to Zo

Sendo esta ultima expressao valida Vtg, xg, 7,0 > 0 e g < L, podemos concluir
que
Ky, = uy (2.4)
onde K = k/cp é a difusibilidade térmica.

A Eq. 2.4 é chamada a equacao do calor, sendo a lei de variacao da tempera-
tura u(x,t) numa barra uniforme com a superficie lateral isolada termicamente.
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Obs. 2.2 Para a conclusao deste resultado foram feitas as sequintes hipotese:

1. lei do resfriamento de Fourier (Eq. 2.1)
2. quantidade de calor em fun¢ao do calor especifico (Eq. 2.3)

3. a temperatura é uma func¢do continua de derivadas parciais de classe C? na
regiao do plano (z,t), com 0 < x < L et > 0.

A Eq. 2.4 possui varias solugoes e por isso precisamos de uma condicao inicial
do problema. Ora, a distribuicao de temperatura deve depender da temperatura
inicial ao longo da barra, ou seja, em termos matematicos precisamos de uma
fungao que descreva a temperatura ao longo da barra no instante ¢t = 0.

u(z,0) = f(x) f:[0,L] — R (2.5)

Além disso, precisamos saber o que ocorre nas extremidades da barra ao longo
do processo. Isto é o que chamamos de condigoes de fronteira.

2.2 Formulacao Matematica

Seja R a regido do plano (z,t) dada por 0 <z < Let >0 e R a unido de R
com a fronteira, esta formada pelas semi-retas {x = 0,t > 0} e {x = L,t > 0} e
pelo segemento {0 < x < L,t = 0}. O problema da conduc¢ao do calor consiste em
determinar uma funcio u(z, t) definida em R satisfazendo a equacao do calor (Eq.
2.4) em R, a condigao inicial (Eq. 2.5) e a condi¢do de fronteira, que no nosso
caso as temperaturas nas extremidades da barra sao mantidas constantemente
7€ero, ou seja,

u(0,t) = u(L,t) =0 (2.6)

Com isto nds temos um problema de valores inicial e de fronteira.

Iniciaremos a resolucao do problema aplicando o Método de Fourier, o qual
consiste em usar separacao de varidveis e encontrar solugdes na forma u(z,t) =
F(z)G(t). Para isto nao usaremos da rigorosidade matemaética.

Substituindo u(x,t) = F(x)G(t) na equagao do calor, obtemos F'(z)G'(t) =
KF"(x)G(t), isto é

1 G'(t)  F"(x)
K G({t)  F(a)

(2.7)

admitindo que G(t) e F(z) nunca se anulam.
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O lado esquerdo depende apenas de t e o direito apenas de x, portanto ambos

independem de x e t. Assim

Fllay _ 160

F(z) K G(t)

sendo ¢ independente de x e t.
Da primeira equagao de 2.8 temos

F'(z) —oF(x)=0 1z €]0,L]

(2.8)

(2.9)

(2.10)

pois, u(0,t) = F(0)G(t) = 0,Vt > 0. Se F(0) # 0 entao G(t) = 0 e, logo u = 0.

E para satisfazer a condigao inicial (Eq. 2.5) terfamos que ter f(z) = 0.

Analisemos agora os valores de o que resultam em solugoes F'(x) do problema

dado pelas Eqgs. 2.9 e 2.10. Somente nos interessa solugoes nao nulas.

1. 0 >0

Teremos a solucao da seguinte forma

F(z) = c1eV% 4 e VO

Pela Eq. 2.10 teremos que ¢; = ¢co = 0, ou seja, FF =0

2.0=0

Teremos a solucao da seguinte forma

F(z) =z +c

Novamente pela Eq. 2.10 teremos que ¢; = ¢c3 = 0, ou seja, F' =0

3. o0 <0

Fazendo o = —\2, a solucao serd da forma

F(z) =cicosA\x + cosinA\x

Pela Eq. 2.10 teremos que ¢; = 0 e cosin AL = 0. Como nos interessa

co # 0, teremos sin \L =0 e AL =nm, n € Z*.
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— )2 _ n?x?
Os valores de —o = \; = "3

Egs. 2.9 e 2.10. Enquanto que as fungoes F),(x) = sin “7*
mesmo problema.
Agora, vejamos a segunda equacao em 2.8. A solugao geral é:

sao os autovalores do problema dado pelas
£ sao as autofuncgoes do

G(t) = ce”!
Logo, para cada n temos uma fungao

— e 2r2Kt/L? w
(x,t) = sin —
que satisfaz 2.4 e 2.6.
Um problema que surge é que u,(x,0) = sin 2=
Eqgs. 2.4, 2.5 e 2.6 se a fungao f(z) dada fosse

nnx

7+ somente sera a solugao das

nmtx

f(l') = sin T

Como a equacao 2.4 ¢ linear temos entao pelo principio da superposicao que: se
u(z,t) e v(z,t) forem solugdes, entao qualquer fungao da forma au(zx,t)+bv(z,t),
com a e b constantes, sera solucao. Valendo também para combinacoes finitas de
solugoes.

Com isto, se a condicao inicial f(z) for da forma

nmwx
E Cp, SIN ——

a solucgao sera

N

2.2 2 . NTXx
= E cpe TR sin ——

n=1

Surge entao a questao da f(z) ndo ser da forma acima. Ou seja, suponha que
a fungao possa ser expressa em uma série infinita

o0

nmx
in — 2.11
E Cn SI0 — (2.11)
n=1
O candidato a solucao sera
- nmwx
o —n?m?Kt/L? _;
t) = " — 2.12
u(z,t) nE:1c e sin — (2.12)

E natural surgirem questoes sobre tal suposicao:

1. A fungao f(z) pode ser escrita da forma 2.11
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2. Sendo a funcao 2.12 definida por uma série, questiona-se sobre sua con-
vergéncia e se a funcao satisfaz 2.4

Todas essas questoes acabaram por motivar o desenvolvimento da Analise de
Fourier, que sera abordada no préoximo capitulo.
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Capitulo 3

Analise de Fourier

No capitulo anterior surgiu a necessidade de sabermos quando uma funcao
f(z), com x € [0, L], pode ser expressa como uma série infinita da forma

o0

f(z) = chsin?

n=1
com o0s ¢, escolhidos adequadamente.
Dado o seguinte problema:

up = Kug,, em R
uz(0,t) = u, (L, t) =0, para t>0
u(z,0) = f(z), para 0 <z <L
De maneira semelhante ao que ja foi feito, neste problema encontramos também

a questao de saber se uma funcdo f(z) pode ser expressa como

o0
nmtx

fx) = ZC"COST

n=1
E dai, surge a questao geral: quais funcoes f : R — R podem ser expressas
na forma

f(x) :—ao + Z(ancosw + b, Sln?) (3.1)
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3.1 Coeficientes de Fourier
Inicialmente fagamos algumas consideragoes

Defini¢ao 3.1 Uma funcio f : R — R € periddica de periodo T # 0 se f(x +
T) = f(x) para todo x. O menor periodo positivo é chamado o periodo funda-
mental, ou simplesmente periodo.

nmx ’I’Lﬂ':l? é T

Proposigao 3.1 O periodo fundamental da fungoes sin “F* e cos “T*

Definicao 3.2 Uma série de fungoes Y - uy(z), onde u, : I C R — R, ird
convergir pontualmente se, para cada xo € I firado, a série numéricay - | u,(zo)
convergir. Ou seja, dados e > 0 e xg € I, existe um inteiro N = N(e,xq), tal que

zz:lw($o)

Definigao 3.3 Uma série de fungoes y .- u,(x) converge uniformemente se,
dado € > 0, existe um inteiro N = N(g), tal que

}:%@)

Proposicao 3.2 Suponhamos que as fungoes w, sejam continuas e que a Série
S un(z) convirja uniformemente. Entio a soma da série u(x) = > o U, ()
n=1 """ j ‘ n=1 "N

¢ também uma func¢ao continua.

<e€ YVm>n>N

<€ YVm>n>N

Proposicao 3.3 Suponhamos que as fungoes u,, sejam integrdveis em wm inter-
valo I e que a série Yy~ u,(z) convirja uniformemente. Entdo

/(Zun )d:c—Z/un

Proposicao 3.4 Suponhamos que as fungoes u,(z) definidas em um intervalo

I sejam continuamente derivdveis e que a série y - ul(x) das derivadas con-

virja uniformemente. Suponhamos ainda que, para um dado xq € I, a série
(o] . . ~

Yy un(zg) convirja. Entdo

- (Zunu)) =" u o)

n=1

Proposicao 3.5 (Relacées de ortogonalidade)Sao vilidas as igualdades abaizo:

L
/ Ccos ? sin mwxcm =0, se nm>1 (3.2)
-L
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L
= >
/ cos 2 cos T gy = { g’ sen=m 21, (3.3)

L L L , sen#m, n,m>1
L
. NTT . MTT L, sen=m>1,
/Lsstm 7 dx—{ 0, senstm, nm>1 (3.4)

Se uma funcao for expressa da forma 3.1, é natural pensarmos que os coefi-
cientes a,, e b, estejam intimamente ligados a fungao.

Suponhamos que ocorra a igualdade 3.1 e que esta série convirja uniforme-
mente. Pela prop. 3.2 f é continua, logo integravel e periédica de periodo 2L,
pois 2L é periodo das fungoes seno e cosseno na série. Pela prop. 3.3 integramos
os dois lados de 3.1 obtemos

f(z)dx = —ao dr + ap, cos —dx + by sin 2% gz
/ [+ 2], IS
ao — % /_ " ) (3.5)

L L
/ CoS md:c = / sin @da: =0
L L _I L

Com a mesma idéia e usando as relagoes de ortogonalidade obtemos:

porque

/ f(z) cos md:c n>0 (3.6)

1 [t nww
= - in —d >1 3.7
7 t@sin s 0> (3.7
Com isto, temos a seguinte defini¢ao:
Definicao 3.4 Seja f : R — R uma func¢ao periodica de periodo 2L, integrdvel e
absolutamente integrdvel em cada intervalo limitado; em particular ffL |f(z)|dx <

0o. Os numeros a,, paran > 0, eb,, paran > 1 dados em 3.6 e 3.7 sao definidos
como os coeficientes de Fourier.
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Obs. 3.1 A desigualdade abaizo dd uma idéia do motivo da hipdtese de f ser
integrdavel e absolutamente integrdvel.

L
‘/ f(z) cos P g
. L

Dada uma funcao f : R — R periddica de periodo 2L, integravel e abso-
lutamente integravel, podemos encontrar os seus coeficientes de Fourier pelas
expressoes acima e escrever

< [

nnx TL7T$>

1 & .
flz) ~ 500 + 2; (an cos — + by sin — (3.8)

L L

que é a série de Fourier de f (expressao do lado direito)

Antes de enunciarmos o Teorema de Fourier, que nos da condigoes suficientes
para a convergéncia da série de Fourier de uma funcao f, vejamos algumas
definicoes.

Definicao 3.5 Uma funcao f : R — R serd seccionalmente continua se ela tiver
apenas um nidmero finito de descontinuidades (todas de primeira espécie) em
qualquer intervalo limitado. Ou seja, dados a < b, existem a < ay < ... < a, < b,
tais que f € continua em cada intervalo aberto (aj,aj11), j =1,...,n—1, e existem
os limites

flaj+0) = lim f(z) e fla; =0)= lim f(z)

+
Tr—a,; T—a,;
J J

Definicao 3.6 Uma funcdao f : R — R serd seccionalmente diferencidvel se ela
for seccionalmente continua e se a funcao derivada [’ for também seccionalmente
continua.

Com estas defini¢oes enunciamos o Teorema de Fourier

Teorema 3.1 Seja f : R — R wma funcao seccionalmente diferencidvel e de
periodo 2L. Entdo a série de Fourier da funcao f, dada por 3.8, converge, em
cada ponto , para 3[f(xz +0) + f(z — 0)], isto é,

%[f(x+0)+f(a:—0)]:%ag + nZE(ancosn—Zx + b,ﬁiﬂ?) (3.9)
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3.2 Integracao de série de Fourier

Se uma funcgao for igual a sua série de Fourier, a qual supoe-se convergir
uniformemente, pela prop. 3.3 temos

b
/f dm—/ dr + Z(/ ancosde + /a bnsin?da:) (3.10)

Nesta secao veremos que a Eq. 3.10 é valida mesmo se a série de Fourier nao
convergir uniformente ou nao convergir para f

Teorema 3.2 (Teorema sobre a Integragio de séries de Fourier) Seja f : R — R
uma fungao periodica de periodo 2L e seccionalmente continua e seja

1 (0.)
§a0 + RZ;(ancos? + bnsinw>

- (3.11)

sua série de Fourier. Entao:

1. a série pode ser integrada termo a termo e o valor da série integrada € a
integral de f; mais precisamente,

b b o0 b b
_ [Ta nma . nux
/a f(x)dx—/a 5 dr + 3:1 (an/a COS —— dr + bn/a sin —— dx) (3.12)

2. a funcao F(x fo — (ap/2)]dt € periddica de periodo 2L, continua,
tem deriwada F’ seccwnalmente continua e € representada por sua série de Fourier

v L L~ (-
/ [f(t)—%] dt = — g b—n—i—— ( b cos oL I g mrx) (3.13)
0 n=1 n=1

s n n L + n
e
L:b I
— = F(x)d 3.14
o =gp ] F (3.14)
Demonstracao

Tomemos uma funcao peridédica f : R — R de periodo 2L e seccionalmente
continua. Definimos a funcao F': R — R da seguinte forma

/0 ' )~ 2] ar (3.15)
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que ¢é continua.

Pelo teorema fundamental do Célculo, existe F’(z) em todos os pontos de
continuidade de f e F'(z) = f(x) nestes pontos. Portanto, F'(z) é seccionalmente
continua.

Usando o fato de que F'(x) e f(t)—% sao de periodo 2L e de que faajLL g= ffL g
para g de periodo 2L e a fixo, a € R, temos

F(m+2L)—F(m):/:+2L [f(t)—%] dt:/_L [f(t)—%} dt =0

/LL F(t)dt = /LL %dt

Temos entao que F'(x) em 3.15 é continua, a derivada é continua por partes e
de periodo 2L. Logo, pelo Teorema de Fourier

o0

+Z<A cos—w + B, sm?) (3.16)
=1

onde A, e B, sao definidos pelas férmulas 3.6 e 3.7 (em vez de f(x) serd F(x)).
Usando a féormula de integragao por partes, obtemos

1 L nrx|* L L nTL
A, =— |F(x)— sin — — F'(z)— sin ——d
"L (x)mrsm L |, /L ()mrsm L x]
e
—L
A,=—1b, n>1 (3.17)
nm

B,=—a,, n>1 (3.18)
nm

Fazendo x = 0 em 3.16 e lembrando que F(0) = 0, temos

oL < b
el ) 1
W;n (3.19)

Com as equagoes 3.15, 3.16, 3.17, 3.18 e 3.19 e alguns ajustes chegamos a
expressao
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¥ t
/f t)dt = / 2dt + Z(/ ancosTdt + /0 bnsin%dt> (3.20)

Fazendo x = a e x = b e subtraindo um da outra obtemos a Eq. 3.10
[ |

3.3 Convergéncia Pontual e algumas desigual-
dades

Nesta se¢ao apenas enunciaremos de modo informal alguns resultados impor-
tantes na andlise de condigoes suficentes para uma fungao f convergir pontual-
mente. Também mostraremos algumas desigualdades de grande relevéncia nao
s0 na Anadlise de Fourier.

Teorema 3.3 (Teste de Dini) Seja f : R — R uma fung¢ao de periodo 2L, in-
tegravel e absolutamente integravel em [—L, L|. Fizado x, em [—L, L], suponha
que f(x 4+ 0) e f(x —0) existam e que ezxista > 0 tal que

e

Entao e,(x) — 0, ou seja, sp(x) — [f(z +0) + f(x —0)]/2, quando n — oo.

dt < oo

Obs. 3.2

1 - k k
sp(x) = §a0 + Z (akcos% + bmin%)
k=1

f@+0)+ flz —0)
2

en() = sp(x) —

Lema 3.1 Seja f : [a,b] — R uma fun¢ao integrdvel e absolutamente integrdvel
em [a,b]. Entdo

b
lim/ f(z)sin(tx)de =0

t—o0

b
lim/ f(z)cos(tx)dx =0

t—o00

Obs. 3.3 O lema acima € usado na demonstracao do Teste de Dini
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Desigualdade de Bessel

a(2) N 2 2 1 [t 2
5 T Z(ak +b;) < I |f(z) [ dx

k=1 —-L

Desigualdade de Cauchy-Schwarz

(%) (39)

2. para fungoes de quadrado integravel (f e |f]* sdo integraveis)

<[[ |f<x>|2dxr / |g<x>|2dx]é

1. para vetores do R”

n

> asb;

=1

[ ey

Desigualdade de Minkowski

1/2 n 1/2 n 1/2
<(3e) +(50)
j=1 j=1

2. para funcoes de quadrado integravel

unesore] <[ el "+ re]

1. para vetores do R”

[Z(ay +;)?

j=1

Identidade de Parseval
L

1 2 - 2 2\ 1 2
IEDICRLARE Y MUCIRE

—L
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3.4 Convergeéncia Uniforme

Nesta secao veremos condigoes suficientes sobre a funcao f de periodo 2L que
garantam a convergéncia de modo uniforme de sua série de Fourier.

Definigao 3.7 Uma fungdio f : [a,b] — R € de quadrado integrdvel se f e |f]?
forem integrdaveis

Teorema 3.4 (1° Teorema sobre Convergéncia Uniforme da Série de Fourier)
Seja f uma funcao de periodo 2L, continua e com derivada primeira de quadrado
integravel. Entdo, a série de Fourier de f converge uniformemente para f.

A idéia da demonstracao é usar o teste M de Weierstrass (enunciado abaixo).
Como

nmx
@y, COS T‘ <la,| e

. nmx
bnsmT‘ < |by|

vé-se em que condi¢oes a série numérica converge

o0

> (lanl +[ba])

n=1

Proposigao 3.6 Seja > ", u,(x) wma série de fungoes u,, : I C R — R .
Suponha que ezxistam constantes M, > 0 tais que |u,(z)] < M,, ¥V z € I, e
que a série numérica Yy -, M, convirja. Entdo, a série de fungoes Y >, u,(x)
converge uniforme e absolutamente em I.

Teorema 3.5 (2° Teorema sobre Convergéncia Uniforme da Série de Fourier)
Seja [ de periodo 2L, seccionalmente continua e tal que a derivada primeira é
de quadrado integrdvel. Entdo, a série de Fourier de f converge uniformemente
para f em todo intervalo fechado que nao contenha pontos de descontinuidade de

f.
Lema 3.2 Seja v a funcao de periodo 2L assim definida:

—3(1+%) —-L<z<0
U(x) = 0 r=0
$(1-2) 0<z<L
Entdo, a série de Fourier de 1 converge uniformemente para 1 em qualquer
intervalo que nao contenha pontos da forma 2Ln, para n inteiro.
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A idéia da demonstragao do teorema consiste é tomar a funcao continua

o(w) = fla) = D wible — )

onde k ¢ o numero de saltos de f e w; a medida desses saltos.

Aplicando o teorema 3.4, a série de Fourier de g converge uniformemente
para g, em toda reta. Pelo lema 3.2, a série de Fourier de ¢(z — z;) converge
uniformemente em qualquer intervalo que nao contenha pontos da forma x; £2Ln.
Como a série de Fourier de f é a soma das séries de g e w;¢(x — z;), para
j=1,...,k, temos que ela converge uniformemente em qualquer intervalo fechado
que nao contenha pontos da forma x; £ 2Ln, para j = 1,...,ken = 0,1,2, ...,
que sao os pontos de descontinuidade de f.

3.5 Unicidade da série de Fourier

Com os resultados mostrados a seguir, conseguimos de modo simples obter o
teorema que nos garante a unicidade da série de Fourier, ou seja, dadas duas
funcoes com suas séries de Fourier iguais, temos que as funcoes sao iguais em
seus pontos de continuidade.

Teorema 3.6 Seja f : R — R wma fungdao de periodo 2L, e de quadrado in-
tegravel em |—L, L]. Entao a série de Fourier da f converge em média quadrdtica
para f, ou seja, a sequinte relagao € vdlida

lim ’ |8n(z) — f(2)|*dz =0

n—oo | o
Sp € definido da forma vista na obs. 3.2

Defini¢ao 3.8 Um conjunto {1, } de fungées de quadrado integrdavel em [—L, L]
¢ chamado um sistema ortogonal, se

L
/ @)z =0, e nm

L
2
/ Yi(x)dr = ¢, #0
-L
se ¢, = 1, para todo n, o sistema recebe o nome de sistema ortonormal

Definicao 3.9 Um sistema ortonormal € dito completo se, para uma func¢ao f
de quadrado integrdvel em [—L, L], tivermos

36



/_Lsz/ano, Vn

entao f = 0. Neste caso, quer dizer que f(x) = 0 em todos os pontos de con-
tinuidade da fungdo f.
Teorema 3.7 O sistema trigonométrico, definido da forma

1 1 Tx 1 | wx 1 krx 1 kmrx
sin — cos

——, ——C0S —, —— s aees , sin -
V2L VL L'VL L VL L L L

€ completo

(3.21)

Agora podemos enunciar e demonstrar o teorema abaixo

Teorema 3.8 (Unicidade da série de Fourier) Sejam f e g fungoes de periodo 2L
e de quadrado integravel em [—L, L|. Suponha que suas séries de Fourier sejam
as mesmas. Entao f = g (ou seja, f(x)=g(x) em todos os pontos de continuidade

de feg)
Demonstracgao

Seja h = f — g. Como os coeficientes de Fourier de f e g sao os mesmos,
entao [~ . hip, = 0, para todas as fungoes v, do sistema trigonométrico 3.21.
Pelo teorema 3.7, h = 0 e f(x) = g(x) para todos os pontos de continuidade de f

eg.
|
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3.6 Unicidade de solucao para a equacao linear
do calor

Esta secao refere-se a um trabalho apresentado pelo orientando durante o XI
ENIC - Encontro de Iniciagao Cientifica da UFPB, realizado na cidade de Joao
Pessoa nos dias 02, 03 e 04 de dezembro de 2003

Introducao

Consideremos uma barra de comprimento L, cuja seccao transversal tem
area A, feita de um material condutor uniforme de calor. Suponhamos que ela
esteja isolada termicamente nas laterais, nao permitindo a troca de calor com
o meio ambiente, porém podem ocorrer tais transferéncias nas extremidades da
barra.

O fato do material ser uniforme e a barra ser isolada termicamente nas laterais
fazem com que o fluxo de calor se dé somente na direcao longitudinal, passando
0 nosso problema para apenas uma dimensao.

Imaginemos que a barra, ao longo do seu comprimento, esteja colocada sobre
o eixo x. Representemos por u(z,t) a temperatura de um ponto de abcissa = no
tempo t. A temperatura independe das coordenadas espaciais y e z, ja que as
varias grandezas fisicas sao constantes em cada secgao tranversal, podendo variar
de uma secgao para outra.

Seja R a regido do plano (z,t) dada por 0 <z < Let > 0e R a unido de N
com a fronteira, esta formada pelas semi-retas {x = 0,¢ > 0} e {z = L,t > 0}
e pelo segmento {0 <z < L,t = 0}. O problema da condugdo do calor consiste
em determinar uma funcdo u(z,t) definida em R tal que:

Uy = Ky, em R
u(0,t) =u(L,t) =0, para t>0
u(z,0) = f(x), para 0<z<L

onde K ¢é a constante de difusibilidade térmica.
O problema dado por estas trés equacoes é chamado de Problema de Valor
Inicial e de Fronteira, ou simplesmente PVIF.

Unicidade de Solucao

Definicao 3.10 (Solugdo do PVIF no sentido 1): Uma fungdo u : R— R €
uma solucao do PVIF se ela for continua em R, tiver derivadas parciais u; € Uz,
em R, e satisfazer as relagoes abaixo
Uy = Ky, em R
u(0,t) =u(L,t) =0, para t>0
u(z,0) = f(z), para 0<z<L
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O objetivo deste trabalho é mostrar que dadas duas solugoes (u; e uy) do
PVIF no sentido I elas sao iguais.
Entao v = u; — ue é continua em R e

Uy = Ky, em R
u(0,t) =u(L,t) =0, para t>0
u(x,0) =0, para 0 <z <L

E ao provarmos que u = 0 temos a unicidade de solucao do PVIF no sentido
I. Para tal prova utilizaremos o seguinte Teorema conhecido como Principio do
Mdazimo-Minimo.

Teorema 3.9 (Principio do Mdzimo-Minimo) Seja u(x,t) uma fun¢do continua
no retingulo Rio = {(x,t) : 11 < v < 29, t; <t < 1y}, e tal que uy = Kug,, para
T <x<x9 ety <t <ty Entao o madximo deu é assumido em um dos sequintes
lados de Rio:

h={x=uz,t, <t <t}
lo={t="t1, 21 <a <y}
lg = {$:$2,t1 StStg}
A funcio u é continua no retangulo % = {(z,t) : 0 < 2 < L,t > 0}, satisfaz

a equacao diferencial u; = Ku,, em 0 < x < L et > 0. Portanto, u satisfaz as
hipdteses do teorema 3.9, e conseqlientemente atinge o seu valor méaximo em um

dos lados de R:

llz{.T:O,tZO}
lb={t=0,0<z<L}
Iy ={x=L,t>0}

Sabemos que o valor de u em [y, l5 e [3 é zero, nao assumindo valores positivos.
Se tomarmos a fungao —u, podemos aplicar novamente o teorema 3.9 e achamos
o seu valor maximo que também sera nulo. Porém, o maximo da funcao —u é o

minimo da funcao u. Concluimos que u = 0, provando a unicidade da solucao.
[ |
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Capitulo 4

O Grau Topoldgico de Brouwer

O grau topolégico, d(f,Q,y) de f com respeito a Q e a y, é uma importante
ferramenta de ajuda na resolucao de problemas em que necessitamos encontrar e
determinar a multiplicidade de solu¢ao de uma equagao da forma f(x) = y, onde
f € continua definida em um subconjunto 2 C R™ com valores em R" e y é um
ponto dado em R™.

A cada tripla (f,€,y) associamos um nimero inteiro d(f,€,y), de modo que
as propriedade da fungao d nos permitam encontrar respostas quanto a existéncia,
unicidade ou multiplicidade da solu¢ao da equagao f(x) =y

Esta fungao d possui certas propriedades mostradas abaixo:

1. d(id,Q,y) = 1 para todo y € Q

o grau da funcao identidade é 1

2. d(f,Q,y) = d(f,,y) +d(f,Qa,y) sempre que Q) e (2 sejam subconjuntos
abertos e disjuntos de €, tais que y ¢ f(2\ (21 U 2y)).

o grau contém informacoes sobre a localizacao das solugoes

3. d(h(t,.),Q,y(t)) independe de t € J = [0,1] sempre que h: J x Q — R" e
y : J — R" forem continuas e y(t) ¢ h(t,08) para todo t € J.

o grau ¢ invariante por homotopia

Antes de iniciarmos o desenvolvimento do grau topolégico de Brouwer mostraremos

algumas nogoes de Anélise no R™.

4.1 Toépicos de Analise no R”

Definicao 4.1 Uma norma em R" é uma aplicagao
Il R* — Ry

tal que
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Lz >0 e ||z =0 2=0
2. | Azl = [Allzll, AeR

3 Nz +yll <zl + vl

Definicao 4.2 Duas normas ||.||; |||-|l| sdo ditas equivalentes, se existirem cons-
tantes a,b > 0 tal que ||z|| < al||z||| < b||z]]

Definicao 4.3 Seja A C R", o € A € dito um ponto interior de A se existe
e >0 tal que B.(xy) C A

Definicao 4.4 A C R € dito aberto, quanto A = intA = A, onde A= {x € Az
¢ ponto interior}

Proposicao 4.1 1. @ e R™ sdao conjuntos abertos
2. Se Ay, ..., A, sao abertos, entdo (;_, A; € aberto

3. Se A, sao todos abertos, entdo |J,.;, onde I é uma familia arbitrdria, ¢
aberto

Proposigao 4.2 Todo subconjunto aberto A C R™ pode ser escrito como unido
enumerdvel de cubos fechados.

Definigao 4.5 Dizemos que um conjunto X C R™ tem medida nula (m(X)=0),
quando, para todo € > 0 dado, for possivel obter uma sequéncia de cubos m-
dimensionais abertos Cy, ..., C;, ... tais que

XCGCZ- e iU(C¢)<€
i=1 i=1

onde v(C;) € o volume do cubo C;.

Proposicao 4.3 Toda reuniao enumerdvel de conjuntos de medida nula € ainda
um conjunto de medida nula.

Diferenciabilidade no R"

Definicao 4.6 Uma funcao f : Q@ C R* — R € diferencidavel, no sentido de
Fréchet, em a € Q) se existe uma aplicacao linear A : R — R tal que

fla+v) = f(a)+ Av +r(v), onde lim —= =0

Neste caso, denotamos A = f'(a)
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Definicao 4.7 Uma funcao f : Q@ C R* — R™ € diferencidvel, no sentido de
Fréchet, em a € Q) se existe uma aplicagao linear T, : R — R™ tal que

fla+v) = f(a) + Tov+1r(v), onde HhHmO ”ﬂgjﬁ“

=0

Teorema 4.1 (Teorema da Representacao de Riesz) Dado f: H — R linear. Se
dimH < oo, entdo existe um tunico uy € H tal que f(v) =< ug,v >

Definicao 4.8 Uma funcao f : Q C R* — R € diferencidavel, no sentido de
Gateaux, em a €  na direcao v se existe

o fa o) = f(a) _ of

t—0 t o %

(a)

Proposicao 4.4 Uma funcao f = (fi,..., fm) € diferencidvel em a € ) se, e
somente se, f; € diferencidvel parai=1,...,m

Obs. 4.1 A transformacao linear f'(a) : R™ — R™ possui, em relagdo das bases
canonicas de R™ e R™, uma matriz n x m chamada matriz jacobiana de f no
ponto a, indicada por Js(a). De modo prdtico temos

isto) = (52w

onde f1,..., fn sao as fungoes coordenadas de f.

Teorema 4.2 (Teorema da Fung¢do Inversa) Seja f : Q2 C R,, — R" uma fun¢ao
de classe C* tal que det(J;(a)) # 0. Entao existe uma vizinhanga V(a) e W(f(a))
tal que

o Via) = W(f@)
€ uma biyjecao

Teorema 4.3 (Teorema da Fun¢ao Implicita) Seja F': Q@ C R™ xR" — R™, com
F de classe C*. Suponha que %—5(@, b) € invertivel e F(a,b) = 0. Entao, existe
uma tnica ¢ : V(a) — W(b) de classe C' tal que p(a) = b e F(z,p(x)) = 0,
VzeV(a)
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4.2 Unicidade do Grau

Para fazermos um estudo da unicidade do grau topolégico !, vamos supor que
ele exista (a garantia da existéncia ficard para um estudo mais a frente).

Enunciaremos alguns resultados que precisaremos para chegarmos a unicidade
do grau topologico.

Proposigao 4.5 Seja A C R" compacto e f : A — R" continua. Entao existe
uma fungao continua f: R™ — R™ tal que f(z) = f(z) para todo x € A.

Proposicao 4.6 1. Seja A C R"™ compacto, f € C(A) e e > 0. Entao existe
uma funcao g € C*(R™) tal que |f(x) — g(z)| < e em A.

2. Sejam f € C' e g, 6 > 0 tais que

Qs={zeQ: ox,00) >0} #0
Entao existe g € C*°(R™) tal que

max

o |f(@) —g@l<e

|f - g|o +
Definigao 4.9 Seja f : Q@ C R — R wma funcao diferencidvel em xy € €.
Dizemos que xy € ponto critico de f se Jg(xg) = 0, caso contrdrio xy € ponto
reqular.

Proposicao 4.7 Sejam f € C(Q) ey ¢ f(0Q). Sey € um valor regular de f,
entao f~'(y) é um conjunto finito.

Proposicao 4.8 Sejam yy € R" e f € C° (Q) tais que yo & f(O). Entdo existe
a >0 tal que d(f,Q,y) =d(f,Q,yo) para todo y € By (yo)

Enunciaremos e demonstraremos um importante lema que nos garante a me-
dida nula da imagem do conjunto dos pontos criticos de uma funcao de classe

Cl

Lema 4.1 (Lema de Sard) Seja f € C*(Q) e S; o conjunto dos pontos criticos
de f. Entao f(Sy) tem medida nula.

Demonstracgao

Usando as proposicoes 4.2 e 4.3, basta mostrarmos que, se ) C {2 é um cubo
fechado, entao f(S5;(Q)) tem medida nula.

INeste capitulo ndo veremos o estudo completo sobre a unicidade, pois o mesmo ainda estd
em andamento
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Suponha Q um cubo fechado de aresta [ contido em 2. Como () é compacto
e f' é continua em @, existe ¢ € R tal que |f'(x)| < ¢ para todo =z € Q e f' é
uniformemente continua em ). Assim, dado € > 0, existe d; > 0 tal que

If'(z) = f'(T)] <e Va,T€Q tais que |x —T| < &
Também existe m € N tal que § = %ﬁ < 601. Divimos o cubo Q em m™ cubos
menores, cada um destes com aresta % de modo que a uniao de cada subcubo @y,

seja igual a Q; a diagonal de @)y, é %ﬁ, e entao

[f'(z) = f'(@)] <e Vr,T ey

Definimos agora a fungao h : [0,1] — R™ por
h(t) = f(T +t(r — 7))
Usando o Teorema Fundamental do Célculo

h(l)—h(o):/ h’(t)dt:/o F1(@ +ta — 7)) (z — T)dt

Agora, observe que h(1)—h(0) = f(x)—f(T) e f'(T)(z—7) = fol f(Z)(x—T)dt.
Dai obtemos
fl@) = f(@) + f'(@)(z —T) + R(z,T)

onde

R(z,T) = /0 f@+txz—72)— f'@)|(x—7)dt V2,TeQy

Por um calculo simples temos que |R(z,T)| < &
~ Agora, vamos supor Q,N.Sy # &. Tomando T € QxNSy, definimos A = f'(T),
Qr=0Qr—Teg:Qr— R"porg(y) = f(T+y)— f(T). Como |y| < § para todo
Yy € Qr, [(Qr) = g(Qx) + f(T) e que

9(y) = Ay + R(y), com|R(y)| = |R(T+y,7)| < b, Vy€e Qx

Como T é ponto critico = detA = 0, logo o conjunto A(Qk esta contido num
subespago de dimensao n — 1. Seja by um vetor de norma 1 do complemento
ortogonal de A(Qy). Completando b; a uma base ortonormal {bi,...,b,} de R"
temos que g(y) = Z(g(y),bi)bi, que é a expressao de g(y) nessa nova base

i=1
ortonormal.
As desigualdades abaixo sao validas:

L [g(y),bi)| < |R(y)||b1] < ed
2. [{9(y), bi)| < [{Ay, bi)| + [{(R(y), bi)| < cd+e0  parai>2
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Podemos agora concluir que g(@k) estd contido num retangulo J;, dado por

Jp = [—€6,80] X [—c6 — 8, ¢0 4 €] X ... X [—cd — 6, ¢d 4 6]

cujo volume é vol (J;) = 2¢6[26(c+¢)]"*. Como f(Qx) = g(Qx)+f(F) concluimos
que f(Qy) estd num retangulo .J, contendo f(Z) e cujo volume é o mesmo de J;

Sabendo que S;(Q) C Q1 U ... U Qpyn, podemos afirmar que o conjunto dos
retangulos J;, definidos acima cobre f(S;(Q)) e

n

i vol(Jy) = 2"e6"m™(c + )"t = 2"e(ly/n)™(c + )"

k=1

E assim, f(S;(Q)) tem medida nula, pois € é arbitrario.

Este lema e a prop. 4.7 nos permite concluir que ao calcularmos d(f,Q,y),
podemos assumir, sem perda de generalidade, que y é um valor regular de f.

Como o estudo sobre o grau topoldgico nao esta concluido, ainda ficam fal-
tando alguns resultados que nos permitem assegurar unicidade do grau.

45



Conclusao

Conforme pode ser observado, a metodologia adotada no projeto foi eficaz,
visto que o conteiido do mesmo, apesar de vasto, foi praticamente cumprido.

Esta atividade de iniciagao a pesquisa somente nos trouxe beneficios, adqui-
rimos uma maior indepéndencia no processo de aprendizagem e tivemos ainda a
oportunidade de desenvolver atividades em paralelo ao estabelecido no projeto em
si como estudos em grupos, estudos dirigidos, participacoes em ciclos de palestras,
as quais estimularam e desenvolveram a nossa formacao no ambito académico.

Aproveitamos a oportunidade para externar nossos agradecimentos pela promogao
financeira do CNPq, que nos concedeu uma bolsa de iniciagao do Instituto do

Milénio - AGIMB.

Rodrigo Alves de Oliveira Arruda
orientando

Joao Marcos Bezerra do O
orientador
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