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Introducao

Recentemente, o estudo de problemas de autovalores envolvendo Equacgoes
Diferenciais Elipticas Lineares tem sido desenvolvido devido a sua importancia
na compreensao dos problemas Elipticos nao-Lineares. Estes tltimos surgem em
diversas areas da Ciéncia Moderna. Muitos problemas em Fisica, Biologia e da
propria Matematica sao modelados por Equacoes Elipticas nao-Lineares.

Nestas notas, apresentamos inicialmente, com o minimo de pré-requisitos
possivel, uma teoria abstrata para os autovalores de operadores compactos e
autoadjuntos definidos em um Espaco de Hilbert. Obtemos uma caracterizagao
minimaxr para tais autovalores. Posteriormente, aplicamos esta teoria para o
estudo do seguinte problema de autovalor

—Lu = pmu em )

u = 0 sobre 0f)
Onde
AR du
Lu = — — | a(z)=— | +ao(z)u

> o (05 ) + anto)

2,7=1
é um operador fortemente eliptico em um dominio limitado 2 de RY. Para tanto,
obtemos uma formulagao variacional para o problema e discutimos existéncia de
solugoes fracas, de acordo com um estudo de hipoteses sobre a funcao m, que
¢ chamada funcao peso. Feito isto, buscamos informacoes sobre o sinal de tais

solugoes e finalizamos o trabalho discutindo quando que essas solugoes fracas sao,
na verdade, classicas.

Objetivos

O objetivo principal deste Trabalho é a familiarizacao com técnicas mini-
mazx, métodos variacionais e teorias da Analise Funcional, bastante utilizados nas



pesquisas de EDP elipticas. Para tal, estudamos um problema especifico, cuja
escolha foi motivada pelo fato de que os pré-requisitos sao minimos para sua to-
tal compreensao e também porque é um problema linear de extrema importancia
para o estudo posterior em Equacoes Elipticas nao-Lineares.

Outros objetivos sao alcancadas como subproduto deste estudo, pois nossa
meta é de fato inserir o estudante em um ambiente de pesquisa, escolhendo prob-
lemas que requeiram técnicas, metodologias e aplicabilidade, tais que o estado
atual de conhecimento do objeto estudado tenha grande interesse cientifico.

Metodologia

Fizemos também uso da metodologia tradicional, a qual tem sido feita com
sucesso nas iniciagoes a pesquisa em matematica, isto é, realizacoes de seminérios
semanais com lista de exercicios para a fixacao dos conceitos e leituras de textos
para complementagao.



Problema Linear de Autovalor
com Peso Indefinido

Um Pouco de Calculo

Seja U um subconjunto aberto de um espacgo de Hilbert H, feg: U — R
funcoes reais de classe C! definidas em U. Considere a hipersuperficie

S={zxeU: gx)=0 e ¢ (x)#0}

que, obviamente, é suposta nao vazia. Queremos encontrar pontos extremos de
f com a condicao de vinculo g = 0. Esta é uma questao classica no Calculo das
Variagoes, que é resolvidoa usando o Célculo Diferencial, da seguinte forma.

Dizemos que xy € S é um ponto critico de f restrito a S <f’s) se para todo
a: (—¢,e) — S, caminho de classe C' com «(0) = x¢, temos

d
S Ha®)], =0 (1)

Observe que um ponto de maximo ou minimo local de f em S é um ponto critico
de f restrito a S.

Proposicao 1 x5 € S € um ponto critico de f’s se, e somente se
f'(@o) = A (o) (2)
para algum X € R.

Observacao: O ntmero real A é chamado de Multiplicador de Lagrange e
vemos facilmente que é dado por

A= f(wo) - g'(wo) || 9 (o)l 7>

wo»

Nesta secao, utilizamos para denotar o produto interno em H.
Para demonstrar esta proposicao, precisaremos do seguinte

Lema 2 Seja w € H, com w L ¢'(xg). Entdo existe um caminho de classe C*
a:(—ee) =S, com a(0) = xg, tal que &/(0) = w.
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Prova: Pelo Teorema da Representacao de Riesz-Frechét, identificamos o fun-
cional ¢'(x¢) : H — R por seu representante em H. Sejam Hj o espago unidimen-
sional de H gerado por ¢'(xg), e Hy o espago ortogonal a Hy. Assim, H = H,® Ho,
pois H, é fechado, por ser de dimensao finita. Portanto, cada x € H tem uma
unica decomposicao * = u + v, u € Hy e v € Hy. Entao xy = ug + vg. Pro-
cederemos agora afim de obter uma representacao cartesiana de S. Para tanto,
¢é conveniente trabalhar com uma representacao de H como o produto cartesiano
Hy x Hjy, onde cada © = v+ v € H é associado ao par (u,v) € Hy x Hy. Defina
g: U xUy; — R por g(u,v) = g(u+wv), onde Uy e Uy sdo vizinhangas de ug € H;
e vg € Hs, respectivamente. Estas vizinhancas sao escolhidas de tal forma que
u+v € U para todo u € U; e todo v € U,. Por definicao, vemos que ¢ é de classe
C" e suas derivadas parciais sao dadas por

-~/ -~/

gy (ug,v1) - u = 9'(901) “U 9o (ur,v1) - v = 9'(901) " v.

Conseqiientemente, gy’ (ug, vg) é um isomorfismo entre Hy e R. Entao, pelo Teo-
rema da Funcao Implicita, existem vizinhancas V; C Uy de ug, Vo C Uy de vy €
uma funcio de classe Ct, h: Vi — Vs, tais que vy = h(ug) e

g(u,h(u)) =0, Yue V. (3)

Defina p : Vi — Hy x Hy por p(u) = (u,h(u)). Esta é a representagao cartesiana
de S. Observe que

p/(ul)u = (U, h,(ul)u), Yu € H;.

Segue de (3) que

-~/

01’ (ug, vo) - u+ Gy (ug, vo) - [R (up)u] =0

e, uma vez que, gy’ (ug, vo)-u = 0 e gy'(uop, v9) # 0, obtemos h'(ug)u = 0 para todo
u € Hy. Assim,
p'(uo)u = (u,0).

Agora, dado w ortogonal a ¢'(xg), defina
a(t) = p(ug + wt) para | t] < e,

onde ¢ > 0 ¢ escolhido de tal forma que up + wt € Vi para todo | t| < e.
Claramente

a(0) = p(uo) = (uo, h(uo)) = (ug,vo) e
o' (t)],_y = P'(u0) - w = (w,0)



Demonstracao da Proposicao 1: Seja xy um ponto critico de f’s Assim,
para todo caminho a : (—¢,&) — S, com a(0) = x¢ de classe C*, temos

f'(xo) -/ (0) =0 (de (1)).

Portanto, pelo Lema 2, para todo w € H ortogonal a ¢'(zg), temos

f(zg) - w=0
que nos cede (2), com A\ = 0. Agora, observe que
9' (o) - a’(0) =0 (de g(a(t)) =0) (4)

para todo caminho de classe C!' a : (—¢,6) — S com a(0) = z,. Entao se
admitimos (2), obtemos de (4) que f’(zg) - @/(0) = 0, o que prova que zy é um
ponto critico de f‘s. ]

Analise Espectral de Operadores Compactos e
Autoadjuntos

Seja H um espago de Hilbert com produto interno (-, -) e norma || - ||.

Dado L : H — H operador linear, sejam y € H e hy, : H — R tal que
hy(x) = (Lz,y). Tal funcional ¢ linear e continuo em H, dada a continuidade e a
linearidade do produto interno. Pelo Teorema da Representacao de Riesz-Frechét,
existe z € H tal que (Lz,y) = hy(x) = (z, z). Definimos o operador L* : H — H
de forma que L*(y) = z. Observe que para cada y € H temos associado um unico
funcional h,, e este funcional, por sua vez, implica na existéncia e unicidade de z.
Assim, L* estd bem definido. Mais ainda, L* é linear e continuo com || L|| = ||L*||.
L* é denominado por operador adjunto a L. Um operador é autoadjunto quando
L =1L~

Um operador linear é dito compacto quando leva conjuntos limitados em con-
juntos relativamente compactos. E facil ver que todo operador linear compacto
é continuo.

Dizemos que (x,) C H converge fracamente para xo € H quando, para todo
f funcional linear e continuo em H, temos que f(z,) converge para f(xy). Dessa
forma, um operador é compacto se, e somente se, aplica sequéncias fracamente
convergentes em sequéncias convergentes.

Daqui em diante, T" : H — H denotard um operador linear compacto e
autoadjunto.



Lema 3 Se
A = sup (Tz,z) >0 (5)

flzf|=1

entdo existe o1 € H, com ||¢1]| = 1, tal que

(To1,61) =M1, T = M. (6)
Prova: Uma vez que T é compacto, temos que (T'z,z) < ||T|| para ||z| = 1,
donde A\; < oco. Tomemos ||z,|| = 1 tal que (Tx,,z,) — A1 (podemos fazer

isso por definigdo de supremo). Como estamos em um espago de Hilbert, que é
reflexivo, podemos admitir, passando para subsequéncias se necessario, que x,, —
¢1 (onde — designa convergéncia fraca) e, como T' é completamente continuo,
Tz, — T¢y. Assim, obtemos a primeira parte de (6). Para a segunda parte,
usamos a proposi¢ao 1 com f(z) = (Tz,z) e g(z) = 5 (||z[|* — 1). Observe que f
assim definida ¢ C1(H, R), pois

f/<$0> v = lim f(x(] + t'U> B f(i’?o)

t—0 t

. (T(zo + tv), 2 + tv) — (Txo, o)
= t

2
_ Pr% 2t(T'xo, v) t—l— t*(Tv,v)

= 2(Tz,v).
Da mesma forma, temos que g € C*(H,R):

oy e 9(mo +tv) — g(zo)
)0 =l S

1., (xo+tv,xo+ tv) — (xg, x0)

= —lim

2 t—0 t
1 y 2t(xg,v) + t*(v,v)
o 5 t1—>0 t
= (x,v).

Dessa forma, o conjunto S é dado por

S={recH||al=1}

Observe que ||¢1]| < liminf||z,|| = 1. Suponhamos que ||¢1]] < 1. Tomando
¢1
T = 7
1] '
(Tz,z) = W(T¢17¢1) > (T'gr, 1) = Mt



o que é um absurdo. Assim, de fato, ||¢1]|| = 1. Logo, ¢; é um ponto critico de
f!s, uma vez que ||| € S e f(¢1) = sup f(z). Concluimos portanto que existe
zeS

A2 € R tal que
f(#1) = Xag'(61)

ou seja,

2(T¢1,U) = /\g(gbl,v), VveH. (7)

Logo,
A
Tor =My, A=73
Além disso, A = Ay, basta tomar ¢; = v em (7). =

Por argumentos completamente similares temos o seguinte

Lema 4 Se
A = ||11H1£1(Tx,x) <0 (8)
entdo existe ¢_1 € H, com ||p_1]| = 1, tal que
(To-1,0-1)=A-1, Th1=A1¢-1. (9)

Observagao:  \; definido por (5) é o maior autovalor de T, uma vez que,

tomando A autovalor de T' com ¢ autovetor associado (||¢]| = 1), temos
A= Sup (Tr,2) = (T¢,9) = (M), ¢) = A.
z||=1

Similarmente A_; é o menor autovalor. Este procedimento pode ser repetido para
obter outros autovalores para T, considerando sua restricao ao complementar
ortogonal de R¢; (R¢;)*). De fato, isto acontece porque T(R¢;) C R¢; e,
consequentemente, T : (Rg;)* — (R¢pp)t é ainda compacto e autoadjunto.

Podemos entao generalizar, da seguinte forma:
Proposicao 5 Se
)\nzsup{(Tx,x) x|l =1, Ly, ,(bn,l} (10)
entao existe ¢, € H, com ||¢,|| = 1, tal que
(T¢n, n) = Any  Thn = Anton.

Uma afirmacao similar vale quando

A, = inf{(Tx,I) el =1, 2 Ly, 7¢—(n—1)} (11)



No proximo lema, exibimos algumas propriedades elementares de operadores
lineares compactos e autoadjuntos.

Lema 6 T ¢ autoadjunto e compacto.
1. Autovetores correspondentes a diferentes autovalores sdo ortogonais.

2. Se A é um autovalor de T, entdo o autoespaco N(T — M) tem dimensao
finita.

3. Os autovalores de T nao se acumulam em um ponto \ # 0.

Prova: 1) Sejam A\; # Ay € R autovalores de T' com ¢; e ¢o autovetores
associados, respectivamente. Assim,

(Tér, p2) = (1, Tp2)

donde vemos que
A(01, G2) = Aa(d1, d2)
e portanto,

(p1,02) =0

2) Seja Bj[0] a bola fechada de centro 0 e raio 1 de H restrita a N(T' — A\I).
E suficiente provar que B; [0] é compacta. Para tanto, seja (z,) uma sequéncia
em Bi[0]. Como ||z,|]| < 1, temos que existe z € H tal que, passando para
subsequéncias se necessario, x, — . Como 71" é compacto, segue que T'x, — Tz,
donde Ax,, — T'z. Assim, v = Tz/\ e x,, — x, concluindo a demonstragao.

3) Sabemos que o conjunto dos autovalores de T' é limitado. Portanto, é
suficiente provar que se esse conjunto possui um ponto de acumulagao A entao
A = 0. Por contradicao suponhamos que A # 0. Nesse caso existe uma sequéncia

A
A1, A2,y Ap, -+ - de autovalores de T' com |\,| > % e lim A\, = \. Sexq, 9, -
n—oo
sao autovetores associados a esses autovalores com ||z, || = 1, entao se i # j, temos
|Tz; — Tai||? = [Nz — Nz ||2 = [N + [\[2 > [A%. Resulta que a sequéncia

(T'z,) nao admite uma subsequéncia convergente, o que é absurdo. m

Um resultado interessante é que todos os autovalores diferentes de 0 sao obti-
dos através do processo descrito na proposicao 5. A prova é relativamente simples
em vista do seguinte

Lema 7 Para cada x € H temos

1=—00

Nessa soma, tiramos a parcela v = 0.

10



Vejamos que todos os autovalores nao nulos de 7" sdo descritos por (10).
Suponha, por absurdo, que existe um autovalor 0 # X\ # )\;, para todo ¢. Pelo
Lema 6 item 1, um autovetor ¢ associado a A é ortogonal a todos ¢;’s. Por (12)

T¢ =0, o que é impossivel.

Para provarmos o Lema (7) precisamos do seguinte resultado, que da uma
caracterizagao da norma de um operador autoadjunto. Lembramos que a norma

de um operador linear continuo 7' : H — H é definida por

IT|| = sup [[Tz|

llzll=1
Lema 8 Seja T : H — H um operador autoadjunto em H. FEntdo

sup |(T'z,z)| = || T

[lz]l=1
Prova: Notemos primeiramente que
| (Tx, )| < || Ta|| |2l < [ Tl[|=]1,
donde

sup |(Tz, )] = sup [Tz
l|lzl|=1 [|lz[|=1

. Por outro lado, denotando n = sup |(Tx,z)|. Para quaisquer z,y € H
llzll=1

77><T( Tty ) T4y ):>
- | z+yll) |l =+yl

nllz+yl? > (T(x+y),z+y) = (Tz,z) + (Ty,y) + 2(Tz,y),

e similarmente,

—nllz —yl* < (T(x —y),x —y) = (Tz,x) + (Ty,y) — 2(Tz,y).

Somando a primeira inequagao com o inverso da segunda e usando a identidade

do paralelogramo, temos:

4(Tz,y) < 2n(ll=(* + 1yl1*)-

(14)

Agora, para ||z|| = 1 ou Tz = 0 ou Tx # 0. Para o tltimo caso tome y =

Tz/||Tz|| em (14) para obter || Tz|| <7, que vale para todo |z|| =1. m

Prova do Lema 7: Seja

n

tn=x— Y (2,0)¢; (i#0).

t=—n

11



E suficiente provar que T'z,, — 0. Jaque x, L ¢; parat € {-n,---,—1,1,--- ,n},
temos, pela Proposicao 10 e o Lema 8,

[Tn]] < max{ [An|, A }H zall-

Donde temos a conclusdo, pois [|z,[|* = [|z]|* = >, (z,¢:)* < [jz]|>. =

i=—n

A férmula (10) para o n-ésimo autovalor positivo apresenta a incoveniéncia
de requerer conhecimento de todos os autovalores positivos anteriores. Analoga-
mente, temos esta dificuldade no calculo de A_,,. O proximo resultado ameniza
a situacao.

Proposicao 9 Para cada n positivo

v = inf sup{(Tz,2) | o] =1 e L F,1) (15)
n—1

onde este infimo é tomado sobre todos os subespacos F,,_1 de H com dimensao
n — 1. Uma formula similar vale para A_,,, isto €,

A, =sup inf{(Tx,z) | ||z]| =1 ex L F,_41}. (16)

n—1

Prova: Denotemos por A, o lado direito de (15). Tomando F,_; o espago
gerado por ¢1, -+, ¢,_1, vemos, pela férmula (10) na Proposigao 5, que A, < \,.
Por outro lado, seja hy,--- ,h,_; um sistema qualquer de vetores dois a dois
ortogonais em H, e Fj,,_; o subespaco gerado por eles. Escolhemos um vetor

o = Zaigﬁi de tal forma que (¢,h;) = 0 para j = 1,---,n — 1, e, ainda,

i=1
n

Za? =1, ou seja, [|¢|| = 1. Logo

i=1
(To,0) =Y aiXi = A,
=1

donde
sup{(Tz,z) | ||z]| =1ex L F1} > Ny V1,
eassim A, >\, =
A férmula (15) ainda tem uma inconveniéncia, uma vez que sup(7'z,x) tem

que ser tomado sobre  em um espaco de dimensao infinita. A seguir, temos um
resultado com o objetivo de facilitar o calculo de A\, e A_,,.
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Proposicao 10 Para cada n positivo

Ap =supinf{ (Tz,z) |||z =1 ez € F,} (17)
Fr

onde o supremo € tomado sobre todos os subespacos F,, de H com dimensao n.
Uma formula andloga vale para \_,, a saber

A, = i}gfsup{ (Tz,z) | ||z|| =1 ex € F,}. (18)

Prova: Denotemos por I',, o lado direito de (17). Tomando F,, o subespago

n
gerado por ¢, -, ¢,, temos, para todo x = Zai@- € F, ||z = > a? =1,
i=1

que
(TIMT) = Zaz‘)‘z > )\na
i=1
pois \; > A\, com j = 1,--- ,n—1. Assim I', > A,. Por outro lado, dado
um subespaco F, qualquer de dimensao n, escolha um x € Fy tal que = L
¢1,"+ , Pn_1. Pela Proposicao 5, (Tx,z) < A,. Consequentemente,

inf (Tx,z) < N\,, V F,.

:DGFTL

Assim '), < \,. =

Observacao: Todos os infimos e supremos nas caracterizagoes acima sao de
fato atingidos e, portanto, podemos substitui-los por minimos e maximos.

O Problema de Autovalor com Peso Indefinido:
A Formulacao Variacional

Consideremos o seguinte problema de autovalor

—Lu = pmu em )

u = 0 sobre 0f)

onde

Lu=-)_ (% (aij(x)g—;) + ao(z)u (20)



é um operador fortemente eliptico em um dominio limitado Q de RN (N/geq3),
isto é, existe uma constante ¢y > 0 tal que

N

Z aij(2)&E > colé]?, Vo eQ, VEeRY. (21)

1,j=1

Temos ainda, por hipdtese, que a;; = aj; e ao(x) > 0 em Q. A fungao peso
m : Q — R é considerada pertencente ao Espaco de Lebesgue L"(§2) com 7 > N/2.
Enfatizamos que m pode mudar de sinal em €. Admitimos ainda a;; € L>(2) e
ap € N/ Q(Q)

Em nossa formulagao variacional, usamos o Espago de Sobolev Hg (). Lem-
bramos que H{(2) é o fecho do espago

CyP () ={u € C*(R) : suppu C 2 é compacto}
munido da norma ||ul|o = ||u||z2 + ||Vul|L2, a qual é equivalente & norma
[ull = [[Vul 2, (22)
devido a desigualdade de Poincaré, a saber
lullze < cllullm, ¥ ue€ Hy(Q),

As normas introduzidas acima provém dos seguintes produtos iternos

/ (Vu - Vo +uv)

/VU-VU.

A formulagao variacional do problema (19) é dada a seguir:

a(u,v) = p[muv, Y€ H;
(23)
ue H}

onde a : H} x H} — R é uma forma bilinear definida por

a(u,v) = / (Z aij(a:)aa—;g—g + ao(a:)uv> dz. (24)

i,7=1

Lembramos também as imersoes de Sobolev: H} < L, isto é, HJ () esta
imerso em L?(2) continuamente, se 1 < ¢ < 2* = 2N/(N —2), e compactamente,
se 1l <q< 2%,

Usando as imersoes de Sobolev, vemos, pelas hipdteses consideradas em ag e
m, que as expressoes [ muv e [ apuv, para u,v € Hy estdo bem definidas. Além
disso, a forma (24) define em H} um produto interno cuja norma associada é
equivalente a norma dada por (22), uma vez que

14



1. a é bilinear,
2. a é simétrica [a(u,v) = a(v, u)],

3. a é coerciva, pois

3u ou
a(u,u) = /Z 8_x18:6] —i—/ o(z)u’dx
i,j=1

> co/]Vu|2+/a0u2 por (21)

cllul|3:, pois ag(r) >0 e

— +/|a0uv|

+ llaoll pwrzlul 2

4. a é continua,

ou

lau,v)| < mgxnaijnmz / ]8—
<

< || |

< Kllulla o]l

V|| z2r

L2 Ljllp2

devido a H} < L?" e & desigualdade de Poincaré.

Denotemos este produto interno por (-, -), € a norma correspondente por ||-||4-

Fixado v € H}, a fun¢do v — [muv é um funcional linear continuo em
H}. Pelo teorema da representacao de Riesz-Frechét, existe um tnico elemento
Tu € H}, tal que

0>

(T, v), = / muw. (25)

E claro que T : H} — H} é linear. Mais ainda, T' é continuo, pois

ITull; = (Tu,Tu)

= / mulu

< ClimllerllullallTulla-

T é também autoadjunto, por definigao. Além disso, T' é compacto. Com efeito,
seja (u,) uma sequéncia limitada em H}. Passando para uma subsequéncia,
suponha que u,, — v em H}. Usando a imersao compacta, sabemos que u, — u

15



em L° com 1 < s < 2*. Usando (25) com u substituido por u, — u e v por
Tu, — Tu, temos

(Tu, — Tu, Tu, — Tu), = / (up — u)(Tu, — Tu).
Usando a desigualdade de Holder, com 1/s =1—1/r—1/2* (s < 2* uma vez que
r > N/2), temos

1T — Tl < llml|z-flun — wllzs | T, — Tull 2+

que nos da

1T, — Tullo < e|lun — ullzs = Tu, — Tu € Hy.

O problema (23) pode, portanto, ser reescrito
(u,v)g = u(Tu,v)q, Vve H
u € H}
Ou ainda

Tu = —u.
1

Dessa forma, podemos aplicar toda a teoria desenvolvida na secao anterior
para descrever os autovalores e autovetores (em Hj) do problema (19).

Proposicao 11 Os autovalores do problema (23), caso existam, sao caracteriza-

dos por
1
L upinf{/mu2 il = 1 euEFn},
lun Fn

1
— :infsup{/mu2 | ulla =1 eu € Fn}
fn  Fn

onde F,, varia sobre todos os subespagos de H} de dimensao n. As autofungoes
¢ correspondentes sao tais que

(26)

a(pn,v) = un/m¢nv, VveH, (27)

PR 2
aldn0) =1 o / me?. (28)
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Por resultados da secao anterior, os autovalores acima nao acumulam, exceto
em 400 ou —oo. E claro que precisamos garantir a existéncia de tais sequéncias
de autovalores e fazemos isto na seguinte

Proposicao 12 Se Q. = {x € Q : m(z) > 0} e Q- = {z € Q@ : m(x) < 0},
entao:

1. |Q4| =0 = ndo eziste pu, positivo.

2. |Q_| =0 = nao existe p_, negativo.

3. Q4] > 0= eziste uma sequéncia (u,) positiva tal que p, — +00.

4. |Q_| > 0= existe uma sequéncia (u_,) negativa tal que p_, — —oo.
(-] denota a medida de Lebesque do Conjunto).
Prova:

1. Suponha que existe p, > 0 e seja ¢, # 0 uma autofuncao associada. Sabe-
mos que

a(pn,v) = ,un/mgzﬁnv Vv e H,.

Tomando v = ¢,,, temos

Mas a é coerciva e, portanto,

a<¢na (bn) > C|¢n|2 > 0.

Como p, > 0, temos
/m¢i>0:>|Q+| > 0.

2. Anélogo a 1.

3. Sejam By, ---, B, bolas duas a duas disjuntas em {2 tais que os conjuntos
B;NQ, tém medida positiva. Sejam uy,--- ,u, € C5° funcoes com suporte
nas bolas correspondentes de tal forma que f mu? > 0. Vejamos como
podemos tomar tais fungdes. Tomemos ¢ > 0 tal que ¢ < ||mxp;na, ||z

/ 1 1
Como Cg°(B;) é denso em L™ (B;), com — + — = 1, para este mesmo ¢,
o
existe v; € Cg°(B;) tal que

€
HUJ' - XBjﬂQ+HLr/ < W7 v; > 0.
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Pela desigualdade de Holder,

’/mvj _/mXBjﬂQ+
/mvj > /mXBjmm —e>0

Tomemos, assim, v; = u3, normalizando-os de tal forma que [mu; = 1

para j = 1,--- ,n. Afirmamos que u, > 0. Com efeito, seja F;, o subespaco
gerado pelas funcoes u; (que sdo ortogonais duas a duas, ja que as bolas onde
o suporte delas esta definido sdo disjuntas). Logo, para v =Y aju; € F,,

temos
n n
2 2 2 2
/mu-Eaj/muj—Eaj
j=1 j=1

< mllerllv; = xgin. e < e

donde

n n
a(u,u) = Z a?a(uj,uj) < cZa?
=1 =1

onde ¢ = max a(uj,u;) > 0. Entao
j:17"'>n

—_

/mu2 > —a(u,u) >0, YueF,.
c

Tomando o infimo sobre u € F), com |lu|| = 1 e depois o supremo sobre os
subespagos de dimensao n de H, temos, por (26), a afirmacao desejada.

4. Analogo a 3.

Os préximos dois resultados explicam como p,, = p,(m) varia como funcao
de m. Ambos seguem diretamente da proposicao 11.

Proposicao 13 Sejam m,m : Q — R funcées em L™ (), com r > N/2, tais que

m(z) < m(z) q.t.p. em Q. Suponha que, para um dado n (n = +1,£2,---), os
autovalores p,(m) e pn,(m) existam. Entao

fin (M) > 1o (70). (29)
Prova: A demonstracao é realmente simples, pois, quando n > 0,
m(z) < m(z) =

w*m(z) < uPim(z) =



sup inf
F ’U,EFn

inf /uQm ) < inf /u m(x) =
ucky ueF,

w*m(z <sup inf /u m(z) =

n UEFn

1

< —
un(m) i (0
De forma andloga temos paran < 0. =

Proposicao 14 fi,,(m) é uma funcdo continua de m, na norma de LY/?(Q). Em
outras palavras, se (m;) C L"(Q) converge para m € L(Q) na norma de LV/?,
entdo fu,(m;) converge para fi,(m).

Observagao: Se m(z) = 1 em (2, usamos a seguinte notacao p;(1) = Aj,
j=1,2,---. Observe que nao existe j negativo, pois |Q2_| é nula, para este m.
E facil ver, portanto, que

wi(a) = \ja~t, para a > 0.

Um Teorema do Tipo Krein-Rutman

Teorema 15 Seja m : Q — R wuma fungdo em L' (Q), com r > N/2, (ndo
necessariamente positiva). Suponha que m > 0 em um subconjunto de 2 com
medida positiva. Entdao o primeiro autovalor positivo py de (23) é simples (i.e.,
possui multiplicidades algébrica e geométrica iguais a 1) e ¢y pode ser escolhido
estritamente positivo em ). Uma afirmacao equivalente € satisfeita quando m < 0
em um conjunto de medida positiva.

Prova: Dividiremos esta demonstracao em 3 partes:

1. Seja w € H} uma autofungao associada ao primeiro autovalor positivo .
Ainda nao sabemos se alguns p;’s sao iguais ou nao a p;, e conseqiiente-
mente, w pode ser uma combinacao linear de ¢;’s. Em qualquer caso w ¢
uma solucao de

a(w,v) = /mwv, Ve H;. (30)
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Afirmamos que w nao muda de sinal em 2. Com efeito, suponhemos que
sim, e definamos w* = max(w,0) e w~ = min(w,0). Sabemos que w' e w™
pertencem também a Hj. Entao

/mw —/m +/m(w‘)25a1+a2

a(w,w) = a(w" w") +aw ,w ) =L+ B BB >0

Uma aritmética simples mostra que ou

(7)

o+ o

Bi+ B E B E
ou entao,
. a1 + g Q9
Q B+ B2 = e (51 52)

Uma vez que
1 [mw*  [mwh)?+ [mw)?

p alw,w)  alwtwh) +alw,w" )

concluimos que wt e w™ sao também autofuncoes correspondentes a 1.
Assim, elas sao solugdes de (30) e, de acordo com um resultado de Stam-
pacchia (vide [8], corolario 8.1 p.238) w™ > 0, q.t.p. e w™ < 0 q.t.p. em
o que é um absurdo. O fato de que ¢; pode ser tomado > 0 em €2 segue do
mesmo resultado mencionado.

. Agora provemos que a multiplicidade geométrica de pq € 1, ou seja, o sube-
spaco gerado por uma autofuncao associada a p; tém dimensao 1. De fato,
Sejam w; e wy autofungoes associadas a 1. Pela etapa anterior nds sabemos
que para cada a € R, a autofungao w; + aws tem sinal definido. Entao os
conjuntos

A={aeR:w +awy, >0} e B={a€R:w +aw; <0}

sao nao-vazios, fechados e AUB = R. Consequentemente, existe @« € AN DB,
e, sendo assim, w; + aws = 0, que nos diz que w; e wy sao linearmente
dependentes.

. A multiplicidade algébrica de u; é também 1, ou seja, p; é um autovalor
simples. De fato, nosso objetivo é provar que N(I — u,T)*> = N(I — u,T).
Seja u € N(I — 1T)%. Entao, pela etapa anterior, u — pyTu = t¢;, para
algum ¢ € R. Tomando o produto interno com ¢;:
(1, d1)a (u — T, ¢1)a

= (u7 ¢1)a — M1 (TU, ¢1)a

(U, #1)a = (U, 11T P1)a

(u7 ¢1)a - (uv (bl)a
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Dessa forma, t = 0, e portanto u € N(I — 1 T').

Um Principio de Maximo
Considere o seguinte problema de Dirichlet:

Lu = h emQ
(31)
u = 0 sobre0f

O operador L é o mesmo do problema de autovalor apresentado em (20). O
problema (31) é discutido em sua formulagao variacional, dada por

a(u,v) = [ hv em £
(32)
u € Hy(Q)
Admitimos, por enquanto, que h € L%, onde recordamos 2* = 2N /(N — 2).
Sob esta hipdtese, segue, das imersoes de Sobolev, que a funcao v — | hv é
um funcional linear continuo em Hj. Entao pelo teorema da representagao de
Riesz-Frechét, existe um he H} tal que /hv = (E,v)a, Vv e Hy. Tal héa
solugao unica de (32) (uma vez que a é forma bilinear coerciva e continua em
H}). Desta forma, definimos uma fungao linear e continua S : L* — H} com
S(h) = h. Aplicando o teorema 8.1 ([3], p. 179) temos que h(x) > 0 sempre que
h(x) > 0. Observe que esta afirmagdo é um principio de méximo e possui uma

hipdtese crucial: ag(xz) > 0 em €. O préximo resultado mostra de que forma esta
hipotese pode ser descartada.

Teorema 16 Seja u € Hy uma solugio de

Lu—X dmu = h em{
(33)
u = 0 sobre 0}

onde h € L* () e h > 0 q.t.p. em Q. Suponha que m € L™ ¢é positiva um um
subconjunto de Q) com medida positiva. Admita, ainda, 0 < Auq(m). Entdou >0
em 2. Mais ainda, se h > 0 em um conjunto de medida positiva, entao u > 0
em Q.

Prova: O problema é reescrito em sua forma fraca:
a(u,v) — )\/muv = /hv, Vv € H,. (34)
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Sem perda de generalidade, iremos admitir que [m(z)| < 1. (34) pode ser reescrito
como

ay(u,v) = )\/(m + 1uv + /hv, Vv € Hy. (35)
onde ay(u,v) = a(u,v) + A [uv.

Dado A > 0, denotemos por f; , o primeiro autovalor positivo de

ax(u,v) = p [(m+Luwo Vo e H.
(36)
u € Hg(Q)

ueremos provar que 0 < A < p(m) = A < py1.n. Denotemos oo = 47 . Suponha,
p q M M1, M, p
por contradicao, que @ < A. Entao

/ (m + 1)v?

1 /(erl)v2
o pa(v,v)+)\/v2 a(v,v)—iroz/v2

Entao, dado £ > 0 existe um v € H} tal que

s Ly L

= ——c
@ a(v,v) + a/ a(v,v

a
implicando que p;(m) < a < X < py(m), absurdo.

< sup

Denote por Sy o operador definido de forma andloga a construcao de S, no
inicio desta se¢ao, em relagao a dorma bilinear ay. Assim, (34) pode ser reescrito
na forma

u=ASy((m + 1)u) + Syh.
Seja W : H} — H{ o operador definido por W(u) = ASy\((m + 1)u). Este
operador é compacto, devido & imersdao compacta H} — L*".

Os autovalores de W sao menores que 1. Com efeito, seja p um autovalor de
W. Logo, ASx((m + 1)u) = pu, donde A/p [(m + 1)uv = ay(u,v), ou seja, A/p
¢ um autovalor para (36). Conseqlientemente, ;1 < A/p1, < 1. Assim

w= (I —W)'Sh= i W7 (S\h) (37)

J=0

e o fato de u ser positivo segue de que tanto Sy quanto W sao positivas. O tltimo
argumento do teorema segue direto do principio do maximo forte. m

A conclusao deste tltimo teorema é forte, no sentido de que o problema (33)
nao pode ter uma solugao positiva se A > u1(m). Na verdade, temos a seguinte
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Proposicao 17 Seja u € CY(Q)) uma solugio de (33), onde h € L* e h > 0
q.t.p. em Q. Suponha que m € L®(Q) € positiva em um conjunto de medida
positiva, e X > pqy(m). Entao se u/geq0 e u(x) > 0 para algum x € ), temos que
A=pi(m), h=0 eu=tpy, onde ¢, € a autofuncao de (23) associado a py(m).

Para a demonstracao desta proposicao, utilizamos a seguinte forma do principio
do maximo forte:

Proposicao 18 Seja u € CH(Q) e suponha que a(u,v) < 0 para todo p € H ()
com ¢ > 0. Admita ainda que OS2 satisfaz a condi¢ao de esfera interior no ponto
xg € 002. Entao a derivada exterior normal Ou/0v(xg) € estritamente positiva,
se supormos u nao constante em Q e u(xg) > 0. Esta dltima restri¢io torna-se
desnecessaria quando ag = 0.

Prova: Pela definicao da condigao de esfera interior em xg, seja Br(y) C €2 uma
bola aberta de raio R e centro y tal que {zo} = 0Br(y) U0Q. Fixe 0 <p < Re
considere a funcao auxiliar

v(z) = e e‘“RQ, r=lr—yl,

definida no anel I' = Bg(y) \ B,(y). « sera escolhido adequadamente mais tarde.
Seja ainda w(x) = u(x) — u(zg) + ev(z), para algum £ > 0 pequeno, em I
Supondo que u nao é constante em €, segue, do principio do méximo forte ([3]
teorema 8.19, p. 188) que u(xg) > u(x) para todo x € I' \ xy. Assim, temos
w(xz) < 0 sobre dBg(y) e, sobre 0B,(y) podemos escolher € > 0 suficientemente
pequeno para que w(z) < 0. Por outro lado, procedendo de forma andloga a
([3], p- 33) ao provar que a(v,?) < 0, podemos escolher a > 0 de tal forma que
a(w, ) < 0 para ¢ € H}, com ¢ > 0. Usando novamente o teorema 8.19 de [3],
podemos concluir que w(z) < 0 em I'. Dessa forma,

Demonstracao da Proposi¢ao 17: O problema (33) pode ser escrito na forma
fraca dada por (35), da qual segue que ay(u,v) > 0 para todo 0 < v € H}. A
proposigao 18 garante, entdo, que u > t¢; para algum t > 0. Seja to = sup{t >
0:u > tp,}. Portanto, temos

a(topr,v) + /\/t0¢1U = i (m) /mt0¢1v + /\/toﬁblv < )\/(m + 1)toprv,

para todo 0 < v € H}. Subtraindo esta expressao de (35) e denotando w =
u — to¢p1, vemos que

a(w,v)—l—)\/wvzA/(m—l—l)wv—i—/hv, VO0<wveH,.
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Aplicando novamente a Proposi¢ao 18, obtemos dw/0dv < 0. Mas isto im-
plica que, para t’ > 0 suficientemente pequeno, w > t'¢; = u > (tg + t')¢y,
contradizendo a maximalidade de t;. =

Finalmente, chegamos a um resultado de regularidade, impondo novas condicoes
no problema (33).

Teorema 19 Considere, além das hipoteses presentes no teorema 16, as sequintes
condicoes:

1. Regularidade dos coeficientes de L e

2. he LP comp> N.

— Ou
Entiou € CY*(Q) e Em < 0 sobre 02 se h > 0 num conjunto de medida positiva.
v
Prova:  Utilizando um argumento de bootstrap padrao, concluimos que u €
Ch*(Q). Se h € LP(Q) com p > N entao Sh (definido no inicio desta segio)
pertence a C1*(€Q) e a proposicao 18 pode ser aplicada para concluirmos que

a(Sh) < 0 sobre 012, se h > 0. Usando isto, vemos que o operador W (veja

prova do Teorema 16) tem uma propriedade similar. Finalmente, o resultado
segue de (37). m
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