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INTRODUÇÃO

De um modo não muito formal, um problema de minimização básico para
resolver é o seguinte: dados um funcional φ : E → R, em que E é um espaço
de Hilbert, e um conjunto fechado, convexo C ⊂ E no qual, o funcional φ é
limitado inferiormente, queremos encontrar u0 ∈ C de forma que

φ(u0) = inf
u∈C

φ(u).

Sabemos dos estudos de Cálculo Diferencial básico que dada uma função
φ : R → R limitada inferiormente em C ⊂ R, esta não assume necessaria-
mente o seu ı́nfimo em C (um exemplo seria a função exponencial f(x) = ex).
Disto, é percept́ıvel adicionarmos hipóteses ao nosso problema inicial. Re-
tornando mais uma vez ao Cálculo básico, temos o Teorema de Weierstrass
que sob às condições de continuidade do funcional φ e da compacidade do
conjunto C garante que o ı́nfimo é assumido. Um resultado análogo a este,
porém bem mais geral, poderá ser visto na seção sobre funções semicont́ınuas
inferiormente.

Neste trabalho, fizemos um estudo inicial sobre minimização. Iniciamos
definindo derivadas no sentido de Fréchet e Gâteaux em espaços de Banach,
em seguida resolvemos um problema usando os multiplicadores de Lagrange,
depois obtemos alguns resultados sobre funções semicont́ınuas inferiormente
e concluimos com uma aplicação a um problema de Dirichlet.

OBJETIVO

O objetivo do presente trabalho é a introdução aos métodos variacionais
e topológicos em análise não-linear, em particular às técnicas de minimização
de funcional.

O interesse pelo fato do ı́nfimo de um funcional ser assumido ou não é
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que à certas classes de equações diferenciais não-lineares podemos associar
um funcional que tem como propriedade o fato de um ponto cŕıtico ser uma
solução do problema. E recorremos às técnicas de minimizaçao na busca por
estes pontos cŕıticos.

METODOLOGIA

A metodologia adotada para a realização deste trabalho é a mesma que vem
sendo utilizado ao longo de todo o projeto de iniciação cient́ıfica apoidado
pelo Instituto do Milênio - AGIMB:

1. Apresentação semanais de tópicos ao orientador.

2. Leituras de textos da bibliografia recomendada.

3. Discussão em grupo.

4. Apresentação de tópicos para outros bolsistas nos seminários semanais
do Projeto Milênio.
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Teoria dos Pontos Cŕıticos Via
Minimização

Funções Diferenciáveis à Fréchet e à Gâteaux

Nesta seção nós apresentaremos o conceito de diferenciabilidade em espaços
de Banach: Derivada no sentido de Fréchet e Derivada no sentido de Gâteaux.

Uma extensão natural da derivada de uma função de uma variável é a
derivada de Fréchet em espaços de Banach.

No que segue, (X, ‖ ·‖X) e (Y, ‖ ·‖Y ) denotam espaços de Banach, U ⊂ X
um conjunto aberto, f : U → Y uma aplicação e L(X, Y ) o espaço dos
operadores lineares cont́ınuos.

Observação 1 Usaremos a notação r(h) = o(‖h‖X) de uma aplicação r :
X → Y se, e somente se,

lim
h→0

‖r(h)‖Y

‖h‖X

= 0.

Derivada de Fréchet

Definição 1 Seja x um ponto do conjunto aberto U ⊂ X. Uma aplicação
f : U → Y é diferenciável à Fréchet em x ∈ U se existe um operador linear
A ∈ L(X,Y ) tal que

f(x + h)− f(x)− Ah = o(‖h‖).
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O operador A é chamado de derivada de Fréchet da aplicação f em x e
denotado por Df(x) ou f ′(x). Se f : U → Y é diferenciável em todo ponto
de U , então Df : U → L(X, Y ) é chamada de derivada à Fréchet de f .

Apresentaremos agora algumas propriedades da derivada de Fréchet.

1. O operador A = Df(x) é único.

2. Se f : U → Y é diferenciável à Fréchet em x ∈ U , então f é cont́ınua
em x.

3. Se f : U → Y é diferenciável à Fréchet segundo a norma ‖ · ‖X , então f
é diferenciável à Fréchet segundo qualquer norma equivalente a ‖ · ‖X .

4. Se f : U → Y é diferenciável à Fréchet em x ∈ U , então af + bg,
a, b ∈ R, é diferenciável à Fréchet em x ∈ U e

D(af + bg)(x)h = aDf(x)h + bDg(x)h.

5. Sejam f : U → Y , g : V → Z aplicações com V ⊂ Y e f(U) ⊂ V . Se
f é diferenciável à Fréchet em x ∈ U e g é diferenciável à Fréchet em
y = f(x), então g ◦ f é diferenciável à Fréchet em x e

D(g ◦ f)(x)h = Dg(y)Df(x)h.

Exemplos de funções deriváveis no sentido de Fréchet

Seja H um espaço de Hilbert com o produto interno 〈·, ·〉 e norma ‖ · ‖.

1. O funcional f : H → R+

f(x) =
1

2
〈x, x〉 =

1

2
‖x‖2

é diferenciável à Fréchet e

f ′(x)h = 〈x, h〉.
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2. O funcional f : H → R+

f(x) = ‖x‖
é diferenciável à Fréchet para x 6= 0 e

f ′(x)h =
〈x, h〉
‖x‖ .

3. O funcional f(x) = 1
2
〈Ax, x〉 + 〈b, x〉, onde A ∈ L(H, H) e b ∈ H, é

diferenciável à Fréchet e

f ′(x)h = 〈Ax + b, h〉.

4. Seja X = Rn, Y = Rm, x = (x1, ..., xn) e f ∈ C1(Rn,Rm) uma aplicação
f(x) = [f1(x), ..., fm(x)]T , onde BT denota a matriz transposta da ma-
triz B.

Então A = f ′(x) ∈ L(Rn,Rm) e

A = f ′(x) =




∂f1

∂x1
(x) . . . ∂f1

∂xn
(x)

...
. . .

...
∂fm

∂x1
(x) . . . ∂fm

∂xn
(x)


 .

Dado um funcional diferenciável f : X → R temos f ′(x) ∈ L(X,R) = X∗,
onde X∗ é o espaço dual de X.

Observação 2 Desde que fique claro no contexto, denota-se também por ‖·‖
a norma em X∗.

Seja H um espaço de Hilbert com produto interno 〈·, ·〉 e F : H → R
uma aplicação diferenciável. O Teorema da Representação de Riesz garante
a existência única do elemento u ∈ H tal que

F ′(x)h = 〈u, h〉 ∀ h ∈ H,

e denotaremos u = ∇F (x).
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O operador ∇F : H → H é chamado de operador gradiente do potencial
F : H → R.

Muitas equações da F́ısica-Matemática tem o operador da forma F ′(x) =
0 em um espaço de Hilbert H apropriado. A equação F ′(x) = 0 é dita como
a equação de Euler-Lagrange do funcional F : H → R. Suas soluções são
assumidas no sentido fraco, ou seja,

〈∇F (x), h〉 = 0 ∀ h ∈ H.

Portanto, soluções fracas são os pontos cŕıticos do funcional F : H → R.

Derivada de Gâteaux

Outro tipo de derivada de um funcional é a derivada direcional ou derivada
de Gâteaux.

Definição 2 Seja F : U → Y uma aplicação e x ∈ U . Dizemos que f é
diferenciável à Gâteaux se existe o limite abaixo:

lim
t→0

‖F (x + th)− F (x)‖Y

t
=

∂F

∂h
(x) ∀ h ∈ X.

Um resultado imediato é que se F é diferenciável à Fréchet então é difer-
enciável à Gâteaux. A rećıproca nem sempre é válida (ver Exemplo seguinte),
porém mais na frente veremos as condições sob as quais a rećıproca é válida.

Exemplo 1 A função f : R2 → R dada por

f(x, y) =

{ (
x2y

x4+y2

)2

y 6= 0

0 y = 0

é diferenciável à Gâteaux em (0, 0), mas não é diferenciável à Fréchet em
(0, 0).

Prova: Primeiro mostremos que f é diferenciável à Gâteaux. Se h = (h1, h2),
h2 6= 0 temos

lim
t→0

f(th)− f(0)

t
= lim

t→0

t(h2
1h2)

2

(t2h4
1 + h2

2)
2

= 0.
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Se f é diferenciável à Fréchet em (0, 0) devemos ter f ′(0, 0) = 0. Porém,
isto não é verdade, pois tomando h = (h1, h

2
1) → (0, 0) temos

lim
‖h‖→0

|f(h)− f(0)|
‖h‖ = lim

h1→0

(
h4

1

h4
1 + h4

1

)2
1√

h2
1 + h4

1

=
1

4
lim

h1→0

1√
h2

1 + h4
1

= +∞.

¥

Observação 3 Uma função ser diferenciável à Gâteaux em um ponto x não
implica que a função seja cont́ınua em x. Um exemplo é a função

g(x, y) =

{
1 se y = x2

0 se y 6= x2

que é diferenciável à Gâteaux em (0,0), mas não é cont́ınua em (0,0).

Antes de enunciarmos o resultado mencionado anteriormente, denotemos
por 〈·, ·〉 a dualidade entre X∗ e X e limj→∞ por limj. Dizemos que f ∈
C1(U,R) se é diferenciável à Fréchet em todo ponto x de U e a aplicação
x 7−→ f ′(x) é cont́ınua de U em X∗, isto é, se limj xj = x ∈ U então

lim
j
〈f ′(xj)− f ′(x), v〉 = 0,

uniformemente em {v ∈ X : ‖v‖ ≤ 1}.
Enunciaremos alguns resultados básicos, cujas demonstrações podem ser

encontradas em Elon [7].

Teorema 1 Suponha que f : U → R tenha derivada de Gâteaux cont́ınua
em U . Então f é diferenciável à Fréchet e f ∈ C1(U,R).

Teorema 2 (Desigualdade do Valor Médio) Seja f : U → R diferenciável
à Gâteaux em U e x1, x2 ∈ U . Então

|f(x1)− f(x2)| ≤ sup
t∈[0,1]

‖DGf(x1 + t(x2 − x1))‖ · ‖x1 − x2‖.

Seja Ω um subconjunto aberto de Rn com medida finita. Denotemos por
Lq(Ω), 1 < q < ∞, o espaço de Lebesgue de funções integráveis.
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Exemplo 2 O funcional ϕ : Lp+1(Ω) → R, 1 < p < ∞,

ϕ(u) =
1

p + 1

∫

Ω

|u(x)|p+1dx

é de classe C1(Lp+1(Ω),R) e

〈ϕ′(u), h〉 =

∫

Ω

u(x)|u(x)|p−1h(x)dx.

Prova: Pelo Teorema 1 é suficiente mostar que existe ϕ′G e é cont́ınua.
Sejam u, h ∈ Lp+1(Ω) e t ∈ [0, 1]. Pelo Teorema 2, existe ξ ∈ [0, 1] tal que

1

(p + 1)|t|
∣∣|u(x)+th(x)|p+1−|u(x)|p+1

∣∣= |u(x)+tξh(x)|p|h(x)| ≤
∣∣|u(x)|+|h(x)|

∣∣p|h(x)|.

Da desigualdade de Hölder, segue

∫

Ω

∣∣|u(x)|+ |h(x)|
∣∣p|h(x)|dx ≤

(∫

Ω

∣∣|u(x)|+ |h(x)|
∣∣p+1

dx

)(p/p+1) (∫

Ω

|h(x)|p+1dx

)(1/p+1)

≤
(

2p

∫

Ω

(|u(x)|p+1 + |h(x)|p+1)dx

)(1/p+1) (∫

Ω

|h(x)|p+1dx

)(1/p+1)

< ∞.

Pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue (veja Teorema
IV.2 em [4]) temos

〈ϕ′G(u), h〉 = lim
t→0

1

(p + 1)t

∫

Ω

|u(x) + th(x)|p+1 − |u(x)|p+1dx

= lim
t→0

∫

Ω

|u(x) + tξh(x)|psgn(u(x) + tξh(x))h(x)dx

=

∫

Ω

|u(x)|psgnu(x) h(x)dx

=

∫

Ω

u(x)|u(x)|p−1h(x)dx.
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Para provar a continuidade de ϕ′G(u) precisamos mostrar que, se limj uj =
u em Lp+1(Ω), então

lim
j
〈ϕ′G(uj)− ϕ′G(u), v〉 = 0 desde que ‖v‖Lp+1 ≤ 1. (1)

Pela continuidade do operador de Nemitskii (ver observação abaixo) g :
Lp+1(Ω) → L(p+1)/p(Ω)

g(u) := u|u|p−1,

segue que

|〈ϕ′G(uj)− ϕ′G(u), v〉| ≤ ‖g(uj)− g(u)‖L(p+1)/p‖v‖Lp+1 → 0,

o que prova (1).

Observação 4 (Operador de Nemitskii) Seja Ω um subconjunto aberto
de Rn com medida finita, f ∈ C(Ω̄× R) e 1 ≤ p, q < ∞. O operador

Nfu(x) := f(x, u(x))

é chamado operador de Nemitskii.

Vejamos agora outro tipo de função. Dizemos que f : Ω × R → R é
Carathéodory se:

1. Para cada s ∈ R fixo, a função x 7−→ f(x, s) é mensurável à Lebesgue
em Ω.

2. Para quase todo x ∈ Ω, a função s 7−→ f(x, s) é cont́ınua em R.

Observe que o operador de Nemitskii u(x) 7→ f(x, u(x)) está bem definido
no espaço das funções mensuráveis em Ω.

A observação seguinte resume algumas propriedades deste tipo de função.

Observação 5 Seja f : Ω× R→ R uma função Carathéodory. Então:

1. A função x → f(x, u(x)) é uma função mensurável para toda função
mensurável u : Ω → R.
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2. Se Ω tem medida finita, o operador de Nemitskii Nf : M → M é
cont́ınuo, onde M é o espaço de valor real das funções mensuráveis
em Ω, munido com a topologia de convergência em medida.

3. Se Ω é um domı́nio limitado e f satisfaz a condição de crescimento

|f(x, s)| ≤ a|s|p−1 + b(x) (2)

para p > 1, a > 0, b ∈ Lq(Ω) e 1
p
+ 1

q
= 1, então o operador de Nemitskii

Nf : Lp(Ω) → Lq(Ω) é cont́ınuo.

4. Seja NF o operador de Nemitskii associado à função

F (x, s) =

∫ s

0

f(x, t)dt

onde f satisfaz (2). Então NF : Lp(Ω) → L1(Ω) é um operador
cont́ınuo. Além disso, F(u) =

∫
Ω

F (x, u(x))dx define um funcional
continuamente diferenciavél à Fréchet e F ′(u) = Nf .

Multiplicadores de Lagrange em espaços de di-

mensão infinita

Nesta seção estabeleceremos o conceito de multiplicador de Lagrange e
faremos uma aplicação sobre o mesmo.

No que segue, sejam X um espaço de Banach, F ∈ C1(X,R) e um con-
junto de v́ınculo:

S := {v ∈ X; F (v) = 0}.
Suponhamos que para todo u ∈ S, temos que F ′(u) 6= 0 (Nesta seção

denotamos F ′(u) como a derivada à Gateaux de f em u). Se J ∈ C1(X,R)
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(ou também sobre uma vizinhança de S ou C1 sobre S), dizemos que c ∈ R
é valor cŕıtico de J sobre S se existe u ∈ S e λ ∈ R tais que

J(u) = c e J ′(u) = λf ′(u).

O ponto u é um ponto cŕıtico de J sobre S e o número real λ é chamado
multiplicador de Lagrange para o valor cŕıtico c (ou para o ponto cŕıtico u).

No caso em que X é um espaço funcional e a equação J ′(u) = λf ′(u)
corresponde a uma equação diferencial parcial, dizemos que J ′(u) = λf ′(u)
é a equação de Euler-Lagrange satisfeita pelo ponto cŕıtico u sobre o v́ınculo
S.

Esta definição é justificada por um resultado que estabelece a existência
do multiplicador de Lagrange, onde utiliza-se o Teorema da Função Impĺıcita
para demonstrá-lo.

Proposição 1 Sobre as hipóteses e notações da definição acima, supon-
hamos que u0 ∈ S é tal que J(u0) = inf

v∈S
J(v). Então existe λ ∈ R tal

que:

J ′(u0) = λf ′(u0).

Observação 6 É suficiente supor que u0 seja um extremo local (mı́nimo ou
máximo).

Aplicação

Sejam Ω um aberto limitado de Rn e 1 < p < 2∗− 1. Consideremos sobre
o espaço H1

0 (Ω):

S := {v ∈ H1
0 (Ω); f(v) = 0},

onde

f(v) :=

∫

Ω

|v(x)|p+1dx − 1

e

J(v) :=

∫

Ω

|∇v(x)|2dx.

Definamos µ := min
v∈S

J(v). Mostremos que existe v0 ∈ S tal que:
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J(v0) = µ = min
v∈S

J(v).

De fato, consideremos uma seqüência minimizante (vn) para µ. Pela
desigualdade de Poincaré temos:

‖vn‖H1
0 (Ω) ≤ C,

onde C é uma constante.
Podemos supor que vn ⇀ v0 em H1

0 (Ω) e sabemos que

‖v0‖H1
0 (Ω) ≤ lim inf

n→∞
‖vn‖H1

0 (Ω)

onde

J(v0) ≤ lim inf
n→∞

J(vn) = µ. (3)

Agora, sabemos que p+1 < 2∗. Logo pelo Teorema de Rellich-Kondrachov

H1
0 (Ω) ↪→ Lp+1(Ω),

compactamente e, portanto, deduzimos que

vn ⇀ v0 em Lp+1(Ω).

Em particular f(v0) = 0, pois f(vn) = 0 → f(v0).
Concluimos que v0 ∈ S e pela definição de µ sabemos que

µ ≤ J(v), ∀v ∈ S ⇒ µ ≤ J(v0) (4)

De (3) e (4) obtemos
µ = J(v0),

ou seja, µ é atingido em S.
Pela Proposição 1, existe λ ∈ R tal que:

J ′(v0) = λf ′(v0), ou ainda J ′(v0)− λF ′(v0) = 0,

dáı
∫

Ω

(|∇v0(x)|2)′ · ψ(x)dx− λ

∫

Ω

(|v0(x)|p+1)′ · ψ(x)dx = 0, ψ ∈ H1
0 (Ω)
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∫

Ω

2∇v0(x)∇ψ(x)dx− λ(p + 1)

∫

Ω

|v0(x)|p−1 · v0(x) · ψ(x)dx = 0

∫

Ω

[−2∆v0(x)− λ(p + 1)|v0(x)|p−1 · v0(x)] · ψ(x)dx = 0

−2∆v0 − λ(p + 1)|v0|p−1v0 = 0 ⇒ −2∆v0 = λ(p + 1)|v0|p−1v0. (5)

Multiplicando por v0, obtemos

−2∆v0 · v0 = λ(p + 1)|v0|p−1 · v2
0.

Integrando,

∫

Ω

− 2∆v0 · v0 = λ(p + 1)

∫

Ω

|v0|p−1 · v2
0

2

∫

Ω

∇v0∇v0 = λ(p + 1)

∫

Ω

|v0|p−1|v0|2 = λ(p + 1)

∫

Ω

|v0|p+1

2J(v0) = λ(p + 1)(F (v0) + 1) = λ(p + 1) = 2µ ⇒ λ =
2µ

p + 1
.

Substituindo em (5):

−2∆v0 =
2µ

p + 1
(p + 1)|v0|p−1v0 ⇒ −∆v0 = µ|v0|p−1v0,

no sentido de D′(Ω).
Como µ > 0, então temos que u := µ(1/p−1)v0 é uma solução não nula da

equação

{ −∆u = |u|p−1u em Ω
u = 0 sobre ∂Ω.

¥
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Funções semicont́ınuas inferiormente

Seja X um espaço topológico. Dizemos que φ : X → R é semicont́ınua in-
feriormente (ou simplesmente s.c.i.) se φ−1(a, +∞) é aberto em X, qualquer
que seja a ∈ R (ou ainda, φ−1(−∞, a] é fechado em X ∀a ∈ R). Em particu-
lar, se X satisfaz o primeiro axioma da enumerabilidade então φ : X → R é
s.c.i. se, e somente se, φ(û) ≤ lim inf φ(un) para qualquer û ∈ X e seqüência
un convergindo para û.

Observação 7 Um espaço topológico satisfaz o o primeiro axioma da enu-
merabilidade se para todo x em X existe uma seqüência (Un)n∈N de vizin-
hanças abertas de x tal que dada uma vizinhança U de x, existe Un com
x ∈ Un ⊂ U .

Teorema 3 Seja X um espaço topológico compacto e seja φ : X → R um
funcional s.c.i. Então φ é limitado inferiormente e existe u0 ∈ X tal que

φ(u0) = inf
X

φ.

Prova: Podemos escrever X =
⋃∞

n=1 φ−1(−n, +∞). Cada conjunto φ−1(−n, +∞)
é aberto e X é compacto, então

X =

n0⋃
n=1

φ−1(−n, +∞),

para algum n0 ∈ N, logo φ(u) > −n0 para todo u ∈ X, de onde concluimos
que φ é limitado inferiormente.

Seja c = inf
X

φ > −∞ e suponha, por absurdo, que φ(u) > c ∀u ∈ X.

Então X =
⋃∞

n=1 φ−1(c + 1
n
, +∞) e novamente, por compacidade de X, existe

k ∈ N tal que φ(u) > c + 1
k

para todo u ∈ X, logo c + 1
k
≤ c o que é absurdo.

Portanto, o ı́nfimo deve ser atingido.
¥

Uma conseqüência deste teorema é o resultado seguinte, que representa
uma śıntese do chamado Método Direto do Cálculo das Variações.

Teorema 4 Seja E um espaço de Hilbert (ou um espaço de Banach reflex-
ivo) e suponha que um funcional φ : E → R é fracamente semicont́ınuo
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inferiormente e coercivo. Então φ é limitado inferiormente e existe u0 ∈ E
tal que

φ(u0) = inf
E

φ.

Observação 8 1. φ : E → R é fracamante semicont́ınuo inferiormente
(fracamante s.c.i.) se φ é s.c.i. considerando E com a topologia fraca.

2. φ : E → R é coercivo se φ(u) → +∞ quando ‖u‖ → +∞.

Prova: Pela coercividade, escolhemos R > 0 tal que φ(u) ≥ φ(0) para
todo u ∈ E com ‖u‖ ≥ R. Uma vez que a bola fechada B̄R(0) é compacta na
topologia fraca e, pela hipótese de fracamente s.c.i., a restrição φ : B̄R(0) → R
é s.c.i. na topologia fraca, do Teorema 3 temos a existência de u0 ∈ B̄R(0)
tal que φ(u0) = inf

B̄R(0)
φ, dáı φ(u0) = inf

E
φ pela escolha de R.

¥
Se o funcional, além das condições deste último teorema, é diferenciável,

então qualquer ponto de mı́nimo u0 é um ponto cŕıtico de φ, ou seja, φ′(u0) =
0 ∈ E∗.

Uma outra conseqüência do Teorema 3 responde à questão do problema
de minimização mencionado na introdução desta monografia.

Teorema 5 Sob as hipótese de fracamente s.c.i. e coercividade do teorema
anterior, dado um conjunto fechado, convexo C ⊂ E, existe û ∈ C tal que
φ(û) = inf

C
φ.

Prova: A demonstração é uma repetição do teorema anterior. Neste caso,
R > 0 é escolhido de maneira que φ(u) ≥ φ(p) para todo u ∈ C com
‖u‖ ≥ R, onde p ∈ C é um ponto fixado. Substituindo B̄R(0) por B̄R(0) ∩
C e lembrando que um conjunto fechado, convexo e limitado é fracamente
compacto, obtemos o resultado desejado.

¥

Exemplo 3 Sejam E um espaço de Hilbert, a : E × E → R uma forma
bilinear cont́ınua satisfazendo a(u, u) ≥ α‖u‖2 para todo u ∈ E, algum
α > 0 e l : E → R um funcional linear cont́ınuo. Considere o funcional
”quadrático”definido por

17



φ(u) =
1

2
a(u, u)− l(u) u ∈ E.

Então, dado um conjunto ”admisśıvel” C, isto é, um subconjunto fechado
e convexo C ⊂ E, o problema de minimização clássico

φ(û) = inf
u∈C

φ(u),

tem solução única û ∈ C.

Prova: A existência de û ∈ C é assegurada pelo Teorema 5, bastando
notar que o funcional φ, por ser cont́ınuo e convexo, é fracamente s.c.i. (este
resultado será visto mais adiante).

Neste caso a unicidade segue da convexidade estrita de φ. Na situação
especial em que a(u, v) = 〈u, v〉 temos

φ(u) =
1

2
‖u‖2 − 〈u, h〉 u ∈ E,

e é fácil ver que o ponto û ∈ C tem a caracterização geométrica de ser a
projeção de h sobre o conjunto convexo C:

û = Proj Ch .

¥

Exemplos de funcionais fracamente s.c.i.

Exemplo 4 Seja Ω ⊂ Rn um domı́nio limitado e seja f : Ω × R → R uma
função satisfazendo as condições de Carathéodory e a seguinte condição de
crescimento:

1. Existem a, b ≥ 0 e 1 ≤ α < 2N
(N−2)

se N ≥ 3 [1 ≤ α < ∞ se N = 1, 2]
tais que

|f(x, s)| ≤ a|s|α + b.

Então o funcional

ψ(u) =

∫

Ω

f(x, u(x))dx

está bem definido e é fracamente cont́ınuo no espaço de Sobolev H1
0 (Ω).

18



Prova: Já vimos que o operador de Nemitskii u(x) 7→ f(x, u(x)) está bem
definido no espaço das funções mensuráveis em Ω, portanto, ψ está bem
definido. Por outro lado, sabemos que o espaço de Sobolev H1

0 (Ω) está imerso
compactamente em Lp(Ω) para qualquer 1 ≤ p < 2N/(N − 2), em vista do
Teorema de Imersão de Sobolev, e a condição de crescimento implica que o
operador de Nemitskii leva o espaço Lp(Ω), com p ≥ α no espaço Lp/α(Ω)
de um modo cont́ınuo. Dáı, se un ⇀ u fracamente em H1

0 (Ω) então un → u
fortemente em Lp(Ω) (para 1 ≤ p < 2N/(N − 2)). Pela continuidade do
operador de Nemitskii, segue-se que

f(., un) → f(., u) fortemente em Lp/α.

Como 1 ≤ p
α

temos

f(., un) → f(., u) fortemente em L1(Ω),

isto é,

ψ(un) → ψ(u) sempre que un ⇀ u fracamente em H1
0 (Ω).

Logo, ψ é fracamente cont́ınua em H1
0 (Ω).

¥

Exemplo 5 Se φ : E → R é um funcional convexo e s.c.i. no espaço de
Banach reflexivo E então φ é fracamente s.c.i. .

Prova: É conveniente introduzirmos a idéia de epigráfico de φ:

epi(φ) = {(u, a) ∈ E × R : φ(u) ≤ a}.
Utilizando as seguintes equivalências:

1. φ é convexo se, e somente se, epi(φ) é convexo.

2. φ é s.c.i. se, e somente se, epi(φ) é fechado.

3. φ é fracamente s.c.i. se, e somente se, epi(φ) é fracamente fechado.

E lembrando do fato que um conjunto convexo, fechado de um espaço de
Banach reflexivo é fracamente fechado, obtemos o resultado desejado.

¥
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Aplicação a um problema de Dirichlet

Vamos agora considerar o seguinte problema de Dirichlet não linear:

{ −∆u = f(x, u) em Ω
u = 0 sobre ∂Ω

(6)

onde Ω ⊂ RN(N ≥ 1) é um domı́nio limitado e f : Ω × R → R é uma
função satisfazendo as condições de Carathéodory e a seguinte condição de
crescimento:

1. Existem c, d ≥ 0 e 0 ≤ σ < N+2
N−2

se N ≥ 3 [ 0 ≤ σ < ∞ se N = 1, 2 ]
tais que

|f(x, s)| ≤ c|s|σ + d.

Nosso objetivo é encontrar soluções fracas de (6), isto é, funções u ∈
H1

0 (Ω) tais que

∫

Ω

[
∇u∇h− f(x, u)h

]
dx = 0 ∀ h ∈ H1

0 (Ω).

Aqui, vamos considerar o espaço de Sobolev H1
0 (Ω) com seu produto

interno usual

〈u, v〉 =

∫

Ω

∇u∇v dx ∀ v ∈ H1
0 (Ω),

e definir o funcional I : H1
0 (Ω) → R pela fórmula

I(u) =

∫

Ω

[1

2
|∇u|2 − F (x, u)

]
dx u ∈ H1

0 (Ω),

onde F (x, s) =

∫ s

0

f(x, t)dt.

Vamos considerar também o espaço H1
0 (Ω) munido da norma

‖u‖ =
( ∫

Ω

|∇u|2dx
)1/2

.
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Observação 9 A norma acima é equivalente à norma usual

‖u‖ =
(
‖u‖2

L2(Ω) + ‖∇u‖2
L2(Ω)

)1/2

,

em virtude da desigualdade de Poincaré:

‖u‖L2(Ω) ≤ c‖∇u‖L2(Ω) ∀ u ∈ H1
0 (Ω),

(veja em Brezis [4]).

Proposição 2 Suponha que f : Ω × R −→ R satisfaz as condições de
Carathéodory e a condição de crescimento do Exemplo 4. Então o funcional
I : H1

0 (Ω) → R acima, associado ao problema (6), está bem definido. Além
disso, I é de classe C1(H1

0 ,R) com

I ′(u)h =

∫

Ω

(∇u∇h− f(x, u)h)dx ∀u, h ∈ H1
0 (Ω).

Prova: Pela desigualdade de Poincaré anteriormente mencionada, podemos
escrever

I(u) =
1

2
‖u‖2 − ψ(u), ψ(u) =

∫

Ω

F (x, u)dx.

Provemos então o seguinte:

(a) I está bem definido

É claro que o funcional ρ(u) = 1
2
||u||2 está bem definido em H1

0 (Ω) ∀ u.
Portanto, basta verificar que o funcional ψ está bem definido.

De fato, como a função f : Ω × R −→ R satisfaz as condições de
Carathéodory e a condição de crescimento do Exemplo 4, então a função
F (x, s) também satisfaz as mesmas condições. Portanto, novamente
pelo Exemplo 4 temos que ψ está bem definido. Portanto, I está bem
definido.

(b) I é de classe C1 em H1
0 (Ω)

Como o funcional ρ(u) = 1
2
||u||2 é claramente de classe C∞ em H1

0 (Ω),
basta verificar que ψ é de classe C1 em H1

0 (Ω).
Mostremos que:
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(i) ψ é diferenciável

De fato, fixado u ∈ H1
0 (Ω), defina:

δ(h) = ψ(u + h)− ψ(u)−
∫

Ω

f(x, u)h dx

=

∫

Ω

[F (x, u + h)− F (x, u)]dx−
∫

Ω

f(x, u)h dx.

Pelo Teorema Fundamental do Cálculo, temos

δ(h) =

∫

Ω

[ ∫ 1

0

d

dt

(
F (x, u + th)

)
dt

]
dx−

∫

Ω

( ∫ 1

0

f(x, u)h dt
)
dx

=

∫

Ω

[ ∫ 1

0

(
f(x, u + th)h− f(x, u)h

)
dt

]
dx

=

∫

Ω

[ ∫ 1

0

(
f(x, u + th)− f(x, u)

)
h dt

]
dx

=

∫ 1

0

∫

Ω

(
f(x, u + th)− f(x, u)

)
h dxdt.

Tomando módulo em ambos os membros, temos

|δ(h)| ≤
∫ 1

0

∣∣∣
∫

Ω

[
f(x, u + th)− f(x, u)

]
h dx

∣∣∣dt.

Por Hölder, temos

|δ(h)| ≤
∫ 1

0

∣∣∣
( ∫

Ω

|f(x, u + th)− f(x, u)|r
)1/r( ∫

Ω

|h|s
)1/s∣∣∣dt

≤
∫ 1

0

||f(x, u + th)− f(x, u)||Lr(Ω)||h||Ls(Ω)dt

= ||h||Ls(Ω)

∫ 1

0

||f(x, u + th)− f(x, u)||Lr(Ω)dt.

Portanto,

|δ(h)|
||h|| ≤

∫ 1

0

||f(x, u + th)− f(x, u)||Lr(Ω)dt. (7)

Aqui r = 2N
N+2

e s = 2N
N−2

= 2∗ (Estamos considerando o caso
N ≥ 3. Os casos N = 1, 2 são analisados de modo separado).
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Como H1
0 (Ω) ↪→ Ls(Ω) (imersão de Sobolev), então, obtemos que

h → 0 em H1
0 (Ω) =⇒ u + th → u em Ls(Ω).

Agora usando o fato que a aplicação s → f(., s) leva o espaço
Lp(Ω) no espaço Lp/σ(Ω) ∀ σ ≤ p de forma cont́ınua, temos

f(x, u + th) → f(x, u) em Ls/σ,

para 1 ≤ σ ≤ s = 2∗).
Agora, como r = 2N

N+2
< s

σ
, segue-se que:

f(x, u + th) → f(x, u) em Lr.

Logo,
||f(x, u + th)− f(x, u)||Lr → 0.

Portanto, aplicando limite quando h → 0 em (7) e usando o Teo-
rema de Lebesgue, temos

|δ(h)|
||h|| ≤

∫ 1

0

||f(x, u + th)− f(x, u)||Lrdt → 0.

Segue dáı,

lim
h→0

|δ(h)|
||h|| = lim

h→0

ψ(u + h)− ψ(u)− ∫
Ω

f(x, u)hdx

||h|| = 0.

Mostramos assim que ψ : H1
0 (Ω) → R é diferenciável à Fréchet.

(ii) ψ′ é cont́ınua

De fato, considere ψ′ : H1
0 (Ω) → H−1(Ω) , então,

||ψ′(u + v)− ψ′(u)||H−1(Ω) = sup
||h||≤1

∣∣∣[ψ′(u + v)− ψ′(u)]h
∣∣∣

= sup
||h||≤1

∣∣∣ψ′(u + v)h− ψ′(u)h
∣∣∣

= sup
||h||≤1

∣∣∣
∫

Ω

[
f(., u + v)− f(., u)

]
h
∣∣∣

≤ sup
||h||≤1

||f(., u + v)− f(., u)||Lr ||h||Ls
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onde r = 2N
N+2

e s = 2N
N−2

= 2∗.
Prosseguindo de modo análogo ao ı́tem (i), teremos que :

f(., u + th) → f(., u) em Lr.

Donde,

||f(., u + th)− f(., u)||Lr(Ω) → 0 quando v → 0 em H1
0 (Ω).

Portanto,

||ψ′(u + v)− ψ′(u)||H−1(Ω) → 0 quando v → 0 em H1
0 (Ω),

ou seja,

ψ′(u + v) → ψ′(u) quando (u + v) → u em H1
0 (Ω).

Logo, ψ′ é cont́ınua.
Portanto, I ∈ C1(H1

0 (Ω)).

(c) Provemos que

I ′(u)h =

∫

Ω

(
∇u∇h− f(x, u)h

)
dx ∀u, h ∈ H1

0 (Ω).

Temos que

I ′(u)h = lim
t→0

I(u + th)− I(u)

t

= lim
t→0

1
2

∫
Ω
|∇(u + th)|2 − ∫

Ω

[
F (x, u + th)− F (x, u)

]
− 1

2

∫
Ω
| ∇u |2

t

= lim
t→0

∫
Ω

[
1
2
|∇u|2 + t∇u∇h + t2

2
|∇h|2 − 1

2
|∇u|2

]
− ∫

Ω

[
F (x, u + th)− F (x, u)

]

t

= lim
t→0

t
∫
Ω
∇u∇h + t2

2

∫
Ω
|∇h|2 − ∫

Ω

[
F (x, u + th)− F (x, u)

]

t

= lim
t→0

{ ∫

Ω

∇u∇h +
t

2

∫

Ω

|∇h|2 −
∫

Ω

[F (x, u + th)− F (x, u)

t

]}

=

∫

Ω

∇u∇h−
∫

Ω

f(x, u)h
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Ou seja,

I ′(u)h =

∫

Ω

(
∇u∇h− f(x, u)h

)
dx ∀u, h ∈ H1

0 (Ω).

¥

Observação 10 Temos que u ∈ H1
0 (Ω) é uma solução fraca de (6) se, e

somente se, u é um ponto cŕıtico de I.

Apresentamos a seguir um teorema relacionado com o problema colocado
no ińıcio desta seção.

Teorema 6 Suponha que f : Ω̄ × R → R é uma função de Carathéodory
satisfazendo as condições:

1. Existem c, d ≥ 0 e 0 ≤ σ < N+2
N−2

se N ≥ 3 [ 0 ≤ σ < ∞ se N = 1, 2 ]
tais que

|f(x, s)| ≤ c|s|σ + d.

2. Existe β < λ1 tal que lim sup
|s|→∞

f(x, s)

s
≤ β uniformemente em x ∈ Ω.

Então (6) possui uma solução fraca u ∈ H1
0 (Ω).

Prova: Em vista da Proposição 2, vamos encontrar um ponto cŕıtico do
funcional φ ∈ C1(H1

0 ,R) dado por

φ(u) =
1

2
‖u‖2 − ψ(u), ψ(u) =

∫

Ω

F (x, u)dx.

Como sabemos, q(u) = 1
2
‖u‖2 é fracamente s.c.i. e ψ é fracamente

cont́ınuo. Portanto

(a) φ é fracamente s.c.i.

Por outro lado, a condição (2) da hipótese implica que

(2’) lim sup
|s|→∞

2F (x, s)

s2
≤ β uniformemente em x ∈ Ω,
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e portanto, fixando β1 com β < β1 < λ1, obtemos R1 tal que F (x, s) ≤ 1
2
β1s

2

para todo x ∈ Ω e |s| ≥ R1. E como a condição (1) fornece F (x, s) ≤ γ1 para
todo x ∈ Ω e |s| ≤ R1, nós obtemos a estimativa

F (x, s) ≤ 1

2
β1s

2 + γ1 ∀x ∈ Ω ∀s ∈ R.

Esta implica a seguinte estimativa por baixo para φ

φ(u) ≥ 1

2

∫

Ω

|∇u|2dx− 1

2
β1

∫

Ω

u2dx− γ1|Ω|,

a qual, com a Desigualdade de Poincaré , fornece

φ(u) ≥ 1

2
(1− β1

λ1

)

∫

Ω

|∇u|2dx− γ =
1

2
a‖u‖2 − γ,

onde a = 1− β1

λ1

> 0. Logo

(b) φ é coercivo em H1
0

Finalmente, por (a), (b) e pelo Teorema 4, segue que existe u0 ∈ H1
0 tal

que φ(u0) = inf
H1

0

φ. Portanto u0 é um ponto cŕıtico de φ e a demonstração

está completa.
¥
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