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INTRODUCAO

De um modo nao muito formal, um problema de minimizacao béasico para
resolver é o seguinte: dados um funcional ¢ : E — R, em que F é um espaco
de Hilbert, e um conjunto fechado, convexo C' C E no qual, o funcional ¢ é
limitado inferiormente, queremos encontrar uy € C' de forma que

Hluo) = inf H(u).

Sabemos dos estudos de Calculo Diferencial basico que dada uma funcao
¢ : R — R limitada inferiormente em C' C R, esta nao assume necessaria-
mente o seu infimo em C' (um exemplo seria a fungdo exponencial f(z) = ).
Disto, é perceptivel adicionarmos hipdteses ao nosso problema inicial. Re-
tornando mais uma vez ao Calculo bésico, temos o Teorema de Weierstrass
que sob as condigoes de continuidade do funcional ¢ e da compacidade do
conjunto C' garante que o infimo é assumido. Um resultado analogo a este,
porém bem mais geral, poderd ser visto na se¢ao sobre fungoes semicontinuas
inferiormente.

Neste trabalho, fizemos um estudo inicial sobre minimizacao. Iniciamos
definindo derivadas no sentido de Fréchet e Gateaux em espacos de Banach,
em seguida resolvemos um problema usando os multiplicadores de Lagrange,
depois obtemos alguns resultados sobre fungoes semicontinuas inferiormente
e concluimos com uma aplicagao a um problema de Dirichlet.

OBJETIVO

O objetivo do presente trabalho é a introducao aos métodos variacionais
e topoldgicos em andlise nao-linear, em particular as técnicas de minimizacao
de funcional.

O interesse pelo fato do infimo de um funcional ser assumido ou nao é



que a certas classes de equacoes diferenciais nao-lineares podemos associar
um funcional que tem como propriedade o fato de um ponto critico ser uma
solucao do problema. E recorremos as técnicas de minimizagao na busca por
estes pontos criticos.

METODOLOGIA

A metodologia adotada para a realizacao deste trabalho é a mesma que vem
sendo utilizado ao longo de todo o projeto de iniciacao cientifica apoidado
pelo Instituto do Milénio - AGIMB:

1. Apresentacao semanais de tépicos ao orientador.
2. Leituras de textos da bibliografia recomendada.
3. Discussao em grupo.

4. Apresentacao de topicos para outros bolsistas nos seminarios semanais
do Projeto Milénio.



Teoria dos Pontos Criticos Via
Minimizacao

Funcoes Diferenciaveis a Fréchet e a Gateaux

Nesta secao nds apresentaremos o conceito de diferenciabilidade em espacos
de Banach: Derivada no sentido de Fréchet e Derivada no sentido de Gateaux.

Uma extensao natural da derivada de uma funcao de uma variavel é a
derivada de Fréchet em espacos de Banach.

No que segue, (X, ||-]lx) e (Y, ||-|y) denotam espagos de Banach, U C X
um conjunto aberto, f : U — Y uma aplicacao e L(X,Y) o espago dos
operadores lineares continuos.

Observagao 1 Usaremos a notagao r(h) = o(||h||x) de uma aplicagdo r :
X — Y se, e somente se,

@l

=0.
h=0|[]|x

DERIVADA DE FRECHET

Definicao 1 Seja x um ponto do conjunto aberto U C X. Uma aplicagao
f:U =Y é diferenciavel a Fréchet em x € U se existe um operador linear

Ae L(X,Y) tal que

f(x+h) = f(x) = Ah = o([|Al]).



O operador A é chamado de derivada de Fréchet da aplicagao f em x e
denotado por Df(x) ou f'(x). Se f: U — Y é diferenciavel em todo ponto
de U, entdao Df : U — L(X,Y) é chamada de derivada & Fréchet de f.

Apresentaremos agora algumas propriedades da derivada de Fréchet.

1. O operador A = D f(z) é tnico.

2. Se f:U — Y ¢é diferenciavel a Fréchet em x € U, entao f é continua
em x.

3. Se f:U — Y édiferenciavel a Fréchet segundo a norma || - || x, entdo f
¢ diferencidvel a Fréchet segundo qualquer norma equivalente a || - || x.

4. Se f : U — Y ¢é diferenciavel a Fréchet em = € U, entao af + bg,
a,b € R, é diferenciavel a Fréchet em x € U e

D(af + bg)(x)h = aDf(x)h + bDg(zx)h.
5. Sejam f:U — Y, g:V — Z aplicagdes com V C Y e f(U) C V. Se

f ¢ diferenciavel a Fréchet em x € U e g é diferenciavel a Fréchet em
y = f(x), entdo g o f é diferencidvel a Fréchet em z e

D(go f)(x)h = Dg(y)Df(x)h.

Exemplos de fungoes derivaveis no sentido de Fréchet

Seja H um espaco de Hilbert com o produto interno (-,-) e norma || - ||.

1. O funcional f: H — R*

1 1
flz) = §<l’,$> = §H33H2
¢é diferenciavel a Fréchet e
f(z)h = (z, h).



2. O funcional f: H — R*

flx) = [l]]
é diferenciavel a Fréchet para x # 0 e
(z,h)
7(ayh = 20
]

3. O funcional f(z) = $(Az,z) + (b,x), onde A € L(H,H) eb e H, é

diferencidvel a Fréchet e

f'(x)h = (Az + b, h).

4. Seja X =R™ Y =R™ x = (xq,...,7,) e f € C}Y(R", R™) uma aplicagio
f(x) = [fi(z), ..., fm(z)]", onde BT denota a matriz transposta da ma-
triz B.

Entao A = f'(z) € LR",R™) e

g—fi(:c) %(m)
A= fl(z) = : .. :
8n(z) ... Y=(x)

Dado um funcional diferencidvel f : X — R temos f'(z) € L(X,R) = X*,
onde X* é o espaco dual de X.

Observagao 2 Desde que fique claro no contexto, denota-se também por ||-||
a norma em X*.

Seja H um espago de Hilbert com produto interno (-,-) e F': H — R
uma aplicagao diferenciavel. O Teorema da Representagao de Riesz garante
a existéncia unica do elemento u € H tal que

F'(x)h = {u,h) VY heH,

e denotaremos u = VF(z).



O operador VF : H — H é chamado de operador gradiente do potencial
F:H—R.

Muitas equagoes da Fisica-Matematica tem o operador da forma F'(x) =
0 em um espago de Hilbert H apropriado. A equacdo F'(x) = 0 é dita como
a equacao de Euler-Lagrange do funcional F' : H — R. Suas solucoes sao
assumidas no sentido fraco, ou seja,

(VF(z),h) =0 VY heH.

Portanto, solugoes fracas sao os pontos criticos do funcional F' : H — R.

DERIVADA DE GATEAUX

Outro tipo de derivada de um funcional é a derivada direcional ou derivada
de Gateaux.

Definicao 2 Seja F' : U — Y uma aplicagao e x € U. Dizemos que [ €
diferencidvel a Gateaux se existe o limite abaizo:

- |F(z+th) — F(z)|y _OF

Um resultado imediato é que se F' é diferenciavel a Fréchet entao é difer-
encidvel & Gateaux. A reciproca nem sempre é valida (ver Exemplo seguinte),
porém mais na frente veremos as condigoes sob as quais a reciproca é vélida.

Exemplo 1 A funcio f : R?> — R dada por
CL’Qy 2

fla,y) = (x”?f) u70

0 y=20

¢ diferencidvel a Gateaux em (0,0), mas nao é diferencidvel a Fréchet em

(0,0).

Prova: Primeiro mostremos que f é diferencidvel a Gateaux. Se h = (hq, hy),
hs # 0 temos

_f(th) = f0) . t(hihy)*
fimy ¢ = lim (h* + R2)2
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Se f ¢é diferencidvel a Fréchet em (0,0) devemos ter f'(0,0) = 0. Porém,
isto nao é verdade, pois tomando h = (hy, h?) — (0,0) temos

y h 0l _ ( hi )2 1 L 1 .
m —-——7 = lim =~ lim ——— — 4+
Ini—o||A] m=0\hi+hi) /RZ4hi Am—0 /nI 40t

Observagao 3 Uma funcao ser diferencidvel a Gateaur em um ponto x nao
implica que a funcao seja continua em x. Um exemplo é a func¢ao

1 se y=a?
g<x7y)_{0 se y;é.l’Q
que € diferencidvel a Gateaux em (0,0), mas nao € continua em (0,0).

Antes de enunciarmos o resultado mencionado anteriormente, denotemos
por (-,-) a dualidade entre X* e X e lim; .o por lim;. Dizemos que f €
CYHU,R) se é diferencidvel & Fréchet em todo ponto z de U e a aplicacio
x — f'(x) é continua de U em X*, isto é, se lim; x; =z € U entao

11;11(]”(333) - f’(:)s),v) =0,

uniformemente em {v € X : ||v|| < 1}.
Enunciaremos alguns resultados béasicos, cujas demonstracoes podem ser
encontradas em Elon [7].

Teorema 1 Suponha que f : U — R tenha derivada de Gateauzr continua
em U. Entdo f é diferencidvel & Fréchet e f € CY(U,R).

Teorema 2 (Desigualdade do Valor Médio) Seja f : U — R diferencidvel
a Gateaux em U e x1,x9 € U. Entao

|f(z1) = f2)] < tzl[é% | Daf(x1 + t(xe — 21))| - |1 — 22]|-

Seja €2 um subconjunto aberto de R” com medida finita. Denotemos por
L1(), 1 < q < o0, 0 espaco de Lebesgue de fungoes integraveis.



Exemplo 2 O funcional o : LPT1(Q) - R, 1 < p < oo,

+1/|u )P dx
p

¢ de classe CH(LPT1(Q),R) e
(i (), h) = /Q () (@) h(z)da.

Prova: Pelo Teorema 1 ¢ suficiente mostar que existe ¢, e é continua.
Sejam u, h € LPT1(Q) e t € [0,1]. Pelo Teorema 2, existe £ € [0, 1] tal que

b
(p+ 1)t

Da desigualdade de Holder, segue

/Q‘\U(x)!+!h(:c)||1’\h(x)|d:c g( lue)] + [h(@)][d ><P/P+1> (/ e )|p+1dx>(1/p+l)
()

(1/p+1) (1/p+1)
2p (Ju(z) [P + |h(x )|p+1)dx> </ |h(z \pﬂda:)

.

|lu()+th(z) " ~Ju(@) [ |= |u(z)+teh(@)]”|h(@)] < [lu()]+]h@)]]"|h(x

IA

A\

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (veja Teorema
IV.2 em [4]) temos

’ = lim L u(z )P — Ju(x) [P de
(ot ) = lim s | fule) + @) = uta)d
- i / () + teh(2)Psgn(u(z) + teh(z))h(z)dz
Q
= /Q|u($)|psgnu(:r) h(z)dx

_ /Q (@) |u(@) [P~ h(z)dz.
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Para provar a continuidade de ¢, (u) precisamos mostrar que, se lim; u; =
u em LPTH(Q), entao

lim{pg (u;) — @u(u),v) =0 desde que ||v]|pp+: < 1. (1)
J

Pela continuidade do operador de Nemitskii (ver observacao abaixo) g :
LPHY(Q) — L+D/P(Q)

g(u) = uful,

segue que

{6 (1) = (w), v)| < lg(u;) = g(W)ll Lwsvmllvll e — 0,

o que prova (1).

Observagao 4 (Operador de Nemitskii) Seja Q um subconjunto aberto
de R™ com medida finita, f € C(AxR) e 1 <p, g <oo. O operador

Nyu(x) := f(x, u(z))

¢ chamado operador de Nemitskii.

Vejamos agora outro tipo de func@o. Dizemos que f : @ x R — R é
Carathéodory se:

1. Para cada s € R fixo, a fungdo x — f(x, s) é mensuravel a Lebesgue
em (2.

2. Para quase todo = € Q, a fungado s — f(x,s) é continua em R.

Observe que o operador de Nemitskii u(z) — f(x,u(x)) estd bem definido
no espaco das func¢oes mensuraveis em (2.
A observagao seguinte resume algumas propriedades deste tipo de funcao.

Observagao 5 Seja f: 2 x R — R uma fungao Carathéodory. Entao:

1. A fun¢ao x — f(x,u(x)) € uma fung¢ao mensurdvel para toda fun¢ao
mensurdvel u : 2 — R.

11



2. Se Q tem medida finita, o operador de Nemitskii Ny : M — M ¢é
continuo, onde M ¢é o espaco de valor real das fun¢oes mensurdveis
em €2, munido com a topologia de convergéncia em medida.

3. Se Q) é um dominio limitado e f satisfaz a condigao de crescimento

|f (@, 5)| < als[P~" + b(x) (2)
parap >1,a>0,b€ L1(Q) e ]l)—{—% =1, entao o operador de Nemitskii
N LP(Q) — L9(2) € continuo.

4. Seja Ny o operador de Nemitskii associado a funcao

F(z,s) = /OS [z, t)dt

onde f satisfaz (2). Entao Ny : LP(Q) — LY(Q) é um operador
continuo. Além disso, F(u) = [, F(x,u(x))dz define um funcional
continuamente diferenciavél a Fréchet e F'(u) = Nj.

Multiplicadores de Lagrange em espacos de di-
mensao infinita

Nesta segao estabeleceremos o conceito de multiplicador de Lagrange e
faremos uma aplicacao sobre o mesmo.

No que segue, sejam X um espago de Banach, F' € C'(X,R) e um con-
junto de vinculo:

S:={veX;F(v)=0}.

Suponhamos que para todo u € S, temos que F'(u) # 0 (Nesta se¢ao
denotamos F’(u) como a derivada & Gateaux de f em u). Se J € C'(X,R)

12



(ou também sobre uma vizinhanga de S ou C' sobre S), dizemos que ¢ € R
é valor critico de J sobre S se existe u € S e X € R tais que

Juw)y=c e  J(u)=\"(u).

O ponto u é um ponto critico de J sobre S e o niimero real A é chamado
multiplicador de Lagrange para o valor critico ¢ (ou para o ponto critico u).

No caso em que X é um espago funcional e a equagao J'(u) = Af’'(u)
corresponde a uma equagao diferencial parcial, dizemos que J'(u) = Af'(u)
é a equacao de Euler-Lagrange satisfeita pelo ponto critico u sobre o vinculo
S.

Esta definicao é justificada por um resultado que estabelece a existéncia
do multiplicador de Lagrange, onde utiliza-se o Teorema da Fung¢ao Implicita
para demonstra-lo.

Proposicao 1 Sobre as hipoteses e notacoes da definicao acima, Supon-

hamos que uy € S € tal que J(ug) = ingJ(v). Entao existe A € R tal
ve

que:

J'(uo) = Af'(uo).

Observagao 6 FE suficiente supor que ug seja um extremo local (minimo ou
mazximo).

APLICACAO

Sejam €2 um aberto limitado de R" e 1 < p < 2* — 1. Consideremos sobre
o espago H(Q):

S = {v € Hy(Q); f(v) = 0},
onde

o) = [ p@Pide <1

J(v) = /Q V() 2de.

Definamos p := migl(] (v). Mostremos que existe vy € S tal que:
vE

13



J(vg) = p = min J(v).

vES

De fato, consideremos uma seqiiéncia minimizante (v,) para pu. Pela
desigualdade de Poincaré temos:

lvnllzi @) < C,
onde C' é uma constante.
Podemos supor que v, — vy em H} () e sabemos que
lvoll ez ey < lim inf [vnll 1)

onde

J(vg) < liminf J(v,) = p. (3)

n—oo

Agora, sabemos que p+1 < 2*. Logo pelo Teorema de Rellich-Kondrachov
HY(Q) — L7 (Q),
compactamente e, portanto, deduzimos que

Up — em LPT(Q).

Em particular f(vy) = 0, pois f(v,) =0 — f(vo).
Concluimos que vy € S e pela definicao de p sabemos que

p<J), WweS = p<J(w) (4)

De (3) e (4) obtemos
= J(vo),

ou seja, p ¢ atingido em S.
Pela Proposigao 1, existe A € R tal que:

J' (vo) = Af'(vg), ouainda J'(vg) — A" (vg) =0,
dai

| (9u@By - v = [ (o@P*y - vlde =0, v e (@)

Q

14



/ 2V (z)Vo(z)dr — A(p+ 1) / lvo(z) [P~ - wo () - Y(z)dz = 0
Q Q
[ [280(@) = X+ D) vfe)] - w(o)ds =0

—2Av) — Ap+ Do/ oo =0 = —2Avs = Ap + D|volP tvg.  (5)
Multiplicando por vy, obtemos

—2AUO Vg = )\(p + 1)|U0|p_1 : Ug.

Integrando,

/ 9wt = Ap+ 1) / fwolP ! -2
Q

Q

) / VoV = Ap+ 1) / ol o2 = A(p + 1) / o+
Q Q Q

2I(0) = ANp+ D(F(w) + 1) = Ap+1) =2 = A= I%.

Substituindo em (5):
—2Ayy = 2—M(p+ D)|vo|P v = —Avy = plygl v
0= o1 0 0 0 0 0,
no sentido de D'(€2).

Como p > 0, entdao temos que u := /P~y é uma solucdo nao nula da
equacao

—Au=[uftu  em
u=>0 sobre  0f).

15



Funcoes semicontinuas inferiormente

Seja X um espaco topologico. Dizemos que ¢ : X — R é semicontinua in-
feriormente (ou simplesmente s.c.i.) se ¢~'(a, +00) é aberto em X, qualquer
que seja a € R (ou ainda, ¢! (—00, a] ¢é fechado em X Va € R). Em particu-
lar, se X satisfaz o primeiro axioma da enumerabilidade entao ¢ : X — R é
s.c.i. se, e somente se, ¢(u) < liminf ¢(u,) para qualquer u € X e seqliéncia
u,, convergindo para .

Observacao 7 Um espaco topoldgico satisfaz o o primeiro axioma da enu-
merabilidade se para todo x em X existe uma seqiéncia (Uy,)nen de vizin-
hancas abertas de x tal que dada uma vizinhanca U de x, existe U, com
zxeU, CU.

Teorema 3 Seja X um espago topolégico compacto e seja ¢ : X — R um
funcional s.c.i. Entao ¢ é limitado inferiormente e existe ug € X tal que

6(uo) = inf o

Prova: Podemos escrever X = [J77 | ¢~ !(—n, +00). Cada conjunto ¢~*(—n, +00)
¢é aberto e X é compacto, entao

X = U1 ¢~ (—n, +oo),

para algum ny € N, logo ¢(u) > —ng para todo u € X, de onde concluimos
que ¢ ¢é limitado inferiormente.
Seja ¢ = i&fgb > —oo e suponha, por absurdo, que ¢(u) > ¢ Vu € X.

Entao X =27, ¢ (c+ %, +00) e novamente, por compacidade de X, existe
k € N tal que ¢(u) > c+% para todo u € X, logo c—i—% < ¢ o que é absurdo.
Portanto, o infimo deve ser atingido.
|
Uma conseqiiéncia deste teorema é o resultado seguinte, que representa
uma sintese do chamado Método Direto do Calculo das Variagoes.

Teorema 4 Seja E um espago de Hilbert (ou um espago de Banach reflez-
ivo) e suponha que um funcional ¢ : E — R é fracamente semicontinuo

16



inferiormente e coercivo. Entao ¢ é limitado inferiormente e existe ug € F
tal que

¢(uo) = ifElf ¢.

Observacao 8 1. ¢ : E — R ¢ fracamante semicontinuo inferiormente
(fracamante s.c.i.) se ¢ € s.c.i. considerando E com a topologia fraca.

2. ¢: E— R € coercivo se p(u) — +oo quando ||u|| — +o0.

Prova: Pela coercividade, escolhemos R > 0 tal que ¢(u) > ¢(0) para
todo u € F com |lu| > R. Uma vez que a bola fechada Br(0) é compacta na
topologia fraca e, pela hipétese de fracamente s.c.i., a restricao ¢ : Br(0) — R
é s.c.i. na topologia fraca, do Teorema 3 temos a existéncia de ug € Bg(0)
tal que ¢(ug) = Bin(%) ¢, dai ¢(ug) = i%fgb pela escolha de R.

R

|
Se o funcional, além das condigoes deste ultimo teorema, é diferenciavel,
entao qualquer ponto de minimo ug é um ponto critico de ¢, ou seja, ¢ (ug) =
0e E~.
Uma outra conseqiiéncia do Teorema 3 responde a questao do problema
de minimizacao mencionado na introducao desta monografia.

Teorema 5 Sob as hipdtese de fracamente s.c.i. e coercividade do teorema
anterior, dado um conjunto fechado, convexro C C FE, existe u € C tal que

o(it) = inf ¢.

Prova: A demonstracao é uma repeticao do teorema anterior. Neste caso,
R > 0 é escolhido de maneira que ¢(u) > ¢(p) para todo u € C com
|lul| > R, onde p € C' é um ponto fixado. Substituindo Bx(0) por Bx(0) N
C e lembrando que um conjunto fechado, convexo e limitado é fracamente

compacto, obtemos o resultado desejado.
|

Exemplo 3 Sejam E um espaco de Hilbert, a : E x E — R uma forma
bilinear continua satisfazendo a(u,u) > o||u||* para todo v € E, algum
a>0el: E — R um funcional linear continuo. Considere o funcional
"quadrdtico”definido por

17



o(u) = % a(u,u) — l(u) u€e kL.

Entao, dado um conjunto "admissivel” C', isto é, um subconjunto fechado
e convexo C' C E, o problema de minimizacao cldssico

¢(@) = inf ¢(u),

ueC
tem solugao unica u € C.

Prova: A existéncia de u € (' é assegurada pelo Teorema 5, bastando
notar que o funcional ¢, por ser continuo e convexo, é fracamente s.c.i. (este
resultado serd visto mais adiante).

Neste caso a unicidade segue da convexidade estrita de ¢. Na situagao
especial em que a(u,v) = (u,v) temos

1
o) = 5 P = wh) e,

e ¢é facil ver que o ponto & € C' tem a caracterizacao geométrica de ser a
projecao de h sobre o conjunto convexo ("

u = Proj ch .

EXEMPLOS DE FUNCIONAIS FRACAMENTE S.C.I.

Exemplo 4 Seja Q C R® wm dominio limitado e seja f: Q x R — R uma
funcao satisfazendo as condicoes de Carathéodory e a sequinte condi¢do de
crescimento:

1. Existema,b2061§a<%seN23 l<a<ooseN=1,2]
tais que
|f(z,s)] < als|* +0.

Entao o funcional
wlw) = [ ula))ds

estd bem definido e € fracamente continuo no espago de Sobolev Hj(S).

18



Prova: Ja vimos que o operador de Nemitskii u(z) — f(z,u(z)) estd bem
definido no espago das funcoes mensuraveis em €2, portanto, ¢ esta bem
definido. Por outro lado, sabemos que o espago de Sobolev H{ (£2) estd imerso
compactamente em LP()) para qualquer 1 < p < 2N/(N — 2), em vista do
Teorema de Imersao de Sobolev, e a condigao de crescimento implica que o
operador de Nemitskii leva o espaco LP(f2), com p > a no espaco LP/%(f)
de um modo continuo. Daf, se u,, — u fracamente em HJ(f2) entao u, — u
fortemente em LP(§2) (para 1 < p < 2N/(N — 2)). Pela continuidade do
operador de Nemitskii, segue-se que

f(.,un) — f(.,u) fortemente em LP/.
Como 1 < 2 temos
f(,uy) — f(.,u) fortemente em L'(Q),
isto é,
Y(u,) — (u) sempre que u, — u fracamente em H; ().

Logo, 1 é fracamente continua em H} ().
|

Exemplo 5 Se ¢ : E — R ¢ um funcional convero e s.c.i. no espaco de
Banach reflexivo E entao ¢ € fracamente s.c.i. .

Prova: E conveniente introduzirmos a idéia de epigrafico de ¢:
epi(6) = {(w,a) € B x R : ¢{u) < a}.
Utilizando as seguintes equivaléncias:
1. ¢ é convexo se, e somente se, epi(¢p) é convexo.
2. ¢ é s.ci. se, e somente se, epi(¢) é fechado.
3. ¢ é fracamente s.c.i. se, e somente se, epi(¢) é fracamente fechado.

E lembrando do fato que um conjunto convexo, fechado de um espacgo de

Banach reflexivo é fracamente fechado, obtemos o resultado desejado.
[
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Aplicacao a um problema de Dirichlet

Vamos agora considerar o seguinte problema de Dirichlet nao linear:

—Au = f(z,u) em £ (6)
u = 0 sobre  0f)

onde Q C RY(N > 1) é um dominio limitado e f : @ x R — R é uma
funcao satisfazendo as condigoes de Carathéodory e a seguinte condicao de
crescimento:

1. Existem ¢,d >0e0 <o <2 se N>3 [0<o<oose N=1,2]

N—2
tais que
f(z,5)] < c|s]” +d.

Nosso objetivo é encontrar solugoes fracas de (6), isto é, fungdes u €
H}(Q) tais que

/ [VWh - f(x,u)h} dz =0 ¥ he HYQ).
Q

Aqui, vamos considerar o espago de Sobolev HJ(f2) com seu produto
interno usual

(u,v) = /QVUVU dr  VYwve HQ),

e definir o funcional I : H}(2) — R pela férmula

1w = [ [2vaf - P, w)]de we HAQ),
o L2

onde F(x,s) = /S [z, t)dt.
0

Vamos considerar também o espago Hg(£2) munido da norma

i = ( Vufdr) "
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Observacao 9 A norma acima € equivalente a norma usual

) ) 1/2
el = (lealagey + IVullay) -
em virtude da desigualdade de Poincaré:
ullz2) < el|Vull 2@ ¥V u € Hy(),
(veja em Brezis [4]).

Proposicao 2 Suponha que f : Q x R — R satisfaz as condicies de
Carathéodory e a condi¢ao de crescimento do Exemplo 4. Entao o funcional
I: H}(Q) — R acima, associado ao problema (6), estd bem definido. Além
disso, I € de classe C*(H},R) com

I'(u)h = /Q(Vth — f(z,u)h)dx Vu,h € Hy(S2).

Prova: Pela desigualdade de Poincaré anteriormente mencionada, podemos

escrever 1

I) = 3llal? =0, 0w = [ Flauds

Provemos entao o seguinte:

(a) I estd bem definido
1

E claro que o funcional p(u) = 5/|ul|? estd bem definido em Hy(Q) V u.

Portanto, basta verificar que o funcional 1 estd bem definido.

De fato, como a funcdo f : Q x R — R satisfaz as condicoes de
Carathéodory e a condicao de crescimento do Exemplo 4, entao a fungao
F(z,s) também satisfaz as mesmas condi¢oes. Portanto, novamente
pelo Exemplo 4 temos que ¢ estd bem definido. Portanto, I estda bem
definido.

(b) I éde classe C' em HJ(Q)

Como o funcional p(u) = 3||u||* ¢ claramente de classe C> em H{(2),

basta verificar que v é de classe C' em HJ ().
Mostremos que:
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(i) ¢ é diferenciavel
De fato, fixado u € HJ (), defina:

d(h) = Y(u+h)-— /fxuhdx
- /Q[F(a:,u—i—h)—F(x,u)]dx—/ﬂf(x,u)h dx.

Pelo Teorema Fundamental do Célculo, temos

5(h) = /Q:/Ol;i(F(qurth) dtdx—/ /fxuhdt dz
_ /Q/O1 (et th)h — f(, u)h)di] da
_ /Q/O1 (f(m,u+th)—f(x,u)>hdt]dx
_ /01/9<f(:1:,u+th)—f(x,u)>h davdt.

Tomando moédulo em ambos os membros, temos

5()] < Al

Por Holder, temos

5] < /]l/Uxu+wf ) ()"

< A|U@w+ﬂw—ﬂawm«

/Q [f(x,u—i—th) - f(x,u)]h da:‘dt.

oyt

1
= Ml [ 17+ ) = FG ).
0
Portanto,
o(h !
Bl < [l m - e illewa. @
Aqui r = ]3—% e s = 35 = 2" (Estamos considerando o caso

N > 3. Os casos N = 1,2 sao analisados de modo separado).
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Como Hj(Q)) — L*(Q) (imersao de Sobolev), entao, obtemos que
h—0em Hy(Q) = wu-+th—uem L°(Q).

Agora usando o fato que a aplicagdo s — f(.,s) leva o espago
LP(2) no espago LP/?(Q) V o < p de forma continua, temos

flz,u+th) — f(x,u) em L7,

para 1 <o < 3—2*)
Agora, como r = N +2 < 2, segue-se que:

flz,u+th) — f(x,u) em L.

Logo,

Lr — 0.

1 (2, u+th) = f(z,u)]

Portanto, aplicando limite quando A — 0 em (7) e usando o Teo-
rema de Lebesgue, temos

%%%SAHV@w+ﬁD—ﬂ%wmdt*0-

Segue dai,
O] 16(h)] i (u+h) — — [o f(@,u)hdx _
h=o [[h]| k=0 thl

Mostramos assim que v : H}(Q) — R é diferencidvel & Fréchet.
(i) ¢’ é continua

De fato, considere v’ : Hi(2) — H~'(Q) , entao,

1wt ) = @)l = s |8+ o) = & (w)lh]

[Ihl]<1

= sup [i/(u+ o) — ¥/ (u)h

<1
A /Q[f("“jw)_f("u)}h‘
< |I§Lﬁl<)1||f(-au+v)—f(-aU)HUHh! L
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2N _ 2N _ ox
Nz © ST nag =2

Prosseguindo de modo andlogo ao item (i), teremos que :

onde r =

fl u+th) — f(.,u) em L.
Donde,
[f(,u+th) — f(,u)l|zr@) — 0 quando v — 0em Hy(R).
Portanto,
1/ + 0) = (@)l — 0 quando v — 0 em HL(),
ou seja,
Y'(u+v) — ¢ (u) quando (u +v) — uem HJ(Q).

Logo, ' é continua.
Portanto, I € C*(Hj(2)).

(c) Provemos que

I’(u)h:/Q(Vth—f(x,u)h)dx Yu,h € HY(Q).

Temos que
Fh = lim I(u+th) —I(u)
t—0 t
eVt )P ), Fo,u+th) = Flz,u)] =4 fo | Va2
= t
o [SIVuP + eVuh + S1VRP = 1P| - [, [ u+ th) - F(z, )
= o t
t o, VuVh+ £ [ |Vh]>— [, [F(x, u+th) — F(x, u)]
= lim
t—0 t

) 11_{%{/QVthnL%/Q!Vh\z—/g[F<x?u+th;g)_F(I7U)]}

_ /QVth—/Qf(x,u)h
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Ou seja,

[’(u)th(Vth—f(x,u)h)da: Vu,h € H(S).

Observagao 10 Temos que u € HY(Q) é uma solugdo fraca de (6) se, e
somente se, u € um ponto critico de I.

Apresentamos a seguir um teorema relacionado com o problema colocado
no inicio desta secao.

Teorema 6 Suponha que f : Q@ x R — R ¢ uma funcdo de Carathéodory
satisfazendo as condigoes:

1. Existemc,d2060§a<%se]\723 [0<o<o0seN=1,2]
tais que
|f(z,s)] < cfs|]” +d.

2. Eziste < A\ tal que lim sup f(@s)

|s|—o0 o

< B uniformemente em x € ().

Entao (6) possui uma solugao fraca u € Hg(S2).

Prova: Em vista da Proposicao 2, vamos encontrar um ponto critico do
funcional ¢ € C'(H},R) dado por

1
o) = 3l = v, vt = [ Flauds
Como sabemos, g(u) = 3|lul|* é fracamente s.ci. e 1 é fracamente

continuo. Portanto
(a) ¢ é fracamente s.c.i.

Por outro lado, a condigao (2) da hipdtese implica que

2F
(2’) limsup % <  uniformemente em x € €,

|s|—o0
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e portanto, fixando 3; com < (31 < A1, obtemos R; tal que F(z,s) < %Blsz
para todo x € Qe |s| > R;. E como a condigao (1) fornece F(z,s) < para
todo x € Q e |s| < Ry, nds obtemos a estimativa

1
F(z,s) < 55132 +v Ve VseR

Esta implica a seguinte estimativa por baixo para ¢

1 1
o(u) > 5/ \Vu|2dx—§ﬂ1/u2dx—’yllﬂ|,
Q Q

a qual, com a Desigualdade de Poincaré , fornece

1. B 1
o) 2 5= 21 [ 1VuPde = = alull =

ondeazl—%>0. Logo
1

(b) ¢ é coercivo em H{

Finalmente, por (a), (b) e pelo Teorema 4, segue que existe ug € H] tal

que ¢(ug) = inlf ¢. Portanto ug é um ponto critico de ¢ e a demonstracao
HO
esta completa.
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