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INTRODUC AO

Este trabalho ¢ um resumo das atividades exercidas pelo bolsista no Programa
Institucional de Bolsas de Iniciagao Cientifica, PIBIC/CNPq/UFPB entre agosto
de 2003 e julho de 2004. Serao aqui exibidos: uma exposicao introdutéria do
projeto; seus objetivos; metodologia e finalmente, o conteido pesquisado e desen-
volvido. O relatério termina com a informagao de toda a bibliografia utilizada.
Em anexo segue copia do cronograma do projeto. Eis um resumo inrodutério
deste trabalho :

Tentativas de explicar fenomenos fisicos, através do principio de que existe na
natureza alguma “quantidade”a ser minimizada, motivou desde tempos remotos
(c. 125 aC) a formulagao de um principio variacional.

Registro de uma formulacao efetiva so tivemos a partir do sec. XVII, quando
Pierre de Fermat postulou que a “luz minimiza o tempo transcorrido ao invés
da distancia percorrida”. Dai deduziu-se matematicamente as leis que descrevem
o fenomeno da refracao da luz, abrindo as portas para que outros pesquisadores
estabelecessem as ferramentas matematicas necessarias para a abordagem de pro-
blemas variacionais mais complexos. Surge entao o inicio do desenvolvimento da
teoria Classica do Célculo das Variagoes.

Mas foi o suigo Leonhard Euler quem primeiro escreveu e publicou um tra-
balho sobre o Calculo das Variagoes. Trabalho este que influenciou geragoes de
destacados matematicos até os dias de hoje.

Seguindo Euler, Maupertius publicou um trabalho onde pela primeira vez
aparece o principio da “ag¢ao minima”. E na sequéncia citamos Louis de Lagrange,
Le Gendre, Karl Jacobi e Hamilton, matematicos que consolidaram o Calculo das
Variagoes.

Atualmente, o Célculo das Variacoes é tema de intiimeros trabalhos de reno-
mados mateméaticos. Sua aplicabilidade em varias ciéncias como Biologia, Econo-
mia e Engenharia tem atraido muitos talentos para a pesquisa em Matematica. A
beleza e as técnicas utilizadas no Célculo das Variagoes tém colaborado de forma
pratica e objetiva nos trabalhos de iniciacao cientifica.

O objetivo e conteudo especifico do projeto destacamos a seguir.



OBJETIVOS DO PROJETO

Do ponto de vista especifico da pesquisa, nosso objetivo principal é a com-
preensao geométrica do Teorema do Passo da Montanha de Ambrosetti-Rabinowitz
utilizando a idéia geométrica de Minimax e o lema da Deformagao.

Para isto, fizemos uma rapida introducao aos Métodos Variacionais moder-
nos com forte énfase na interpretacao geométrica dos resultados listados no
contetido do projeto, observando sempre as técnicas de demonstracao com todo
rigor matematico.

METODOLOGIA

Fizemos também uso da metodologia tradicional, a qual tem sido feita com
sucesso nas iniciagoes a pesquisa em matematica, isto é, realizacoes de semindrios
semanais com lista de exercicios para a fixacao dos conceitos e leituras de textos
para complementagcao.



CONTEUDO DESENVOLVIDO

De acordo com o cronograma elaborado no plano de trabalho deste projeto
de iniciacao cientifica, o aluno trabalhou os tépicos abaixo listados:

1. Introducao aos Métodos Variacionais

(a) O Caélculo das Variagoes
(b) O Principio da A¢ao Minima
(c¢) O Principio de Dirichlet
(d)

)

(e) O Método Variacional

Do classico ao Moderno

2. Espacos de Funcoes

(a) Introducao
(

(c

(d) Solugao Fraca

)

b) Derivadas Fracas
) Espacos de Sobolev
)

3. O Método Variacional Direto

(a) A Forma Fraca do Principio de Dirichlet
(b) O Caso de Dimensao Finita

d

Semicontinuidade Inferior

)

)

(¢) O Problema da Compacidade

(d)

e) A Desigualdade de Poincaré
)

(
(

4. O Teorema do Passo da Montanha

f) A Solugao Fraca do Problema de Dirichlet

a) Os métodos Minimax

(a)
(b) A Geometria do Passo da Montanha
(¢) A Condigao de Palais-Smale
(d)
)

(e) A Prova do Teorema do Passo da Montanha

O Lema da Deformacao
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5. Principios Variacionais de Ekeland

6. Identidades Variacionais
(a) Motivagao - Teorema Virial
(b

)
) Identidade de Pohozaev em Dominios Limitados
c¢) Identidade de Pohozaev em Dominios nao-limitados
)
)

(
(d
(e) Apéndice

Aplicagoes



Capitulo 1

Introduc ao aos Metodos Variacionais

1.1 O Calculo das Variagdes

O primeiro indicio historico de formulagao de um principio variacional deve-se
a Heron de Alexandria (c. 125 a.C.), que postulou que a luz segue sempre o
caminho mais curto entre dois pontos e estabeleceu as leis para a reflexao da luz
em espelhos. A idéia central de seu trabalho é de que a luz minimiza a distancia
percorrida entre a fonte e o observador. Essa teria sido a primeira tentativa de se
explicar fenomenos fisicos através do principio de que existe na natureza alguma
quantidade (no caso a distancia) a ser minimizada.

Mas foi somente na primeira metade do século XVII que se pode dizer que
um principio variacional foi de fato utilizado, quando Pierre de Fermat postulou
que, em seu trajeto, a luz minimizaria o tempo transcorrido ao invés da distancia
percorrida e, a partir deste principio, deduziu matematicamente as leis que de-
screvem o fenomeno da refracao da luz, obtidas experimentalmente pelo holandés
Willebrod Snell poucos anos antes.

Apesar do sucesso de Fermat no estudo da refracao da luz, ainda nao havia sido
estabelecida toda a maquinaria matemética necessaria para abordar problemas
variacionais mais complexos. Contudo, o advento do Célculo na segunda metade
do século XVII abriu o caminho para o pleno desenvolvimento da teoria classica
do Calculo das Variagoes.

Apenas em 1743 que surgiu o primeiro tratado sobre o Célculo das Variagoes.
Naquele ano, o sui¢o Leonhard Euler submeteu ao editor um livro (cujo titulo
poderia ser traduzido como “Método para encontrar curvas que minimizam ao
maximo a propriedade da folga ou solucoes para problemas isoperimétricos aceitas
no sentido amplissimo”). Este livro foi um marco na histéria da Matematica e
inspirou intimeras geracoes de matematicos ao longo dos séculos.



Em 1744, mesmo ano em que o livro de Euler foi publicado, o francés Pierre-
Louis Maupertius publicou seu aclamado trabalho Accord de Différentes Lois
de la Nature que Avaient Jusqu’ici Paru Imcompatibles, onde pela primeira vez
aparece o principio da acao minima . Entretanto, ao que tudo indica, Euler teria
sido o primeiro a compreender realmente toda a relevancia deste principio.

Apoés os pioneiros trabalhos de Euler e Maupertius na primeira metade do
século XVIII, grandes matematicos, como Louis de Lagrange, Adrien-Marie Le
Gendre, Karl Jacobi e Willlian Rowan Hamilton contribuiram decisivamente para
consolidar o Céalculo das Variagoes.

1.2 O Principio da A¢ao Minima

Uma aplicacao classica do Célculo das Variagoes é a resolucao de um sistema de
equacoes diferenciais ordindrias através da minimizacao do funcional da acao.

Considere uma funcao L : RY x RY — R. Fixados dois pontos P,Q € RN ¢
um tempo T > 0, definimos o funcional

onde v : [0,T] — R pertence a classe

A={veC*[0,T],RY) | v(0) = Peuv(T) = Q}

A fungao L é chamada de Lagrangiana e o funcional I, de acao.

A idéia central do Céluclo das Variacoes é que, se x € A minimiza a agao,
i.e., se

I(x) = inf I
(x) = inf I(v)
entao x é solucao do sistema de equacoes de Euler-Lagrange

9. Lix(s). x()] + V, Lfx(s), x(s)] = 0

onde 0 < s < T e usamos a notagao L = L(x,y), com z,y € RY.

Assim, para provar a existéncia de solucao para o sistema de equacoes de
Euler-Lagrange, basta provar a existéncia de um ponto de minimo absoluto para
a acao. De fato, outras solucoes podem corresponder a outros pontos criticos.
Neste caso unidimensional, porém, é muito mais dificil minimizar a acao do que



resolver a equacao de Euler-Lagrange. A situacao é dramaticamente diferente
quando se passa para dimensoes maiores (ou para dimensao infinita).

1.3 O Principio de Dirichlet

O alemao Johann Dirichlet estudou o problema de fronteira

u=0 sobre 0N (1.1)

onde f € %) e Q C RY ¢ um aberto e limitado com 9 de classe C*.

{—Au:f em €

Usando o principio do maximo, pode-se mostrar facilmente que (1.1) possui
no méximo uma solugao de classe C?(Q). Para provar a existéncia da solugao
para (1.1), porém, o trabalho é mais dificil.

Dirichlet mostrou que a solu¢ao de (1.1) corresponde ao ponto de minimo
absoluto do funcional

I(u) = /Q <%|Vu\ 2 - uf) dx (1.2)

definido sobre a classe de fungoes
A={uecC*Q) | u=0, sobre 90}
Eis o famoso principio de Dirichlet:

Teorema 1 (PRINCIPIO DE DIRICHLET) Uma funcio u € C2(Q) € a
solugdo de (1.1) se e somente se u € um ponto de minimo absoluto de (1.2).

Prova: Se u € C%(Q) é a solucdo de (1.1), a condicao de fronteira implica que
u € A. Dado v € A, a equagd diferencial em (1.1) implica que

/Q—Au(x)[U(x) —v(z)|dr = /Qf(x)[u(x) — v(x)]dx.

Integrando por partes o primeiro membro (e usando que u = v em 0f2), tem-se
que

[ V@) Viute) ~ v(@)ds = [ fafulo) - ola)lde,
Q Q
donde

/Q V() - Vu(z) — f(2)u(z))de = / Vu(z) - Vol@) — f(z)o(z)]d.
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Mas, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, ficamos com

/Q (IVu(@)]? = f(x)u()) de < /Q %IVu(x)|2da:+ /Q Gm(gg)w— f(:E)v(:L')) dz.

Portanto, pela definigao (1.2), u é ponto de minimo absoluto para o funcional I.

Por outro lado, seja u € A um ponto de minimo absoluto de I. Para qualquer
v e C§° () fixado, considere a fungao real definida por

u(A) = I(u+ M)
Como u + \v € A, se 1 for derivavel em A = 0, deve-se ter ¢ (0) = 0. Contudo,

1A = fQ ( |Vu(z) + AVo(z)|? — f(2)[u(z) — )\v(a:)]) dx

= Jo (IVu@)|? + AVu() - Vo(@) + 5 Vo(@) |2 = f(2)[u(z) - Ao(2))) de

e, consequentemente,

0=1(0)= /[Vu(x) - Vou(z) — f(x)v(z)|de = /[—Au(x) — f(z)]v(z)dz.
Q Q
Uma vez que a identidade é vélida para todo v € C§°(€2), devemos ter —Au = f
em ). Como u € A, a condicao de fronteira é automaticamente satisfeita e,
portanto, u é solucao de (1.1). =

No caso da equacao de Laplace, por exemplo, f = 0 e [ é limitado inferior-
mente por 0. Portanto inf,c4 I(u) > 0 e parece certa a existéncia de uma fungao
minimante (uma fun¢do u € A onde I atinge seu minimo). Entretanto, isto nao é
verdade. Mesmo para fungoes reais, a simples limitacao inferior nao garante um
ponto de minimo para a funcao. E s6 pegar por exemplo a funcao exponencial,
que ¢ limitada inferiormente por 0 porém nao atinge o minimo em seu dominio.
E preciso portanto obter condicoes para garantirmos a existéncia de uma funcao
minimante, e isto sera feito mais a frente.

1.4 Do Classico ao Moderno

No final do século XIX, com o estabelecimento de bases rigorosas para o Calculo
através da consolidacao da Andlise Matematica, os fundamentos e métodos do
Calculo das Variagoes foram postos em xeque. O alemao Karl Weierstrass, por
exemplo, fez criticas duras ao Principio de Dirichlet, principalmente no que se
diz respeito a falta de rigor no tratamento da questao de existéncia.



Até entao, as aplicacoes do Calculo das Variagoes eram desenvolvidas sem o
necessario rigor. Em muitos casos, a simples interpretacao fisica da qual prob-
lemas matematicos eram elaborados ja garantia a existéncia de solugoes para os
mesmos.

Mas Weierstrass produziu um contra-exemplo de problema variacional que
nao admite solucao minimal, apesar de o funcional em questao ser limitado infe-
riormente. Ele considerou o funcional I : A — R dado por

Y dul®
I(u) = —| d
(u) /_1 xd:c T

onde
A={ueC(-1,1,R) | u(~1)=—1 e u(l) =1}.

Claramente, como I(u) > 0 Vu € A, temos uma limitagao inferior para I. Con-
tudo, I nao assume seu infimo em A. Verifica-se este caso considerado a sequéncia

arctan(nz)

un(z) = €A

arctan(n)

Isso foi um choque para a teoria do Célculo das Variacoes, que mergulhou
entao numa crise de fundamentos. Era preciso rever cuidadosamente os funda-
mentos da teoria e estabelecer bases rigorosas para o Calculo das Variacoes.

1.5 O Meétodo Variacional

Trabalhos de mateméaticos como Weierstrass, Arzéla, Fréchet, Hilbert e Lebesgue
estabeleceram bases rigorosas para o Principio de Dirichlet e levaram o desen-
volvimento da Analise Funcional e da moderna teoria das Equagoes Diferenciais
Parciais.

A idéia fundamental de associar a existéncia de solucoes a existéncia de pontos
criticos de um funcional permanecia inalterada, mas percebeu-se rapidamente
que a dimensao infinita dos espagos de funcoes tornava esta tarefa bem mais
complicada. Em um primeiro momento, concentraram-se os esforcos na busca de
pontos de minimo para funcionais limitados inferiormente.

No inicio do século XX, foi consolidado o Método Variacional Direto, que
permite provar a existéncia de pontos de minimo para funcionais que satisfazem

certas condicoes especificas.

Os trabalhos pioneiros de Ljusternik-Schnirelman na primeira metade do
século XX deixaram claro que o método cariacional funciona também se forem
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encontrados outros pontos criticos que nao um minimo ou maximo absoluto. A
procura, todavia, de pontos de sela e extremos locais é uma tarefa ardua.

Na segunda metade do século XX, deram frutos as idéias de Ljusternik-
Schnirelman, através dos trabalhos de Palais, Smale, Ambrosseti e Rabinowitz,
que desenvolveram métodos do tipo minimazr que garantem a existéncia de pon-
tos de sela. Esse é o caso do famoso Teorema do Passo da Montanha, teoria esta
que sera estudada mais para frente neste projeto.
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Capitulo 2

Espacos de Funges

Neste capitulo concentramos nossas atencgoes para a compreensao dos Espacos de
Sobolev. Espacos estes que sao ambientes mais adequados na formulacao e res-
olucao de variados problemas na Matematica Moderna. Para tanto, comecamos
com um estudo rapido (porém objetivo) nos aspectos mais importantes dos
Espacos LP.

E importante frisar que fica implicito, aqui neste capitulo, que um conheci-
mento prévio e introdutério da Andlise Funcional (isto inclui Espagos Métricos,
de Banach e de Hilbert, bem como os principais teoremas que os seguem) foi dev-
idamente trabalhado e estudado no projeto de iniciacao cientifica anterior (agosto
de 2002 a julho de 2003). Daiseguimos portanto estudando os espagos de Fungoes
propriamente ditos.

2.1 Espacod/”

Denota-se €2 como sendo um aberto do RY dotado da medida de Lebesgue dz.
Designa-se por L! o espaco das funcoes integraveis sobre €2 com valores em R
cuja norma ¢ dada por:

1]l = / f(@)|dz

Duas fungoes em L' sdo iguais quando coincidem q.t.p (quase todo ponto), ou
seja, exceto num conjunto de medida nula.
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Teorema 2 Teorema da convergéncia monotona de Beppo Levi
Seja (f,) uma sequéncia crescente de funcoes de L' tal que

sup/fn<oo.
n

Entao f,(x) converge q.t.p. em Q, isto €, f,(x) — f(x) onde f(zx) € um limite
finito. Além do mais f € L* e ||fu — fl|zr — 0.

Teorema 3 Convergéncia dominada de Lebesgue
Seja (f,) uma sequéncia crescente de funcoes de L'. Suponhamos que:

1. fo(z) = f(x) ¢.t.p. em
2. existe uma fungdo g € L' tal que para cada n , |f.(z)| < g(z) q.t.p em Q.
Entao f € LY(Q) e||fn — fllzr — 0

Notagao: Denota-se por C.(2) o espaco das fungoes continuas de €2 e com
suporte compacto, isto é,

C.(Q) ={f € C(Q); f(z) = O0Vz € Q\K donde K C Q) é um compacto}

Sejam Q; C RM e Q, C R™ abertos e seja F : ; x Qy — R uma funcao
mensuravel.

Teorema 4 (Tonelli)

Suponhamos que

|F(z,y)|dy < o0
Qg

para quase todo x € 1 e que

/ dx |F(x,y)|dy < oo
951

Qo

Entao F € LY(Qy x Q)
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Teorema 5 (Teorema da densidade)
O espaco C.(Q) € denso em L*(Y), quer dizer,

VieLl' e Ve>0, 3fi€C.Q) tal que ||f — fill; <e

O teorema acima surge como resultado bastante utilizado em diversas demon-
stragoes de teoremas conseguintes.

Teorema 6 (Fubini)
Suponhamos que F € L'(€ x Q). Entaopara quase todo x € €y,

F(z,y) € L, () ¢ |F(z,y)|dy € Ly()
Qo

lgualmente para quase todo y € §2o

F(x,y) € LL(Q)) e |F(x,y)|dz € L, ()

1951

Além disso se verifica

/ dz [ |F(z,y)ldy = / dy [ |F(x,y)lde = / / F(a,y)lde dy
Q1 QQ 92 Ql QlXQQ

Definicdo: Sejap € R com1 < p < oo; definimos por
P ={f:Q—R; fé mensuravél e |fIP € L'(Q)}

E cuja normeaé definida por:

Il = | [ \f(x)|pdxr

Definicao: Definimos por

L*(Q)={f:Q — R f émensuravél e 3 C tal que |f(z)| < C q.t.p. em Q}
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E a normaé definida por

[|flle = inf{C"; |f(z)| < C q.t.p. em Q}

Observa@o: Se f € L*, entao

[f (@) <[Ifllze gt.p. em Q

De fato, existe uma sequéncia C,, tal que C,, — ||f||~ e para cada n, | f(z)| < C,
q.t.p. em Q. Assim ,|f(z)| < C, Va € Q\E, com E, de medida nula. Se escreve

E = U E, de forma que E é de medida nula Vn e Vz € Q\E.

Notacao: Seja 1 < p < oo; se designa por p o conjugado de p.

Com estas ferramentas pode-se provar que ao utilizarmos os espacos LP em
aplicagoes futuras, temos a garantia que os mesmos sao espacos vetoriais norma-

dos e completos, portanto, espagos de Bannach.
Abaixo segue a demonstracao da reflexividade dos espagos LP

Teorema 7 LP ¢ reflexivo para 1 < p < 00
A demostracao € feita provando-se trés etapas distintas:

1. (Primeira desigualdade de Clarkson)Seja 2 < p < oo; se verifica

p p——
N Hf g

Lp 2

f+yg 1
[ < SIS+ lslls) Vig e I

P
Lr
2. LP € uniformemente convexo, e portanto reflexivo para 2 < p < oo.

3. LP € reflexivo para 1 < p < 2.

(2.1)

Com os resultados acima obtidos, podemos extender o teorema da densidade

ja apresentado acima para um teorema mais abrangente:

Teorema 8 O espaco C.(Q2) é denso em LP para 1 < p < oc.
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Precisamos ainda de uma outra definicao e outro lema para poder ter as
ferramentas necessarias para a prova deste teorema.

Defini¢do: Sejal < p < oo; Uma fundof : Q@ — R pertence d% .(S2) quando
f1 € LP(Q)) para todo compactl C ()

Lema 1 Seja f € L}, (Q) tal que

/ fu=0 Yue Q) (2.2)

Entao f =0 q.t.p em )

Demonstracao do Teorema 8: E sabido que C,(£2) é denso em L*(£2). Suponha
entdo 1 < p < oo. Para demonstrar que C.(€2) é denso em LP(2) é bastante

verificar que se h € LPI(Q) satisfaz
/hu =0 VYue C,/(Q),
entao h =0. Mas h € L} () e

/|h1k| < [[A]], [k]F < oo

e assim pode-se aplicar o Lema 1 para concluir que h = 0 q.t.p.

Outro resultado basico e que foi estudado com detalhes
Teorema 9 LP(Q)) € separdvel para 1 < p < oo.

Por ter sido bastante discutido e trabalhado, segue aqui um resumo da demon-
stracao:
Designa-se por (R;);c; a familia (enumerével) de retangulos R da forma

N
R:H]ak,bk[ , ak,bke(@ e QCQ

k=1
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Se designa por E o espago vetorial sobre Q gerado pelas fungoes 1g, (i.e. as
combinagoes lineares finitas com coeficientes racionais das fungdse 1g,); de modo
que E é enumeravel. Demonstremos que E é denso em LP .

Sejam f € LP(Q) e € > 0 fixos. Seja f; € C.(Q2) tal que

If = filler <e.
Seja Q' um aberto limitado tal que
Supp f1 C Q cq.
Como f; € C.(Q), constréi-se uma funcao f, € E tal que
Supp f C &
e que

£
- < t.
|fo(z) = filz)| < |Q’|% q.t.p

! . . ’ . A
em {2 pois comegamos recobrindo Supp f; com um ntmero finito de retangulos
R; sobre os quais a oscilagao de f; é inferior a

I
(42

Daf resulta que ||fo — fi||» < € e entdo

1f = follrr < 2e.

O préximo resultado afirma que existe uma isometria entre o dual do espago
L' com o espaco L.

Teorema 10 Seja ¢ € (LY. Entdo existe u € L™ tnico tal que

<gp,f>:/uf VfelL'.

Além do mais temos a igualdade:

[lullzee = [l (ay

17



Observago: O espaco L! nao é reflexivo. De fato, suponhamos que 0 € €.
Consideremos a sequéncia f, = a,,1 B(0,L) Com n suficientemente grande para que

1
B(0,1) c Qe a, = |B(0, %)‘_1 de modo que ||f,||z1 = 1. Se L' fosse reflexivo
existira uma subsequéncia ( f,,, ) e uma fungao f € L' tal que f,,, — f na topologia
fraca o(L', L>). Assim pois,

/fnkg0—> /fgo Yo € L. (2.3)

Quando ¢ € C.(Q2\{0}) nota-se que / frrp = 0 para k suficientemente grande.
Resulta de (2.3) que

/ fo=0 Vo C(0{0})

aplicando o Lema 1 no aberto Q\{0} a funcao f (restringida a Q\{0}) obtemos
que f =0 q.t.p. em Q\{0}. E portanto f = 0 q.t.p em €. porém se f = 1 em

(2.3), resulta que [ f =1, o que é um absurdo.

Facamos um estudo agora das propriedades basicas do L™
e A bola unitdria fechada B~ é compacta na topologia fraca o(L>, L")

e Se (f,) é uma sequéncia limitada em L, pode-se retirar uma subsequéncia
convergente em L na topologia fraca o(L>, L!)

Porém, L* nao é reflexivo ( caso contrario, L' seria).
A . / ’ . .
O dual de L™ contém L' (pois (L') = L ) e é estritamente maior que L';
existem formas lineares continuas ¢ sobre L*° que nao sao do tipo

<g0,f>:/uf VfeL® com uelL

Observa@o: O espaco L™ nao é separavel.
O lema acima pode ser demonstrado utilizando o

Lema 2 Seja E um espaco de Banach. Suponhamos que existe uma familia
(Oi)ier tal que

1. Para todo i € I, O; € um aberto nao vazio de E.
2. 0,N0; =T sei#j.
3. I nao € enumerdvel.

Entao E nao é separdvel.
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2.2 Derivadas Fracas

Esta sessao tem como objetivo enfraquecer a nocao de Derivadas Parciais.

Motivacao para a definicao de derivadas fracas. Assuma que temos
uma fungao u € C'(2). Entao se ¢ € C*(), vemos, devido a férmula de
integragao por partes, que:

/ugzﬁxidx =— / Uz, pdr (i=1,...,n). (2.4)
Q Q

Nao ha termos de fronteira ja que ¢ tem suporte compacto em €2 e portanto
se anula em 9f2. Mais geralmente agora, se k é um inteiro positivo, u € C*(Q2) e

a = (aq,...,a,) é um multiindice de ordem || = oy + - - - + «,, = k, entdo
/ uD®pdx = (—1) / Dugdx (2.5)
Q Q
Esta equacao ¢é valida pois
o o
D% = .
¢ Oxx Qxon ¢

e nés podemos aplicar a formula (2.4) || vezes.

Nés agora examinamos a férmula (2.5), vélida para u € C*, e perguntamos
se alguma variacao dela ainda pode ser verdadeira mesmo se u nao for k vezes
continuamente diferencidvel. Note que a parte esquerda de (2.5) faz sentido se
u for apenas localmente somavel. O problema é que se u nao for C* entao a
expressao “D%u’na parte direita da equagao nao tem sentido. Nos resolvemos
este problema perguntando se existe uma funcao localmente somavel v para a
qual a equacao (2.5) é valida ao trocar v por D%u:

Definicdo: Suponha que,v € L} Q, ea € um multindice. Nbs dizemos que é

loc

a«-ésima derivada parcial fraca de u, denotadalpor = v, quando

/ uD®pdx = (—1)1 / vodr (2.6)
Q

Q

para toda fungo¢p € C°(Q2).

Em outras palavras, se nos for dada uma u e se por acaso existir uma v
satisfazendo (2.6) para toda ¢, nés dizemos que D*u = v no sentido fraco. Do
contrario, v nao possui tal derivada fraca.

Assim, temos como resultado inicial o seguinte
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Lema 3 (Unicidade de derivadas fracas). Uma a—ésima derivada parcial fraca
de u, se existir, € unicamente definida a menos de um conjunto de medida nula.

Prova: Assuma que v,0 € L, () satisfazem

loc

/QuDagbdx: (—1)"‘|/Qv¢dx: (—1)"‘|/Qﬁqbdx

para toda funcao ¢ € C°(2). Entao

/ﬂ(v—a)qsdx =0

para toda funcao ¢ € C°(2); portanto v — v =0 q.t.p. =

2.3 Espacos de Sobolev

Fixe 1 < p < o0 e k um inteiro nao negativo. Nos iremos definir agora alguns
espagcos de funcoes, cujos membros possuem derivadas fracas de varias ordens em
varios espacgos LP.

Definicao: O espaco de Sobolev
Whe(Q)

consiste de todas as fudesu : 2 — R localmente soiaveis tais que, para cada
multiindicea. com|a| < k, D“u existe no sentido fraco e pertencé’q\?).

Definicdo: Seu € W*»(Q), nbs definimos sua norma como sendo

1/p
1] (ngk Jo |D°‘u|pd1‘> (1<p< o)
u Wkp(Q) =

Zlalék ess supq|DYul (p = ).

Definicdo: Nbs denotamos por
W()

como sendo o fecho d&*(2) emWk, p(£2).

Assim, u € WEP(Q) se e somente se existem funces u,, € C=(Q) tais que
Uy — u em WHP(Q). Nés interpretamos WP (Q) como o espaco que contém
funcoes u € WHP(Q) tais que “D%u =0 em O para todo |a| <k — 1.
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Observa@o: E interessante notar que se n = 1 e 0 = I é um intervalo aberto
da reta, entao u € WP(I) se e somente se u se iguala q.t.p. a uma funcao
absolutamente continua cuja derivada usual (que existe q.t.p.) pertence a LP(I).
Tal caracterizacao tao simples existe apenas para n = 1. Geralmente uma fungao
pode pertencer a um espago de Sobolev e ainda assim ser descontinua e/ou nao
limitada.

Propriedades Elementares

Continuando nosso pequeno estudo nos espacos de Sobolev, nds passamos
agora por algumas propriedades de derivadas parciais fracas que, para funcoes
suaves sao Obvias. no entanto ao nos depararmos com funcoes de Sobolev, deve-
mos mostrar tais propriedades utilizando apenas a definicao de derivadas fracas
que foi estudada.

Teorema 11 Assuma que u,v € W*P(Q) e |a| < k. Entdo

o D%y € Wk-lelr(Q) ¢ D?(D*u) = D*(DPu) = DBy para quaisquer
multiindice o, 5 com |a| 4+ |B] < k.

o Para cada \,pp € R, Mu+ pv € WHP(Q) e D*(Au + pv) = AD%u + puDv,
laf <k

o Se A é um subconjunto aberto de Q, entio u € WHP(A).

o Se( € C®(0), entio Cu € WFP(Q) e

|
D*(Cu) = BZ: mmwaﬁu

Nao apenas muitas regras usuais do Calculo se aplicam a derivadas fracas, bem
como os Espacos de Sobolev também possuem uma boa estrutura matemaadtica:

Teorema 12 Para cada k =1,... e 1 < p < oo, o espago de Sobolev W*P(Q) ¢é
um espacgo de Banach.

A prova deste acaba sendo nao tao complicada. Primeiramente, é preciso
provar que este espaco possui uma estrutura de espaco vetorial normado e, nao
por acaso, a norma previamente definida nesta segao satisfaz os axiomas de uma
norma, com a desigualdade triangular podendo ser provada fazendo-se uso da ja
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conhecida Desigualdade de Minkowski. Para provar a completude procedemos de
forma usual, tomando uma seqéncia de Cauchy em WHP(Q) e, utilizando-se do
fato de que os espacos LP sao completos, provamos que esta sequéncia converge
em WHP(Q).
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Capitulo 3

O Meéetodo Variacional Direto

3.1 A Forma Fraca do Prindpio de Dirichlet

No capitulo anterior enfraquecemos a nocao de derivada. Desta forma, podemos
agora “adaptar”o problema (1.1) de Dirichlet na forma

Jo Vu(@) - Vu(z)de = [, f(@)v(z)dz, Yve Cr(Q)
(3.1)
u = 0 sobre 0N}

O espaco de Sobolev W, *(Q) foi introduzido como o ambiente ideal para tratar
o problema de Dirichlet (1.1) em sua forma (3.1), denominada por forma fraca
do problema. A energia (funcional) (1.2) torna-se o funcional I : Wy*(Q) — R e
o Principio de Dirichlet torna-se:

Teorema 13 (PRINCIPIO DE DIRICHLET) Uma fungio u € Wy?(Q)
¢ solugao fraca de (1.1) (i.e., solu¢ao de (3.1)) se, e somente se, u for um ponto
de minimo absoluto do funcional (1.2) definido em W, ().

A demonstragao é essencialmente a mesma do Teorema 1, com pequenas
adaptagoes. A diferenca é que agora a energia é um funcional definido sobre
um espaco de Hilbert e a estrutura de W,?(Q) pode ser usada. Por exemplo,
pode-se falar da derivada da energia no sentido de Fréchet, dada por

I'(u)-v= /QVu(x) - Vo(z)dx — /Q f(@)w(z)dz, Yo € Wy (Q).

A derivada de um funcional no sentido de Fréchet corresponde a tomada de
derivadas direcionais, como foi feito na demonstracao do Teorema 1. Note que as
solucoes da equacio I (u) = 0 correspondem a solucoes de (3.1), ou seja, pontos
criticos de I correspondem a solugoes fracas do problema (1.1).
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A unicidade da solugao fraca do problema em questao pode ser demonstrada
da seguinte forma: se u e @ sdo solucoes de (3.1), tem-se que, Vv € W,2(Q),

/QVu(x) -Vo(z)dx = /{)Vﬂ(m) - Vo(z)dx

/ V(u—1) - Vou(z)de = 0.
Q

Portanto V(u — u) = 0 e, consequentemente u — u é constante. Como u e
i€ Wy?(Q), resulta u = 0

3.2 0O Caso de Dimenso Finita

Antes de atacar o problema de encontrar um ponto de minimo para um funcional
definido no espago VVO1 ’Q(Q), de dimensao infinita, pode ser interessante examinar
um caso mais simples, como o problema andlogo em R¥. Para podermos ter uma
melhor visao geométrica, tomemos o caso bidimensional.

Senfo F' : R? — R uma funcao diferencidvel, é interessante obter condicoes
sobre F' que garantam a existéncia de um ponto de minimo absoluto. Claramente,
uma condig¢ao necessaria a existéncia de tal ponto ¢é a limitacao inferior da fungao.
Entretanto, esta condigao nao é suficiente, por exemplo, a fumgao

2 2

F(z,y)=¢"7Y

¢ diferenciavel em todo o plano e limitada inferiormente pelo seu infimo 0, mas
nao assume este valor em ponto algum. O problema aqui é que a fungao decai
para 0 quando ||(x,y)|| — oo, mas é sempre positiva.

Para garantir a existéncia de um ponto de minimo absoluto, portanto, é pre-
ciso impedir de alguma forma que o ponto de minimo “escape” como no exemplo
anterior.

Se, ao contrério, houver uma sequéncia (z,,y,) C R? tal que F(x,,y,) —
inf(R*)E e ||[(xn, yn|| < M para algum M € R, entao tem de existir pelo menos
um ponto de minimo absoluto de F'. De fato, como esta sequénca é limitada, ela
possui alguma subsequéncia convergente, e , portanto, pela continuidade da F', o
infimo é atingido para algum ponto do dominio.

Assim, uma possibilidade para garantir a existéncia de um ponto de minimo
absoluto para F é impor, além da exigéncia de limitacao inferior, alguma condi¢ao
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de crescimento que assegure a existéncia de uma sequéncia minimante limitada.
Uma condicao suficiente seria por exemplo,

oo T (T 8) = 00
Assim, o crescimento de F' impede que o ponto de minimo “escape para o infinito”.
Conforme sera visto adiante, condigoes de crescimento desempenham um pa-
pel muito importante na minimizacao de funcionais definidos em espacos de di-
mensao infinita.

3.3 O Problema da Compacidade

Infelizmente, no caso de dimensao infinita, o argumento da secao 3.2 nao é valido.
Utilizou-se fundamentalmente o fato de que toda sequéncia limitada do R pos-
sui alguma subsequéncia convergente, para podermos obter a existéncia de um
ponto de minimo absoluto. Entretanto, em espacos de dimensao infinita, existem
sequéncias limitadas que nao possuem nenhuma subsequéncia convergente.

Ocorre que no RY qualquer bola é um conjunto compacto, o que nao ¢é verdade
em espacos de dimensao infinita. Assim, ao tentar minimizar funcionais nestes
espacos, mesmo considerando uma sequéncia minimante limitada, ainda é possivel
que o ponto de minimo absoluto escape.

Portanto, a topologia de um espaco de dimensao infinita é completamente
diferente. Isso afeta também a nocao de continuidade de um funcional. Pode ser
interessante, por exemplo, rever os conceitos de continuidade de um funcional,
ou, ainda, alterar a topologia considerada - o uso das topologias fraca e fraca* é
muito produtivo em alguns casos.

3.4 Semicontinuidade Inferior

Uma alternativa ao conceito de continuidade tradicional é o conceito de semicon-
tinuidade inferior. Apesar de parecer feita sob medida para o método variacional
direto, a nocao de semicontinuidade inferior foi introduzida por Baire num con-
texto puramente topologico.

Sejam X um espaco topologico de Hauusdorff e I : X — R, I é semicontinuo

inferiormente se, para todo a € R, o conjunto A, = {zx € X | I(z) > a} é
aberto.
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Uma condicao que implica a semicontinuidade inferior é a condi¢ao de com-
pacidade limitada: para cada o € R, K, = X\ A, é compacto (propriedade de
Heine-Borel). Por outro lado se I é semicontinuo inferiormente e X é compacto,
I satisfaz a condicao de compacidade limitada. Em particular, se X é compacto,
entao ambas as condigoes sao equivalentes.

Estas condi¢oes podem ainda serem expressas em termos de sequéncias: [ é
sequencialmente semicontinuo inferiormente se, para toda sequéncia (z,) € X
convergente para xg, tem-se que I(zxg) < lim/(z,); por sua vez, a condigao
sequencial de compacidade limitada é: cada K, é sequencialmente compacto.

Verificamos que todo funcional semicontinuo inferiormente é sequencialmente
semicontinuo inferiormente. A reciproca sé é valida quando X satisfaz o primeiro
axioma da enumerabilidade.

Com essas novas definicoes em maos, pudemos entao estudar o seguinte

Teorema 14 Sejam X um espaco topolégico e de Hausdorff e I : X — R sat-
isfazendo a condicdo sequencial de compacidade limitada. FEntao I € limitado
inferiormente em X e assume seu infimo.

A demonstracao é simples e nao foi interessante expo-la neste trabalho. Outro
resultado extremamente 1til em aplicagoes ocorre quando X é um subconjunto
fracamente fechado de um espacgo de Banach reflexivo e I é coercivo e fracamente
semicontinuo inferiormente:

Teorema 15 Sejam X um subconjunto fracamente fechado de um espaco de Ba-
nach reflexivo e I : X — R satisfazendo

1. I(u) — oo, quando ||u|| — o0 eu € X;

2. para qualquer sequéncia (x,) C X fracamente convergente para xo tem-se
que I(xo) < lim I(z,).

Entao I ¢ limitado inferiormente e assume seu infimo em X

Vale destacar que a norma de um espaco de Banach é sempre coerciva e
fracamente semicontinua inferiormente.

3.5 A Desigualdade de Poincar

Retomando o objetivo de demonstrar a existéncia de solucao fraca de (1.1) em
W,y?(Q), busca-se alguma estimativa de crescimento da energia (1.2). Em outras
palavras, deseja-se conhecer o comportamento de I(u) quando ||u||y1.2(q) — oo.
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Mais precisamente, quer-se aplicar o Teorema 15 a energia, que s6 é possivel se
for coerciva.

De fato, a coercividade de I decorre do seguinte resultado:

Teorema 16 (DESIGUALDADE DE POINCARE‘) Para toda fungao u €
Wy 2(Q) temos que

0\~
HuHLz(Q) S [VOZ( )} / | vu| de
Q

WN
onde wy € o volume da bola unitdria em RN

O importante aqui é que se obtém uma estimativa de |[ul/z2(q) em termos
somente da norma L? do gradiente de u. Afinal de contas o termo

{VOZ(Q)} ~

WN

nao depende de u, mas somente de N e do volume de 2 C RV,

Decorre imediatamente da desigualdade de Poincaré, que a norma || - ||w1.2(q)
é equivalente & norma do gradiente definida em Wy *(Q2) por

||u||W01,z(Q) = /Q| Vu| 2dz. (3.2)

Aplicando a desigualdade de Poincaré e a desigualdade de Cauchy-Schwarz a
(1.2), temos que
I(u) > Allullfyr2) — Blullwrz),

para constantes A e B positivas. Portanto, I(u) — oo quando ||ulw1.2q) — oo,
ou seja, a energia é um funcional coercivo.

3.6 A Solu@o Fraca do Prindpio de Dirichlet

Nesta se¢ao nés provamos finalmente a existéncia de uma solucao fraca para o
problema de Dirichlet, ou seja, uma solucio de (3.1) em Wy*(Q). Trata-se de
uma aplicacdo do Teorema 15 com X = Wy *(Q) e I sendo a energia dada por
(1.2).

Uma vez que W, () é um espaco de Hilbert, Wy ?(Q)* = W, () e
(Wo ()" = Wy ()" = Wy*(Q),
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de modo que Wy?(Q) é um espaco de Banach reflexivo e X = W,?(Q) de fato
atende as hipéteses do Teorema 15.

A desigualdade de Poincaré (Teorema 16) garante a coercividade de I. Resta
verificar, portanto, a semicontinuidade inferior fraca de I. Com efeito, para ver
que I é fracamente sequancialmente semicontinuo inferiormente, note que, da
defini¢ao da energia (1.2),

I(w) = [lullyp 20y + L(w)

onde || - ||W01,2(Q) é dada por (3.2) e L : W;*(Q) — R é o funcional linear dado
por

Mas a norma do gradiente é fracamente sequencialmente semicontinua inferi-
ormente e, da propria definicao de convergéncia fraca, como L é um funcional
. 1.2 . . ,

linear, u, — w em Wy °(Q2) implica que L(u,) — L(u), donde L é fracamente
sequencialmente semicontinuo inferiormente. Assim I também o é.

Consequentemente, a aplicacao do Teorema 15 assegura a existéncia de um

ponto de minimo absoluto u € I/VO1 2(Q) Ora, pela forma fraca do principio de
Dirichlet (Teorema 13), u é a solugao de (3.1).
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Capitulo 4

O Teorema do Passo da Montanha

4.1 MetodosMinimax

Conforme foi visto anteriormente, a idéia central dos métodos variacionais é
transformar o problema original em um problema de encontrar pontos criticos de
um funcional definido em um espaco de fungoes adequado.

Na primeira parte deste trabalho, por exemplo, o Problema de Dirichlet foi
formulado em sua forma fraca; o funcional energia foi entao definido no espaco
W,?(Q) e as técnicas da Analise Funcional foram utilizadas para demonstrar a
existéncia de um ponto de minimo absoluto da energia e, portanto, uma solucao
fraca do Problema de Dirichlet. Isso so foi possivel porque a energia associada
ao Problema de Firichlet é limitada inferiormente, coerciva e semicontinua infe-
riormente.

Entretanto, outros problemas envolvendo equagoes diferenciais sao associa-
dos a funcionais com diferentes caracteristicas. Em muitos casos, o funcional é
indefinido (n@o limitado nem inferiormente e nem superiormente) e o método
variacional direto nao pode ser aplicado. Um exemplo cassico é o funcional

I:Wy*([0,7]) — R dado por
2
1
- —u4) dz.
4

0= [ (

Fixado u € VVO1 ’2([0, 7|) ndo-nulo, para qualquer a € R,

™ 2 ™
I(ou) = 042/ 1 dx — a4/ 1u4d95,
0 2|dx o 4

de modo que I(au) — —oo, quando o — oo. Desta forma, I nao é limitado
inferiormente. Por outro lado, dado n € R,

d_u
dx

I([sen(nz)]) = n? /07T %]cos(nx)]gdx — /07r %senﬁ‘(naz)daj > %(n2 —1).
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Fazendo n — oo, vé-se que I [sen(nz)] — oo e I também nao pode ser limitado
superiormente. Ainda assim, pontos criticos do funcional correspondem a solugoes
fracas do problema

d*u
— =u?, em (0,7)
dz? (4.1)

u(0)=0 e u(mr)=0

e a solugao trivial v = 0 é um ponto critico de I (que nao é minimo nem é
maéximo). Nao é fécil saber se I possui ou nao algum outro ponto critico.

E necessario, portanto, estabelecer condicoes que garantam a existéncia de
pontos criticos mesmo para funcionais indefinidos. Claramente, o método varia-
cional direto, desenvolvido no Capitulo 3 nao é aplicavel, mas pode-se utilizar os
espagos de Sobolev como pano de fundo para outros métodos variacionais.

Os métodos conhecidos como minimaz foram desenvolvidos justamente para
provar a existéncia de pontos criticos que nao um minimo ou um méximo absoluto.
A esséncia de tais métodos é a obtencao de um valor critico do tipo minimax;
uma vez demonstrada a existéncia de tal valor, a existéncia de um ponto onde
o valor critico é efetivamente atingido (ou seja, de um ponto critico) decorre de
condicoes de compacidade do funcional em questao.

Neste capitulo, sera demonstrado o Teorema do Passo do Montanha, que foi
um marco na historia dos métodos variacionais. Trata-se da primeira vez que
se provou a existéncia de um ponto critico que nao um minimo absoluto. Em
seu trabalho pioneiro na década de 1970, Ambrosseti e Rabinowitz utilizaram os
resultados obtidos por Palais e Smale alguns anos antes para provar o teorema do
Passo da Montanha. Em especial, foram utilizados a condicao de Palais-Smale
(PS) e o Lema da Deformagao.

4.2 A Geometria do Passo da Montanha

A idéia geométrica do Teorema do Passo da Montanha pode ser resumida da
seguinte forma: suponha que se deseja transpor uma cadeia montanhosa com o
minimo de esfor¢o possivel. Ora, qualquer caminho saindo do sopé de um lado
da montanha e indo até o sopé do outro lado passarda por um ponto cuja altitude
seja maxima (para aquele caminho). A idéia é procurar, dentre todos os camin-
hos possiveis, um cuja altitude méxima seja minima (daf a expressao minimax).
Intuitivamente, isso acontece justamente na regiao da montanha conhecida como
passo.

Em termos mateméticos, fixados dois pontos P e Q € R?, considere o conjunto
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A={aeC¥[0,1],R?) | a(0)=P e o(l)=Q}

dos caminhos suaves ligando P e ). Dada a funcao f : R*> — R (aqui f(z,y)
seria a altitude correspondente ao ponto (z,y)), busca-se um caminho o € A
sobre o qual o valor maximo de f seja o menor possivel.

Uma primeira iniciativa seria determinar uma "altitude critica® h., i.e., a
menor altitude que um caminho precisa atingir para poder ligar P a (). Esse
nivel critico seria dado por

acA | tefo,1]

he = inf {max |f(oz(t))|}
Claramente, cada curva a € A atinge um méximo (pois a ¢ de classe C? ¢ o
intervalo [0, 1] é compacto). Entretanto, é possivel que h. nao seja atingido sobre

a classe de curvas de A, motivo pelo qual nao se pode substituir o infimo por
minimo na equagao acima.

Para ver como o infimo pode deixar de ser atingido, tome P = (0,1), Q =
(0,—1) e f(x,y) = e (e * 4+ 1). Para comecar, note que f(P) = f(Q) = 2e°.
além disso, qualquer caminho ligando P a () precisa cortar em algum ponto a
reta y = 0, sobre a qual f > 1. Assim, h. > 1. De fato, mostremos que h. = 1.

Considerando a familia de curvas

o, (t) = (4n(t — t?),1 — 2t)

tem-se
Joan(t) = o(An—20)(t*~)=5 + o202 =1)=5
e
d
T ean(t) = [(4n — 20)etn=20E-0=5 _ 90=200-0-5] (94 _ 1),

de modo que

1 —-n
trg[(zi)ﬁ[foozn(t)] =foa, (5) =e "+1.

Assim, realmente h. = 1, de modo que nenhuma curva ligando P a () tem
maximo h,.

No caso em que o minimo h. é atingido, o passo da montanha corresponde
exatamente ao ponto de maximo de uma curva a € A que realiza esta altitude

maxima.
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Intuitivamente, este seria um ponto de sela, pois localmente este ponto é um
ponto de maximo na dire¢ao de v e ¢ um ponto de minimo na dire¢ao perpen-
dicular. Assim, o passo da montanhda tem que ser um ponto critico de f (nédo
necessariamente um ponto de sela, ja que esse ponto também pode ser um ponto
de maximo).

Em vista do que ja foi feito neste capitulo, para garantir a existéncia de um
ponto critico de f, é necessario obter condigdes que garantam que o nivel critico
h. seja efetivamente atingido. Como o objetivo principal é obter a existéncia de
um ponto critico, é importante que essas condi¢oes nao envolvam a existéncia de
pontos de criticos tais como pontos de maximo ou de minimo.

Em primeiro lugar, precisa-se evitar que a "montanha“ possa ser contornada.
Uma condicdo para garantir isso, seria a existéncia de um conjunto I' C R?
dividindo o plano em duas componentes conexas disjuntas, uma contendo P e
outra contendo (), e tal que

inf f > max[f(P), f(Q)]-

Entretanto, apenas esta condicao nao basta: é preciso evitar que o ponto
critico "escape® para o infinito. Uma tentativa natural seria pedir que I' seja
compacto, mas isso nao é suficiente, visto que nao ha porqué o nivel critico ser
atingido sobre I'.

Diversas condigoes sobre f podem resolver este problema. Por exemplo,
condicoes de crescimento que garantam que f esteja bem acima do nivel critico
h. fora de uma bola. Analogamente, condi¢oes de decaimento que assegurem que
f esteja bem abaixo do nivel critico h. fora de uma bola também garantem a
existéncia de um ponto critico. De fato, a sequéncia dos pontos maximos p,, de
qualquer sequéncia minimante de curvas «a)n é tal que f(p,) — he; condigoes
como as citadas acima garantem que (pn),en é limitada, devendo portanto pos-
suir uma subsequéncia convergente para um ponto critico.

Por exemplo, considere a fungao

2 2
floy) = @+ 3yt - L - L
Sejam P = (0,0) e Q = (2,2) e

I'={(z,y) eR* | 2*+y*=1}.
Tem-se que f(P)=0e f(Q) =16~ — 1 < 0, enquanto

) 7
1r1;ff—§.
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Assim, h, > %; afinal de contas, qualquer caminho continuo ligando P a @)
tem obrigatoriamente que interceptar I' em pelo menos um ponto. Agora, seja

(ay,) C A uma sequéncia de curvas tal que

max
te[0,1][foan (t)]—he, quando n—oo

(tal sequéncia existe pela definigdo de infimo). Seja t¢,, o ponto de méaximo de
foan, pn = an(t,) é o ponto de maximo de f sobre a,, e f(p,) — h. quando
n — oco. Mas

lim  f(z,y) = —o0,
|(z,y)|—00
de modo que existe R > 0 tal que f(z,y) < 0 quando |(z,y)] > R. A
sequéncia (p,) estd contida portanto em Bgr. Como Bpr é compacto, a sequéncia
deve portanto possuir alguma subsequéncia convergente. Assim, renomeando a
sequéncia se necessario, p, — p e, pela continuidade da f, devemos ter f(p) = h,.
Verifica-se que p é um ponto critico de f de modo que h. é um valor critico de f.

4.3 A Condicgao de Palais-Smale

Como foi visto no Capitulo 3, as bolas nao sao compactas em espacos de
dimensao infinita. Assim, para utilizar as idéias da secao anterior, é preciso obter
alguma condic¢ao que resolva o problema da falta de compacidade.

Na década de 1960, Palais e Smale trabalharam nesse problema e chegaram a
uma condicao que, de certa forma, garante que um funcional tenha alguma ” com-
pacidade®. Os resultados de Palais e Smale sao de fato bem gerais, sendo validos
para espacos de Banach reais. Por motivos heuristicos, eles sao apresentados
somente para espacos de Hilbert.

Sendo H um espago de Hilbert, C'(H,R) é definido como o conjunto dos fun-
cionais I : H — R que sao diferenciaveis no sentido de Frechét e cujas derivadas
de Frechét sao continuas em H. Diz-se que um funcional I € C'(H,R) satisfaz a
condigao de Palais-Smale (PS) se qualquer sequéncia (u,) C H tal que (I(u,)) é
limitada e I'(u,) — 0 quando n — oo, possui uma subsequéncia convergente.

Note que, se um funcional [ satisfaz a condi¢ao de Palais-Smale (PS), o con-
junto K. dos pontos criticos de I correspondentes ao valor critico ¢ é compacto
para todo c € R

A condicao (PS) ¢ muito conveniente para a aplicacdo dos métodos varia-
cionais, como sera visto mais adiante. Diversas variantes foram desenvolvidas ao
longo dos anos.
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4.4 O Lema da Deforma@o

Os primeiros resultados de deformacao surgiram a partir de 1965, com um
artigo de Browder. A idéia da deformacao vem do fato de que um conjunto de
nivel correspondente a um valor regular pode ser deformado continuamente em
conjuntos de nivel proximos.

Para funcoes suaves em R?, por exemplo, a deformacao pode ser feita seguindo
o fluxo do campo gradiente (para tempos positivos ou negativos).

Entretanto, uma curva de nivel correspondente a um nivel critico nem sempre
pode ser deformada continuamente em curvas vizinhas. Isso acontece porque a
geometria das curvas de nivel pode alterar-se radicalmente em um nivel critico.
Por exemplo, circulos podem degenerar-se em um ponto de minimo ou de maximo.

Em espacgos de dimensao infinita, a situagao é ainda mais delicada, pois os
conjuntos de nivel podem possuir uma topologia bastante bizarra. Além disso,
pode nao haver um campo gradiente e trabalhar com campos vetoriais pode gerar
transtornos.

Para lidar com tais problemas, ao invés de trabalhar com conjuntos de nivel,
¢ mais apropriado trabalhar com os conjuntos

K.={ueH | I(uy=c e I'(u) =0}

dos pontos criticos correspondentes ao nivel c e

A.={ue H | I(u)<c}

dos pontos de H onde I nao supera o nivel c. Note que em um valor regular
K. = 0, enquanto em um valor critico K, # .

O Lema da Deformacao garante que, para funcionais satisfazendo (PS), assim
como ocorre em R, se ¢ é um valor regular de um funcional, para ¢ suficiente-
mente pequeno, o conjunto A... pode ser deformado continuamente, através do
nivel ¢, para dentro do conjunto A._.. Assim, conjuntos de nivel suficientemente
proximos do conjunto de nivel ¢ podem ser deformados continuamente através do
conjunto de nivel ¢ até ficarem completamente abaixo do nivel c.

Quando ¢ é um valor critico, da mesma forma que em RV, a mudanca na

geometria dos conjuntos de nivel pode impedir que a deformagao possa ser feita
continuamente.
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Teorema 17 - LEMA DA DEFORMAGCAO: Se I € C'(H,R) satisfaz
(PS), I' é localmente Lipchitziana e ¢ nao € wvalor critico de I, entdo dado
e > 0 suficientemente pequeno, existem 0 < § < € e uma deformacdo continua
n:[0,1] x H — H tais que:

1. n(0,u) =u YueH;

2. nLu)=u Yué¢ Il Yc—¢ec+e]);

3. Imtw) <I(u) Yue H e Vtel0,1];
4- n(1, Acts) C Acs

45 A Prova do Teorema do Passo da Montanha

Utilizando a idéia geométrica de minimax discutida na secao 4.2 e o Lema
da Deformagao pode-se provar o famoso Teorema do Passo da Montanha, de
Ambrosseti e Rabinowitz.

Teorema 18 (PASSO DA MONTANHA) Se I € C'(H,R) satisfaz (PS),
I’ é localmente Lipschitziana e, além disso, I € tal que:

1. 1(0) = 0;
2. existem m e r positivos tais que I(u) > m, quando ||u|| = r;
3. existe v € H tal que I(v) <0 e ||v| >,

entao I possui um valor critico

¢ = inf { max Zla(t)]}

onde
A={aecC([0,1],H) | a(0)=0 e a(l) =v}

Prova: Suponha que ¢ nao é valor critico de I. Escolha e suficientemente pequeno
para usar o Lema da Deformacao e tal que

m
O<e< —.
S
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Pelo Lema da Deformagao, existem 0 < § < € e um homeomorfismo
n(1,-): H— H tal que n(1,Ac5) C Acsen(lu)=u Yué I (c—¢ec+e]).

Pela definicao de ¢, pode-se tomar o € A tal que

Ila(t)] < ¢+ 6.
max [a(®)] < c+

Seja & = n(1,-) o a, como «(t) € A.s para todo t € [0,1], a(t) € A._s para
todo t € [0, 1]. Ora, claramente, ¢ > m, de modo que 0 ¢ ["!([c —e,c+¢€]) e

a(0) = 0.
De modo andlogo, v ¢ I"([c — &, ¢ + €]) e, portanto
a(l) =wo.
Assim, a € A, o que é uma contradi¢ao visto que
max I[a(t)] < c—o.

tel0,1] -

Logo, ¢ deve ser um valor critico de I. ]
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Capitulo 5

Principios Variacionais de Ekeland

INTRODUC AO

Dizemos que um funcional é limitado por baixo por seu infimo se ele possui algum
tipo de continuidade numa topologia que é compacta (localmente) para o dominio
do funcional dado. Em outras situacoes de interesse para as aplicagoes isto nao
é necessario. Por exemplo, os funcionais definidos em espacos de Hilbert (com
dimensao infinita) sd@o continuos na topologia da norma, mas nao sao continuos
na topologia fraca.

Teorema 19 (Principio de Ekeland) Seja (X,d) um espa¢o métrico completo
e considere uma fungao ¢ : X — (—o0,+0o0| s.c.i., limitada por baizo e ndao
identicamente igual a +00. Seja e >0 e A > 0 dados e u € X tal que

<
o(u) < 1%f ©+e
Entao, existe v. € X tal que
(i) p(ve) < p(u)
(it) d(u,ve) < 5
(#i) Para cada w # v. em X,
gD(’LU) > @(Ua) - 8)\d(’l}€, w)
Prova: Basta verificarmos que 3 v, € X tal que
(1) o(ve) < p(u)
(i) dx(u,ve) <1
(iii)” Para cada w # v. em X,
QO(U)) > (,D(UE) - €d>\(1)€, w)

Donde o teorema segue-se fazendo

da(u,ve) = Ad(u,v,)
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Introduza a seguinte ordem parcial em X:
w <& pw) <) —edy(v,w) (%)

Afirmacgao 1 (*) € de fato uma relagao de ordem parcial em X

Sejam u, v, w em X , entdo podemos ver que (*):
(1)(é reflexiva), ou seja, u < u
De fato,
p(u) — edr(u, u) = (u) = p(u)

(ii) (é anti-simétrica), ou seja , seu <v ewv <wu entdo u=wv
De fato,
Seu=<v=pu) <pw) —ed(v,u) (I)
<

Sev <u= ) <pu)—edy(u,v) (1)

De (I) e (IT) temos

p(u) < p(v) —edr(v,u) < p(u) — edr(u,v) — edx(v,u) = p(u) — 2edy(v, u)
Logo,

2edy(v,u) <0 =dy(v,u) <0=u=v

(iii) (é transitiva),ou seja, se u < v e v < w entdo u < w
De fato,
(v) —eda(v,u) (LII)

(w) — edy(w,v) (IV)
De (III) e (IV), temos

pu) < o(v) —eda(v,u)
< p(w) — edy(w,v) — edy(v,u)
= p(w) —e(dr(w,v) + dx(v,u))
< p(w) —edy(w,u)
Logo, u < w
Agora vamos construir uma sequéncia (.5,,) de subconjuntos de X como segue-se:
Considere u; = u. E defina,

. €
Si={weX;w=<u}; ug €Sy st pug) Slélf(p—F?
1
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indutivamente, temos

Sp={w € X;w < u,}; upr1 € S st o(ups1) < igf90+ St

Afirmagao 2 5,1 C 5,

De fato, Como ;11 € Sp = Upi1 < Uy < ©(Uns1) < @(uy) — edy(Up, Upi1)
Tome x € S,, 11 e mostremos que x € .S,,. Temos que

TES = T<Up &
p(r) < P(unt1) — eda(tny1, )
< @(uy) — edy(tn, Uny1) — edy(Upy, T)
= p(un) — e(dx(tn, uns1) + da(tni1,2))
< plun) — ed(un, o)

Portanto,

o(x) < o(un) —ed(up,x) =z <u, =z €95,

Afirmagao 3 S, € fechado.

De fato, tome z; € S,, tal que ; — x € X quando j — o0.
Sendo z; € S, entao x; < u, &

() < plun) — edx(un, ;)

Passando o lim infimo quando j — oo temos

lim inf ¢(z;) < lim inf ¢(u,) — € lim inf dy(u,, ;)
j—o0

J—00 J—00
Pela semicontinuidade da ¢ e pela continuidade de d , temos

o(lim infx;) < p(u,) —edy(lim infu,, lim inf x;)
=00 j—o0 j—00
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Portanto,

o(x) < @(uy) — dy(uy, ) = < u,

Logo, x € S,

(outra demonstragdo da afirmacio 3)

De fato, sendo ¢ s.c.i., temos que para a € R, {z € X;p(z) > a} é aberto
= {z € X;p(x) < a} é fechado.

Por outro lado,

Sn = {we X;w<u,}
= {w € X;p(w) < p(u,) — edr(un, w)}
= {we X;p(w) <a}

com a = p(uy,) — edy(Un, w) .
Logo, S, é fechado.

Afirmacao 4 diam S, — 0

De fato, tome x € §,, arbitrario, entao,
Por um lado,

£ <ty = (@) < P(tn) — eda(tn, ) = £ (n, @) < p(un) — p(2)

Por outro lado, temos que u,, € S,,_1 e

plun) < inf o+ 2% < o(u) + 2% Vu € Spy
n—1

Como z € S, ,temos que = € S,,_1 .

Portanto,
plun) < o(a) + o
Logo,
et ) < plun) = 9(x) < () + o — () = o
Dai,



Como S, é fechado,temos que:
diam(S,) = max{d(z,y); =,y € Sy}
Como u,, estd fixo e x é arbitrario, podemos tomar x de modo que
diam(S,) < 2dx(uy,, z) < 27"
Logo, diam(S,) — 0 se n — o0

Sendo X completo e diam(S,,) — 0, temos que existe v. € X tal que
ﬂ Sy = {v:}

Afirmagao 5 v. satisfaz (i), (i) e (i)’

De fato, é claro que v, € S1 = v. < u; =u = p(v:) < p(u) — edx(u,v:) < p(u)
ou seja,
o(v:) < @(u) para algum v, € X
Assim, mostremos (i)’
Agora, sendo,

p(ve) < p(u) — edx(u,v.)

Temos
5d>\(ua Ue) < SO(U) - 90<U8) = d>\(u7 Us) < 5_1(90(1/“) - 90(U6>

< . E > . E < . E
()C (u) — 1X11 74 € S ‘)é (UE) — IXIl ()C : )é (UE) — 1X11 )L

Dali,
< 1y o .
dy(u,ve) < e “(infeo+e—infp) =1

Logo,(ii)’ é satisfeita

Agora para mostrar (iii)” basta ver que se w # v, entao, w 4 v,

Suponha por contradicao que w < v, para w € X

Comov, € S,Vne N=wv, < u,Vn € N

Logo,w < u,Vn € N = we S,Vn e N= we (), S ={v}=
W = V.

o que é uma contradicao.
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Portanto, Se w # v. = w £ v..
Ou seja,

Se w 7é Ve = @(w) > @(Ue) - 5d)\<ve7w)

Assim, mostremos (iii)’. [

Defini¢do: Sejap : U — R, ondeU é um aberto d& Banach. O funcionap tem
derivada de Gateaukc X' emu € U se para todo € X

lir% o(u+ tv) — goiu)— < f,tv > _
t—

0

A derivada de Gateaux emé denotada pap' (u).

Defini¢do: O funcionalpy tem derivada de echetf € X' emu € X se

o Pl n) —p(u)= < fv>

v—=0 o

Definicdo: O funcionalp € C'(U,R) se a derivada no sentido de2Ehet existe
eé contnua emu € U.

Observa@o: Se X é um espaco de Hilbert e ¢ tem derivada de Gateaux em
u € U , o gradiente de ¢ em u ¢ definido por

(Vep(u),v) =< ¢'(u),v >

Observa@o: A derivada de Gateaux é dada por

t —
< ¢'(u),v >:=1lim olut 1;) o)

Observa@o: Toda derivada de Fréchet é uma derivada de Gateaux.
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Corolario 1 Seja X Banach e ¢ : X — R limitada por baixo e diferencidvel em
X. Entao para cada € >0 eu € X tal que

p(u) < infop+e”

existe v. € X tal que

(i) o(ve) < @(u)
(i) u—v. || < ¢

(i) || ¢'(ve) | < e

Prova: Sendo ¢ diferencidavel em X = ¢ é continua = ¢ é s.c.i. No teorema
anterior, fazendo \ = %, temos que existe v. € X tal que

1
oe) <p(u) e duv) < v = [[u—v| < e

>~

Assim, (i) e (ii) est@o satisfeitas.
E, fazendo A = €72 no teorema anterior, temos para cada w # v. em X
p(w) > p(ve) —€ || ve —w | ()

Aplicando em (*) w=v.+th com t>0 e he X, || h|=1, temos

p(ve +th) > p(ve)— [ th] = ¢(v.) — et
= (v +th) — p(ve) > —et

.+ th) — (v
(v t) (ve) -
Tomando limite quando t — 0 temos

p(ve +th) —p(v:)

—e < 1i L) '
e < lim ; <¢'(ve),h >
Ou seja,
—e < <¢'(ve),h> V heX com || h]=1 (%)

(1) é verdade pois sendo ¢ Fréchet diferenciavel, entao ¢ é Gateaux diferencidvel,
e, portanto, (1) acontece. Agora observe que, em particular, (**) vale para —h .
Portanto,
—e < <P (v.),~h>=— <¢(v.),h> = <(v.),h>< ¢
Logo,
|< ' (ve),h > < € VheXcom|h|=1
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Agora,
/
<G>
1A

I ¢'(ve) [|= sup
]

Corolario 2 : Seja X Banach e ¢ : X ~— R limitada por baixo e diferencidvel
em X. Entao, para cada sequéncia minimizante (uy) para @, existe uma sequéncia
minimizante (vg) para ¢ tal que

(1)e(vr) < p(ur)
(110 )limy’ (vg) = 0

Prova: Seja (uj) uma sequéncia minimizante de ¢, tome

{ o(u) —infx glo, se p(ug) —infxy >0 (1)
Ek =

o se p(ug) —infxy =0 (2)

Tratemos os casos (1) e (2)
Se uy, ¢ tal que ¢(uy) —infx ¢ > 0, entdo tome € = p(ux) — infx ¢ no corolario
anterior e temos que existe (v;) € X tal que

(i) e(vk) < p(ux)
(i) || up — v ||< ex = p(ug) —infx ¢ — 0 pois, (ux) é uma sequécia minimizante.
(iif) | @"(vx) |< e = limg @' (0x) = 0

Agora se uy é tal que p(ug) — inf p = 0, entdo tome g = % no corolario an-
terior e entdo , existe (vy) tal que

(i) e(vk) < p(ux)
(i) [[ur — v [|[<er=1=|u—v [0 se k— oo
(i) | ¢'(vk) [ er =13 = ¢'() — 0 quando k — oo [

Definigao: :(Brézis - Niremberg, 1980) Seja X Banach e C'(X,R) ece R.

A funcdoy satisfaz( PS). ( condig@o de Palais -Smale eniviel c) se toda se@ncia
(un)n Satisfazendo

ouy) —c e || ¢ (uy) ||— 0 quandon — 0

tem uma subse@ncia convergente.Considere K. o conjunto de todos os pontos

criticos em nivel c, i.e.,
K.={z e X;p(x) =c ,¢'(x) =0}

Corolério 3 : Seja ¢ uma funcio de classe C' em um espago de Banach X.
(i) Se ¢ € limitada por baizo e verifica (PS). com ¢ = infx ¢, entdo toda sequéncia
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minimizante para @ € relativamente compacta.
Em particular, ¢ atinge seu minimo num ponto em K..
(ii) Se d = limy, |~ inf(u) € finito, entao ¢ nao verifica (PS)q

Prova: (i) Seja (u,) uma sequéncia minimizante para . Pelo corolario anterior,
3 uma sequéncia minimizante (v,) para ¢ tal que

P(vn) < P(un) [ vn —un [[-0 e ¢'(vn) — 0

Dai, temos:
Logo,

= ¢(v,) — ¢ quando n — oo

S |-

d(v,) —c e ¢'(v,) —0

Portanto, por (PS). , (v,) possui uma subsequéncia convergente. Como || v, —
U, |[— 0, temos que u, possui uma subsequéncia convergente. Portanto,u, é
relativamente compacta.
Em particular, existe (v,,) subsequéncia de (v,) tal que v,, — v, em X.
Como ¢ é continua, temos que

@(vn,;) — (vo)
Mas,

@(vp;) — 0

Logo, pela unicidade do limite, temos que
p(vo) = ¢
De modo andlogo, como v,; — vp em X e ¢’ é continua, temos,
SDI(Unj) - 90/(710)

Mas,
¢ (vn;) = 0

Portanto, pela unicidade do limite, temos
¢'(vo) =0

Portanto,
plv)=c e ¢(vg)=0

Logo, vg € K. e @(v) =infxp
agora mostremos (ii)

45



Devemos mostrar que existe (u,) C X tal que

lzn =00 @(zn) = d e | ¢(zn) =0

Para isto, defina para r > 0 a func¢ao

m(r) = ”iﬁ;w(w

Afirmacao 6 : m(r) € ndo decrescente

De fato, dados 0 < ry < ry, temos

m(ry) = inf @(u) < inf @(u) =m(ry)
lull>r1 llul|>r2

Afirmagao 7 lim, .., m(r) =d
De fato,

lim m(r) = lim inf ¢(u) = lim infp(u)=d

r—00 700 [Juf|>r [[uf| =00
Para ¢ < % , fixe rg > % tal que para r > ry, temos
d—e* < m(r)
(de fato, || m(r) —d || < 2 = —&? <m(r)—d=d—¢* <m(r))
Escolha uy com || ug ||> 2ry ,entao

m(2ro) = inf pu) e @(u) < inf @(u)+e* =m(2ry) + &
l[ul[=2ro llull=ro

Logo, ¢(ug) < m(2rg) + &2 < d + &
Aplicando o teorema de Ekeland na regido D = {|| u ||> ro}, temos que existe vy
com || vg ||> 7o tal que

p(vo) < pu) —eflu—wo Vue D

Em Particular,
¢(vo) < p(ug) — € || uo —vo || uo € D

Logo, para r > ry , temos

d—e><m(rg) = inf p(u) < p(vg) < p(ug) — € || uo — vo |

N l[ull=r0
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=€ || up—vo || < W(Uo)—d+€2§d+52—d+52:252

Portanto,
[uo—wo [[€2e e |vo >0

Sendo vy pertencente ao interior da regiao D, pelo corolario 1, temos

I ¢'(vo) [I< e

Portanto,
| ¢(vo) |— 0
|

Corolério 4 : Seja ¢ uma funcdao de classe C' em um espagco de Banach X
satisfazendo a condi¢ao de (PS) em X. Se ug € um minimo local para ¢ entao
existe € > 0 tal que

(1) Ou, p(up) < inf{p(u);| v —uo ||= a} para algum 0 < a < €

(i) Ou, para cada o com 0 < a < &, ¢ tem um minimo local num ponto u,
com || ua —vo [|[=a e p(ua) = p(uo)

Prova: Seja ¢ > 0 tal que
p(uo) < p(u) para  [ug—wo[|<e

Suponha que (i) ndo seja satisfeita, entdo dado o com 0 < a < &, temos
o) = inf{ip(w)s | u — o || = @} 1)
Seja § > 0 tal que 0 < a—d < a4 9 < ¢ e considere a restricao de ¢ no anel
R={ueX;a-0 <|u—u|| < a+d}

De (1), podemos encontrar uma sequéncia (u,), em R tal que

= = e plm) < plu)+- ()

Ou seja,

(1) < inf o 4 n I=
plun) <info+—, com |[u, —up =
Logo, pelo Teorema de Ekeland, existe (v,,) em R tal que

1
plon) < @(un),  Nlon—un[l< — e @lun) <)+ —flu—un || Vu € R

S|
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Para n muito grande, de (3) temos que (v,) estd no interior de R. Logo,

| ¢ (vn) [I< = ¢'(vn) || 0 quando n — oo

S|

A condicao (PS) implica que existe uma subsequéncia de (v,,), convergindo para
Uq. Ou seja,

existe (vp,,) de (v,), tal que v, — u,

Sendo ¢ continua, temos que (v, ) — @(uq)

Mas,  (un) — (o).

Portanto, ¢(ua) =¢(ug) e ¢'(us) =0

Logo, ¢ tem um minimo local em u, e || uy — u ||= @ quando p(u,) = @(uo).

Por outro lado, se uy é um minimo local estrito, entdo é claro que (ii) nao é
verdade e portanto, podemos obter um « > 0 tal que

p(uo) < inf{p(u); || w—uo [|= a}
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Capitulo 6

l[dentidades Variacionais

Neste capitulo faremos uma explanacao formal de algumas identidades varia-
cionais. Também faremos aplicacoes da identidade de Pohozaev, para concluir a
nao existéncia de solugoes de equacoes do tipo:

{ —Au=g(u) em £
u € H(Q)

onde g é continua de R nele mesmo e 2 um dominio aberto de classe C' de RY,
N > 3.

A demonstracao da identidade de Pohozaev sera feita em dominios limitado e
nao limitado. O primeiro caso tem como texto guia o livro Minimax Theoremsle
Michel Willem, ja o outro caso, o livro Introductiona la theorie des points critiques
et applications aux proeimes elliptiquesle Otared Kavian.

6.1 MOTIVAGAO - TEOREMA VIRIAL

Consideremos Q = RY e p € C'(H}(Q),R) dada por

o) =5 [ Vel de= [ Glota)s

RN

Notemos que uma solugao u de —Au = g(u), com u € H}(RY), 6 um ponto
critico de ¢ sobre seu espago, onde G € a primitiva de g. Em particular a derivada
no sentido de Gateaux de ¢ em u, independente de qual seja a direcao é nula.

Agora para A > 0 definamos uy(z) := u(z/\) e f(A) := ¢(u,), observe que
f(1) = ¢(u), o que implica que f’(1) =0.

Por outro lado, calculando f(\), obtemos:

Foy =2 /RNWU(;C)FM—AN/ G(u(z))de

2 RN
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onde utilizamos uma mudanca de variavel e o fato que o determinante da matriz
jacobiana é \V.
Logo, temos que:

pay=""2 / V@) Pdr - N [ Glue)ds,

2 RN

mas f’(1) = 0 e portanto obtemos:

N -2 ,
T/RN Vu(@)*dr =N [ Glu(e)s

Assim, obtemos um resultado a priori (supomos que u era um ponto critico de
©). Tal resultado é comumente chamado pelos fisicos de Teorema Virial A seguir
veremos que tal teorema é uma consequéncia direta da identidade de Pohozaev.
Sendo assim, se pensarmos que {2 C RY a pergunta natural que fazemos é:

Sei que sobre algumas hpeses para um ddmio 2 deR”Y, obtemos

alguma igualdade semelhante a esta?

6.2 |IDENTIDADE DE POHOZAEV EM DOMINIOS LIMI -
TADOS

Consideremos o problema

—Au=g(u) em €
(P1) { w € HY(O)

onde g é continua de R nele mesmo e  um dominio aberto limitado de classe C*
de RN, N > 3.
Definamos a primitiva de g por:

Teorema 6.1 (Identidade de Pohozaev em dominios limitados, 1965) Seja
u € C*(Q)NCYQ) uma solugao de (P) tal que G(u) € L'(Q). Entdo u satisfaz:

—N; 2 /Q \Vu(x)|* dz + % /BQ Vu(o))? o - n(o)do = N/QG(u(m))dﬁ

onde n(o) denota a normal unitdria exterior de OS).
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Prova: Por (P;) temos que: 0 = Au(z) + g(u(z)). Multiplicando ambos os
membros desta equacdo por x - Vu(x), obtemos:

0 = (Au(z)+ g(u(x)))x - Vu(x)
= Au(z)(z- Vu(z)) + g(u(z))x - Vu(z)
= Au(x)(xz - Vu(z)) + G (u(z))z - Vu(z)
= Au(x)(z-Vu(z)) + - VG(u(z)) (6.1)
Notemos que,
din(aGu() = 3 - @ Gula)

oz, 0G(u(x)) du(x)
ale(u(:v)) M ou(z)  Ox; )

(
(Gluto) + 6 uta) 55 )

(u(z)) + - VG(u(x))

I
= 114-

Logo, temos que:
z - VG(u(x)) = div(xG(u(z))) — NG(u(x)) (6.2)

Além disso , observermos que

dio(Vu(z)(e - Vu(@))) = div (V“(@ <Z K a;;?))

= x;  O0x; — J Ox; Oz;0x;
N
ou(z) 0?u(x)
= Au(x)(z - Vu(z)) + |[Vu(z)|]” + x (6.3)
Z 0w, O0x;0x;
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Por outro lado, temos que

V(o)
()

= Ox; Ox;0x;
_ f: ou(z) *u(x)
4~ Or; 00,
1,7=1
Substituindo em 6.3, obtemos:
Au(z)(xz - Vu(z)) = (6.4)

— div(Vule)(z - Vu(e))) - [Vula) ~ o V (Méx)' )

Mas, notemos ainda que:

div (x |W§w)|2> - ix"ai (i% (8;?)2)

Assim,

—x-V (M) = —div (m V()] ) + N |VU(1)|2

Substituindo em 6.4, segue-se que

Au(z)(z - Vu(r)) = (6.5)

— div (Vu(x)(x V() — - Vu(z)| ) L N2 Vu(z)?

Agora, substituindo 6.2 e 6.5 em 6.1, obtemos:

0 = div (Vu(x)(x -Vu(z)) —x - |Vu§x)] + :EG(u(a:))) —NG(U(ZE))+T Vu(z)|*




Integrando sobre €2, temos

V@)

? /Q \Vu(z)|* dx + /Qdiv (Vu(x)(x -Vu(x)) — + :UG(u(x))) dx

:Némmmm

Usando o Teorema da Divergéncia (olhe agndice, obtemos:

2
2 Q o0

Vu(o)(o - Vu(o)) + oG(u(o))| n(o)do

:NAQWMM

Mas, sabemos que u = 0 sobre 012, donde temos que G(u(z)) = 0 sobre 092 e
além disso Vu é paralelo a n (veja prova no apndice) isto é,

Vu(o) = (Vu(o) - n(o))n(o)
Logo,

_NQ_ 2 /Q \Vu(:c)|2d:c + % /8(2 |VU(U)‘2U -n(o)do = N/QG(u(x))dx

6.3 |IDENTIDADE DE POHOZAEV EM DOMINIOS NAO L IM -
ITADOS

Teorema 6.2 (Identidade de Pohozaev em dominios nao limitados) Sejam
Q um aberto de classe Ct, g uma funcdo continua de R em R e designemos por

G a primitiva de g, se anulando em 0, e w € HX(2) N H2 () uma fungdo satis-
fazendo a equagao

—Au = g(u)

Se G(u) € L'(Q) e n(o) designa a normal exterior de S, entdo para todo
2* € RY fizo, u satisfaz a identidade:

N —2 1
—/ \Vu(z)|” de + = \Vu(o)]? (o — 2*) - n(o)do = N/ G(u(zx))dz.
2 Ja 2 Joa Q
Em particular se Q = RN, para 1 < j < N, temos que
/ﬂ@u@ﬂ%m::/ﬁau@nﬂm,
Q Q
N — 2/ |0;u(z)| do = QN/ G(u(x))dx.
Q Q
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Prova: Seja ¢, uma fungao de classe C™ sobre [0,00) tal que ¢,(t) = 1 para
t €0,1] e p,(t) =0 para t € [2,00).
Definamos para j > 1 inteiro,

2() = %, ('j—')

1. pj(x) < C, onde C nao depende de j e

2. 2l [Veps(@)l = == I (21 /)] < Clleollos

Afirmamos que:

Prova da Afirmacao 1: De fato, notemos que: ¢;(z) = 1 se m <le
J
p;(z) =0se m > 2 e no intervalo [1, 2], como ¢, é continua e [1,2] é compacto,
J
temos que:
|z
0i(1) = @o (7 <C
que nao depende de j pois estd no intervalo [1,2]. [ |

Prova da Afirmacgao 2: De fato, temos que

’ X Izl

P \T) = P\|T| /] )77

(z) ([ / )|x|j
donde:

(o)) = il /9 S

Logo,

N 2

Vi) = Y el /i) 1’2

i=1 |

e /j)]Q%%

- Jéw;w /)

1 2
F|%(|$|/J)|

IA

ou seja
1 .
[Vi(z)| < ;Iso’o(lfvl /)]
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Notemos que ¢/ (|z| /j) # 0 somente no intervalo [1,2].
O que implica que,

2] [Vi;(2)] < bi.'|w;<|x\/j>|

2] ||
< = olls
J
o
= jQ H(IOOHOO
< Cligollo

|
Assim, para um indice ¢ fixo multipliquemos os dois membros da equacao
Au = g(u) por (z; — zF)0;u(x)p;(z). Integrando o termo da direita, obtemos:

/Q 9(u(@)) (i — =)l (x)de / (i — )0 (2)D:G ulz))dz
Integrando por partes obtemos:
/Q 9(u(@)) (i~ 20) s gy () = (21— 270y ()G (@) o — / Oi (i~ )y ()]G (u(x)

Como u = 0 sobre 0f2 temos que G(u) = 0 sobre 0. Assim,
[ stuta)@—z)ou@esois = - [ oi@Gu@)de [ ()i, 0)Glu()ds
Q Q Q
kd

Observemos que, quando j — oo entdo — — 0. Donde pj(z) — 1 e
J
0;p(x) — 0 quando j — oo.

Logo, passando o limite na igualdade acima e usando o teorema da Con-
vergéncia Dominada de Lebesgue (onde estamos utilizando as afirn@es 1 e 2
obtemos:

lim [ g(u(z))(z; — 2)0u(x)pj(xr)dr = — /Q G(u(zx))dx (6.6)

Jj—oo 0

Por outro lado, integrando a parte esquerda da equacgao e usando a féormula
de Green (apéndice vem que:

- / Au(z) (i — 2)0(x)) s (x)de = — / (0 — 20)0u(0)) 5(0) V(o) - n(0)do

o)
[ Vule) Vi - z)u()e, )] dr (67)
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Agora, notemos que

Vu(z) -V [(x; — 27)0u(z)

pi()]

m—+ + 1 + + |

+

+

+

+ o+

Vu(z) - [Ou(x)p;(x) +

V (Ou()) @(x)(x; — 27) +
(; u(z)Ve;(z)]
VU(Q«") u(@)ep;(x)) +
Vu(z) - Ojul)p;(x) (@ — 2) +
Vu(z) - V() (z; — 27)0iu()
[Oru()|” () +

Z (8ku

zku
k=1

(#i = 27)Ou(x)V

(@) (x) +

)¢

/\/—\

%)0;
(Osu
)

—

) () (x;

u(z) - Vipy ()

- %)) +

8

22 8ku

(zi = 27)Oiu(x)V ( ) - Vei()

u(x)l ;) +

Za [(Oku(x

(51~ 2)030(e) V(o) - Vi (o)
Puua)F 64t

55— 2)p()0
(z; — 27)Ou(z)V

|0
1
2
|0;
1

i [[Vu(@))’] +
u(z) - V()

2

Assim, a segunda integral de 6.7 fica:

/Q Vu(z) - V [z — 2)0u(z)e

j ()] dx

(6.8)

= 5 [ e = 2Dei@a [IVute)) do +
+ /|3u z)dr +
+ /Q 27)0u(x)Vu(z) - Vo, (x)de

Denotemos por Ej, Eyj, E3; os trés termos da direita de 6.8 respectivamente.

Notemos que quando j — oo entao:

E3; — 0, pois Vy,;(z) —0 e
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Esj — / |Oyu(x)|* dz pois p;(x) — 0.
Q

Além disso, pela férmula de Green E;, se escreve

By = =5 [ IVu(@) :l(a = ey oy [ Valo) (o= ool

Logo, quando j — oo, temos que

1 1
By — __/ Vu(@)] de+ 5 [ [Vu(o)]* (0; = 2 )ni(o)do
2 /g 2 Jag

Assim, passando ao limite quando j — oo e usando novamente o teorema da
Convergéncia Dominada de Lebesgue, em 6.7 obtemos que:

tim = [ Bute) (= Do) poita] = 5 [ 1Vuto s+ (6.9
+ /Q |Oyu(x)|* da +
+ % /aQ \Vu(o)? (o; — 2f)ni(o)do —

- /ag@n — 2)0u(0)Vu(o) - n(o)do

Igualando 6.6 e 6.9 temos
1 2
- —/\Vu(x)\ dx
2 Ja
+ /|0iu(x)|2dx—|—
Q
1

+ = | |[Vu() (0i — 2)ni(o)do —
2 Joq

— / (0; — z5)0iu(0)Vu(o) - n(o)do = —/ G(u(x))dx (6.10)
o9 Q

Agora passando a soma sobre i e usando o fato de u = 0 sobre 02 implicar
que Vu(o) é paralelo a n(c) (mesmo argumento que no caso limitadem que:

—g /Q \Vu(z)|*de + /Q|Vu(x)\2dx +
1 2 x _
+ 3 /80 \Vu(o)|” (o — z")n(o)do
— \Vu(o)]? (o — 2*)n(o)do = —N/ G(u(x))dx
20 Q
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O que implica que,

—N+2 5 1 ) ) B
5 /Q|VU(I)| dx—§ 8Q|Vu(a)| (0 — 2")n(o)do =

= —N g G(u(x))dx

, Ou seja,

S [IVu@Pdr+ 5 [ Va0 = n(o)as =

Se Q = RY entao 092 = @, de sorte que

N2 /R Ve dr =N [ Glu@)da (6.11)

2 RN
ou ainda,
/ Vu(z)|* de = 2*/ G(u(x))dx
RN RN

Além disso de 6.10, temos que:

/ \8iu(a:)|2d$:1/ yvu(x)\%zx—/ Glu(x))dz, Yi=1,2, . N
RN 2 Jrn RN

Observemos que o segundo termo da igualdade acima nao depende de ¢ e vale
para todo 1 <17 < N, logo temos que:

/ |Oyu(z)|) do = / |0yu(z)|? da
RN RN
Donde,

/RNW“( Idx—/ [éau ]dg;— RNN(au( )2 dz

Assim, substiuindo em 6.11 obtemos:

N —2 2
T/RN N jdju(@)Pde = N | Glu())de

RN

E portanto,

N - Z/RN Oyu(e)? dr = 2 /RN G(u(x))dz
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6.4 APLICACOES

Exemplo 1 Seja Q = RN, N > 3 e g(s) := As|"'s, comp > 1 e # 0.
Suponhamos que v € H(Q) N H*(Q) verifica:

—Au=\|ulf .

Primeiramente observemos que 02 = @.
Multiplicando ambos os membros da igualdade acima por u obtemos:

—Ou(zyu(z) = Alu@) P u(@)u(e) = A u(@) " (@) = Mu()"

Integrando obtemos:

/Q _Au(@)u(z)de = A /Q fu(a) P! da

Mas, sabemos que pela férmula de Green

/—Au(x)u(a:)da: = / Vu(z) - Vu(z)dx
Q Q
Donde,
/ Vu(z) - Vu(z)dr = )\/ lu(z) P+ da
Q 0
Por outro lado, temos que

u()["*

G(u(z :/ sd5:/\/ sPlsds = A
(u(z)) i g9(s) i || |

Logo, pela identidade de Pohozaev, vem que

A (¥> /Q ()P da = A (]%) /Q ()P da

Ou seja,
N_2 N p+1
_ dr —
( . pH)/Qm(x)y v =0

N -2
2 p+1
!

Portanto,

=0=p+1=2"

Assim, a equagao —Au = X |u[’”" u s6 tem solugao nao nula em H}(2) no
caso critico. Se N = 2 a equacao nao tem solucao nao nula.

Exemplo 2 Seja Q um aberto limitado regular e g(s) := ]3|pi1 s. Suponnhamos
que u € HY(Q) N H*(Q) verifica:

—Au = |uf
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Da mesma forma que no exemplo anterior, temos que

/QVu(:c)-Vu(x)d:c:/Q|u(x)\p+1 dr
/QG(u(a:))d p+1/]u )P

A identidade de Pohozaev nos da que:

N_Q_ N UfprI:—l w(o)|? (6 — 2*)n(o)do
(2 p+1)/ﬂ|()| d 3/, 1VeloIl )n(o)do  (6.12)

Suponhamos que o aberto € é estrelado com relacio ao ponto z* € RY
(defini@do no af@ndicg, por exemplo( para simplificar ) z* = 0. Logo, Vo €
0, o-n(o) >0 (prova no a@ndicg

Entao, se

N2 N s +1>2° ( ftico)
- casSO supercritico
2 p+1 b P

obtemos por 6.12

N -2 N 1
0< - "Ml = —= | |Vu(o))?o-n(o)do <0
< (272 2) [@rta= -3 [ wuo)fe- nos
Donde
/|u(:p)|p+ldx:0:|u(a7)|p+1:O:u(x):O, Vo € )
Q

Se, por outro lado considerarmos

N —2 N
2 p+1

=0=p+1=2" (caso critico)

obtemos por 6.12

1
5 \Vu(o)|* o - n(o)do =0 = Vu =0 sobre 0
o9

Se u > 0, temos pelo teorema de Green que:

0=— /a V(o) n(o)do = /Q —Au(z)dz = /Q u(z)Pdz

O que implica que, u = 0 em €. Portanto, a equacao nao tem solucao nao
nula nos casos critico e supercritico.
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Apéndice

Teorema 6.3 (Teorema da Divergéncia) Seja Q2 uma aberto de classe C*.
Se u € CH{RY;R), para 1 < i < N entao temos a férmula de integragdo por

partes:
/Q Ou(w)da = /8 ulo)m(o)do

N
De forma equivalente, se u € C}RY;R) e div(u) := Z dyu;, entao
i=1

/Q div(u(z))dz = / u(o) - n(o)do.

0N

Corolério 1 (Férmula de Green) Sejam Q um aberto de classe C' e u,v duas
fungaes de classe C2(RY). Entao temos:

/Q (@) Au(z) — u(z) Av(z)] de = /6 ) {%(ama) _ Z—Z(a)u@)} o

—/QU(J;)Au(x)dx = /QVu(x) - Vo(x)dx — @(U)U(U)da.

o0 3n

Teorema 6.4 (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue) Seja (f,)n
uma sequéncia de funcgoes de L'(Q) convergindo em quase toda parte para uma
fungdo mensurdvel f. Suponha que existe g € LY(Q) tal que para todo n > 1
temos | ] < g q.s sobre Q. Entao f € L'() e:

T [|f ~ full, =0 .

/Q lim f,(z)dz = /ﬂ f(z)dz = lim : Fo(z)dz.

n—oo n—oo

Definicao 1 Um conjunto Q diz-se estrelado com respeito a origem, ou seja, a
0 se para cada x € 2 o segmento de reta

Ax, com 0<)A<1

esta em €.

61



Note que, claramente se €2 é convexo e 0 € €, entao € é estrelado com respeito
a 0. Mas, em geral regioes estreladas nao sao convexas.

Lema 6.5 (Normal para uma Regiao Estrelada) Assuma 92 é C* e Q es-
trelado com respeito a origem. FEntao

x-n(x) >0 para todo x € 0
onde n denota a normal unitdria exterior.

Prova: Como 09 é C*, se x € 0N entao para cada € > 0 existe § > 0 tal que

ly — x| < § ey € Q implica n(x) - (|y — :E') < e. Em particular, temos
y—
T n(a) - L= <
b |y — 2

Seja y = Az para 0 < A < 1. Entao y € Q, pois 2 é estrelado. Logo,

T

= — lim n(x)~MZO.

n(e)- || A1 | Az — x|

Proposicao 6.6 Se u = 0 sobre 0F2, entao Vu € paralelo a n, onde n denota a
normal exterior de €.

Prova: Consideremos V,, vizinhanca de py € 0€2. Notemos que,
NNV, = (c),

isto é, imagem inversa de um valor regular ¢y pela funcao .
Consideremos «a : (—¢,e) — 9Q N V,, com «(0) = po.
Logo, temos que

h(t) = (uoa)(t) = u(a(t)) = 0,

e portanto,
K (t) =< Vu(a(t), o/ (t) >=0
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