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Resumo

Neste trabalho apresentamos um estudo sobre algumas classes de equagoes de Schrodinger
nao lineares com potenciais que podem, eventualmente, se anular no infinito e com
nao linearidade subcritica. Provamos a existéncia de pelo menos uma solucao do tipo
passo da Montanha para cada uma destas classes de EDP’s usando métodos puramente
variacionais, a saber, o Teorema do passo da Montanha, o método de penalizacao e o

esquema de iteracao de Moser.

Palavras-chave: p-Laplaciano. Crescimento subcritico. Métodos Variacionais. Teorema

do Passo da Montanha. Funcoes p-harmonicas



Abstract

This paper presents a study of some classes of nonlinear Schrodinger equations with
potential that can eventually vanish at infinity and subcritical nonlinearity. We prove the
existence of at least one Mountain-Pass type solution for each step of of these classes of
PDE’s using purely variational methods, namely the Mountain Pass Theorem, the method

of penalization and Moser iteration scheme.

Keywords: p-Laplacian. Subcritical growth. Variational Methods. Mountain Pass

Theorem. Functions p-harmonic.



Lista de Simbolos

Neste trabalho usaremos as seguintes notacoes:
o ¢,C,(Cy, Ch,--- denotam constantes positivas (possivelmente diferentes);
e |A| denota a medida de Lebesgue de um subconjunto A em RY, N > 1;
e supp(f) denota o suporte da fungao f;
e Br(z) denota a bola aberta de centro « e o raio R;
e A(x; 7, R) denota o anel {y € RY : r < |z —y| < R};

e — ¢ — denotam convergéncia fraca e forte, respectivamente, num espaco normado

X.

?

e (-, -) denota o par dualidade entre o espaco X e o seu dual X;

e v =max{u,0} e u~ = max{—u,0};

e Y\ denota a funcao caracteristica do conjunto €2;

o Vi ou Ou ou
n 8x1’ 81’27 781‘]\[

) denota o gradiente da funcao u;

N 92 Y ou 5 Ou _
o Au = e Ayju = Z |VulP~ Dz, denotam respectivamente o

2 )
i=1 Oz; i=1 Oz

laplaciano de u e o p—laplaciano de u, para 1 < p < oc;

)

o [P(Q) = {U:Q%Rmensurzivel: / |u|pdx<oo}, onde l <p<ooeQCRY
Q

conjunto aberto, com norma dada por

1/p
fully = ([ 1o as)
Q



L>(Q) = {u : 2 — Rmensuravel: sup |u(x)| < oo} com norma dada por
e

[|tu|]oo = Inf{C > 0: |u(z)| < C quase sempre em };

C°(£2) denota o espaco das fungoes continuas em e C.(Q) sdo funcdes continuas

de suporte compacto em (2;

C*(Q), k < 1 inteiro, denota o espaco das funcoes k vezes continuamente

diferencidveis sobre Q e C*®(Q) = N1 C*(Q);
CEQ) =CHNC(Q) e CX(Q) =C¥(Q)NCAQ);

Co(Q) = {u € C(Q): sup Ju(z) = uly)| < oo} com 0 < a <1, e C"(Q) sdo as
sye | —yl*

funcdes em C*(Q) tais que todas as derivadas parciais de ordem k estdo em C**(Q);

C&S(Q) sdo as funcdes que pertencem a C%*(K) para todo compacto K de 2, onde

a depende de K;

CP(Q) sao as fungdes CF(Q) tais que as derivadas de ordem k estao em C%(9);

Paral <p < oo

391,92, -+, gy € LP(Q) tais que

/ ua@dmz—/ gipdr, Yo e C3°(Q) ei=1,--- N

Wi (Q) = { u e LP(Q)

com norma dada por

1/p
lull = | [ (9t + fu) e
e WyP(Q) é o fecho do espaco C°(£2) com respeito & norma acima. Quando p = 2,
0 c

Wh(Q) = HY(Q) e W,2(Q) = HYQ). Se u € W'P(Q) denota-se g; = du/dx;;

Para m > 2 inteiro e 1 < p < o0,

ou
al‘i

WmP(Q) = {u c WP (Q) € W™ 2(Q), para todoi=1,--- ,N} ;

1 1
Para 1 < p < oo, W—1,p/(2) denota o dual de W'?(2) onde — 4+ — = 1;
p p



e O exponente critico de Sobolev é dado por

N
—p, sel <p< N
pr=g N=p

00, sep>N

D'(Q) denota os espacgos das distribuigoes;

Se E é um espaco de Banach ¢ A C E denotamos A’ = {2 € E : dist(z, A) < 6} e

As ={x € E: §, € A} para qualquer § > 0.

DY (RY) := {u € L* (R) : Vu € L*(R™)}, munido do produto interno
VuVodaz.
RN

e da sua norma usual correspondente

1/2
||u||D1,2(RN) = (/ |Vu|2dx) .
RN

o D'P(RY) .= {u € LF (R) : Vu € LP(RM)}, sua norma usual

1/p
lullorscany = [ |1V az)
]RN

e DMP(RY) := {u € D'"(RY) : existe v € D'"P(RY) tal que u(x) = v(|z|) q.t.p = €

R}, sua norma usual

1/p
e = ey = ([ (97 ac)
RN
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Introducao

Neste trabalho estudamos questoes relacionadas a existéncia de solugoes para as seguintes

classes de equacoes elipticas nao lineares

~Apju+ V() |uP?u=f(u) em RY, (1)
~Ayu— Au+V(z)u= f(u) em R, (2)
—Au+V(2)u — [A@Ww)]u = h(u) em RY, (3)

~Au+V(r)u = K(z)F,(u,v) em RY, ,
—Av+V(z)v = K(z)Fy(u,v) em RY, W
onde N > 3, V : RY — R é uma funcao continua nio negativa, f,h, K : RY — R
funcdes continuas e F : ([0,00) x [0,00)) — R fungdo p-homogénea de classe C' que
satisfazem determinadas condicoes a serem descritas em cada capitulo. Tais equagoes
estao relacionadas com a seguinte equacao diferencial parcial, proposta em 1925 pelo

fisico Erwin Schrodinger,

w@a_@f = = A+ W(2)p = n([¢*)0 = s[Ap([W* )] (102 ), (5)

onde 1 : Rx RY = C, W :RY — R é uma funcio potencial dada e n,p: Rt — R sdo
funcoes suaves. Tais equagoes modelam diversos fenomenos fisicos a depender da funcao
p adotada como, por exemplo, na fisica do plasma estuda-se a equagao (5) com p(s) = s e
¢ denominada equacao da membrana de superfluido. Equacoes de Schrodinger aparecem

também na mecanica dos fluidos, na teoria de ferromagneto de Heisenberg, bem como, na
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mecanica quantica dissipativa e na teoria da matéria condensada. Para motivacgao fisica e
saber mais detalhes sobre o desenvolvimento de tais equagoes sob o aspecto fisico citamos
os seguintes artigos [18, 32, 44| e as referéncias 14 contidas.

Do ponto de vista matematico, estes problemas estao relacionados a busca por solugoes
do tipo ondas solitarias para a equagoes de Schrodinger e em geral, supoe-se que o potencial
W (x) seja ser coercivo ou que tenha infimo postivo, ou seja, }Ran W(x) > 0. Citamos alguns
trabalhos relevantes que foram desenvolvidos sob estas hipdteses: Berestycki & Lions
[12], Costa [21] e suas referéncias. Alguns recentes trabalhos buscaram enfraquecer a
hipétese de que o potencial W (z) tenha infimo positivo. Destacamos os seguintes artigos:
Ambrosetti, Felli & Malchiodi [5]; Ambrosetti, Malchiodi & Ruiz [6]; Benci, Grisanti &
Micheletti [10] e Alves & Souto [4]. Usando métodos puramente variacionais, a saber o
Teorema do Passo da Montanha, Ambrosetti, Felli & Malchiodi [5] estudaram a seguinte
classe de equacoes de Schrodinger nao-lineares com potenciais que podem se anular no
infinito

—?Au+V(z)u = K(x)u? = € RY, (6)

onde N > 3,1 <p < (N+2)/(N—2) e os potenciais V(z), K(x) sao limitados,
C*, e podem decair a zero quando |z| — oo. Mostraram que para cada ¢ > 0
dado existe uma solucao v. de energia minima e que tais solugoes se concentram
em torno do ponto de méximo global da funcio A(z) = [V (2)]’ [K ()] ¥®Y onde
0= ((p+1)/(p—1))—(N/2) quando € — 0. Neste trabalho pioneiro, os autores modelam

o problema (6) no seguinte espago de Hilbert
H,. = {u c DY (RY) : / [[Vul?* + V(2)u*] do < oo} :
RN

e mostram que o mergulho H, < LXF(RY) é compacto para o < p < (N +2)/(N — 2),
onde ¢ é uma constante que depende de N e dos graus de decaimento dos potenciais V
e K. O caso em que V(x) é ndo negativo, podendo se anular no infinito e satisfazendo a
condicao [{z € RY : V(x) > 0} > 0 foi analisado por Benci, Grisanti & Micheletti em
[10]. Neste caso, os autores mostraram que a seguinte equacao de Schrodinger nao-linear

com potencial podendo se anular no infinito

—Au+V@)u=f(u zeR, N>3,

u(z) >0 em RY
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onde f tem crescimento subcritico, nao tem solucao de energia minima. No caso
do potencial V(z) ser nao-positivo, se anulando no infinito e satisfazendo a condigao
{z € RN : V(x) < 0} > 0 entdo a equacdo (7) tem solucio de energia minima. Neste
artigo, os autores modelaram o problema em um subespaco de DLQ(RN ). O espago
DM?(RM), neste caso, é visto como subespaco do espaco de Orlicz LP(RY) 4 L4(RY),
observando que o espaco D'?(R") pode ser imerso continuamente no espaco de Orlicz
LP(RY) + LYRY) onde 2 < p < 2° < ¢, fato que segue da imersdo de Sobolev e da
propriedade de interpolacio, ou seja, D"*(RY) < L* (RY) — LP(RY) + LY(RY). Além
disso, utilizaram métodos variacionais de minimizagao na variedade de Nehari de Classe
Ol
N = {u € DY (RM)\ {0} : /]RN|Vu|2 +V(z)u? — f(u)de = 0} :

Alves & Souto [4], resolveram o problema de existéncia para a seguinte classe de EDP’s
com potencial podendo se anular no infinito

~Au+V(z)u=flu) zeRY, N>3, )

8

u(r) >0 em RY

onde f tem crescimento subcritico e o potencial V' (z) é continuo, ndo negativo e satisfaz

a seguinte condicao

(V1) Existem nimeros reais g > 0 e R > 1 tais que

1 ,
R > .
7 @EfR‘x’ Viz) = p

Nesta tese provaremos a existéncia de solugdes para as classe de equagoes (1), (2),(3), (4).
Aqui consideramos o caso onde p(s) = s, k = 0, 1 e estamos interessados principalmente
na existéncia de ondas solitérias, isto é, solugoes do tipo ¥ (¢, z) = exp(—iFEt)u(x), onde
E € R e u é uma funcao real positiva. E fato conhecido que v satisfaz (5) se, e somente se,
a funcao u(z) é solugao da equacao eliptica do tipo (9), a seguir, onde V' (z) = W(z) — E
¢ o novo potencial.

—Au+ W(z)u — £[A(Ju?)]u = n(u), 9)

Os nossos argumentos seguem a estratégia adotada por Alves & Souto em  [4],
primeiramente usamos a técnica do truncamento e nos concentramos a estudar um

problema auxiliar para o qual podemos garantir que o funcional associado satisfaz a



18

condicao de Palais-Smale. Para garantir que soluc¢oes do tipo minimax para este problema
auxiliar sejam de fato positivas, precisamos mostrar que tais solucoes pertencem a
L>*(RY). Portanto, para conseguir este resultado usamos o método de iteracdao de Moser.
A condigao (Vj) serve para podermos mostrar que solugoes do problema auxiliar sao
também solugoes do problema original. Notemos que a condi¢ao (V;) acima permite que
o potencial seja coercivo ou constante, e assim generaliza outros problemas ja tratados na
literatura. Citaremos alguns deles: Miyagaki [39] e Assuncao, Carriao & Miyagaki [8].

Alves & Souto [4] modelaram o problema no subespaco de D*?(R")

g {u € D'2(RY) : /RN V(ap? de < +oo} |

ja que o potencial V' é nao negativo. Neste artigo, os autores usaram métodos variacionais,
a saber o Teorema do Passo da Montanha e o método de iteracao de Moser para obter
a existéncia de solugao para o problema (8). No caso em que o potencial V' é coercivo,
citamos o trabalho de Costa [20], Omana & Willem [45]. Neste artigo, foi mostrado que
a imersao do espaco de Hilbert F = {u € W'*(RY) : / (IVul* + b(z)u?) dz} em L*(RY)
é compacta onde 1 < p < (N +2)/(N—2), N >3, 2<s<p+1eopotencial b(z) é
C'(R™,R) e coercivo.

Neste trabalho, buscamos solucionar EDP’s estendendo o resuldado obtido em [4] para o
operador p-laplaciano, operadores quase lineares e sistemas de equagoes nao-linares, tendo
como foco o fato do potencial poder se anular no infinito. Os nossos principais problemas
foram encontrar uma estrutura variacional adequada para tratar tais problemas, obter
solugoes harmonias para operadores mais gerais do que o p-laplaciano e o método de
iteracao de Moser, que nao pode ser aplicado, por exemplo, para estudar a existéncia de
solugoes EDP’s de operadores biharmonicos ou poliharmonicos. Nos restrigimos a estudar
o caso subcritico, pois existem exemplos de EDP’s, (cf. Pohozaev [41]), com potenciais
constantes que nao possuem solucao nao-trivial para o caso onde a nao-linearidade tem
crescimento critico. Notemos que foi mostrado por Berestycki & Lions [13], usando a
identidade de Pohozaev (cf. [41]), que se o potencial V' é a funcao identicamente nula, a

seguinte classe de equacao eliptica
~Au+V(z)u=f(u) xecR"Y, (10)

nio tem solugdo positiva de energia finita em H'(RY) onde N >3, f(u) = |u|’"'u com

p > (N +2)/(N —2). Provaram ainda que se V(z) = 0 q.t.p em R", uma condicdo
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necessaria para a existéncia de solugoes é que f se comporte como |u|? para u préximo de
0 e como |u|? para u suficientemente grande onde p < 2* < ¢. Contudo, com pertubagoes
do termo critico por uma nao-lineriadade subcritica é possivel reverter a situacao de
nao-existéncia de solugoes nao-triviais abordada por Pohozaev em dominios estrelados.
No artigo cldssico de Brézis & Nirenberg [17] foi estudada a seguinte classe de EDP’s:
—Su 4w = f(r,u), Q@ ¢ RY limitado com N > 3, p = (N + 2)/(N —2) e f(z,1)
com crescimento subcritico. os autores obtiveram condigoes de existéncia de solucoes e
unicidade de solugoes para casos particulares da nao-linearidade f(z,t). Em Miyagaki
[39], obteve-se solugao positiva para a classe de EDP’s onde o potencial V' é continuo, nao
negativo e tem infimo positivo e a nao-linearidade f(z) = Az|z|7' + z|2[P~! onde z € R,
A é uma constante positiva e 1 < ¢ < p < (N +2)/(N —2). Assim, talvez, ainda reste
esperangas de encontramos solugoes para algumas classes de EDP’s com V(z) potencial
se anulando no infinito e a ndo-lineariade f(x) com crescimento critico, mas ainda h& uma
escassez de ferramentas para atacarmos tais problemas. Este trabalho esta dividido em
quatro capitulos:

No capitulo 1, estudamos a existéncia de solugoes fracas positivas para a seguinte

classe de equagoes elipticas
~Apju+V(z)|uP?u=flu) em R, (P1)

onde f tem crescimento subcritico e o potencial V' é nao negativo e, que pode,
eventualmente se anular no infinito, isto ¢, V(x) — 0 quando | | = oo, ou simplismente
denotamos, V(co) = 0. O estudo de tais classes de problemas tem sido motivado em parte
pela busca das solugoes, ondas solitarias, para a equagao de Schrodinger nao-linear:

22— AV A em R, (1)
Ou seja, solugoes da forma ¥ (x,t) = exp(—iFEt/e)v(x), onde €, m, v e p sdo constantes
positivas, r > 1, E' € R e v é real. De fato, ¢ satistaz (11) se, e somente se, a funcao v(x)
satisfaz a equacao eliptica semilinear:

2
—;—mAw + (V(z) — E)yv=~jv| v em RY. (12)

O caso semilinear, corresponde a p = 2, ja foi bastante estudado por muitos matematicos
nos ultimos anos, veja por exemplo Berestycki & Lions [13], Jeanjean & Tanaka [34],

Rabinowitz [43], Strauss [47] e algumas de suas referéncias. Mais precisamente, supomos
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as seguintes hipdteses sobre o potencial V' (z):

V :RY — R é uma funcao continua nio negativa que satisfaz a seguinte condicao:

(V1) Existem numeros reais ;1 > 0 e R > 1 tais que

1 . 2 /00
e o eV (@) 2

e supomos que a nao-linearidade f : R — R é uma funcao continua que satisfaz as

seguintes condicoes:

sf(s)

(f1) limsup ——+ < o0,
s—0t sP

(f2) Existe v € (p,p*) tal que limsup sf(s) _ 0,
5—4-00 s7

(f3) Existe 0 > p tal que 0 < 0F(s) = 6/ f(t)dt < sf(s) paratodo s> 0.
0

Temos como resultado principal deste capitulo o seguinte teorema:

Teorema 0.1. Suponhamos que V' satisfaca a hipdtese (V1) e a nao-linearidade f, as
hipdteses (f1) — (f3). Entao, existe uma constante p* > 0 tal que o problema (P1) tem

pelo menos uma solugao fraca positiva para todo pn > j*.

Devido ao fato de nao termos a condicao }Rnl\f V(z) > 0 ou a hipdtese que o potencial
V(x) é coercivo, temos incialmente a dificuldade de encontrar um espaco de Banach,
o mais abrangente possivel, que possa ser mergulhado continuamente em W'? (RN ) ou
D'?P(RY) e onde possamos estabelecer uma estrutura variacional para o problema (P1).
Desta forma, apenas com a hipdtese que o potencial V' (z) é continuo e nao negativo, o
espaco D'P(R™) (cf. Ben-Naoum, C. Troestler & M. Willem [11]) é o ambiente natural
no qual podemos tratar o problema (P1). O subespaco vetorial de D'?(R"), ambiente

natural e mais abrangente possivel, no qual buscamos encontrar pelo menos uma solu¢ao

positiva serd o espaco F definido a seguir

g {u € D'P(RY) : /RN V() uf? de < +oo} |
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No capitulo 2, generalizamos o problema estudado no capitulo 2, trabalhamos com
uma perturbacao linear do p-laplaciano, ou seja, nos dedicamos a estudar a existéncia de

solugoes fracas positivas para o problema subcritico quasilinear da forma

~Apu—Au+V(z)u= f(u) em RN
u>0 em RY, (P2)

we DY*(RY)NDIP(RY),

onde 2 < p < N, Ayu = div(|Vu[’"?Vu) é o operador p-Laplaciano, p* = Np/(N — p)
é o expoente critico de Sobolev e V : RY — R é uma funcio continua nao negativa que

satisfaz as seguintes condigoes:

(V1) Existem nimeros reais g > 0 e R > 1 tais que

1 o N(p—2)+2
inf |x|¥ L= pV(x) > L.

N—-2 N(p—2)+2p
p) N— |z]>R

p

(Vo) V é radial, ou seja, V(x) = V(|z|), x € RY.

Supomos ainda que a nao linearidade f : R — R ¢ uma funcao continua que satisfaz as

seguintes condigoes:

sf(s)

(f1) limsup ——= < oo,
s—0t sP

(f2) Existe v € (p,p*) tal que limsup i

s—+00 S
(f3) Existe 0 > p tal que 0 < 0F(s) = 8/ ft)dt < sf(s) paratodo s> 0.
0

Nossos argumentos concentram-se nas técnicas de penalizacao, métodos variacionais e
esquema de iteracao de Moser usadas no capitulo 2. A principal dificuldade deste
capitulo foi encontar funcdes radiais harmonicas em D'?(RY) N D'?(RY). Para superar

tal problema trabalhamos no seguinte subespaco de D}?(RY) N D2P(RY)
E = {u € DM*(RY) N DEP(RY) - / V(z)|ul do < +oo} .
RN

O principal resultado deste capitulo é enunciado a seguir:
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Teorema 0.2. Suponhamos que as hipéteses (Vi) — (Vo) e (f1) — (f3) sejam satisfeitas.
Entao, eziste uma constante p* > 0 tal que o problema (P2) tem pelo menos uma solugao

fraca positiva para todo pn > u*.

No capitulo 3, estudamos a existéncia de solugoes fracas positivas para a seguinte

classe de equagoes elipticas
—Au+V(z)u — [AW?)]u = h(u) em RY, (P3)

onde h satisfaz algumas condicoes do tipo ”passo da montanha”e V' é uma funcao continua
nao negativa. Estamos interessados especialmente quando o potencial V' nao tem infimo
positivo nem ¢ limitado. N6s damos uma atengao especial ao caso em que o potencial de
V' pode eventualmente anular-se no infinito. Nossos argumentos sao baseados em técnicas
de penalizacao, métodos variacionais e esquema de iteragao de Moser.

Assumimos que N > 3, e o potencial V' e a funcao h sao tais que:

(V1) Existem > 0e R > 1 tais que

.
RN+2 |3}ng [NV (2) > p.

h:[0,+00) — [0, +00) é uma funcao continua que satisfaz as seguintes condigoes:

(h)  lim —8)

Ao oy — O

(he) Exite p € (4,4N/(N —2)) tal que

sh(s)

lim sup ——
s—+oo  SP

< 00.

(hs) Existe 6 > 2 tal que

0 < 20H(s) 29/ h(t)dt < sh(s), Vs> 0.
0

O problema (P3) surge em vérios ramos da Fisica-Matemadtica e tem sido objeto de

estudo aprofundado nos iltimos anos. Uma parte do interesse é devido ao fato de que tais
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solugoes de (P3) estarem relacionadas com a existéncia de ondas solitdrias para equagoes

de Schrodinger quase linear da forma

a ’
1% = A Vg (U — (0] ()Y em RY,

onde V' é um potencial dado, x é uma constante real e h, p sao funcoes reais. O caso
semilinear correspondente a £ = 0 tem sido estudado amplamente nos tltimos anos, ver
por exemplo [5, 6, 12, 37, 43] e referéncias 14 contidas. Para equagbes quase lineares da
forma (P3), ou seja, £ = 1, nos referimos o leitor aos artigos recentes [19, 27, 28, 30, 38] e
suas referéncias para uma discussao sobre o assunto. Todas as obras mencionadas acima
sao construidas no pressuposto de que o potencial de V é limitado a partir de zero. O

problema (P) foi modelado no espago de Orlicz

E = {v € DM*(RY) : /RN V(z)f*(v)de < oo} :

O principal objetivo deste capitulo é estudar equagoes de Schrodinger quase lineares da
forma (P) com potenciais ilimitados ou se anulando no infinito. Estabelecemos a seguir o

principal resultado deste capitulo:

Teorema 0.3. Suponhamos que (V1) e (hy) — (hs) sao satisfeitas. Entao, existe p* > 0

tal que o problema (P3) tem, pelo menos, uma solug¢ao positiva para todo > p*.

No capitulo 4, estudamos a existéncia de solucoes para sistemas de equacoes de

Schrodinger acopladas nao-lineares da forma
[ _Au+ V(z)u = K(z)F,(u,v) em RY,
~Av+ V(z)v = K(z)Fy(u,v) em RY,

w>0, v>0 em RY,

u, v € H'RY),

onde N >3 e F : ([0,00) x [0,00)) — R é uma fun¢io p-homogénea de classe C' com
2 < p<2,e2 =2N/(N —2) o expoente critico de Sobolev. Assumiremos, neste
capitulo que V : RY — R é uma funcdo continua, limitada e ndo negativa que satisfaz as

seguintes condicoes:

(Vo)

AL = inf w, )| > 0,
' {(uw)eH,||(u,0)||L=1} ||( )HH
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Para o potencial V' e a funcao K, primeiramente, assumimos que
(V1) Existem A >0 e R > 0, tais que
K(x) # 0 para algum = € Bg(0) e
O<p< K@) <V(r)<A Vi|z| =R,

onde Bg(0) denota uma bola unitaria em R com raio R centrada na origem. Impomos

também para a fun¢ao K, uma hipdtese similar usada em [4], denominada,

R2(N-2)

(Va) Existem v > p e R > 0, tais que sup K(a:)WTm <7.

|z|=R

E para a nao linearidade F' supomos que:
(Fy) F : ([0,00) x [0,00)) — R é uma fungao p-homogeénea de classe C' com 2 < p < 2*,
e que existe uma constante real 0 < ¢y < pP/? tal que
| Ey(u,v) | + | Fy(u,v) | < co (WPt + 0P, Yu,v>0.
(F1) F.(0,1) = F,(1,0) = 0.
(Fy) F,(1,0) = F,(0,1) = 0.
(F3) Fup(u,v) >0, Yu,v>0.

Esta classe de sistemas surge em varios ramos da fisica-matemaética e tém sido objecto
de estudo aprofundado nos 1ltimos anos. Parte do interesse se deve ao fato de que as
solugoes de (S) estao relacionadas com a existéncia de solugoes de ondas solitarias para
equagoes Schr 6dinger e Klein-Gordon nao lineares (para uma discussao ver, por exemplo

[12]). De fato, (u,v) é uma solugao de (5) se, e somente se,

Y(x,t) = exp(it)u(z),

o(x,t) exp(iAt)v(x),

soluciona o sistema de Schrodinger nao linear

0P Ly N
ige = ~AVHVEY — Pl lel) em R,
Do ~ e N
igr = A+ Ve — ZF (0l o) em RY,

onde V(y) = V(y) + X. Procuramos por solucdes u, v € H*(RY) pois ondas solitérias

u,v que tem norma L? finita sdo mais relevantes do ponto de vista fisico devido a sua
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correpondéncia com solucoes de energia limitada. A seguir, estabelecemos o resultado
principal deste capitulo, que ira garantir, sob certas condigoes, a existéncia de solugoes

para o sistema (.59).

Teorema 0.4. Suponhamos que (Vo) — (Va) e (Fo) — (F3) sao satisfeitas. Entao, existe
v > 0 tal que (S) possue pelo menos uma solugdo fraca positiva (u,v) para todo

0<y<9"

Nosso trabalho foi motivado por alguns artigos que surgiram nos ultimos anos
sobre o estudo de equagoes de Schrodinger nao lineares usando abordagem puramente
variacional desde o trabalho seminal de Rabinowitz [43]. Remetemos o leitor para
12, 3, 5, 6, 7, 21, 26, 46] e sua bibliografia para maiores estudos. A fim de aplicar os
argumentos variacionais e para superar a falta de compacidade dos funcionais de energia
associados alguns autores supoem que o potencial é coercivo e limitado a partir de zero.
Aqui, neste artigo, o nosso objetivo principal é ampliar e complementar os resultados em
[4] para sistemas (S) com potencial decaindo e se anulando possivelmente no infinito.
Esta classe de problemas tratada aqui tem varias dificuldades. Em primeiro lugar, hé a
habitual falta de compacidade da imersao de Sobolev, ja que o nosso dominio é o conjunto
espaco RY. Em segundo lugar, uma vez que estamos interessados em potenciais que se
anulam no infinito, é um desafio encontrar uma estrutura adequada variacional com uma

energia funcional associado que pontos criticos correspondem a solugoes fracas do sistema

(5).



Capitulo 1

Equacao do tipo p-Laplaciano com
potencial que pode se anular no

infinito

O principal objetivo deste capitulo é estudar a existéncia de solugoes fracas positivas
para o problema subcritico quase linear onde o potencial V(z) é uma fungdo continua
nao negativa que satisfaz certas condi¢oes de decaimento no infinito. Nossos argumentos
baseiam-se no método de penalizagao o que nos permite estudar um problema auxiliar
que satisfaz a condicao de Palais-Smale. Passado o estudo a este problema auxiliar, nos
preocupamos em garantir a existéncia de pelo menos uma solugao fraca usando o Teorema
Cléssico do passo da Montanha. Mostramos ainda que tais solugoes sio L=(R”Y) e assim
garantimos que as solugoes do tipo passo da Montanha do problema auxiliar sao positivas
via o Principio do méximo fraco. A condigao (V}) é usada apenas para mostramos que
solugbes do problema auxiliar (AP;) sao, de fato, solugdes do problema original (Py).

Precisamente, estudamos o seguinte problema subcritico quase linear

—Apu+V()|ulf?u= f(u) em R,
u>0 em RY, (P1)
u€ D'P(RY),
onde 1 < p < N, Ayu := div(|]Vu|’">Vu) é o p-Laplaciano, p* = Np/(N —p) é o
expoente critico de Sobolev e V : RY — R é uma funcdo continua nio negativa que

satisfaz a seguinte condicao:
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(V1) Existem numeros reais ;1 > 0 e R > 1 tais que

1 ) 2/
e V@) 2

Assumimos que a nao linearidade f : R — R é uma fun¢ao continua que satisfaz as

seguintes condicoes:

sf(s)

(f1) limsup —-+ < oo,
s—0t sP

(f2) Existe v € (p,p*) tal que lim sup L(S) =0,

s—+00 s7
(f3) Existe 0 > p tal que 0 < 0F(s) = 8/ f(t)dt < sf(s) paratodo s> 0.
0

O resultado principal deste capitulo é estabelecido a seguir:

Teorema 1.1. Suponhamos que V satisfaca a hipdtese (V1) e a ndo linearidade f, as
hipdteses (f1) — (fs). Entao, existe uma constante pu* > 0 tal que o problema (P1) tem

pelo menos uma solugdo fraca positiva para todo pn > 1u*.

Apresentamos, a seguir, um exemplo de nao linearidade que satisfaz as hipdteses

(1) = (fa)-

Exemplo 1.2.
s se 0<s<1,
f(s) =9 122 1
Z s, se s>1,
par it

com « > p* e a constante v € (p,p*).

Exemplo 1.3. Sejam p e R numeros reais positivos. Observemos que se V(z) é uma
funcdo continua nao negativa em R” e além disso, é tal que V() > p para todo |z| > R,

entao V' (z) satisfaz a condi¢ao (V7). Desta forma, temos dois casos a considerar:
(i) se V(x) é uma funcao limitada tal que V' (z) > p para todo |z| > R.
(ii) se V(z) é coercivo, isto é,

V(z) = 400, quando |z|— oo,
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entdo, em ambos os casos, V(x) satisfaz a condi¢ao (V7). De fato, dado pu > 0,
existe R > 0 suficientemente grande tal que V' (z) > u para todo |z| > R. Portanto,

podemos escolher ;1 > 0 satisfazendo

— p?*/(p—1) :
R 1y =] Viz) > ‘;&fRV(:c) > 4.

Isto, portanto, completa a prova.
Exemplo 1.4. Sejam ¢ > 0, R > 0 e a > 0 tais que a < p?/(p — 1). Considere

n e C®RY) tal que 0 <7 < 1,n=0em Bgs(0) e n=1em B{(0). Definimos a seguir

mais alguns tipos de potenciais V'(x)

2 _
V(z) = 4#”(@")% e zcRY,
¢ un(z) se |z| <R,
V(z) =
2/(p—1
\ /\Lj;//((:—l)) se |z| >R,
( u% se |r| <R,
Vi(z) = S
2/ (p-1)
\% se|z[ = R.

Observacao 1.5. 1. As condigoes (f1) e (f2) garantem que f(u) € LP"/@~D(RN) se
u e LF (RY).

2. Usando as hipdteses (f1) e (f2) concluimos que existe uma constante co > 0 tal que

e |sf(s)| < cols|” para todo s € R,

|sf(s)] < cols

3. A hipdtese (V1) assequra que Z = {x € RN : V(z) =0} C Bg(0), isto é, Z é um

conjunto compacto.
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1.1 Preliminares

Nosso objetivo é provar a existéncia de solugoes positivas para o problema principal (P1).
Observemos que pelas condigoes (f1)—(f2) e pelo fato de f ser continua, podemos concluir
que f(0) = 0. Desta forma, podemos redefinir, de forma continua, a nao linearidade f da
seguinte maneira

f(t) =0, paratodo t<0.

Neste capitulo, estudamos a equacgao (P1) supondo a nao linearidade f(t) satisfazendo
apenas as condigoes (f1) — (f2) que garantem crescimento subcritico e a hipétese, (f3),
a famosa condicao de Ambrosetti-Rabinowitz. Apenas com a hipdtese que o potencial
V(z) é continuo e nio negativo, o espaco D**(RY) é o ambiente natural no qual podemos
tratar o problema (P1). Modelamos nosso problema no seguinte subespago vetorial de
Db (RN ), ou seja, buscamos encontrar pelo menos uma solu¢ao positiva no espaco F
definido a seguir

E = {u c D'?(RY) . V(z)|ulP dz < +oo} :

RN

Lema 1.6. O espaco E € um espaco vetorial sobre R.

Prova: De fato, sejam u,v € E' e X\ uma escalar real. Temos que

V(@)u+ Aof? de — / (V@)Y Ju + w|)” dz.

RN RN

Uma vez que, V(z)YPu, A\V (x)Pv € LP(RY) segue pela desigualdade de Minkowski que
1/p
|V ()P (u+ M) ||, = (/ (V ()P |u + o))" dx)
RN
< [V (@) Pully + AV ()P0,

Logo, podemos concluir que / V(z)|u+ Mv|Pde < +00 e portanto, segue que E é um
N

R
subespaco vetorial de D'?(R™) sobre o corpo de escalares R. [ ]

Com o intuito de tornar o espaco vetorial £ um espaco de Banach, consideremos a
seguinte funcao
|- llg:E—R

1/p
w—s JJullp = (I[Vullp+ ||V (z)/Pulp) .
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Lema 1.7. A funcao || - ||g definida acima é uma norma para o espago vetorial E.
Prova: De fato, observemos que
L. || \ul|g = |A|||u||g para todo uwe E e X €R.

2. ||ul|z > 0. Suponhamos que ||u|[g = 0 entao ||Vul|, = |[ul|pLr@~) = 0 e, neste

caso, temos que u é a funcdo identicamente nula em D'*(R").

1/
lu+ollz = (IV (u+ o) [[2+ V(@) (u+v) )"

p 1/p 1/p P\ /P
< ((IFully + 190[1,)? + (11V @) 2ull, + [V (@) #0]],)7)
Usando a desigualdade de Minkowski para somas finitas (cf. [29]) temos

1/ 1/
lw+ ol < (IIVullp+ [V (@) Pul[2) 7 + (IIV0][5 + [V (2)7Polp) .

Entao, podemos concluir que ||u+v||g < ||u||g+||v|| g, ou seja, vale a desigualdade

triangular.
|

Lema 1.8. O espago vetorial E com a norma ||-||g definida acima é um espago de Banach

reflexivo.
Prova: De fato, seja (v,) uma sequéncia de Cauchy em E. Usando o mergulho continuo
E — D""(RY) — L”"(RY), N >3, (2.1)

segue que (v,) é uma sequéncia de Cauchy em D'P(RY). Daf existe v € D'?(RY) tal que
v, — v em DY(RY) e v,(x) — v(z) q.t.p em RY. Além disso, como (V(m)l/”vn) ¢ uma

sequéncia de Cauchy em LP(RY) temos

/ V(z)|vp[Pde < C
RN

e portanto, pelo Lema de Fatou segue que

/ V()P de < liminf/ V(x)|v,|Pde < C
RN n—oo RN

para alguma constante C' > 0. Consequentemente v € E. Usando, novamente, o fato de
(V(x)l/ Pv,,) ser uma sequéncia de Cauchy em LP(R"), temos que para todo € > 0, existe

ng € N tal que

/ V(x)|v, — vpPde < e paratodo n,m > ng.
RN
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Fixando m > ng e aplicando o Lema de Fatou temos

/ V(z)|vm —v|P do < liminf/ V(z)|vp — v [P do < ¢,
RN RN

n—oo

o que implica em

lim V(z)|vy — v|P doz = 0.

m—r00 RN
e consequentemente v, — v em E, ou seja, F é um espaco de Banach em D'? (RN ).

Para mostrar que F é um espaco de Banach reflexivo, consideremos a seguinte isometria
E — LP(RY) x L7 (RY)
v (Vo, V(z)v)

Desta forma, como E é subespaco fechado em LF(RY) x L”(R™) que é um espaco reflexivo,

concluimos que E é também reflexivo. [

A equagao de Euler-Lagrange (P1) esta associada ao funcional energia

1
I(u) = —||u||%—/ F(u)dz, weE.
p RN

E fato conhecido que I € CY(E,R) com derivada de Gateaux dada por

(I'(u),v) = / (|VulP2VuVo + V(z)|uP~*uv) dz —/ f(uw)vdx para todo wu,v € E,
RN RN

e, além disso, os pontos criticos de I sao solugoes fracas do problema (P1).

Observacao 1.9. 1. As hipdteses (f1) e (f2) asseqguram que o funcional I dado acima

estd bem definido.

2. A hipdtese (f3), a famosa condi¢iao de Ambrosetti-Rabinowitz, é usada para garantir
a geometria do Passo da Montanha do funcional I, bem como a limitacdo da

sequéncia (P.-S.).
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1.2 O problema auxiliar

A fim de obter uma solugao do problema (P1) utilizaremos o método introduzido por del
Pino e Felmer (cf. [25]) que consiste em truncar a nao linearidade f com o intuito de
garantir que o funcional energia associado ao problema auxiliar obtido com esta nova nao
linearidade satisfaca a condicao de Palais-Smale. Desta forma faremos, a seguir, algumas
consideracoes:
Sejam A = Br(0) € RY e a constante real k = pf/(6 — p) > p. Considere a seguinte
funcio f : (R¥\ A) x R — R definida por
f@), se kf(t)<V(x)tr™' e t>0,
Flaty= { N1 g b)) > V() e t>0, (2.2)

0, se t<0.

Podemos reescrever a fungao ]?da seguinte maneira: f: (RN \ A) x R — R,

fla, t) = min{ £(1), (V (@) /R)e~'}.

Observemos que f estd bem definida e é uma fungao continua nao negativa pois é o
minimo de funcées continuas nao negativas. Definimos a funcao ¢ : RY x R — R dada

por

~

g9(x,t) = xa(x)f(t) + (1 = xa(2)) f(z,1) (2.3)
onde y, € a funcao caracteristica do conjunto A. Convém, observar que g é uma funcao
de Carathéodory, g(x,t) ndo negativa e g(z,t) = 0 para t < 0.

Reformulamos o problema (P1) e passamos a estudar o seguinte problema auxiliar
~Apu+ V(z)|ulf?u = g(r,u) em RY,
u>0 em RV, (AP1)

u € DYP(RM).
Sejam ﬁ(m, s) = / f(:zc,t)dt 3
0

G(z,s) = /OS gz, t)dt = xa(x)F(s) + (1 — xa(x)) ﬁ(a:, s).
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Lema 1.10. As funcgoes g e G satisfazem as sequintes estimativas:

1. g(z,t) = f(t) eG(x,t) = F(t) para todo x € A.

Vi(z)

2. 0 < G(z,t) < —k|t\p para todo x € RV \ A.
p

3. g(x,t) < f(t) eG(x,t) < F(x,t) para todo x € RY et € R,

V()

4. 0 <|tlg(z,t) < T!t\p para todo v € RN\ A.

Prova: E suficiente usar a definicio de f e g. ]

1.3 O funcional modificado

Nesta secao definiremos o funcional de energia associado ao problema auxiliar e

mostraremos que J é de classe C'. O funcional de energia associado ao problema auxiliar

(AP1) é dado por

1
J(u) = —||u||%—/ G(z,u)dz, wekE.
p RN

Observemos ainda que os pontos criticos do funcional J correspondem as solucoes fracas

do problema auxiliar (AP1).
Lema 1.11. O funcional J possui as sequintes propriedades:
1. J esta bem definido.
2. J € continuo em E.
3. J € classe C' com derivada de Gateaur dada por
(J'(u),v) = /RN(|Vu|p_2VuVU + V(z)|ulP~uv) do — /]RN g(z,u)vdz

para todo wu,v € E.

Prova: Para provar o Item 1, notemos que pelas hipéteses (f1) — (f3), para cada u € F

obtemos
G(z,u)dx < / luf(u)]de < co/ lulP” da.
RN RN

Logo, o funcional J estd bem definido.

RN
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A seguir, provaremos o Item 2. Seja u,, — u em F. Pela continuidade do mergulho
(2.1) temos u, — u em DP(RY). Usando o Item 2 da Observacdo 1.5 e o teorema da

Convergéncia dominada de Lebesgue temos
/ G(z,u,)dr — G(z,u)dz.
RN RN
Consequentemente, J(u,) — J(u), ou seja, o funcional J é continuo em E.

Para provar o Item 3, notemos que para u,v € E fixados, temos pelo teorema do valor

médio que
G(z,u+tv) — G(z,u)
t

- g(ZL’,f)U

onde
min{u(z), u(z) + to(z)} < £(x) < max{u(z), u(z) + tv(z)}, para 0 < |t| < 1.

Observemos que g(z, &) — g(z,u(z)) q.t.p € RY quando t — 0. Além disso,
lg(z, vl < F(E)v] < [€

< (Jul + [0 Hol.

"ol < max(Ju(z)], u(z) + to(z)])” " u(@)]

Notemos ainda que (|u| + |[v])P" ~*v| € LY(RY), de fato,

/RN(IUI + ) ol de < [ max(u(x), (@)l -l v

Considere ¢ = p/(p — 1). Usando as hipdteses (f1) — (f2) e o teorema da Convergéncia

v+ [0l

dominada de Lebesgue concluimos que

G tv) — G
lim (z,u+tv) (z,u) dz :/ g(z,u)vde.
t—0 RN t RN
Resta mostrar a continuidade do funcional J em E. Vamos definir hy(u) := |Vul[P2Vu
e ho(u) = V(z)PV/Ply/P~2y. Suponhamos que u, — u em E, consequentemente,

Vi, |P2Vu, — [VulP2Vu e V(z)P VP, [P~ 2u, — V(z)PDPuP~2u em LYRY),
ou seja, hy(u,) — hi(u) e ho(u,) — ho(u) em LYRY). Observemos ainda que
g(z,u,) — g(z,u) em LP/®~V(RYN). Consideremos ¢, = p*/(p* — 1). Desta forma,
obtemos pela desigualdade de Holder, a seguinte estimativa

(" (un) = " (), 0)] < (R (wn) = ha ()]l [V0llp + [Tha(wn) = ha(u)[|lV ()70l

+lg(x, un) = g(z, u)llg, v

p*

e portanto,
1T () = T ()| < [[ha(un) = ha(u)|lg + [|ha(un) = ha(u)|]q
+ CHQ((L’,U,,Z) - g(l’,U)qu — 0, quando n — 0o,

para alguma constante real C' positiva. [ ]
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1.4 Condicoes de compacidade

Nesta segao provaremos que o funcional do J associado ao problema auxiliar (AP1) possui
a geometria do Passo da Montanha. Além disso, mostraremos que uma sequéncia (P.—S.)
de J, a menos de uma subsequéncia, converge fortemente em E, ou seja, mostraremos
que o funcional J satisfaz a condicao de Palais-Smale. Deste modo, poderemos utilizar
a versao classica do Teorema do Passo da Montanha para encontrar uma solucao do

problema auxiliar (AP1).

Lema 1.12. (Geometria-Passo da Montanha) O funcional J tem a geometria do Passo

da Montanha, isto €, J satisfaz as sequintes condigoes:
1. Ezxistem p, o > 0, tal que J(u) > a se ||ul|g = p,
2. Parau € Cg°(A,R)\ {0} com u ndo negativa temos J(tu) — —oo quando t — +00.

Prova: Provaremos o Item 1. Em virtude da definicao da funcao G e da Observacao
(1.5) temos

G(x,u) < F(u) < co|ul”” paratodo z € RN,

e, entao pelo mergulho de Sobolev concluimos

.
b < Cillullg,

/ G(x,u)dxﬁ/ F(u)dz < C4||Vu
RN

RN
onde C'; é uma constante positiva. Portanto, obtemos

Iw =y = [ Gl ds
p RN

1 1 «
=—|IUII%—/ F(u)dz > —|[|ul|f — Cil|ull%
p RN p

1 .
> (5 eyl ) [

Escolha p > 0 tal que D = <1 — C’lpp*p) > 0 e considere @ = Dp”. Dal, existem
p, >0 tal que J(u) > a, pareftodo uwedB,:={uek:|lullg=p}

Agora, provaremos o Item (2). Segue da definicao de G, que G(z,u) = F(u) para
x € A. Pela hipétese (f3) temos

F(s) > Cos’ — Oy, 5> 0,
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onde Cy, C3 sdo constantes positivas. Ja que 6 > p, para u € C;°(A,R) com u > 0, temos
tp
Ieu) =Sl ~ [ Plew)ds
p A

tP
< —||u\|%—6’2t9/\u|9da:+03/1d33
p A A

— —00 quando t — +o0.

E portanto, completamos a prova. [

Lema 1.13. Suponhamos que as hipdteses (f1) — (f3) sejam satisfeitas. Se (u,) C E é

uma sequéncia arbitraria que satisfaz a condi¢ao de Palais-Smale, 1i.e.,
|[J(up)| < e e J(u,) =0 em E', quandon — oo
onde ¢ € uma constante real positiva, entao (u,) é limitada em E.

Prova: Seja (u,) € F uma sequéncia que satisfaz a condi¢ao de Palais-Smale. Buscamos

estabelecer uma estimativa para

() — %(J’(un),un> _ (]13 - %) ullr, - /RN Gl un) da + % /RN oz, wn )y dz - (2.4)

De acordo com o Lema 1.10 obtemos a seguinte desigualdade

%/RN 9(, up)u, do — /RN G(x,u,) dax = /A (%f(un)un _ F(un)) Az
' /RN\A (%g (@, un)un — Gz, un)) dz.

que associada a hipétese (f3) e o Lema 1.10 nos permite concluir que

1 1
—/ g(m,un)undx—/ G(x,u,)dr > —/ g(x,un)undx—/ G(z,u,)de
0 RN 0 RN\A

RN RN\A
1

- G(z,u,)dx > ——||ul|%.

/]RN\A pkE

Utilizando esta ultima desigualdade temos a seguinte estimativa

1, 11 1 (p—1)
_ > - rp _ = p_ M T p . )
Hun) = 500 ) = (5= 5 ) ol = ol = 2= Dl @9)
Isto é,
1 p—1 »
J(un) — 5‘] (un) - un > p—/{? | unll 5 (2.6)

Como (u,) é uma sequéncia de Palais-Smale, existe ng € N tal que

1
J(up) — 5(] (un) - up < c+||lunllp paratodo n > ny. (2.7)
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Combinando as propriedades (2.6) e (2.7), obtemos a seguinte desigualdade

-1
(ppT) llull < ¢+ ||lun||le para todo n > ny. (2.8)

Como a desigualdade acima nao é valida se ||u, ||z — 0o quando n — co. Temos que (u,,)

¢ uma sequeéncia limitada em F. [

Para encontrar uma solugdo do problema auxiliar (AP1), precisamos garantir a
existéncia de um ponto critico positivo ¢ € FE associado ao funcional J, e para
isto utilizaremos o Teorema do Passo da Montanha-versao classica. Primeiramente,
mostraremos que uma sequéncia (P.—S.) de J, a menos de uma subsequéncia, converge
fortemente em FE, ou seja, mostraremos que o funcional J satisfaz a condicao de Palais-
Smale.

Enunciaremos, a seguir, um importante resultado devido a Boccardo e Murat (cf. [14])
que garante a convergéncia q.t.p do gradiente para sequéncias fracamente convergentes
em WHP(Q), onde Q € RY é subconjunto limitado. Este resultado ¢é relevante em nossos

argumentos.

Lema 1.14. Sejam E e J respectivamente o espaco e o funcional definidos nas Se¢oes
2.1 e 2.3. Seja (u,) C E uma sequéncia (P.=S.) para o funcional J. Entao, a menos de

subsequéncia, Vu, — Vu q.t.p x € RY.
Para consultar a prova deste Lema citamos como referéncia [14] e [8].

Lema 1.15. Sob as hipdteses do Lema 1.13, temos que o funcional J satisfaz a condi¢ao

de Palais-Smale.

Prova: O Lema 1.13 assegura que existe u € E tal que

u, =~ u em DYPRY), wu,—u em LFRY), e u,(z)—=ulx) qtp zecRY
Notemos que vale a seguinte identidade

[lunl = [lully = <J'(un)+J'(U),un—U>+/ (9(x, un) + g(2, w)) (un —u) dz

RN

+/ V(a:)|un|p_2unuda:—/ V(x)|u]p_2unuda:+/ ([Vu, [P~ = |[Vul|P~?) Vu, Vudz.
RN RN RN

Temos como objetivo mostrar que lim ||u,||% = ||u|[% para tal dividiremos a prova em
n—oQ

quatro etapas:
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Afirmacao (1) lim (J (u,) + J (u), u, — u) = 0.
n—oo
Afirmacao (2)
/ |VulP?VuVu,dr — [ |VulPdz e / |VulP~?Vu,Vudr — [ |Vul? dz
RN RN RN RN
quando n — oc.
Afirmacgao (3)

/ V() |tn [P ?upu dz —>/ V(z)|luPdz e / V() |ulP*u,udx —>/V(x)|u|p dz
RN RN RN RN

quando n — oo.
Afirmacgao (4)

lim [ w,g9(z,u,)dr = /ug(m,u) dz e lim [ ug(x,u,)dr = /ug(m,u) dz.

n—oo n—o0

Observemos que ¢ suficiente provarmos estas quatro afirmagoes.

Prova: Afirmacgao (1)

(I (n) + T (), 1 =) < T (o)l =l + (T (), un =) < O (un)]|
+ (J (), un —u)
onde C' é uma constante real positiva. Usando que w,, — u concluimos
lim (J (1), u, —u) = 0 e, como || (u,)||r — 0 temos que lim (J (u,)+J (1), u, —u) = 0
n—oo

n—oo

como queriamos. [

Prova: Afirmacao (2) Notemos que w, = |Vu,|[P"2Vu, € LP/PD(RY) e que
|[wy|p/@-1) ¢ limitada. Usando o Lemma 2.11 temos que Vu, — Vu q.t.p z € RY.
Notemos que w, — w, w = |Vu[P?Vu q.t.p x € R, segue de [cf. [33], Teorema 13.44]
que w, — w em LP/P~D(RN). Assim,

/]RN |Vu, P *Vu,Vudr — - |Vu|P dz  quando n — oc.

Agora, usando que u,, — u temos

/ |VulP?VuVu, dz — |\Vu|P dz  quando n — oo.
RN

RN

Logo, a prova desta Afirmacao esta completa. ]
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Para cada € > 0, seja r > R tal que
1 -1 . 1/p*
20 (1 - E) wN (/ |ul? dx> < € (2.9)
r<e|<2r

_1)

max ((|

p*> <e (2.10)

—1
) lullzor v,y |

e
e (|[V (@) 22 51V () P o, 1V () Pl LIV (@) Pl b ) <€ (2:1)

onde wy é o volume da bola unitaria em RY e a constante real positiva C' é tal que

C > ||un||% " para todo n € N.

Prova: Afirmagao (3)

lim sup/ V(@) [P unu — V(@) [u’u,u| do
n—o0 RN\BT

(2.12)

< V(@) PunllyHIV (@) P ul [ o g + (V@) Pl ][V (2) Pl g g, < 2

)

Mais ainda segue do Teorema de Rellich-Kondrachov que |u,|P " u, — |u[’"*u em
LP/P=Y(By). Dai, V(z)P VP, P 2, — V(z)PVPuP2u em LP/*Y(B,). E
portanto,

lim V() (Jun|Punu — ul?) dz = 0.
n—oo RN

Notemos que de u,, — u temos

lim V() (Jul’Pupu — |uf?) dz =0

n—o0 RN

Prova: Afirmacao (4) Seja n(x) = n,(z) € C°(RY,[0,1]), uma funcdo que satisfaz as
seguintes propriedades suppn C BZ(0), n(x) =1 em B5.(0), 0 <n(x) < 1ser < |z| < 2r

(S

1
Vn(z)] < o para todo z € RY.

Como (u,) é uma sequéncia limitada em F e a fun¢ao n é uma funcao limitada em R,
temos que a sequéncia (nu,) também é limitada em E, e portanto .J (uy,) - (nu,) = 0, (1),
isto é,

/R ) <]vun\P—2VunV(nun) + V(w)lun!”_%n("“n)) dr = /RN 9(@, ) () dz (2.13)

+ on(1).
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Usando que n = 0 in B,(0), combinando a tltima equac¢ao com o Lema 1.10 segue que

V(z)|u, | de — / Uy, |V, P2V, Vi do

|z|=r

1
/ (Vanl? + V(@) un]?) de <+ /
|z|>r k

|z|=r

+ o,(1),

e portanto,

(1 _ %) /M (IVanl? + V(2)|unl?) da

1

(2.14)
<o mlVu P e+ o).
r<|z|<2r

r

Pela desigualdade de Holder, asseguramos que

1/p
/ ][V~ dar < |V |f7! (/ |un|pdx) |
r<l|z|<2r r<|z|<2r

Como estamos num anel (dominio limitado) podemos utilizar o Teorema de Compacidade

de Rellich-Kondrachov e concluir que w, — u em LP(By, \ B,), dai

1/p
limsup/ |, ||V, Pt de < C (/ |ul? dx) : (2.15)
n r<|z|<2r r<|z|<2r

Por outro lado, usando novamente a desigualdade de Holder, concluimos que

1/p i 1/p*
</ |ul? dx) < (/ |ul? dx) | By, \ B, |V, (2.16)
r<fe|<or r<le|<2r

Observando que | By, \ B,| < |By,| = wy2VrY, de (2.15) e (2.16) segue que

limsup/ |t ||V, P2V, | dz < Qw]l\,/NT (/ lu
n Jr<jz<or r<lz|<ar

Escolhendo 7 > 0 em (2.9), (2.14) e (2.17), implicam que

1/p
P*dx) . (2.17)

limsup/ (IVun|P + V(z)|u,|P)dz < e.
|| >r

n

Usando (2.13), temos

/ ung(x,un)dxg/ Ung(x, uy)n de
| >2r

RN

= /RN (|Vunyp—2VunV(77un) + V(m)]un|l’—2un(nun)> dz + 0,(1) (2.18)

1
<[ VPt V@haP) e S [ VP Vi do
x| >r T J By, \B,
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n—o0

e pelo que ja vimos segue que lim sup/ ung(z,u,)dz < 2e. Por outro lado, (2.10) nos
|z|>2r
permite concluir

p*—1

s [ gtr ) de S g ol < 2
lim [ ug(eua)de < lell sl S e (219)
lim \leTug(w,w de < |[ull g @msylullf 7 < e
Ainda, pela escolha de r, obtemos
lim sup/ lg(x, up)u, — g(x, w)u| de
e ez (2.20)

< limsup/ lg(x, u,)||u,| do + limsup/ lg(z,u)||u| dz < 3e.
|| >2r || >2r

n—oo n—oo
Agora, usando o Item 2 da Observacao 1.5, o teorema da Convergéncia dominada de

Lebesgue e o mergulho compacto de Rellich-Kondrachov concluimos que
g(z,un) = g(z,u) em LVO7V(B,),
onde v é dado em (f;). Consequentemente,

lim (9(@, un)un — g(z,w)u) do < |[g(z, un)l| /60 By [tn — vl (52)
e Jlal<2r (2.21)

+[lg(x, un) — g2, )| Lvre-1 By [0l 27 (By) = 0.

Assim, (2.20) e (2.21) resultam em

lim [ w,g(x,u,)dx = /ug(m,u) dz (2.22)
n—oo

Analogamente,
lim [ ug(x,u,)dr = /ug(x,u) dz (2.23)
n— o0

|
As Afirmagdes (1)—(4) nos permitem concluir que ||u,|ln — ||u|l% e, portanto

||un||z = [|ul|p como querfamos demonstrar. n

Definiremos a seguir o nivel minimax, d, do funcional I, que serd importante para
controlar a norma das solugoes do tipo ”passo da montanha” para o problema (AP1) e

as estimativas desenvolvidas adiante. Denotaremos por B a bola unitaria em RY, isto é,

B = By(0) e por Iy : W,*(B) — R o funcional

fo(u):1/B(|W|p+max(wz),1)|u|p) dx—/F(u) .

p B
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Denotaremos, também por d o nivel do Passo da Montanha associado ao funcional Iy, isto
¢,

d = inf To(~(t
inf max o(v(t))

onde
D= {7 eC (0,1, Wg?(B)) :7(0) =0 e (1) =e},

com e € WyP(B) \ {0} verificando Iy(e) < 0. Nosso resultado de existéncia serd obtido

aplicando-se a seguinte versao cldssica do Teorema do Passo da Montanha (cf. [22], [50]).

Proposicao 1.16. (Teorema do Passo da Montanha, Ambrosetti-Rabinowitz, 1973)
Sejam X um espaco de Banach, ® € C'(E,R), e € X er > 0 tais que ||e|| > e

b:= inf ®(u) > D(0) > d(e).

llull=r

Se ® satisfaz a condi¢io (PS). com

= inf D(~v(t
¢ = Inf max (v(t)),

onde
['={yeC(0,1,E):7(0)=0 e ~(1)=e}

Entao ¢ é um wvalor critico de ®.

A demonstracao deste resultado pode ser encontrada em (cf.[50]).

Observagao 1.17. Notemos que J(u) < Io(u) para todo u € Wy*(B). Em particular,
J(e) < Iy(e) < 0. Denotamos por m; o nivel do passo da montanha associado a J, isto
¢,

= inf max J(y(t
my = inf max J(7(t),

onde
I'={yeC([0,1],D*RY)):4(0)=0 e ~(1)=e}.

Mais ainda, temos que my < d.

Enunciaremos abaixo uma proposicao que estabelece uma estimativa para normas das
solucoes do tipo ”Passo da Montanha” do problema auxiliar independentemente do raio
R > 1 dado. Notemos que controlamos as normas de tais solucoes a partir do nivel

minimax do funcional fixado .
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Lema 1.18. Seja R > 1, qualquer ponto critico positivo u associado ao funcional J no

nivel critico minimax my satisfaz a sequinte estimativa

p
iy < (2) ke

Prova: Segue da desigualdade obtida em (2.5) e da defini¢ao do nivel minimax d. [ ]

Notemos que, até o momento, mostramos o seguinte resultado:

Proposicao 1.19. Eziste um ponto critico ¢ € E associado ao funcional

1
Jg) = gm&—/'amwma o€ b
RN

no nivel critico

= inf .
my = inf max.J (v(®))

1.5 Estimativas a priori

Nesta seciio, estabeleceremos uma importante estimativa envolvendo a norma L*(R™Y)
da solucao u de (AP1) que serd fundamental para garantirmos a regularidade C’llo’g(Q),
onde a € (0,1) e @ ¢ RY dominio limitado, das solucdes do problema auxiliar (AP1).
Notemos que como consequéncia do Teorema do Maximo, teremos que tais solucoes sao
positivas. Vamos, agora, adaptar nosso problema, com o objetivo de usar algumas ideias

encontradas em Brézis & Kato (cf. [16]).

Proposigao 1.20. Seja h € LYRY), pg > N, ev € E C D**(RY) uma solugdo fraca do
problema

~ A+ b2 = H(z,v) em RY, (2.24)
Onde H : RN x R = R ¢ uma funcio Carathéodory que satisfaz a sequinte condicdo

|H(z,s)| < |h(z)||s|P™", para todo s € R

e b € uma funcio continua ndo negativa em RY. Entdo existe uma constante M =

M(q, ||h]]4) > 0 tal que

vllee < MJv

(2.25)

p*-



44

Prova: Para cadam € Ne g > 1, seja

Ap = {2z eRY: |/~ <m},

v[oPPD em A,

mPu em B, =RY\ A,.

U =
Segue da definicao de v,,, que

V(z)wP (x)dx < oo, vmlos, = Umloa,,-
RN

Calculando a derivada fraca Vuv,,, temos

(pB—(p— )PP IVy em A,
mPVu em B, =RY\A,.

Vo, =

Desta forma usando a defini¢ao de v,, segue que v,, € E. Portanto,

/ |Vu|P~2VoVu,, dz = (p8 — (p — 1))/ [PV VolP de
RN A
(2.26)
+mp/ Vol dz.
Bm

Aplicando esta fungao teste v, em (2.24), temos
/ (V[P 2 VoV, + b(2)|v[P?ov,) do = / H(z,v)v,, dz.
RN RN

Agora, definimos
vlv|! em A,

mv  em B, =RY\A,,.

Wm

Desta forma, temos que

Blv[~'Vu em A,
Vg, =
mVuv em B,,.

Segue da definicao de w,,, que

/N V(z)wh (z)de < 0o, wmlop, = Wmloan,
R

e, portanto segue que w,, € E. Observemos que

/ |V, |P de = Bp/ |v|p(5_1)|Vv|pdx+mp/ |Voul? dz. (2.27)
RN Am m
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Devido a (2.26) e (2.27) temos
/ (|IVwm|P + b(z)wh dz) — / (V[P 2 VoV, + b(z)|v[P?vv,,) do =
RN RN
= [ @ = - ) PP,
Am
Notemos que ¥ — pf5 + (p — 1) > 0. Usando (2.26), obtemos a seguinte desigualdade

(03— 0-1) / o[PB-D Vol de < / (Vo2 V0V, + b(@)of2vun) dz,
RN

m

a qual implica em

/ (Ve + b(z)e?. dz) <
RN

[(ﬁp —pBtrp-1) 1} /RN (V0] 2V 00y, + b(@) o]~ 2vv,,) da.

(P8 —(—1)
Como estamos supondo que v é solucao de (2.24), segue que
/ (IVwm [P + b(z)w?, dx) < b H(z,v)v, dz.
on " (pB—(p—1))
< BP H(z,v)v, dz.

RN

Considere S a constante de Sobolev, a qual satisfaz
Il < S/RN VulPdz para todo u € D'P(RY).

Usando a definicio de w,, e a estimativa |H(x,s)| < |h(z)||s|’"!, paratodo s > 0,

NN
[/ wp] < s [ Ihwlet,dr
m RN
1

1
Se — 4+ — =1, entao pela desigualdade de Holder

q1 q
e

Como |wp,| < [v]? em RY e |wp,| = [v]’em A,,, obtemos

N 1
o < sollul | [ wread
Am RN

Fazendo m — oo, temos pelo Teorema da Convergéncia Mondtona que

concluimos que

p*

] (N—p)/N

g
< 5Pl | [ lonlras]
R

vs < SBPIRl vl

||U = pBa1’
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ou seja,

(SRl [0llpsar - (2.28)

> ¢, podemos considerar c = ——— > 1. E iniciamos
@(N —p)
o processo de iteracao considerando =0 em (2.28), temos: pg;5 = p* e

N
Como ¢ > N/p implica N

po < 07 (S][h]]) (2.29)
Agora, fazendo 3 = ¢* em (2.28) obtemos pqi3 = p o e
[ollyroz < 0™ (S]IRll)"*7 | (2:30)
Observemos que desigualdades (2.29) e (2.30) implicam que
ol < o277 (S]IAll)» (=) (2:31)

Continuando o processo de iteracdo, tomando 3 em (2.28) igual ¢/, podemos concluir que

1
proi <0—o 02+ +-- +7 (S||h||Lq(RN))p( + + T+ + )|

| (2.32)

Sabemos que

;0_ B 0—1)2

segue portanto de (2.32) que

o/(c—1)2 -
< go/(e=1) (S||h||q)1/(p(

para todo 7 > N. Além disso, temos que
lolle = lim lofls
entao mostramos que a proposicao 1.20 é valida para
M = go/le-D? (SHth)l/(p(a—l))

com
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Lema 1.21. Sev € E € um ponto critico do funcional J, entao v > 0.

Prova: Como v € Ef é um ponto critico para J temos

0= (J'(v),v_>:/ (|Vv|p_2VvVv_ + V(:E)|v|p_2m;_) dx—/g(x,v)v_ dz > [ |Vou|Pdz,
RN RN

RN
E concluimos que, ||[v™||p1» = 0 e consequentemente, v > 0. Pelo lema anterior sabemos
que v € L>(RY), usando os argumentos de regularidade desenvolvidos em (cf. [24], [49])

temos que v € Hp(B) N H} (B) mais ainda, v € CL%(B) e o resultado segue da Versdo

loc

fraca do Principio do Maximo. [ ]

Lema 1.22. Seja R > 1, toda solugao de energia finita u de (AP1) tal que J(u) = my

satisfaz
ulloo < M:=M (S(p/(p—1)) k;d)l/p,

Prova: Considere as funcoes

H(z,t) :=g(x,t) e blx):=V(zx),

Onde a fungao g é a fungao considerada em (2.3). Observemos que se u é uma solugao

positiva para o problema auxiliar (AP1), entao u satisfaz a seguinte igualdade
—Apu+b(@)|ufu = H(wv,u) in RY,

Das hipéteses (f1) e (f3), concluimos |H (z,t)| < |f(t)] < colt|”™!, e portanto,

[H(z,u)] < Wa)luf™ em RY
onde a fungao h ¢é descrita por
hzx) = colu(z)]"™".

Notemos que como v < p* segue que 1/(y —p) > (N —p)/p? dai, p* /(v —p) > N/p. Por

*

calculos diretos temos que h € LY(RY) para q = com

=P

P o
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O resultado segue da Proposigao (1.20) com

y=p\ 1/(p(c—1))
M = go/t=1)? (sco ((L> Skd) )
p—1

com

Para obtermos o decaimento para R suficientemente grande das solugoes do problema
auxiliar (AP1), precisaremos caracterizar as fungoes harmonicas radiais. O caso p = 2 do

seguinte Lema pode ser encontrado em [29].

Lema 1.23. Seja 1 <p < N. A fungio v: (RV \ Bg(0)) — R dada por
1

’U(ZL‘) - N—p

]+

¢ p-harmonica, isto € , satisfaz —A,v = 0.

Prova: Buscamos solugoes radiais u(x) = v(r) para obter solugoes da equagao do p-

Laplaciano. Isto é,

u(z) =v(r) onde r= l’%—l—-"—i—x%.
Parai =1 , 1 temos
R ROV R
Portanto
gz ='(r) - i—j ='(r) - %
Ou seja,

[ Ou ou\ 1 T\ V()
Vu = (89&1’ ’8wn) = (7“)( , ) = (1, , T ).

Desta forma, podemos concluir que

/ p—2 p—2 ! p=2
|Vu|p_2 _ ‘U (T)l ( [E% 4+t x%) — M P2 — |v/(7~)|P—2.

rp—2 rp—2

Observemos que

div(|Vu[P?Vu) = Z

Z ) Vue;+ Z|Vu\p 2 9 (Vue)

i=1 =1

)
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Por célculos diretos, temos

0 — 9, / — / —4 " €T
S (VuP?) = - (WOIP ) = (= D)) () - 2
Portanto, podemos dizer que
0 . =2 gy T
5o (IVal"™) - Vuei = (p = 2)|/ ()2 () - 5.

Dali, temos

Z 58$i(|vu|p_2) Ve, = (p—=2)|v'(r)[P~2-0"(r).

Além disso, observemos que

0 (Vue;) = 0 (v’(r))-ﬂ+v’(r)~ 0 <ﬁ>:v”(r)-x—?+v’(r)~(1—x—?).

Ox; - Oy r ox; \r r2 R
E portanto,
V -2 — / —2 " 7 / i
E [Vul? axi(cu €;) = E [v'(r) [P [v (r)~ﬁ+v(r) (;—T—g)}

i=1 i=1

Desta forma,
-1
div(|[Vu|P2Vu) =0 < (p— )| (r) [P 20" (r) + <n . > [v'(r)[P~20'(r) = 0.

Suponhamos que ©'(r) # 0, entao

div(|Vu|P*Vu) =0 < Vi) _ =

Assim, concluimos que

blogr + ¢, para n=p

¢ a solugao fundamental da equacao —A, 1 = 0. [ ]

Observagao 1.24. Para 1 <p < N. Temos que V ( € LP(RM \ Bx(0)).

De fato,

1
r(N=p)/(p—1)

1 N-1 1
/RN\BR(O) (T(N—p)/(p—l)ﬂ)pr dr = RN=-p)/(p-1)"
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Lema 1.25. Para qualquer Ry > R, seja u uma solucao de energia limitada para o
problema (AP1) onde o potencial V' € uma fun¢do que satisfaz a condi¢ao (V1). Entao u

satisfaz a sequinte estimativa de decaimento:

Nep N—=p ~ %
Rt || || RflOW@V@—lﬂsmo
— = N

N=p P
|| 7= || 7=t

para todo |x| > Ry.

u(z)

Prova: Observemos que
1 1
—Ayu+ (1 - E) V()" = g(z,u) — EV(x)up_l <0, paratodo |z|]> R.

Considere a fungao p-harmoénica v : (RY \ Bz(0)) — R dada por

N-p
R lu
’U(.T) = N-p :
|| »=t
Segue do Lema 1.23 que a funcao v satisfaz
-Apu = 0.

Portanto,

1
—Apv + (1 — E) V(z)vP™* > 0 paratodo |z|> R.

Sendo p > 1, temos que a fungdo ¢ : RN — R, ((z) = |2|" é convexa e satisfaz a seguinte

desigualdade (cf. [40])
Colz —ylP, se p>2

(|z|P~ 2z — |y|P%y) (x —y) > .
|z —y

P >

(|| + [y))* "

para alguma constante real positiva C), e para quaisquer x,y em RY.

se 1<p<2

Considere, agora, a fungao teste definida a seguir
(u—v)", se |z| >R
0, se |z] <R
Observemos que u < v em 0Bpg e pela Observacao 1.24 podemos concluir que

n € D'?(RY). Como u é solugao do problema auxiliar (AP1), temos a seguinte estimativa

0 > / ([VulP=*Vu — |VoP=*Vo) Vi + (1 - %) V(z)(uPt —vP Hpde
RN

v

1
/ (1 _ _) V() (up—l — Up—l) (u—wv)der >0 paratodo |z| > R.
{zeRN :u>v} k
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Portanto, o conjunto {z € R : |2| > R e wu > v} é vazio. E, concluimos a prova. m

1.6 Prova do Teorema 1.1

Prova: Pelos Lemas 1.13 e 1.15, o problema (AP1) tem pelo menos uma solugao
positiva de energia limitada « € D'?(R"). Portanto devido a definicio de g dada em

(2.3), é suficiente mostrar que u satisfaz a desigualdade
V(x
flu) < %up_l em |z| > R.
Segue do item 2 da Observacao 1.5 que existe uma constante ¢y > 0 tal que

15f(s)| < co|s[”" paratodo s€R.

Em virtude do Lema 1.25 temos que

19 < ai® < w(w(2y) sk0t) ™

up p—1

— para todo |z| > R.

P

I\ N=p
Considere pu* = ke (]\Zf ((L) Skd) > e i > i, O resultado segue da hipétese

-

p—1
(V1) n



Capitulo 2

Equacao quase linear com potencial

que pode se anular no infinito

Neste capitulo estudamos a existéncia de solucoes fracas positivas para o problema

subcritico quase linear da forma
—Apu— Au+V(z)u= f(u) em R

com o potencial V' sendo uma fung¢ao continua nao negativa. Ressaltamos que continuamos
com as mesmas hipéteses do capitulo 2 sobre o potencial V' e sobre a nao linearidade
f, contudo trabalhamos com uma perturbacao linear do operador p-laplaciano, ou seja,
estudamos a seguinte classe de operadores —A,u — Au. Aqui, a temos uma dificuldade
a mais em relagao ao capitulo 2, que é encontrar caracterizagao de fungoes harmonicas
radiais que pertenca ao espaco D'?(RY \ Bz(0)) N D'?(RY \ Bg(0)), superamos este
empecilho trabalhando em D}?*(RY \ Bz(0)) N DXP(RY \ Bg(0)), desta forma podemos
usar o Lema radial (cf.[12]) para substituir o Lema 1.25 obtido no capitulo 2 e desta forma
garantimos que as solugoes, u, do tipo "Passo da Montanha”do problema auxiliar (AP2)

satisfazem uma estimativa de decaimento a zero no infinito mais precisamente:
u(z) < Cylz|® M2 2kd) Y, qtp zeRY, |z| > 1.

Nossos argumentos fundamentais baseiam-se no método de penalizagao ou truncamento
e interacao de Moser.

Dedicaremos nos a estudar a existéncia de solugoes fracas positivas para o problema
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subcritico quase linear da forma

—Apu—Au+V(z)u= f(u) em RN,
u>0 em RY, (P2)
ue D*(RY) N DP(RY),
onde 2 < p < N, Ayu = div(|Vu[’"?Vu) é o operador p-Laplaciano, p* = Np/(N — p)
é o expoente critico de Sobolev e V : RY — R é uma funcio continua nao negativa que

satisfaz as seguintes condigoes:

(V1) Existem nimeros reais g > 0 e R > 1 tais que

1 N—2 N(p—2)+2p
inf = NV >
it 2] v V() > p

N—2 N(p—2)+2p
2 N—p

(Vp) V é radial, ou seja, V(z) = V(|z]), v € RY.

Assumimos que a nao linearidade f : R — R é uma fungao continua que satisfaz as

seguintes condicoes:

(f1) limsup Sf(f) < o0,
s—07t sP
(f2) Existe v € (p,p*) tal que lim sup sf(s) =0,
s——+00 S7

(f3) Existe 0 > p tal que 0 < 0F(s) = 0/ f(t)dt < sf(s) paratodo s> 0.
0

O resultado principal deste capitulo é enunciado a seguir:

Teorema 2.1. Suponhamos que as hipdteses (Vi) — (Vo) e (f1) — (f3) sejam satisfeitas.
Entao, existe uma constante p* > 0 tal que o problema (P2) tem pelo menos uma solugdo

fraca positiva para todo p > p*.

Vejamos alguns exemplos de potenciais satisfazendo nossas hipdteses.

Exemplo 2.2. Sejam p e R numeros reais positivos. Observemos que se V(z) é uma
funcdo radial, continua em RY e além disso, V(z) > p para todo |z| > R, entdo V()

satisfaz a condicao (V;). Desta forma, temos dois casos a considerar:
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(i) se V() é uma fungao limitada tal que V(z) > p para todo |x| > R entao satisfaz a

condicao (V7).
(ii) se V(z) é coercivo, isto é,
V(z) = +o00, quando |z| — oo,

entao, em ambos os casos, V (z) satisfaz a condigao (V1). De fato, dado pu > 0, existe
R > 0 suficientemente grande tal que V(x) > p para todo |z| > R. Portanto,

1 N—2 N(p—2)+2p
v o TV () > inf V() >
spsazm I T V@ 2 V) 2 e

N—-2N(p—-2)+2
Exemplo 2.3. Sejam g > 0, R > 0 e a > 0 tais que a < 5 (pN )+ p‘
-P

Considere € Cg°(RY) tal que 0 < < 1, n = 0 em Bg;(0) e n = 1 em B%(0).

Definimos a seguir outros exemplos de potenciais que satisfazem nossas hipéteses:

N—2 N(p—2)+2p

2 N—p
- N
V(I) 4/“7(33)W se xreRY,
4
pn(z) se |r| <R,
V(z) =
[
1
pesyurenEsrali G o i
| 1o
4
2 e pl<r
V(z) =
N—2 N(p=2)+2p
pRZ W
oo e [t = R
\ |{L‘| 2 N-p

Observacao 2.4. Notemos que as consideragoes feitas em Observagao 1.5 no capitulo 2

continuam validas para a nao linearidade f.



25

2.1 Preliminares

Temos o intuito de provar a existéncia de solugoes positivas para o problema principal
(P2). Observemos que pela condi¢ao (f1) e pelo fato de f ser continua, podemos concluir
que f(0) = 0. Desta forma é conveniente redefinir, de forma continua, a nao lineridade f
da seguinte maneira

f(t) =0, paratodo t<0.

Analogamente ao capitulo 2, notemos que apenas com a hip6tese que o potencial V(x) é
continuo e nio negativo, o espaco D"*(R™) N D"*(RY) (cf. [11]) é o ambiente natural
no qual podemos tratar o problema (P2). Contudo, ji& mencionamos que nos nossos
argumentos, € necessario estabelecermos certas estimativas de decaimento no infinito para
solugdes do problema auxiliar (AP2) e com base nestas estimativas a priori e a condigao
(V1) podemos garantir a existéncia de pelo menos uma solucao fraca para o problema
(P2). Assim, restringimos o problema (P2) ao subespago das fungoes radias (cf. [47],
[12], [23]). Enfim, neste trabalho, consideraremos como espaco ambiente o subespago

E c DM (RY) N DFP(RY) definido a seguir

E = {u € DM (RY)N DMP(RY) - / Vi(z)|ul*dz < ~|—oo} .
RN

Considere o seguinte subespaco de D (RY)

E, = {u € DM(RY) / V(z)|ul do < —i—oo} :
RN

Notemos E; um espacgo de Hilbert, consideremos a seguinte norma

|- lley - Ex = R
1/2
wr il = ([ (9024 VlP)ar)
Além disso, se considerarmos em F a seguinte funcao
|- |le:E—R

1/2 1/p
ur— ||ul|p = (/ (|Vul® + V(z)ul?) dx) + </ |VulP dx)
RN RN

= [lulley + [lull pro gy

Temos que é E é um espaco normado.
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Observacao 2.5. Notemos que valem os sequintes mergulhos continuos:

iy : B« DM(RYN) — [P (RY) iy : B < DM?RYN) — L (RY), N>3. (3.1)
Com relagao ao espaco normado E podemos afirmar que:

Lema 2.6. O espaco E é um espaco de Banach reflexivo.

Como a prova do Lema anterior é andloga a prova feita no capitulo 2 com apenas

poucos detalhes a acrescentar, a prova sera omitida.

A equagao de Euler-Lagrange (P2) estd associada ao funcional de energia

1 1
I(u) = —/ (|Vu|2+V(x)|u\2dx)+5/ ]Vu|pda:—/F(u)dx, u € E.
RN RN

QRN

E fato conhecido que I € C'(E,R) com derivada de Gateaux dada por

(I'(u),v) = / (|VuP2VuVv + VuVo + V(z)uww) dz — [ f(u)vdr para todo u,v € E.
RN RN

além disso, os pontos criticos de I sdo solugoes fracas do problema (P2).

2.2 O problema auxiliar

Com o intuito de utilizar o método introduzido por del Pino e Felmer [25], faremos a
0
seguir, algumas consideracdes: Sejam A = Br(0) € RY e a constante k = Qp— > p.

Considere a seguinte funcao f: (R¥\ A) x R — R definida por

f(t), se kf(t)<V(x)t e t>0,

t, se kf(t)>V(x)t e t>0,

0, se t<0.

Podemos reescrever a fungao fda seguinte maneira: f: (]RN \ A) x R — R,

~

[, 1) := min{ f(£), (V(x)/k)[t]}.
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Observemos que f estd bem definida e é uma fungao continua nao negativa pois é o

minimo de funcdes continuas nao negativas. Definimos a funcao ¢ : RY x R — R dada

por

~

g(a,t) = xa(@) f(t) + (1 = xa (@) f(x, 1)

(3.2)

onde Yy, € a funcao caracteristica do conjunto A. Convém, observar que g é uma funcao

de Carathéodory, nao negativa e g(z,t) = 0 para t < 0.

Reformulamos o problema (P2), considerando o seguinte problema auxiliar

~Apu—Au+V(z)u=g(xr,u) em R,
u>0 em RY,

u € DF(RY)n DMP(RY).

~

Sejam F(z,s) = / (x,t)dt e
0

G(z,s) = /OS gz, t)dt = xa(x)F(s) + (1 — xa(x)) ﬁ(x, s).

Lema 2.7. As funcoes g e G satisfazem as sequintes estimativas:

1. g(z,t) = f(t) e G(z,t) = F(t) para todo x € A.

2. g(x,t) < f(t) e G(x,t) < F(t) para todo x € RY et € R.
Vi(x)
2k

Viz)
k

3. 0 < G(z,t) < It|* para todo x € RN\ A et € R.

4. 0<|t|g(z,t) < t|* para todo x € RV \ A e t € R.

Prova: E suficiente usar as definicoes de f e g.

2.3 O funcional modificado

(AP2)

Como almejamos usar a versao mais geral (forte) do teorema do passo da montanha vamos

mostrar que o funcional de energia associado ao problema de Euler-Lagrange auxiliar

(AP2) tem os pré-requisitos que sao exigidos por tal teorema. Nesta se¢do mostraremos
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que J € C*(E,R). O funcional de energia associado ao problema de Euler-Lagrange
auxiliar (AP2) é dado por

1 1
J(u) = Q/RN (IVul®> + V(z)|ul* dz) —1—5/RN |Vul|P do — /RN G(z,u)dx, weE.

Notemos que os pontos criticos do funcional J correspondem as solugoes fracas do

problema auxiliar (AP2).
Lema 2.8. O funcional J possui as sequintes propriedades:

1. J esta bem definido.
2. J € continuo em E.

3. J € de classe C' com derivada de Gateauzr dada por

(J'(u),v) = /RN(|Vu|p_2VuVU + VuVo + V(z)uv)dz — /R g(x,u)vdx

N

para todo u,v € F.

Prova: Para provar o Item 1, notemos que pelas hipéteses (f1) — (f3) e pelo Lema 2.7,
para cada u € F obtemos

F(u) dx—i—/ MMde
RN\A 2k'

G(z,u)dx < /

RN A

x Vv
Sco/ |ul? da:+/ ﬂ\uﬁdxﬁqﬂ]u
A RN\A 2k

Logo, o funcional J estd bem definido.

1
o+ gl

A seguir, provaremos o Item 2. Seja u, — u em E pela continuidade do mergulho
(3.1) temos u,, — u em D*(RY). Usando a Observacio 2.4 e o teorema da Convergéncia
dominada de Lebesgue temos

/ G(z,u,)dr — G(z,u)dx.
RN RN
Consequentemente, J(u,) — J(u), ou seja, o funcional J é continuo em E.
Para provar o Item 3, notemos que para u,v € F fixados, temos pelo teorema do valor

médio que
G(z,u+tv) — G(x,u)
t

= g(x,f)v

onde

min{u(z),u(zr) + tv(zx)} < &(r) < max{u(z),u(zr) + tv(zr)}, paral < |t| < 1.
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Observemos que g(z,€) — g(z,u(z)) q.t.p = € RY quando t — 0. Além disso,

9z, &)v] < fE)lv] < [ o] < max(fu(@)], [u(z) + to(@) )P o ()]

< (Jul + o]} o],

Notemos ainda que (|u| + |[v])P" ~*v| € LY(RY), de fato,

/RN(IUI + o))" Holdz < || max(u(z), v(2))||p -1 l|v] |- + v

p*-

Usando o teorema da convergéncia dominada de Lebesgue concluimos que

lim G(z,u+tv) — G(z,u)
t—0 RN t

dx:/ g(x,u)vdz.
RN

Resta mostrar a continuidade do funcional J" em E. Considere ¢ = p/(p — 1). Vamos
definir hy(w) := |[Vw|P"*Vw, w € E. Suponhamos que u,, — u em E. Consequentemente,
u, — uem DIP(RY) e daf |[Vu,|P*Vu, — |VulP2Vu em LYRY), ou seja, hy(u,) —
hi(u) em LI(RYM). Observemos ainda que g(z,u,) — g(z,u) em LP7/@®~Y(RM)
Consideremos ¢; = p*/(p* — 1). Desta forma, obtemos pela desigualdade de Hélder,

a seguinte estimativa
(S (un) = (), 0)| < [|ha(un) = Pa ()] [V 0]l + [V — V|||V |2
V(@) (un = w)lla][V (@) 20l2 + (g (2, wn) = g, w)[g,|[0]-
e portanto, gracas a imersao £ < L* (RY) obtemos
1 (un) = T ()| < (1 (wn) = ha(u)llg + [[Van = V| + ||V (2) /2 (up, — u) |5
+ Cllg(z, un) — g(z,u)||;, — 0, quando n — oo.

para alguma constante real C' nao negativa. [ |

2.4 Condicoes de compacidade

Nesta se¢ao provaremos que o funcional do J associado ao problema auxiliar (AP2) possui
a geometria do Passo da Montanha. Além disso, mostraremos que uma sequéncia (P.—S.)
de J, a menos de uma subsequéncia, converge fortemente em FE, ou seja, mostraremos
que o funcional J satisfaz a condicao de Palais-Smale. Deste modo, poderemos utilizar o

Teorema do Passo da Montanha forte para encontrar uma solucao do problema auxiliar

(AP2).
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Lema 2.9. (Geometria-Passo da Montanha) O funcional J tem a geometria do Passo da

Montanha, isto €, J satisfaz as sequintes condigoes:
1. Ezistem p, a > 0, tal que J(u) = a se |[u|[progyy = p.

2. Para qualquer u ndo negativa, v € C5°(A,R) \ {0}, temos J(tu) — —oo quando

t — +o0.

Prova: Provaremos o Item 1. Em virtude da definigao da funcao G' e da Observacao 2.4
temos que

G(x,u) < F(u) < co|ul”” paratodo z € RY,

e, entdo pelo mergulho continuo (3.1) concluimos

Gz, u) g/ F(u) < collull’s < Col[ Va2,
RN RN
onde C] é uma constante real positiva. Portanto, obtemos
1 9 9 1
J(u) == (|Vul* + V(z)|u*) dz + - |VulP do — G(z,u)dx
2 Jrw P JrwN RN
1 2 1 P p* 1 p*—p P

]. *
Escolha p > 0 tal que D = (— — Cyp? p) > 0 e considere @ = Dp”. Dal, existem
p
p, a >0 tal que J(u) > a, para todo u € E tal que |[ul|progyy = [[Vull, = p.
Agora, provaremos o Item 2. Segue da definicao de G, que G(z,u) = F(u) para

x € A. Pela hipdtese (f3) temos
F(s) > Cos’ — O3, 5> 0,

onde Cy, C3 s@o constantes reais positivas. J& que 6 > p, para u € C5°(A,R) \ {0} com
u > 0, temos
tP b B
J(tu) = —|IVullp + Sllullz, — | Fltu)de
P A
tr £ 0 0
< —|Vullh + S |ullg, — Cot” [ |u|"dz+Cs [ 1da
p 2 A A
— —o0 quando t — +o0.

Isto completa a prova. [
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Lema 2.10. Suponhamos que as hipdteses (f1) — (f3) sejam satisfeitas. Se (u,) C E é

uma sequéncia arbitraria que satisfaz a condi¢ao de Palais-Smale, 1i.e.,
| J(up)| <e¢ e J(u,) =0 em FE,
onde ¢ é uma constante real positiva, entdo (u,) € limitada em E.

Prova: Seja (u,) € E uma sequéncia que satisfaz a condi¢ao de Palais-Smale. Buscamos

estabelecer uma estimativa para

[\DlH

) = (G o) = (5= 5 ) Il + (5 -

—/ G(z,u,)dz +
RN

De acordo com o Lema 2.7 obtemos a seguinte igualdade

5) .

/ g(x, up)u, de
RN

| =

%/}RN g(z, up)u, de — - G(x,u,)de = /A <%f(un)un — F(un)> dx

1
+ —/ g(x, up)u, de —/ G(z,uy,)dz.
0 Jry\a

RN\A
que associada a hipdtese (f3) e o Lema 2.7 nos permite concluir que

1 1
—/ g(m,un)undm—/ G(z,u,)dz > —/ g(m,un)undx—/ G(z,u,)dz
0 Jg~ RN 0 RN\A RN\A

> — G(z,u,) dx.

RN

Utilizando esta tltima desigualdade temos a seguinte estimativa

1 1 1 1 1 Viz
Hun) = (g ) = (5= G Il (5= 5 ) ol 5 [ ¥ o
1 1 1 1 1
> (2_Z2 P Z_ -
> (5= 5 ) Ivul+ (55 3¢ ol

Notemos k = 6p/(0 — p) > 02/(6 — 2) < p > 2. Desta forma, concluimos que

1. 1
—J (Un)vun> _]{ (Hun”El + ||vun||p) (3'4)

Jun) =

Como (u,) é uma sequéncia de Palais-Smale, existe ng € N tal que

1
— —J (up) - u, < c+|uyl|lp paratodo n > ny. (3.5)

J(un) 0

Combinando as propriedades (3.4) e (3.5), obtemos a seguinte desigualdade

1
% (||un||2E1 + ||Vun||§) < ¢+ ||un||E1 + ||vun||p para todo n > ny. (3-6)
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Como a desigualdade acima, nao ¢ vélida se ||u,|| g — oo quando n — oo, temos que (u,)

¢ uma sequéncia limitada em F. ]

Para encontrar uma solugdo do problema auxiliar (AP2), precisamos garantir a
existéncia de um ponto critico positivo ¢ € FE associado ao funcional J, e para
isto utilizaremos a versao forte do Teorema do Passo da Montanha. Primeiramente,
mostraremos que uma sequéncia (P.—S.) de J, a menos de uma subsequéncia, converge
fortemente em E, ou seja, mostraremos que o funcional J satisfaz a condicao de Palais-
Smale. Enunciaremos um importante resultado devido a Boccardo e Murat (cf. [14]) que

garante a convergéncia q.t.p do gradiente para sequéncias (P.—S.).

Lema 2.11. Sejam E e J respectivamente o espaco de Banach e funcional definidos nas
Secoes 3.1 e 3.3. Seja (u,) C E uma sequéncia (P.=S.) para o funcional J. FEntao, a

menos de subsequéncia, Vu, — Vu ¢.t.p x € RY.
Para consultar a prova deste Lema citamos como referéncia [14] e [8].

Lema 2.12. Sob as hipdteses do Lema 2.10, temos que o funcional J satisfaz a condi¢cao

de Palais-Smale.

Prova: O Lema 2.10 assegura que existe u € F tal que u,, — v em FE, passando a uma

subsequéncia se necessario. Notemos que vale a seguinte identidade

(lnllzn = [lullz) + (unllpregsy = ullpros)) = (J (un) + T (u), 1, — )

+/ (9(x,un) + g(z,u)) (u, — u) dz + / |V, P2V, Vudr — / |VulP~?VuVu, dz.
RN RN RN

Temos como objetivo mostrar que lim ||u,||g = ||u||p para tal dividiremos a prova em
n—oo

tres etapas:
Afirmagdo (1) liy (J'(u) +J' (1), tn =) = .
Afirmagao (2)
/RN |V, |[P*Vu,Vudr — IVuPdz  quando n — oo

RN

/ |VulP?VuVu, dz — |\Vu|P dz  quando n — oo.
RN

RN



63

Afirmacgao (3)
lim [ w,g9(x,u,)dr = /ug(m,u) dz

n—oo

lim [ ug(x,u,)dr = /ug(:v, u) dz.

n—oo

Notemos que é suficiente provar as Afirmagoes (1)—(3) ja que u, — w em E implica
U, — uem Fy e u, — uem D*(RY) N DMP(RY) e portanto ||ullz, < |[tunllz e

ull pre@ny < l[unllp1ogyy. Assim, das Afirmagoes (1)—(3) temos que ||un||p, = [|unl| e,

e ‘|UHD$”’(RN) - HunHDi”’(RN)'
Prova: Afirmagao (1) Notemos que

(I () + T (), 1 — ) < T (o)l =l + (T (), 1 —w) < CNT (un)]|

/

+ (J (u), u, — u)

onde C' é uma constante real positiva. Notemos ainda que u,, — u implica diretamente

que lim (J' (u),u, —u) = 0 e, como ||.J (u,)||zr — 0 temos que
n—oo

lim (J (un) + J (w), 4y — u) =0

n—o0

como queriamos. ]

Agora, mostraremos a Afirmagao (2)
Prova: Afirmagao (2) Notemos que w, = |Vu,["*Vu, € LF/CDRY) e que
||wn|lp/p-1) € limitada. Usando o Lema 2.11 temos que Vu, — Vu qt.p € RY.
Notemos que w, — w, w = |Vu["?Vu q.t.p x € RY, segue de [33, Teorema 13.44] que
w, — w em LP/®"V(RYN). Assim,
/RN |V, [P*Vu,Vudr — - |[VulP de quando n — oc.

Por outro lado, usando que u,, — u

/ |VulP?VuVu, dz — |Vu|P dz  quando n — oo.
RN

RN
[ ]
Para cada € > 0, seja r > R tal que
1 ! 1/N 3
20(1- ) wn max { ||u|| 2> @3\ 5,): [|ull o @35, } < 3 (3.7)
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1
o @\, |

max { (1ol + Hunlly ™) el o vl v 39

onde wy é o volume da bola unitdria em RY e a constante real positiva C, é tal que

C > max(|[un|g,, ||[Vun|[2~") para todo n € N.

Enfim, provaremos a Afirmagcao (3)
Prova: Afirmacao (3) Seja n(x) = n.(x) € C°(RY,[0,1]), uma funcdo que satisfaz as
seguintes propriedades suppn C BS(0), n(x) =1 em B3 (0), 0 <n(x) < 1ser < |z| < 2r

e

1
\Vn(z)| < o para todox € RY,

Como (u,) é uma sequéncia limitada em E e a fun¢ao n é uma funcao limitada em R,

temos que a sequéncia (nu,) também ¢ limitada em E, e portanto J (uy,) - (nun) = 0,(1),
isto é,

/ <]Vun\p*2VunV(nun) + Vu,V(nu,) + V(x)un(nun)) dz

BY (3.9)

= /RN g(x,uy)(nuy,) de + 0, (1).

Usando que n = 0 in B,(0), combinando a tltima equagao com o Lema 2.7 segue que
/ (Vanl? + Va2 + V(@) n]?) da
|z|>r
1
< —/ V(2)|un)? dz — / u, Vu, Vndr — / U |V |P 2V, Vydz + 0,(1).
k |z|>r |z|>r |z|>r
e portanto,

1
(1 — E) / (|Vun|p + |Vun|2 + V(x)|un|2) dz
ja|>r

' (3.10)

< - (/ |||V, | de +/ |t ||Vt [P [Vt | dx) + 0,(1).
r r<|z|<2r r<|z|<2r

Pela desigualdade de Holder, asseguramos que

1/2
/ i [Vtn| dz: < ||Vt 2 (/ \un\de) ,
r<l|z|<2r r<lz|<2r

1/p
/ [Vt P e < [Vt 2 (/ \un|pdx) .
r<|z|<2r r<|z|<2r
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Como estamos num anel (dominio limitado) podemos utilizar o Teorema de Compacidade

de Rellich-Kondrachov e concluir que u,, — u em LP(Bs, \ B,) e em L*(By, \ B,), daf

1/2
limsup/ |un||Vu,|de < C (/ |ul? dx) ,
n r<l|z|<2r r<|z|<2r

1/p
limsup/ [ ||V, [Pt de < C (/ |ul? d:v) ,
no Jr<jol<ar r<le|<or

para C' escolhido anteriormente limitando as normas de (u,). Por outro lado, usando

(3.11)

novamente a desigualdade de Holder, concluimos que

1/2 1/2*
(/ |u|2dat> < (/ |u|2 dm) |B2r\BT|1/N
r<fe|<ar r<la|<2r
1/p X 1/p*
(/ |ul|? dx) < (/ |ul? da:) | Ba,- \ BT|1/N.
r<fe|<2r r<le|<2r

Observando que | By, \ B,| < |By,| = wy2Vr", de (3.11) e (3.12) segue que

1/2*
lim sup/ ||| Vu,|dz < 2Cw]1\,/Nr (/ ]u\z dx)
n—00 r<|z|<2r r<|z|<2r

1/p*
lim sup/ | ||V, P2 |V, | doe < 2Cw]1\,/N7" </ i dx) :
r<|z|<2r r<|z|<2r

n—oo
limSUP/ (VP + [Vu,|? + V(2)|up|?) dz < e (3.14)
|| >r

n—oo

(3.12)

(3.13)

Pela escolha de r > 0 em (3.7), segue de (3.10) e (3.13) que

Usando (3.9), temos

/ ung(x,un)dxg/ ung(z, u,)n de
|z|>2r

RN

- /}RN <|Vun\p_2VunV(nun) + Vu,V(nu,) + V(:U)%(U%)) dz 4 0,(1)

1
< [ (Vb + VP V@ ot [ (el D + V) da
|| >r

B27‘\B'r
(3.15)
e pelo que ja vimos segue que lim sup/ ung(z,uy,) de < 2e.
n—0o0 |z|>2r
Por outro lado, (3.8) nos permite concluir

i < P . <
nh—>nolo |5 ung(z,u) dv < [|ull7, (RN\B,.)Huan = &

. p*_l

lim ug(z, un) dz < ul| o @\ gy ltnl - < e, (3.16)
n—o0 |"E|ZT

lim ug(w,u)dr < [ul| Lo @y gy lu z:_l < ¢

n—o0 ‘x|2r
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Ainda, pela escolha de r, obtemos

lim sup / 9 un)un — g, u)u de

(3.17)
< limsup/ lg(z, up)||u,| do + limsup/ lg(z,u)||u| dz < 3e.
|| >2r || >2r

n—oo n—oo

Agora, usando a Observagao 2.4, o teorema da Convergéncia dominada de Lebesgue e o

mergulho compacto de Rellich-Kondrachov concluimos que
glz,uy) = g(z,u) em LVO7Y(By,,),
onde v é dado em (f;). Consequentemente,

lim (9(z, un)un — g(z, w)u) dz < |{|g(z, wn)l| /60 By [1Un — ul| L7 (B,,)
e Jal<2r (3.18)

+ g, un) = g(@, Wl /6= Bon 10| L7820y = 0

Assim, (3.17) e (3.18) resultam em

n—o0

lim [ w,g9(z,u,)dz = /ug(m,u) dz (3.19)

Logo, provamos as Afirmagoes (1)—(3) e ||un||g — ||u||g como querfamos demonstrar.

Denotaremos por B a bola unitéria em RY isto é, B = B;(0) e por I : W&’f(B) —R
o funcional
1 1 9 9
Iy(u) == [ |VulPde + < [ (|Vu|* + max (V(z),1)u*)de — [ F(u)dz.
pJB 2Jp B

Notemos que o funcional I, tem a geometria do Passo da Montanha. Denotaremos,

também por d o nivel do Passo da Montanha associado ao funcional Iy, isto é,

d = inf max Iy(y(t))

vl te[0,1]
onde
I'={yeC([0,1],W;(B)) :7(0) =0 e ~(1)=e¢},

com e € Wolf(B) \ {0} verificando Iy(e) < 0.
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Observagao 2.13. Notemos que J(u) < Iy(u) para todo u € Wolf(B). Em particular,
J(e) < Iy(e) < 0. Denotamos por my o nivel do Passo da Montanha associado a J, that
18,
= inf J(y(t
my = inf max (v(2)),

onde

['={yeC (0,1, D*®R") N D?®Y)) : 1(0) =0 ¢ (1) =e}.

Mais ainda, temos que my < d.

Notemos que mostramos na Proposicao 2.9 que existem p, a > 0, tais que

Ju)>a se |u

DyP(RN) = P-

Como [[ul| p1»pry = p € um bola fechada em DI (RYN) segue que ||ul | pr2@yynpre ey = P €
um subconjunto fechado em D*(RY)ND?(RY). Usando o Teorema da Alfandega temos
que [[u|]p12En)npLe@y) = p Separa o espago DM*(RY) N D}?(RY) em duas componentes
conexas disjuntas. Assim, precisaremos usar a versao mais forte do Teorema do Passo
da Montanha. Segue a seguinte versao do Teorema do Passo da Montanha, a qual é
uma consequéncia do Principio Variacional de Ekeland como abordado em (cf.[9]) (veja

também [22], [36] e [48] para resultados relacionados).

Proposigao 2.14 (Teorema do Passo da Montanha-(versao forte)). Seja E um espago de
Banach e ® € C(E,R), Gateaua-diferencial em E, com a derivada de Gateauz ®'(v) € E
para todo v € E e continua da topologia da norma de E para a topologia fraca * de E'.
Suponha que ® satisfaca a condi¢ao (P.-S.) e ®(0) = 0. Seja S um subconjunto fechado
de E que desconecta por caminhos E. Sejam vog = 0 e vy € E pontos pertencentes a

componentes conexas distintas de E\S. Suponhamos que
igf©2a>0 e ®(v) <0.
Entao, ® possut um valor critico ¢ o qual pode ser caracterizado por
¢ = inf max ®(~(t)) > «
Inf max (v(t) = a,

onde

P={7eC(01,E):7(0)=0 e (1) =u}.
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Lema 2.15. Seja R > 1, qualquer ponto critico positivo u associado ao funcional J no

nivel critico minimax my satisfaz a sequinte estimativa
lullz < (2kd)"” + (2kd)"".
Prova: Segue da desigualdade obtida em (3.4) e da defini¢ao do nivel minimax d. ]

Notemos que, até o momento, mostramos o seguinte resultado:

Proposicao 2.16. Eziste um ponto critico o1 € E associado ao funcional

1 9 1 »
He) = llellh + o llelyn = [ Glap)ds, v B

no nivel critico

— inf J(v(1)).
my = inf max (v(1))

2.5 Estimativas a priori

Nesta seciio, estabeleceremos uma importante estimativa envolvendo a norma L™ (RY)

da solu¢do u de (AP2) que serd fundamental para garantirmos a regularidade Cllo’f(Q),

onde a € (0,1) e Q ¢ RY dominio limitado, das solucdes do problema auxiliar (AP2).
Notemos que como consequéncia do Teorema do Maximo, teremos que tais solucoes sao
positivas. Vamos, agora, adaptar nosso problema, com o objetivo de usar algumas ideias

encontradas em Brézis e Kato (cf. [16]).
Proposicdo 2.17. Seja h € LYRY), pg > N, ev € E C DY*RY) N D (RY) uma
solugao fraca do problema
~Apu—Av+b@)v= H(z,v) em RV, (3.20)
Onde H : RN x R = R ¢ uma funcio Carathéodory que satisfaz a sequinte condigdo
|H(z,s)| < |h(z)||s|P™", para todo s € R

e b é uma funcdo continua ndo negativa em RY . Entdo existe uma constante

M = M(q, ||h||;) > 0 tal que

v]lee < MJv

. (3.21)
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Prova: Para cadam € Ne g > 1, seja

Ap = {2 eRY: |u(2)|’! <m},

v[oPPD em A,

mPu em B, =RY\ A,.

Uy =
Segue da definicao de v,,, que

V(x)|vm]2(x) dz <00, vnloB, = Umloa,,-
RN

Calculando a derivada fraca Vuv,,, temos

(pB— (p— PP IVy em A,
mPVu em B, =RY\A,.

Vo, =

Desta forma usando a defini¢ao de v,, segue que v,, € E. Portanto,

/ |Vu|P~2VoVu,, dz = (p8 — (p — 1))/ |V VolP de
RN A
(3.22)
+mp/ Vol dz.
Bm

Aplicando esta fungao teste v, em (3.20), temos
/ (VP2 VoV, + VoVo, 4+ b(z)v,) de = / H(x,v)v,, dx.
RN RN

Agora, definimos
vlv|! em A,

mv  em B, =RY\A,,.

Wm

Desta forma, temos que

Blv/~'Vo em A,
Vg, =
mVuv em B,,.

Segue da definicao de w,,, que
/ V(z)w? (z)dr < 0o, wnlos,, = Wmloa,
RN
e, portanto segue que w,, € F. Observemos que

/ Vwp,|P de = Bp/ |v|p(5_1)|Vv|pdx+mp/ |VoulP dz. (3.23)
RN Am m
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Devido a (3.22) e (3.23) temos

/ \Vw, [P de — / |VuP2VoVu, dz = / (B8P —pB+ (p—1)) [p|PP V| VolP da.
RN RN A

Notemos que ¥ — pff + (p — 1) > 0. Usando (3.22), o fato de que Vv,,Vv >0 e
b(z)vv,, > 0, obtemos a seguinte desigualdade
(pB— (p— 1))/ [v|PP=D| VP do < / (V[P 2 VoV, + VoV, + b(z)vvy,) dz,
Am RN

a qual implica em

Pdx (B —pB+(p—1)) vP2VoVu vV ) T
/RN|Vwm| d S[ 03— (1)) +1]/RN(|V| VoV, + VoVu, + b(x) m)d.

Como estamos supondo que v é solucao de (3.20), segue que

/RN |V, |Pde < e _5(; ) fon H(z,v)v,de < (P H(z,v)v,, dz.

RN

Considere S a constante de Sobolev, a qual satisfaz
[ ullp < S/ |VuPdz  para todo u € DMP(RY).
RN

Usando a definicdo de w,, e a estimativa |H(z,s)| < |h(z)||s|P™", paratodo s € R,

(NN
[/ ]wm\p} < Sﬁp/ h(z)wh da.
RN
1

1
Se — 4+ — =1, entao pela desigualdade de Holder

/ |
Am

Como |wy,| < [v]? em RY e |w,,| = |v|’em 4,,, obtemos

_-pN 1
o] < s [ [ e
Am RN

Fazendo m — oo, temos pelo Teorema da Convergéncia Mondtona que

concluimos que

p*

(N—p)/N /¢
} < 5ol | [ lomPmas]
]RN

[lE2s < SBIRllgl1ol125,,

ou seja,

Nollpes < BYE(S|1R]1g) PP |[0]pga, - (3.24)
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Como pg > N implica em N/(N —p) > ¢, tomando 0 = N/(q:(N — p)), temos o > 1.

Vamos iniciar o processo de iteragao, considerando 5 = o em (3.24), temos: pg; 5 = p* e

o < V7 (S|[R][) 7 o], (3.25)
Agora, fazendo 8 = o em (3.24) obtemos pq,3 = p*o e
[ollproz < 0 (S]IAl,)" " (3.26)
Observemos que as desigualdades (3.25) e (3.26) implicam que
lollyor < 0% "7 (S]lhl|,)# (=) (3.27)

Continuando o processo de iteracdo, tomando 3 em (3.24) igual o/, podemos concluir que

) S T ARSI (S Rl o)

| (3.28)

Sabemos que

Portanto de (3.28) que

o/(oc— 2 -
< o7 (SRl

p*
para todo 5 € N, dai usando interpolacao podemos concluir que

loll: < o/ (S][hll,)

para todo i > p*. Além disso, temos que
lelle = lim [l
entao mostramos que a Proposicao 2.17 ¢é valida para
M = go/le-D? (SHth)l/(p(ff—l))

com

independente da solugao v, como desejado. ]
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Lema 2.18. Seja R > 1, toda solugdo de energia finita u de (AP2) tal que J(u) = my

satisfaz

1/p
ulloo < (Sﬂ) .
p—1

Prova: Considere as fungoes

H(z,t):=g(x,t) e b(x):=V(x),

onde a fungao g é a funcao considerada em (3.2). Observemos que se u é uma solugao

positiva para o problema auxiliar (AP2), entao u satisfaz a seguinte igualdade
~Apu— Au+b(r)u = H(z,u) emR"Y,
Das hipéteses (f1) e (f2), concluimos |H (z,t)] < |f(t)] < colt|”™!, e portanto,
|H(z,u)| < h(z)uf™ em RY
onde a funcao h é descrita por
[h(z)] = colulz)|""".

Notemos que como v < p* segue que 1/(y —p) > (N —p)/p? dai, p*/(v —p) > N/p. Por

célculos diretos temos que h € LY(RY) para ¢ = A N/p com
TP
2lly < <o (SQk:d)(V_p)/p.

O resultado segue da Proposicao 2.17. [ ]

Lema 2.19. Se v € E é um ponto critico do funcional J, entao v > 0.
Prova: Como v € EF é um ponto critico para J temos

0= (J'(v),v") = / (|VolP2VoVu~ + VoVu™ + V(z)|v[P~ 20 ) do — / g(x,v)v” dx

RN RN
> Vo~ [Pdz.
RN
Logo, |[v7||prr = 0 e consequentemente, v > 0. Pelo lema anterior sabemos que

v € L®(RY), usando os argumentos de regularidade desenvolvidos em [49] temos que

v € H2 (B)N H..(B) mais ainda, v € C>%(B) e o resultado segue da Versao fraca do

loc

Principio do Méaximo. ]
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Para obter a estimativa de decaimento para R suficientemente grande de solugoes
do tipo ”"Passo da Montanha’do problema auxiliar (AP2), vamos usar uma versao

generalizada do lema radial para o espaco D}*(RY)(cf.[12]):

Lema 2.20. (Lema Radial) Seja N > 3. Toda funcio radial u € D"*(RY) ¢ quase

sempre igual a uma funcao U(x), continua, para x # 0 e tal que

U ()| < Cwla| 2 ul | pragny, 2] 2 1, (3.29)

)7

onde Cy depende apenas da dimensao N.

Lema 2.21. Para qualquer Ry > R, seja u uma solugao positiva de energia limitada para
o problema (AP2) onde o potencial V é uma fun¢ao que satisfaz a condigcao (Vi). Entao

u satisfaz

w(z) < Onlz|® M2 2kd)?, qtp zeRV, |z > 1.
Prova: Segue do Lema radial 2.20 que
lu(x)] < CN|.T‘(27N)/2HU||D$,2(RN), qtp zeRY, |z| > 1. (3.30)

Além disso, sabemos que para R > 1, qualquer ponto critico positivo u associado ao

funcional J no nivel critico minimax m; satisfaz a seguinte estimativa
1/2
lulle, < (2kd)™".

Assim,

(2-N)/2 1/2 N
< Cn , .t ;x| > 1.
lu(z)| < Cy|z| (2kd) qt.p zeRY |z[>1

2.6 Prova do Teorema 2.1

Prova: Pelos Lemas 2.10 e 2.12, o problema (AP2) tem pelo menos uma solugao positiva
de energia limitada u € DY?*(RY)N DM (RY). Portanto, é suficiente mostrar que u satisfaz

a desigualdade

flu) < V](f)u em gtp z€RY, |z| >R
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Segue da Observagao 2.4 que existe uma constante ¢y > 0 tal que
1sf(s)| < co|s|”"  para todo s € R.

Em virtude do Lema 2.21 temos que

w N—2 N(p—2)+2p

p—2)+2p 2kd 1/2 N R N=p
S < co|u|N(NE)p+2 < ¢ (%) qt.p x € B(0).

u Rz o) "
N(p—2)+2p
(2kd)'*\ 77
Considere pp = kcy | —x—— . Notemos que R > 1 implica que pup < pj.

2

Considerando p > py. O resultado segue da hipétese (V4). ]



Capitulo 3

Ondas solitarias para uma classe de
equacoes de Schrodinger quase
lineares envolvendo potenciais que

podem se anular no infinito

O principal objetivo deste capitulo é mostrar a existéncia de solugoes fracas positivas para

a seguinte classe de equacoes de Schrodinger quase lineares da forma
—Au+V(z)u — [AW?)]u = h(u) em RY, (P)

onde N > 3, h satisfaz algumas suposi¢oes para garantir a geometria do "passo da
montanha”e V' é uma fungao continua nao negativa. Aplicamos o método do truncamento,
e obtemos uma classe de equacoes onde em principio o funcional associado I (u) nao esté
bem definido. Sendo assim, do ponto de vista variacional, a primeira dificuldade que
tivemos de lidar foi encontrar um espaco ambiente adequado com o objetivo de aplicar
métodos variacionais do tipo minimax a fim de estudar a existéncia de solugoes nao triviais
de (AP). Seguimos as ideias desenvolvidas por Liu, Wang e Wang em [38] fazemos uma

mudanca de varidveis, v = f!(u) (cf. 3.2) e passamos a estudar o problema (MP) o qual

estd bem definido no espago Orlicz-Sobolev (cf. [1])

E= {v c DY2RYY: [ V(z)f2(v)de < oo} :

RN
Mais precisamente, assumiremos que V : RY — R é uma funcao continua nao negativa

satisfazendo
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(V1) Existem g > 0e R > 1 tais que

.
RN+2 |zl|rifR|x|N+2V(x) =3

Seja 2* = 2N/(N — 2) o expoente critico de Sobolev. Foi provado num trabalho
recente de J. Liu et al. [38] que 2(2%) = 4N/(NN — 2) comporta-se como o expoente critico
para as equacdes de Schrodinger modificadas da forma Au + V(z)u — uA(u?®) = |ulP~*u
em RY no sentido de que esta equacao nao tem solucao positiva em H I(RN ) com
/ w?|Vul>dr < oo desde que x- VV(x) > 0 e p > 2(2*). Em virtude deste resultado,
éRrjlvatural assumir que h : [0,4+00) — [0,400) é uma fungdo continua que satisfaz as
seguintes condicoes:

sh(s)

4N/ (N—2)

(hy)  lim

s—0t

= 0.

(he) Existe p € (4,4N/(N —2)) tal que
sh(s)

lim sup ——
S—+00 sP

< Q0.
(hs) Existe 6 > 2 tal que
0 <20H(s):=20 /S h(t)dt < sh(s), Vs>0.
0
O principal resultado deste capitulo é estabelecido a seguir:

Teorema 3.1. Suponhamos que (V1) e (hy) — (hg) sao satisfeitas. Entao, existe p* > 0

tal que o problema (P) tem, pelo menos, uma solugao positiva para todo pn > u*.

Observagao 3.2. Apresentaremos a sequir um exemplo de func¢do que satisfaz mossas
hipoteses. De forma andloga, aos capitulos anteriores consideremos como exemplo uma
fungao h(s) com crescimento "critico’na origem e “subcritico”para valores s > 1. Mais

precisamente, para o > 2(2%) e p dado em (hs), a fung¢do
7l ose 0<s<1
P72 se s>1

¢ um exemplo de nao linearidade satisfazendo as hipoteses (hy)—(hs). Vimos nos capitulos

anteriores que se V : RY = R ¢ uma funcdo continua tal que

liminf V' (z) > 0,

|z|—o00
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entao a hipdtese (Vi) € satisfeita. Em  particular, isto ocorre quando V é
COETCIVO. Acrescentamos neste capitulo outro exemplo, consideramos V(x) =
pn(z) min{1, (R/|z|)N*?} para alguns p > 0, R > 1 en € C(RY[0,1]) tal que n = 1
em RM\B(0, R).

Observacao 3.3. 1. Concluimos das hipdteses (hy) e (he) que eziste uma constante

real co > 0 tal que
Ish(s)] < co|s[*®) e |sh(s)| < cols|P™!  para todo s € R.
2. A condigio (Vy) garante que Z = {x € RY : V(z) = 0} C Bg(0). Portanto, Z € um
subconjunto compacto de RY.

Usamos métodos variacionais, a fim de provar a existéncia de solugao de (P) e dividimos

nosso argumento em varias etapas.

Passo 1: Método de Penalizagao: O funcional modificado.

Passo 2: Mudanca de Variavel.

Passo 3: Geometria do passo da Montanha.

Passo 4: Condicoes de compacidade de Palais-Smale.

Passo 5: Existéncia de ponto critico via Teorema do Passo da Montanha.

Passo 6: Estimativa L™ —.

3.1 Meétodo de Penalizacao

Uma vez que nosso objetivo é provar a existéncia de solugoes positivas para (P), definimos
h(t) = 0 para todo t < 0. Observamos que pela hipdtese (hi) a fun¢ao h é continua em
R. Considerando H(s) = / h(t) dt, notemos que formalmente (P) é a equagao de Euler-
0
Lagrange associada ao funcional de energia
1 2 2 1 2
I(u) == (1+20uf) | Vu | do+ = V(z)|ul|® do — H(u)dx,
2 RN 2 RN RN
mas o funcional / nio estd bem definido em H'(R") devido ao termo |ul*|Vu|*. Mais

ainda, temos as seguintes dificuldades: perda de compacidade, pois nossa equagao (P)



78

estd definida em RY e o fato do nosso potencial V (x) poder se anular numa vizinhanca
proxima da origem ou no infinito. Assim, faremos algumas modificagdes apropriadas para
obter uma nova classe de problemas aos quais poderemos aplicar o argumento do passo da
montanha. Para isso, vamos primeiro considerar uma reformulacao do problema depois
de uma discussao introduzida por del Pino e Felmer [25]. A partir de agora, consideramos
A = Bgr(0) com a constante real R > 1 dada pela condi¢ao (V7). Denotamos por xu
a funcdo caracteristica do conjunto A C RY. Para k > 20/(f — 2) > 2 consideremos a

seguinte fungao de Carathéodory nao negativa b (]RN \ A) xR = R,

R(x,t) == min{h(t), (V(z)/k)[t]},

eg:RY xR =R,
gz, t) = xa(@)h(t) + (1 — xa(@)) h(z,1).

Em seguida, considere o seguinte problema auxiliar

—Au+V(z)u — [AW?)|u = g(z,u) em RY,
u>0 em RY, (AP)

u € DY(RY).
Definindo H(z, s) = /sﬁ(x,t) dt e G(z,t) = /sg(x,t) dt, obtemos
G, ) = xa(@) H() + (1 = xa(w)) H(w, 1)

Notemos que formalmente (AP) é a equacao de a equagao de Euler-Lagrange associada

ao funcional
1 1

I(u) = —/ (1+2/ul’) | Vu [? dx+—/ V(z)|ul|? dx—/ G(z,u)dx.
2 RN 2 RN RN

Como o funcional I nio estd bem definido no espaco H'(RY) temos que realizar uma
mudanca de varidveis adequada para obter uma nova classe de problemas livres do termo
|u|?|Vu|? e os funcionais associados estdo bem definidos numa nova classe de espacos de

funcoes a ser definida na préxima seccao.
Observacao 3.4. Propriedades basicas da func¢ao auxiliar g sao listadas abaizo:
1. 0 < g(x,t) < h(t) para todo v € RN et € R.

2. g(z,t) = h(t) e G(x,t) = H(t) para todo z €A eteR.
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3. 0<g(z,t) < (V(z)/k)|t| para todo z€R¥\AetcR.

3.2 Mudanca de Variavel

Os nossos argumentos baseiam-se nos métodos variacionais, no entanto, deve ser salientado
que nao podemos aplicar diretamente tais métodos, ja que, o funcional natural associado
T ndo estd bem definido nos espacos de Sobolev usuais. Para superar esta dificuldade,
seguimos a ideia desenvolvida por Liu, Wang e Wang em [38], isto é, fizemos a mudanga

de varidveis v = f~'(u), onde f é definida por

, 1
ft)= (1 +2f2(t))1/2 em [0,00),
ft)=—f(=1) em  (—oo0,0].

~

Assim, ap6s a mudanga de variaveis, a partir de /(u) obtemos o seguinte funcional

T =T = 5 [ (VeP+ V@) de- [ Gl pw)ae.

2 RN

o qual estd bem definido no espago Orlicz-Sobolev (cf. [1])

E= {v c DY (RY) : /RN V(z)f*(v)dae < oo} .

Mais ainda, E é um espago de Banach (cf. Proposigao 3.7) quando munido da norma (cf.

Proposicao 3.6)

. 1 2
v lle=1 Vo |l +inf = {1+/R V(z)f (ev)dx}. (4.1)

N

Além disso, os pontos criticos nao triviais de .J correspondem precisamente com as solucoes

fracas positivas das equacoes

—Av = f'(v)[g(z, f(v)) = V(2)f(v)] em RV (MP)

Como em [30, Proposicao 2.4] vemos que se v é uma solugao fraca para (MP) entao
u = f(v) é uma solugao fraca para (AP). Nosso objetivo aqui é provar a existéncia de

um ponto critico v de J satisfazendo g(z, f(v)) = h(v).

Proposicao 3.5. Propriedades basicas da mudanca de varidveis f(t) sao listadas abaizo:
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(1) f € C*, invertivel e unicamente definida.
(2) |f'(t)] <1 para todo t € R.

(3) |f(®)] < |t| para todo t € R.

(4) f(t)/t = 1 quando t — 0.

(5) f(t)/Vt — 2% quando t — +oo.

(6) f(t)/2 <tf'(t) < f(t) para todo t > 0.
(7) |f(t)] < 2Y4[t|*? para todo t € R.

(8) a fungdo f*(t) é estritamente conveza.

(9) existe uma constante positiva C' tal que

cl, <1

f()] =
Clt|V?, |t > 1.

(10) existem constantes positivas Cy e Cy satisfazendo

t| < Cy|f ()] + Co| ()| para todot € R.

(11) |f(®)f ()] < 1/V2 para todo t € R.

(12) f2(A\s) < N?f2(s), para todos €R e X > 1.
(18) A funcdo f(t)f' ()t € decrescente para t > 0.
(14) A fungao f2(t)f (t)t™" € crescente para t > 0.

Prova: A prova dos itens (1)—(11) e (13)—(14) pode ser vista [27, Proposition 2.2,
Corollary 2.3] (veja também [19, 38]). No caso do item (12), uma prova pode ser

encontrada em [30, Lemma 2.1]. [

3.2.1 Propriedades do espaco de Orlicz-Sobolev F

Nesta secao, recordamos alguns fatos ja demonstrados em artigos sobre o espaco de Orlicz-
Sobolev E, ver por exemplo Liu, Wang & Wang [38], do 6 & Severo [27], que sao cruciais
para o nosso argumento cuja finalidade é provar a existéncia de pontos criticos para o

funcional J. Os préoximos resultados sao essenciais para a estrutura do nosso trabalho.
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Proposicao 3.6. (1) E dotado da fungao definida em (2.1) é um espa¢o normado,

(2) Existe uma constante positiva C' tal que para todos v € E,

/RN V(x)f?*(v) do

]1/2 < Clfo]le; (42)

1+ [ V(z)f*(v) da

RN

(3) Se v, = v em E, entdo

[, V@) - £eld -0

[ V@l = Pz =0

(4) Sewv,(z) = v(x) ¢tp ze€RY e
[ v@se)a [ vere,
entao

inf L {1 +/RN V() f2(E (o — v))dx} 0.

>0 &
Prova: Os itens (1)-(3) podem ser provados usando os mesmos argumentos que em [27,
Proposition 3.2].
Precisamos provar o item (4). Em primeiro lugar, observa-se que ¢ suficiente para provar
que

/RN V(z)f*(v, —v)dx — 0. (4.3)

De fato, se ocorrer essa convergéncia, para todo A > 1 dado decorre da Proposicao 3.5,

Item (12), que

2

/\‘1{1+/RN V() £2 (v — ) dx} < §+A— V()2 (0, — ) dz <

)\ RN

> o

para n > ng(A) suficientemente grande. Entao

inf1 [1 +/ V(z)f*(E(v, —v)) dx} < z para todo n > ny.
. )\

€0 ¢&

Isto implica que,

0 &

inf = {1 + /RN V() f2((on — ) dx} 0.
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Agora, provaremos (4.3). Do mesmo modo que em [38, Proposition 2.1], temos que
V(z)f*(v,) é assintoticamente equi-continuo na integracdo, isto é, para cada ¢ > 0,

existem § > 0, ng € N tal que se U C RY, |U| < § e n > ng, entdo
/ V(z)f*(v, —v)de < e.
U

Seja ¢ > 0. Considere r > 0 e A = B[0,7] € R tal que / V(z)f*(v)de < /2.
RN\ A
Temos que

/R LY@ F(vn) dz — V() f2(v) da

RN\ A

e entao

/ V(z)f*(v,)dr < e para n suficientemente grande.
RN\A

Usando a convexidade da funcio f* e o Item (12) da Proposicao 3.5, obtemos

/ V(z)f* (v, —v)da < / [V (z)f*(20,) + V(z) f*(20)] d=
RN\ A RN\ A

(AN
N~ N~

/RN\A [V (2) f*(va) + V(2)f*(v)] dz < 4e paran

suficientemente grande. Por outro lado, pela equi-continuidade da integral, existe uma

constante § > 0 tal que se U C RY com |U| < § entdo
/ V(z)f*(v, —v)da < e para n suficientemente grande.
U

Para o conjunto Z = V~*(0), definido na Observacio 3.3, existe um nimero real a > 0

suficientemente pequeno
2o = {z € RY : dist(v,2) <a} C B(O,R) e |Zy—2Z|<6/2.

Como V(x) > 0 no conjunto compacto A\ Z, = AN ZS, temos ¢ = g{izn V(z) > 0.
Considere os conjuntos A,; = {z € A : |v,(x) —ov(z)| > a} e Ao = {x € A :
|vn(2) — v(z)] < a}, com a > 0 a ser escolhido apropriadamente. Notemos que
/ V(z)f* (v, —v)da < / V(z)f* (v, —v)da + / V(z)f*(v, —v)da
An,l ZamAn,l ZﬁﬁAn,l

e, pelo fato de f? ser uma funcao par e crescente para t > 0, obtemos

C> /]RN V(z)f* (v, —v)da Z/Z V(@) f2 (0, — v)dz > CfHa)|2E N Anal.

&NAn1
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Usando que f%(t) > ¢|t| para todo |t| > 1, podemos escolher a > 0 tal que C ((fz(a))_1 <

d/2. Deste modo,
|ZC N An,1| = |Zg N An,ll -+ | (ZQ\Z) N An,1| < 0.
Portanto, concluimos que

/ V(z)f*(v,—v)do = / V(z)f*(v,—v)dr < e para n suficientemente grande.
An,l

ZCﬁAn,l

Por outro lado, pelo teorema da convergéncia dominada de Lebesgue, temos

/ V(z)f*(v, —v)da — 0.
An,2
Assim,

/RN V(z)f* (v, —v)dz = /A V(z) (v, —v)dz + / V(@) (0 — v) de

RN\ A

< /An,l V(z)f* (v, —v)da + /Am2 V(@) £2(vn — v) d + 4e < 6

para n € N suficientemente grande. Este resultado implica (4.3) e, desta forma,

completamos a prova desta proposicao. [ |
Proposicao 3.7. E é um espaco de Banach.

Prova: Notemos primeiramente que a aplicacdo: v — f(v) de E em L*?)(RY) é
continua. De fato, como |f(t)] < c¢y/|t| paratodot € Re |V (f*(v))| = 2|f(v)f (v)||Vv| <
|Vl para todo v € E, obtemos f?(v) € D**(R™). Entdo, pela desigualdade de Sobolev-

Gagliardo-Nirenberg, obtemos

2 < CVA)]Y? < O[Volly* < Cllo| | para todo v € E.
(4.4)

1 ()ll2@ = II1F*(v)

Seja (v,) uma sequéncia de Cauchy em E. Usando o mergulho continuo
E < D" (RY) — L* (RY), (4.5)

e a completude de D*(R"), temos que existe v € D**(R") tal que v, — v em D"?*(R")

e v, — v q.t.p x € RY. Pela desigualdade (4.2) da Proposicio 3.6 obtemos

/RN V(z)f*(v,)do < C
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a qual juntamente com Lema de Fatou implicam

/RN V(z)f*(v)dz < liminf/RN V(@) f2(v,) dz < C,

n— oo

e consequentemente v € E. Pela desigualdade (4.2), dado € > 0, existe ny € N tal que
/ V(z)f*(v, — vp)doe < e paratodo n,m > ny.
RN
Fixando m > ng e aplicando o Lema de Fatou temos

/ V() f2 (v —v)dr < liminf/ V() f*(vm — v,) da < g,
RN RN

n—oo
a qual implica que

lim V(2)f* (v, —v)dz = 0.

m—0o0 RN

Por conseguinte, de forma andloga ao estabelecido na prova do Item (4) na Proposigao

3.6, obtemos
1
inf — |1 2(E(vy —v))dz| —
wt g |1+ [ Ve - e s o
e consequentemente v, — v em FE, e portanto £ é um espaco de Banach. [

3.3 Estrutura do tipo Passo da Montanha para o
funcional J

Resultados de Regularidade

Proposicao 3.8. O funcional Euler-Lagrange J associado a (MP) satisfaz as sequintes

condicoes:
1. J estd bem definido e € um funcional continuo em E.

2. J € Gateauz-diferencidvel em E e sua derivada € dada por

J'(v)(w) = /RN (WVw + V(%)f(@)f’(ﬂ)ﬂ)) dz — / g(z, () f'(v)wdz

RN

para todo v, w € F.

3. Parav € E, J(v) € E' e sev, — v em E entio J' (v,) — J'(v) na topologia fraca-*

de F', isto é, para cada w € E temos

(J'(vn), w) = (J'(v), w).
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Prova: A prova desta Proposicao é essencialmente a mesma feita em [27, Proposition

2.5]. [

Geometria Passo da Montanha

E padrao para provar que J satisfaz as condigoes geométricas do tipo passo da montanha.
Incluimos a prova aqui para referéncia. Para o préximo resultado que consideramos o

funcional @) : £ — R definido por

Q)= [ (VP + V@ Fw) do
e o conjunto
S(p) = {ve B Q) = 2.
Lema 3.9. O funcional J tem a geometria do Passo da Montanha, ou seja, J satisfaz:

1. Ezistem p, o> 0, tais que J(v) > o se v e S(p).

2. Eziste p € E tal que J(tp) — —o0 quando t — +oc.

Prova: Uma vez que G(z,t) < H(t) para tdo v € RY e t € R, para v € S(p) temos

I0) = 5Q0) ~ [ Gl f)de= 30— [ H(fw) s

RN 2 RN

Pela Observagao 3.3 e Item (7) da Proposigao 3.5 temos que
H(f(t)) < élf(t)*?) < C|t|* para todo t € R.
Entao, usando a desigualdade de Sobolev, obtemos

1 . 1 . 1 .
) 2 50" = C/ [V de > < p? = CQU)/2 = p? (5 = Cp* 2.
2 RN 2 92

Escolhendo p > 0 tal que (1/2) — Cp* =% > 0, concluimos a primeira parte da prova.
Agora, provaremos o Item 2. Segue da hipdtese (hs), a famosa condigao de Ambrosetti-

Rabinowitz, que existem constantes reais positivas C7, Csy tais que

H(s) > Cys* — Cy paratodo s> 0. (4.6)

Escolhendo uma fungao ndo nula ¢ € C5°(RY,[0,1]) tal que supp(¢) C A, temos que

(4.6) implica

2

It < 5 [V P V@) ¢ F) do=Cr [ Ifo)do+Calal
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onde |A| denota a medida de Lebesgue de A. Usando a propriedade (6) da Proposicao
3.5, segue que f(s)/s é decrescente para s > 0. Desde que 0 < tp(z) <t parax € A e
t >0, obtemos f(tp(z)) > f(t)e(x), e entao

2

20
J(ty) < % {/A (| Ve > +V(2) | ¢ |?) dz — C’lf(ttz) /A 2 e + —|A|]

Uma vez que § > 2 e f(t) > C+/t para alguma constante real positiva e todo ¢ > 1,

concluimos
t 20
lim f(t) > C lim t'7? = +00.
t—>+oo 12 t——+o00
Assim, obtemos tlim J(tp) = —o0, como desejado. [
—00

3.4 Condicao de Palais-Smale para o funcional J

Lema 3.10. Suponhamos que (hy) — (h3) valem. Entdo qualquer sequéncia Palais-Smale

para J € limitada em E.

Prova: Seja (v,) C E uma sequéncia (P.—S.) para J, assim dado 6 > 0 para n

suficientemente grande temos

J(vn) — %(J'(Un), on) <6 || v || +. (A7)

Usando o Item (6) da Proposicao 3.5 obtemos 0 < f(t)f'(t)t < f*(t), para todo t € R.

Segue da Observacao 3.4 que

219 [20H (f(va)) = 2h(f (va)) f' (vn)vs] dz
- L (9ul V) a

Como k > 260/(0 — 2), usando a hipétese (h3) vemos que

J(0n) — %(J’(vn),vn> > % /R (Ve + V@) ) de (4.8)

Usando a desigualdade elementar s'/? < 1+ s? para s > 0, obtemos a seguinte estimativa

1/2
| v |l < (/RN \ande) +1+ /RN V(z)f2(v,) da »

<24 /RN (|wn|2 n V(x)fQ(vn)> de
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Escolhendo § > 0 tal que C(0,6) :=1/(2k) —d > 0 e usando (4.7)-(4.9), concluimos que

25—1—020(9,5)/

R

(IVenl? + V(@) f2(v0) ) dz,
N
a qual implica que

/RN <|an|2 + V(:B)f2(vn)> de < C =C(6,c).

Da estimativa (4.9) obtemos que (v,) ¢ limitada em E. |

Lema 3.11. Suponha que (hy) — (hs) valem. Entao J satisfaz a condigcao de Palais-
Smale, isto €, se (v,) C E € uma sequéncia Palais-Smale arbitrdria para J entao existe

uma subsequéncia de (v,) que converge em E.

Prova: Seja (v,) C E uma sequéncia (P.—S.) para J. Devido ao Lemma 3.10 sabemos
que (v,) é limitada em E, e portanto em D"?(R"). Desta forma podemos assumir que

existe v € DM?(RY) tal que
v, =v em DYRY), wv,—~v em L¥RY), e ov,(z) = v(x) qtp em RN
Dai, pela desigualdade (4.2) e pelo Lema de Fatou podemos concluir que

/RN V() f*(v) do < liminf /RN V(x)f2(v,) dz < C,

n—o0

a qual implica que v € E. Agora, como f? é convexa vemos que o funcional Q(u) é

convexo e entao, por [36, Lemma 15.3], temos

1

1 1 ,
EQ(U) - 5@(”71) > 5(@ (Un), v — vp)

= Vu, (Vv = Vu,)dz + / Vi(x)f(vp)f (vn) (v — vy,) da.

RN RN

Assim,

%/]RN (|VU’2 + V(Jf)f2(1j)) dx — %/RN (‘V’Un|2 4 V(x)fQ(Un)) de (4 10)

> / 9 F) ()0 = wn) T (w0), 0 = )

Necessitamos estimar a sequéncia de integrais / gz, f(v) f'(va)(v — v,)dz. Em
RN
principio, observamos que g(z, f(vn)) f'(v,) é limitada em L*/N+2(RN). De fato, usando

a Observacgao 3.3 e 3.4 e a Proposicao 3.5 vemos que para todo t € R,

0 < gla, F(E)F'(t) < h(FEDF (1) < cl FO)PETNF(@E) < el fRPEY < Ot
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Como (2" — 1)2N/(N +2) = 27, usando a desigualdade de Sobolev obtemos

/ l9(x, f(vn)) f (va) PV F2) d < C/ 0" dz < OVl < Cllunl[f; < C".
RN RN
Para cada € > 0, seja r > R tal que
1/2* -
max{[Qk/(k — 1)]w]1\,/NC, C’} (/ | v(x) |* dx) < 2 (4.11)
|z[>r

onde C' é uma constante positiva tal que C' > || v, || para todo n e wy é o volume da
bola unitdria em RY. Para este r temos

€

/|>2 9z, fw)) ' (n)olda < [lg(z, foa)) ')l 2vrocen @loll 2 @5, < -

Seja n =n, € C(RY,[0,1]) uma funcio que verifica supp(n) C B$(0), n = 1 in BS,(0)
e | Vn(z) |< 1/r para todo x € RY. Como (v,) é limitado em E, a sequéncia (nv,) é

também limitada em E e entdo (J'(v,), (nv,)) = 0,(1), isto é,

[ 905 0) + Vi) £ o)) do = [ (roate. f(0.))1 ) de + 0,(1).

Uma vez que n = 0 em B,.(0) e A = Bg(0) C B,(0), a ultima desigualdade combinada

com a propriedade dada no item (3) da Observacao 3.4 obtemos
[ I 9u P V@ e da
z|>r

1 /
< z /x|>r nV (x) f(v,) f (v,)v, da —/ v, Vu,Vndz 4+ 0,(1)

|z|>r

assim,

(1 _ %) /| 1 Ve P V@) ] 4

1

(4.12)
< —/ | v, || Vo, | doz 4 0,(1).
r<le|<2r

r

Notemos que H'(By,(0)) = D"*(Ba,.(0)), portanto v, € L*(By,.(0)) e pela desigualdade

de Holder concluimos

1/2
[ taletaes vl ([ jupa)
r<la|<2r r<le|<or

Como v,, = vem H 1<B2T\Br> devido ao Teorema de compacidade de Rellich-Kondrachov
temos v, — v em L°(By, \ B,), passando a uma subsequéncia, se necessario, para todo

1 < s < 2. Usando que ||Vu,||s < C, concluimos

1/2
limsup/ | vy || Vo, | do < C </ | v 2 da:) : (4.13)
n r<l|z|<2r r<|z|<2r
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Por outro lado, usando novamente a desigualdade de Holder

1/2
(/ | v |? dx) < (/ | v
r<|z|<2r r<lz|<2r

Lembrando que | By, \ B, | <| By, | = wn2¥r", das estimativas (4.13) e (4.14) obtemos

1/2*
2 dx) | By \ B, |VV (4.14)

1/2*
lim sup/ | v || Vu, | do < 207“(,0]1\[/]\[ </ v ¥ dx) : (4.15)
r<|z|<2r r<lz|<2r

n

De (4.11), (4.12) and (4.15), segue que

limnsup/||> n (| Vo, |2 +V (@) f(vn) [ (va)vn) dz < Z

Como g(z,t) < (V(2)|t|)/k em RN\ B,, n =1 em R\ By, e¢ k > 1 obtemos

0< limsup/|| g(z, f(v)) ' (vp) v, dz < Z (4.16)
x|>2r

n

Agora, usando (h;) — (hy), o mergulho compacto H'(By,) < L%%(BQT) e o Teorema

da Convergéncia Dominada, concluimos que

g(@, f(va))f (va) = g(z, f(v)f'(v) em L*NNF(By,).

Pela desigualdade de Holder e ||v — v, ||2+ < Cf, segue que

lim 9@, f(vn))f'(vn) = g(z, f(0)) f'(v)] (v = vn) dz = 0. (4.17)

Finalmente, (4.16) and (4.17) resultam em

lim [ [g(z, f(vn)) [ (va) = g(x, f(0)) f'(0)] (0 = vn) dz = 0. (4.18)

n—oo RN

Desta forma, passando o limite em (4.10),

lim inf |V, |>do + lim inf V(z)f*(v,) dr < / |Vo|* dx +/ V(z)f*(v)dax.
RN RN RN

n—00 n—o0 RN

Por outro lado, pela semicontinuidade fraca inferior da norma e pelo Lema de Fatou temos

/ \Vv\degliminf/ |Vv,|* dz
RN n—oo  JpN

V(z)f*(v)do < liminf V(z)f*(v,)dr.

RN n—o0 RN

Portanto, devemos ter

liminf/ |an]2dx:/ (Vo|* da
n—oo RN RN

lim inf /[R V(@) n) de = /R V@)

n—oo
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Usando o Item (4) da Proposigao 3.6, a menos de subsequéncia, obtemos

inf 1 [1 + /RN V(@) f2(E(vn — v)) dz | = 0

€0 &
a qual implica que v, — v in F. ]
A seguir, denotaremos por B a bola unitiria em RY, isto é B = B1(0), e por

Iy : Hy(B) — R o funcional
1
() =5 [ (1V0 P+ mpx (V@) 1) £(0)) do— [ H(f(0)) do.
B B
Usando argumentos analogos aos da Proposicao 3.9 vemos que Iy tem a geometria do passo
da montanha e entao, o nivel do passo a montanha associado a I esta bem definido, isto
¢,

d = inf max Iy(y(t)),

~v€lp te(0,1]

onde
Lo = {7 e C([0,1],Hy(B)) :7(0) =0 e ~(1)=e},

com e € Hy(B)\ {0} verificando Iy(e) < 0.

Observacao 3.12. Notemos que J(u) < Iy(u) para todo u € Hy(B). Em particular,
temos que J(e) < Iy(e) < 0. Denotamos por my o nivel do passo da montanha associado
com J, isto é,

— inf J((t
my = inf max (v(t)),

onde
D= {yeC(01LE):7(0)=0 ¢ ~(1)=eb

Observemos que 0 < my < d.

A fim de provar a existéncia de um ponto critico para .JJ usamos a versao mais geral do
Teorema do passo da montanha (cf. Proposi¢ao 2.14, capitulo 3), que é uma consequéncia
do Principio Variacional Ekeland desenvolvido em [9] (cf. [22], [36], [48]). Enunciamos,

portanto, o seguinte resultado de existéncia:

Proposicao 3.13. Ezxiste ¢ € E\{0} um ponto critico para J tal que J(p) = m.

Prova: Este fato segue diretamente da Proposicao 2.14, capitulo 3. [ ]
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3.5 Estimativas a priori

Lema 3.14. Seja v € E um ponto critico do funcional J no nivel minimax my. Entdo v

satisfaz a estimativa
lvle < 2+ 2kd.
Prova: E suficiente combinar (4.8), (4.9) e o fato que m < d. [

A préxima proposicao € crucial para nossos argumentos porque estabelece uma
importante estimativa envolvendo a norma L*(RY) da solucdo v do problema auxiliar
(AP). A seguinte proposi¢ao é uma versao adaptada ao nosso problema do resultado

devido a Brézis e Kato (c.f. [16]).

Proposicao 3.15. Seja a € LQ(RN), 2q > N, ev € E uma solugao fraca do problema
—Av+ V(@) f()f'(v) = g(x, f(v))['(v) em R (4.19)
Suponha que
lg(x, f(v))] < al@)|v], qtp xcRYN.

Entao existe M = M(N,q,||al|,) > 0 tal que

[V [loo <M |02 (4.20)
Prova: Para cada m € Ne 8 > 1, seja
Ay = {2 eRY :|v(z) [Pr< m},

and
v]v PP em A,

Um
m2v em B, =RY\ A,.

Pela defini¢ao de v,, temos Umlpp, = Um|ga, s € €NtAO Uy € Dl’z(RN). Mais ainda, como
m m

|vyn| < m?|v|, para cada m € N obtemos

/RN V() f(vy)de < m? V(z)f?(v)de < oo

RN
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a qual implica que v,, € E. Calculando Vuv,,, temos
26—-1)|v PPV Vv em A,
Vo, =
m?*Vu em B,,.

e portanto

VoVu,de = (208 — 1)/ | v PPY| Vo |? de +m2/ | Vo |? dz. (4.21)
B

R N m m

Aplicando esta funcao v, em (4.19), concluimos que

|, (@0% 04 V@@ @) de = [ gle f@)f @, de

Além disso, definindo

v|v|? em A,
W =
muv em B, =RY\A,,

segue que w,, € E e

Blv|"' Vv em A,
Vw,, =
mVuv em B,,.

Observemos que

/ | Vo, |2 do = BZ/ | v PPY v | d$+m2/ | Vo |* dz. (4.22)
RN Anm Bum

De (4.21) e (4.22) concluimos

/ | Vw, |? do — VoV, dx :/ (B> =28+1) |v 26D vy ? da.
RN RN

Am

Usando (4.21), obtemos a desigualdade

<2B — 1) /Am | v |PPD| Vo |? de < /RN (VoVo, + V(z)f(0)f (v)v,) dz,

a qual implica em

/RN | Ve [ dr < {% - 1] /R (VoVuu + V(@) f(0) [ (v)vm) da.

Como (4.19) vale para v, segue que

2 52 / 2 /
[ Ve P e < o [ e f@) e < 8 [ gt @) @ de
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Seja S a melhor constante que verifica

vz < S/ | Vo | dz para todo v e DY(RY).
RN

Pela definicao de v, obtemos |v,,| < [v]**71in RY e entdo |g(z, f(v))f (v)vm| < a(x)|v]?.
Dai, para ¢; > 1 tal que (1/q1) + (1/q) =1, 0 = 2" /(2¢q1) > 1 e 8 = o, da desigualdade
de Holder obtemos

[ ren

(N-2)/N
z dx]

< 552/ a(z) | v |* do
RN

1/q1
< S8 all U o o0 dw} -
RN

Como |wp,| < [v]? in RY € |wp| = |[v]? em A,,, segue que

i (N-2)/N 1/q1
el < s laly | [ 1o ad

Fazendo m — oo, temos pelo Teorema da Convergéncia Mondtona que
lv 5. < S8l allgll v 35,
e portanto
Lol < BY2(S 1 ally)® || v llapg, - (4.23)
Em outras palavras, v € L7 (RY) e

g < V(S a7 v

o | (4.24)

I'v

Supondo 3 = ¢* em (4.23) obtemos 2¢, 8 = 2*c and

2 0.2
[0 llaoz < 0¥ (S| all)”® )| vlae (4.25)
As desigualdades (4.24) e (4.25) implicam que
1,2 1(1, 1
|0 laso2< 0745 (S [ a 1) 37 | o (4.26)

Pelo argumento de iteracdo, substituindo 3 por o7 em (4.23), concluimos que

peoi < 051D (5 [ a [|,)2 E= D) |y e (4.27)

v

Uma vez que

=]

Z;:(U—l)2

=1
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segue da estimativa obtida em (4.27) que
o/lo— 2 1/(2(c—1
[0l < 0”5 (S a0 lae,
para todo 5 € N. Lembrando que
lvle = lm vl
e o =2"/(2q;) > 1, podemos concluir que a Proposicao 3.15 é vilida com
M = go/=1)? (S| a Hq)l/(Q(U—l))
notemos que M = M(N,q, ||al|,)- [

Lema 3.16. Se v € E ¢ um ponto critico do funcional J, entdao v > 0.

Prova: Como v € E¥ é um ponto critico para J obtemos

0= (J'(v),0") :/

RN

(|VU_|2 + V(x)f(v‘)f’(v‘)v‘) dz > / Vo~ |*dz,

RN
a qual implica |[v”||pr2@y) = 0 e entdo v > 0. Como v € L*(RY) o resultado segue do

Principio do Maximo. [

Lema 3.17. Ezxiste M > 0 tal que
lvle < M
para qualquer R > 1 e qualquer solugao v de (M P) tal que J(v) = my.
Prova: Como 0 < g(z,t) < h(t) < ¢o|t|P~? para todo t € R, obtemos
l9(@, f(0))] < col f(0)[P72 < 240 0|22 < a(a) o]
onde
alz) = 2Y4¢|v(z)| P72,

Célculos diretos mostram que a € LY(R") para ¢ = 2(2*)/(p — 4) > N/2. Entdo, usando

a desigualdade de Sobolev e o Lema 3.14 obtemos

lally < 2ol v £ < 2c0 (S22 + 2h)) ™.



95

Agora, para M dado na Proposicao 3.15 concluimos

g'o'—2 1 20’—1
M vl = o/ V(S )" o

2*

< 07OV (2800 (S22 + 2kd)) PV (6172(9 1 o)) = N

com o = 2*/(2q1). Observemos que M nao depende de R > 1 ou v e satisfaz as condigoes

desta proposicao. Desta forma, o resultado segue da Proposicao 3.15. [ ]

Lema 3.18. Seja v € E uma solugao positiva para (MP) com J(v) = my. Entio v

satisfaz B
N—2 N—-2

< B0 BT

|z [N-2 |2 [N-2

para todo = € R\ {0}.

Prova: Considere a fun¢io harmonica ¢ : (R \ Bg(0)) — R dada por

RN2 ” v ”oo

@/J(ZE) = |ZL‘ |N—2

Como ¥ > 0 obtemos

~awt (1= ) V@O 2 0

Agora, tomando como fungao teste

(v—1)T se xRN\ Bg(0),
se x € Bg(0).

o=

Observemos que v < v em dBx(0) entdao podemos concluir que ¢ € D**(R™). Além disso

T)(6) - / @) i) £ we <o.

RN\BR(0)

Considere 2 := {z € R" \ B(0) : v > ¢}. Dai, combinando estas estimativas, obtemos

02 (Vo= Vot (1- 1) VU0 - Fw)f @)ods

1
> [ (1-3) veuwro - sorwhsd.
Q
Usando que f?(t) é estritamente convexa, temos que ff’ é uma funcao decrescente e entao

a tltima integral é ndo negativa. Assim o conjunto Q = {z € RN\ Bg(0) : v > ¢} é

vazio. E portanto, a prova esta completa. [
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3.6 Prova do Teorema 3.1

Da Proposigao 3.13, o problema (MP) tem uma solugao de energia limitada v € Dl’Z(RN)
a qual é uma fungao positiva. Portanto, pela definicao de g, para mostrar que f(v) = u

é solugao do problema (P), é suficiente provar que f(v) satisfaz a desigualdade

rw) < D750) em RN\BA().

Das hipéteses (hy) e (hs), existe uma constante real ¢y > 0 tal que
| sh(s) |[< ¢ | s [*®)  paratdo seR.

Segue do Lema 3.18 que

h(f(v)) 2N 44
f(U) < | f(’U) |

N RN+2
< 200\v|%§ 2COMN+2||—N+2 para todo |z |> R.
x

N

N+

Agora, sejam p* = k2coM NI e p > p*. A hipétese (Vi) completa a prova.



Capitulo 4

Ondas estacionarias para um sistema
de equacoes de Schrodinger nao

lineares com potencial nao negativo

Neste trabalho, estudamos a existéncia de solugoes para equacoes de Schrodinger

acopladas nao lineares da forma
[ _Au+ V(z)u = K(z)F,(u,v) em RY,
—Av+V(z)v = K(2)F,(u,v) em RY,

w>0, v>0 em RY,

u, v € H'RY),

\
onde N >3 e F : ([0,00) x [0,00)) — R é uma funcdo p-homogénea de classe C' com
2<p<2e2"=2N/(N —2) o expoente critico de Sobolev.

Neste capitulo, assumiremos que V, K : RY — R sio funcoes continuas, limitadas e

nao negativas que satisfazem as seguintes condigoes:

(Vo)

A= [1(w, )II3 >0,

inf
{(uw)eH,||(u,0)||[L=1}
onde

H = {(u,v) c H'RY) x HY(R") : /RN V(z) (v* + %) do < +oo}

¢ um espaco de Hilbert quando dotado do seguinte produto interno

(1, 0), (69t = / (VuVé+ V(w)us + VoV + V(ehg) dz, ¥ (u,0),(6,0) € H

RN
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e da norma proveniente deste produto interno
[1(w, ) = / (| Vu[* +V(@)u*+ | Vo [P +V(2)v?) de, VY (u,0) € H
RN

e L = L*(RY) x L*(R") equipado com a norma proveniente do produto interno usual
1w, I = lullZo@ny + 1[V][Z2@w)- (cf [46])
Para o potencial V' e a funcao K, primeiramente, assumimos que
(V1) Existem A > 0 e R > 0, tais que

K(x) # 0 para algum z € Bg(0) e

0<p< K@<V <A ¥l >R,

onde Bg(0) denota uma bola unitaria em R com raio R centrada na origem. Impomos

também para a fun¢ao K, uma hipdtese similar usada em [4], denominada,

R2(N—2)

(V4) Existem v > p e R > 0, tais que sup K(:L‘)WTQ) <.

|z[>R
A fim de obter o nosso principal resultado, vamos apresentar as hipéteses sobre a nao

linearidade F'(u,v) que assumimos ao longo deste capitulo:

0 . , OO X , OO — € uma runc¢ao p- omogenea e classe com < P < R
Fy) F: ([0 0 R é funcao p-h & de cl ok 2 2%

e que existe uma constante real 0 < ¢y < ,up/ 2 tal que
| Fy(u,v) | + | Fy(u,v) | < co (WPt +0P™Y), Yu,v>0.
(Fy) F.(0,1) = F,(1,0) = 0.
(F2) Fu(1,0) = F,(0,1) = 0.
(F3) Fup(u,v) >0, Yu,v>0.

Assumimos também neste capitulo que uma solugado positiva (u,v) de (5) significa
uw>0ev>0emRY. A seguir, estabelecemos o resultado principal deste capitulo, que

ird garantir, sob certas condigoes, a existéncia de solugoes para o sistema (S).

Teorema 4.1. Suponhamos que (Vo) — (Va) e (Fo) — (F3) sao satisfeitas. Entao, existe
v > 0 tal que (S) possue pelo menos uma solugdo fraca positiva (u,v) para todo

0<y<9"
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Observacao 4.2. (a) Um tipico exemplo de uma fung¢io p—homogénea F(u,v)

satisfazendo nossas hipoteses € dada por

F(u,v) = Q(u,v)"'" com p/l >1 e Q(u,v) uma funcio l-homogénea satisfazendo

ondei €J (#I <), a; >2, 3;>2,4<] <p<6, N=3 ea;>0.

(b) A seguir, apresentamos um exemplo de potencial admissivel satisfazendo nossas
hipdteses (Vo) — (Va):
Seja R > 1. Considere V, K fungdes constantes tais que 0 < p < K(z) < V(x) <A

para todo x € RY para alguns >0 e XA > 0.

Este capitulo esta organizado da sequinte maneira. Na Seccao 4.1, damos algumas
preliminares e introduzimos um sistema auxiliar (AS) apropriado para aplicar o método
minimax. Nas Secgoes 4.2 e 4.3, usando a condi¢ao (V7), provamos a condigao de
compacidade Palais-Smale para o funcional relacionado com o sistema auxiliar (AS) e
com a ajuda do teorema do passo da montanha obtemos a existéncia de pontos criticos.
Na Seccao 4.4, estudamos algumas propriedades qualitativas das solugoes de (AS), mais
precisamente, provamos que as solugoes de (AS) pertencem a L>®(R”Y) e também obtemos
a taxa de decaimento a zero no infinito destas solucoes. Na Secgao 4.5, usando a condigao
(V43), mostraremos a existéncia de pelo menos uma solucao positiva para o sistema auxiliar
(AS), que é também uma solugao para o sistema (.5) e, portanto, podemos concluir a prova

do Teorema 4.1.

4.1 Estrutura Variacional

4.1.1 O sistema auxiliar

Buscamos solugoes para (S) definidas em RY. Para superar a perda de compacidade,
utilizaremos o método introduzido no artigo de del Pino and Felmer [25]. Assim,
ambientamos nosso problema no espaco de Sobolev com peso H e introduzimos um
sistema auxiliar modificando o sistema gradiente (F,(u,v), F,(u,v)) para um outro
sistema gradiente de classe C', para o qual possamos garantir que o funcional associado a

este sistema auxiliar satisfaca a condigao (P.—S.). Como estamos interessados na existéncia
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de solugoes positivas de (5), no sentido de que cada coordenada é uma fungao positiva,
redefinimos: F(t,s) =0set <0 ou s <0. Notemos que pelas condigoes em F' ainda

temos uma funcio C*.

Observacao 4.3. 1. Usando a hipdtese (Fp), temos
IpF (u,v)| < 3¢ (uP +0P), Vu,v>0. (2.1)
Mais ainda, F,(u,v), Fy(u,v) € LP/* V(RN para todo u,v € LP(RY).

2. Pelas condigoes (Fy) — (Fy), deduzimos que F,(u,v) = F,(u,v) =0 seu =0 ou

v=0. Além disso, seque da homogeneidade de F que
pF(u,v) = uF,(u,v) + vF,(u,v), para todo wu,v >0,
e dat, F(u,0) = F(0,v) =0 para todo wu,v > 0.

3. Das hipdteses (Fy) — (F3), obtemos que F,(u,v), F,(u,v) sao fun¢des continuas nao
negativas, e gracas a propriedade da homegeneidade, F(u,v) também é uma fung¢ao

continua nao negativa.

4. Devido a hipétese (V1), 2 = {x €RY:V(z) =0} C Bg(0) € um conjunto

compacto. Além disso, o conjunto Z pode ser vazio.

Usando a definicao do espago de Sobolev com peso, H, e o teorema de Sobolev,

garantimos que os seguintes mergulhos sao continuos:
H — H'RY)x H'(RY) — LF(RY) x LF(RY),2<p < 2", N > 3.
Seja I o funcional de energia associado ao sistema (S) dado por
o) = w0y~ [ K@)Fo)de
R

definido no espaco de Hilbert H. E fato conhecido que I € C'(H,R) com derivada de
Gateaux da por
I'(u,v)(w, 2) = {(u,v), (w, 2)) g — K(z)(Fu(u,v)w+ F,(u,v)z) dz.
RN
Observemos ainda que os pontos criticos de I correspondem a solugoes fracas de (.5)

(c£.[42)).
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Sejam R > 1 dada pela condicio (V1), A = Byr(0) C RN e k = 2p/(p — 2),a > 0,
constante real a ser escolhida apropriadamente. Seja

.
n:R — R deccrescente e C',

n(t)=1, Vte (—o0,al,

n(t) =0, Vte [ba,+00),

LI (t)] <1/(5a), VteR

Agora, considere F (RN \ A) x R x R — R definida por

ﬁ(x,t,s) = 77(|(K(x))1/2(t,s)‘) F(t,s)+ (1 -7 (|(K(x))1/2(t, s)})) A(x)% (t2 + 32) ,

onde

o 2kF(t,s) (s 2 nd a V2 & 2 a
A(z) .—max{—K(x)(t2+82) ((s,t) eR*and a < /K (z)(t2+ s%) <5 }

Assim, da desigualdade (2.1), A(z) — 0 uniformemente quando a — 0. Notemos que a
funcao F estd bem definida, ¢ ndo negativa e de classe C* em (¢,s) € R? (cf. item 3,
Remark 4.3). Podemos entdo definir a nao linearidade G : RY x R x R — R da seguinte

maneira

~

G(z,t,s) == xa(z)F(t,s) + (1 — xa(x)) F(x,t,s)

onde x, denota a funcao caracteristica do conjunto A. Assim, G é uma funcao p-
homogénea em A e que satisfaz 0 < G(x,t,5) < F(t,s), para todo (z,t,s) € RY x RxR.
Mais ainda, para cada z € R” fixado, a funcdo (¢, s) — G(z,t, s) é de classe C' e para cada
(t,s) € R? fixado, a funcdo x — G(x, s,t) é mensuravel a Lebesgue em R . Introduzimos
o sistema auxiliar

[ _Au+ V(z)u = K(2)Gy(z,u,v) em RY,

—Av+ V(z)v = K(2)Gy(x,u,v) em RY,

(AS)
uw>0 ©v>0 em R,

u, v € H'RY).

\

O funcional Euler-Lagrange associado ao sistema auxiliar (AS) é dado por

J(u,v) = %H(u,v)H%{—/RNK(Q:)G(x,u,v)dx, V (u,v) € H.
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Pelas condicdes sobre a nio linearidade G, o functional J é de classe C'(H,R) (cf. [42])

e sua derivada de Gateaux é dada por

T, ) (w, 2) = (1, 0), (w, 2))r — /

RN

K(x) (Gu(x, u, v)w + Gy(z, u, v)z) dz,

para todo (u,v), (w,z) € H. Observemos que os pontos criticos de J correspondem a

solugdes fracas para (AS) e reciprocamente.

Lema 4.4. A funcdio G satisfaz as sequintes propriedades:
pG(z,u,v) = uG,(x,u,v) + vG,(x,u,v), VazeA, (2.3)
Para k =2p/(p —2) , podemos escolher a constante a suficientemente pequena tal que
2G(z,u,v) < uGy(z,u,v) + vGy(x,u,v) < @ (W +0v°) VaeRY\A. (2.4)

Prova: Usando de defini¢ao de G, temos que G(z,u,v) = F(u,v) para todo z € A, e
consequentemente a estimativa (2.3) vale.
Observemos que G(z,u,v) = ﬁ(w,u,v) para todo z € RY \ A, além disso, segue da

definicao da funcao ﬁ, que para todo z € RV \ A

ﬁu =7 (‘Kl/Z(u,v)D Fy(u,v) + %uA(x) (1 ./ (’K1/2(u,v)|))

(2.5)

o (2 0)]) (K2u(e? 4 02)77) | Fao) = A (P52 02+ ) )|

Fy =0 (|[KY?(u,0)]) Fy(u,v) + %UA(Q;) (1= (|KY?(u,0))))

(2.6)

o (2 0)) (K720 4 02)77) [ Flae) = AGe) (5062 + ).

Usando as igualdades acima, temos

uF, +vE, = pn (|KY(u,v)]) F(u,v) + A(z) [%(zﬁ + U‘Z)} (1= (K2 (u,0)|))

(2.7)

o (K, 0)]) (K2 + 0)2) {F(u,v) — A(z) (%(zﬁ +v2))} .

Portanto,
uF, +vF, > py (| K2 (w,v)]) F(u,v) + A(z) {%(UQ + U2>} (L —n (| K2 (u,v)]))

ZZﬁ(x,u,v) for all z € RN\ A.
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Observemos que

pF(u,v) <3 lulP + |v[P - 5P~212kcoal >

> 9Cp >
£ (u? +v?) £ (u? +0?) w2

< CaP~2.

onde (u,v) € R? tais que a < /K (z)(u2 +v2) < 5a ¢ onde C' > 0 é uma constante real.

Notemos que, A(x) — 0 uniformemente quando a — 0. Logo,

Qk% =pn (‘KI/Q(U,U)D % +2A(x) (1 - (‘KI/Q(U,U)D) o
+ 0 (K2 (u,0)]) (u2 + 02)'/? Qk% aw] <2 :
para a suficientemente pequena. Ou seja,
uﬁu + vﬁv < K;(f) (u2 + UQ) para todo z € RY \ A
|

4.2 Geometria—Passo da Montanha

E padrao provar que J satisfaz a geometria do passo da montanha, incluimos a prova para

facilitar a leitura. Sugerimos [42, 43] para mais detalhes.

Lema 4.5. (Geometria—Passo da Montanha) O funcional J tem a Geometria do Passo

da Montanha, isto €, J satisfaz as sequintes condigoes
1. Existem p, a >0, tais que J(u,v) > o se ||(u,v)||lg = p,

2. Para qualquer (u,v) € H, u,v > 0 com suporte compacto em A\ Bg(0), eziste

0<6<1 tal que J(tu,t’v) = —oo quando t — +oo.
Prova: Segue da Observacao 4.3 que
IpG(z,u,v)| = |pF(u,v)| < 3co (Jul’ + |v|P) para todo = € A.
Além disso, pelo fato de V() ser limitado e do mergulho de Sobolev, concluimos

/A K(@)G(r,u0) < | K(@)F(u,0) < Cil|(u,)|[%,

RN
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onde (] é uma constante real positiva. Usando a estimativa acima, temos

1
J(u,v) = =||(u,v)||5 — | K(z)G(z,u,v)dx — K(x)G(x,u,v)dx
(u,v) = 5ll(w, V)| /A (x)G( ) o (x)G( )

.
ol = Callw ol = [ 4 ?) a
RN\A 21{5

(5-37) - Callw o) w0l

1 1
Escolha p > 0 tal que D = (5 ~or C’1||(u,v)]|§{2) > 0. Seja a = Dp®. Ento,
existep, o > 0 tal que J(u,v) > «, para todo (u,v) € 9B(0, p).
A seguir, provaremos o item (2). Considere § > 0 tal que 1/p < 6 < 1/2. Da defini¢ao

de G, G(x,u,v) = F(u,v) para x € A. Assim,
pG(z,u,v) = uG,(x,u,v) + vG,(z,u,v) parax € A,

portanto temos

d 1
E{G(a:,teu,tev)} = p9¥G(az,t0u,tev)

> %G(m, 0, 1%0). (2.9)

Observemos que pf > 1. Assim, podemos concluir das hipdteses (Fy) — (F3) e da definigao
de G, que G(z,u,v) = F(u,v) > 0 onde = € A (cf. Observacao 4.3, item (3)).
A desigualdade (2.9) implica que G(z, t"u, tv) > tQ(x, u, v) para alguma funcao Q. Logo,

T(t%u, %) < 2420 (u, ) || — / LK (2)Q(, 1, v).
2 A

Como 26 < 1, concluimos que para qualquer (u,v) € H \ (0,0) fixado, u,v > 0 com

suporte compacto em A\ Br(0),
J(t%u,t’v) = —0o quando ¢ — 4o0.

E isto completa a prova. [

4.3 Condicao de Compacidade

A fim de aplicar a teoria dos pontos criticos para provar a existéncia de solucoes
fracas para o sistema auxiliar(AS), primeiro precisamos estudar algumas propriedades

de compacidade do funcional J.
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Lema 4.6. Suponhamos que as hipdteses (Fy) — (F3) sejam satisfeitas. Entao, qualquer

sequéncia Palais-Smale do funcional J é limitada em H.

Prova: Seja (u,,v,) C H uma sequéncia de Palais-Smale para o funcional J, isto é,
| (U, v0)| < ¢ e J(up,v,) =0 em H'
Temos

||(una Un)”l%l = /RN K(:E) (Gu(unv Un)un + Gv(“ﬂ?”ﬂ)”ﬂ) dz + 0(||<una Un)HH)

Sl = [ K@)Ga. ) do -+ 0(0)

Considere Q = RY \ A. Como k = 2p/(p — 2), temos

(%_;wm%%ngAm@(m%%m@—%ng%%m@+%@uwm%®dx

+ K@) (G, ) — 2 [un Gzt 00) + 00 G, s v0)] |
fxea ;

Q

+O(1) + o(|[(un, vn)|| m)-

Usando as estimativas (2.3) e (2.4), concluimos que

(53 Nl < (53 [ 5204 S22 e 4 00) + ol )l

a qual implica em
1
o7 (s va)llir < O(1) + o[ (1, va)l[11)- (2.10)

Portanto, (u,,v,) é limitada em H. [

Lema 4.7. Suponhamos que as hipdteses (Fy) — (F3) sejam satisfeitas. Seja (uy,v,) C H
uma sequéncia (P.=S.) de J. Entao, existe uma (u,,,,v,, ) C H subsequéncia de (uy,,vy,)

tal que (uy,,, v, ) — (u,v) em H.

Prova: Do Lema 4.6, passando a uma subsequéncia se necessario, podemos assumir que
existe (u,v) € H tal que (u,,v,) = (u,v) in H. Notemos que G, (x,u,v),G,(z,u,v) €
Lp/(p’l)(RN), e portanto,

/ Gu(z,u,v)(u, —u)de -0 e / Gy(z,u,v)(v, —v)dx — 0. (2.11)
RN RN
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Notemos que

1@t vn) = (u, )3 = (T (tn, 0n) = (w0, 0), (1 — w00 = 0))

+ K(x) (Gu(z,up, v,) — Gu(x,u,v)) (4, — u)de

RN

+ K(x) (Gy(z, up,v,) — Gy(x,u,v)) (v, — v) de.

RN

Vamos mostrar que lim ||(t,,v,) — (u,v)||% = 0. Consideremos as afirmacoes a seguir:
n—oo
Afirmacgao (1) (J'(un,v,) — J' (u,v), (4, — u,v, —v)) = 0 quando n — oc.

Afirmacao (2) / (Gulz, up, v,) — Gylz,u,v)) (u, —u)dz — 0 quando n — oo.
RN

Afirmacgao (3) / (Gy(x,up, vy) — Gy(x,u,v)) (v, —v)dx — 0 quando n — oo.
RN
Prova: Afirmagao (1) Notemos que
(T (i 0n) = T (1, 0), (= 1,0 = )| < ([T (1t 00|yl (0 = 0,00 = 0)||
+ (I (), (tn = 1,00 = 0)) < C||T (un)|[ g7 + (T (,0), (tn = w0 = 0))
onde C' é uma constante real positiva. Notemos ainda que u,, — u implica diretamente

que lim (J' (u,v), (tp — u, v, —v)) =0 e, como || (tn, vy)||yr — 0 temos que
n—oo

lim (J' (up, v,) — ' (u,v), (4, — w, v, —v)) =0

n—oo

como queriamos. [

Para cada € > 0 dado, seja r > 2R tal que

/ Gz, up, vp)ude < E e / Go(, Uup, vp)vde < = (2.12)
RN\ B, 3 RN\B, 3

1 -1 . 1/2*
2 (1 — —) wyNC (/ max (|u(z)], |v(x)])? da:) < < (2.13)
k r<|z|<2r 6

onde C' > ||(tn,v,)||g € uma constante real positiva e wx ¢ o volume da bola unitaria
em RY. Sejan =mn, € C(RY,[0,1]), uma funcio satisfazendo as seguntes condigoes

suppn C BE(0),n=1 em B5.(0),0<n<1lse r< |z <2re

1
n (z)] < ~» para todoz € RV,
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Desde que (u,,v,) é limitada em H e |p(z)| < 1, a sequéncia (n(u,,v,)) é também
limitada, dai J'(un, v,) - (n(tn, vs)) = 0,(1), isto é,
/ Vu,V(nu,) + Vv,V (nv,)] de + / V() [un(nun) + v, (nu,)] do =
RN

Ry (2.14)

=/ K (z) [(nun)Gu(x, tn, vy) + (MUn) Gy, Uy, v,)] dz 4 0,(1).

Comon=0em B.(0) e A= Byr(0), aultima igualdade combinada com a propriedade

(2.4) resultam em

/ (IVunl* + V(@)uy, + |Vval* + V(z)vy)n do
|z|>r

< 1/ (nV(a:)ui + nV(:v)vi) dz — / (u, Vu, V1 + v,Vv,Vn) dz + 0,(1).
|| >r

k ja|>r

Assim,

1
<1 — E) / (|Vun|2 + V(a:)ui + |an|2 + V(m)vi) dz <
|z|>2r

X (2.15)

-/ (] [Vt ] + [0 Vo)) dz + 00 (1).
r<|z|<2r

r

Pela desigualdade de Hélder, temos

1/2
/ U || Vup|dz < [[Vug|| p2@yy (/ e da:) ,
r<le|<or r<le|<2r

1/2
/ V| [ Vo, do < [V, | 2y (/ |Un]? dx) )
r<|z|<2r r<|z|<2r

Devido ao Teorema de Compacidade de Rellich-Kondrachov, concluimos (u,, v,) — (u,v)

em L*(Bs, \ B,) e usando que (u,,v,) é limitado, segue-se que

1/2
limsup/ [un||Vu,|de < C </ |ul? d:c) :
n r<|z|<2r r<|z|<2r

(

(2.16)
1/2
limsup/ |vn || Vo, |de < C (/ |v|? dx) :
( n Jr<fal<or r<l|z|<2r
Por outro lado, utilizando novamente a desigualdade de Holder
( 1/2 1/2*
(/ |u|2dm) < (/ |u|? dx) | Bo, \ B, |V,
r<|z[<2r r<|z|<2r
(2.17)

1/2 1/2*
( / |v|2dx) < ( | dx) [Boy \ B,V
\ r<lz|<2r r<|z|<2r
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Lembrando que |By, \ B.| < [By| = wy2™rY, segue de (2.16) e (2.17), a seguinte

estimativa

1/2*
lim sup/ [un||Vu,| de < Qw}v/NrC’ </ |u|* dx) :
n r<|z|<2r r<|z|<2r

(2.18)

1/2
lim sup/ v ||V, | do < 2w]1\,/N7“C (/ Jv|* dx) :
\ " r<]z|<2r r<|z|<2r

Escolhendo r > 0 satisfazendo (2.13) e (2.12), (2.15) e (2.18) implicam em

n

0 < lim 811p/||>2 (|Vua® + V(2)ul + |Vuu)* + V(z)vl)de < g. (2.19)
Usando (2.14) temos a seg_uinte estimativa
/|>2 K(2) [unGu(x, tn, vy) + 0,Gy(T, U, v,)] dz <
K(x) [(nun)Gu(x, un, vy) + (n0,) Gy (2, Uy, vy,)] da

RN

= /RN Vu,V(nu,) + Vv,V (nv,)] dz +/ V() [un(nuy) + vp(nu,)] de + 0,(1) <

RN

1
t/(W%F+V@M?HV%P+W@ﬁMM+;/‘(WMV%HMMW%DMSa
| B

z|>r 2 \Br

(2.20)

Segue da desigualdade (2.20) que
lim sup/ K () [unGu(x, Uy, vy) + 0,Gy(x, Uy, v,)] dz < e.
n—r00 |z|>2r
Desta forma,
K(x) [unGu(x, ty, vn) + 0,Gy(2, Up,y vy)] dz — K(x) [uGy(z,u,v) + v,Gy(z, u,v)] do
2] >2r 2] >2r
quando n — oo.

Agora, usando a hipdtese (Fp), o teorema da Convergéncia dominada de Lebesgue e o

mergulho compacto de Rellich-Kondrachov concluimos que

G, Up, ) = Gz, u,v) em  LP/P~D(By),
(2.21)

Go(x,up,v,) = Gyu(z,u,v) em Lp/(p_l)(Bgr).

Consequentemente,

/ (Gu(x,up,v,) — Gulz,u,v)(u, —u)) de <
jel<2r (2.22)

|G, tn, vn) — Gul, w, V)| por@-1) (o | [tn — Ul Lr(B,,)-
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Dai, usando (2.21) temos lim (Gu(x, up,vy) — Gulz,u,v)(u, —u)) de = 0.
Analogamente,

/ (G, Up, vy) — Gy(x,u,v) (v, —v)) do <
x| <2r (2.23)

HGv(xvunvvn> - GU(LC, u, U)HLP/(P*U(BQT)HUH - UHLP(BQT)'
E portanto, lim (Gy(z,un, v,) — Gy(x,u,v)(v, —v)) de = 0. Como provamos as trés
n— o0

afirmagoes temos que ||(un, vn)||g — ||(w,v)||n e, portanto a prova esta concluida. [

A partir de agora, denotamos por B a bola unitdria em RY, isto é, B = B,(0), o

conjunto A = Bg(0) e por Iy : Hy(B) x Hy(B) — R o funcional

Ip(u,v) = %/B <|Vu|2 +mgx(V(a:),1)u2> dz
+%/B (\Vv[2+m§X(V(a:),1)02> dx—/BK(x)F(u,'u) dz

Notemos que [ tem a geometria do Passo da Montanha. Além disso, denotamos por d o

nivel do Passo da Montanha associado a I, isto é,

d = inf max I(y(t
inf max o(v(t)),

onde

I ={yeC([0,1], Hy(B) x Hy(B)) : 7(0) = (0,0) e ~(1)=e},
com e € Hy(B) x Hy(B)\ {(0,0)} satisfazendo Iy(e) < 0.

Observacao 4.8. Notemos que J(u,v) < Iy(u,v) para todo u,v € Hy(B). Em
particular, temos J(e) < Iy(e) < 0. Denotamos por m; o nivel do Passo da Montanha
associado a J, isto €,

— inf J((t
my = inf max (v(t)),

onde

I'={y€C([0,1], Hy(B) x Hy(B)) : 7(0) = (0,0) e ~(1) =e}.

Observemos que my < d.

A fim de provar a existéncia de um ponto critico para J vamos usar a seguinte versao
do teorema do Passo de Montanha, que é uma conseqiiéncia do Principio Variacional

Ekeland desenvolvido em [50] (cf. [9], [36]).
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Proposicao 4.9. (Teorema—Passo da Montanha, Ambrosetti-Rabinowitz, 19738) Seja X
um espaco de Banach e ® € CY(X,R), e € X er >0 tal que ||e|| > 7 e

b:= inf ®(u) > O(0) > P(e).

llull=r

Se O satisfaz a condigao (PS). com

= inf D(~v(t
¢ = Inf max (v(1)),

onde

['={yeC([0,1,X):7(0)=0 e ~(1) =e}.

Entao ¢ é um wvalor critico de .

Temos provado até este momento o seguinte resultado:

Proposicao 4.10. Existe um ponto critico (p,¢) € H com ¢,¢ fungdes positivas

associadas ao funcional

J(u,v) = %H(u,v)H%—/RNK(a:)G(x,u,v)da:, (u,v) € H.

no nivel critico

= inf max J(y(t
my = inf max (v(1))

onde

D= {y€C (0,1, Hi(B) x HX(B)): 7(0) = (0,0) ¢ (1) = e},
com e € Hy(B) x Hy(B)\ {(0,0)} satisfazendo, Io(e) < 0.

Prova: A prova segue diretamente da Proposigao 4.9. ]

Lema 4.11. Seja (u,v) € H um ponto critico do funcional J no nivel minimaz m.

Entao (u,v) satisfaz a sequinte estimativa
I (uw0) I < 2kd.

Prova: E suficiente combinar (2.10) com a definicdo do nivel minimax d e com o fato

que my; < d. De fato, observemos que J(u,v) = lim J(un,v,) = d e lim o(up,v,) =
n—oo n—oo

lim (J' (wp, vp), (U, vy)) = 0. [

n—oo
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4.4 Propriedades Qualitativas das solugoes do tipo
Passo da Montanha para o funcional auxiliar

A préxima proposigao é crucial para os nossos argumentos, pois estabelece uma estimativa
importante que envolve o a norma L®(RY) da solucdo (u,v) do sistema (AS). Aqui,

usamos o esquema de iteragao Moser, que foi adaptado para o nosso problema. (cf. [16]).

Proposigao 4.12. Sejam h € LYRY), 2¢ > N, e (u,v) € H ¢ HY(R") uma solu¢do
fraca do problema

—Au+a(z)u = Hy(z,u,v) em RY,
(2.24)
—Av +b(z)v = Hy(z,u,v) em RY,

onde Hy,, H, : RY x R x R — R sdo funcées continuas nio negativas que satisfazem
|Hy(z,t,s)| + |Hy(x,t,8)] < |h(z)|(|t| + |s]), para todo t, s> 0.

e a, b sdo funcoes limitadas e nio negativas em RY. Entdo, existe uma constante real

M = M(q, ||hl|l;) >0 tal que

[1(w, 0) o0 = max (||u] oo [V]]oo) (2.25)

< Mf|max (Ju(z)], [v(2)]) |2 @)

Prova: Para cada m € N and § > 1, sejam

Ay = {2z eRY: u)ff~! <m},

v[oPPY em A,

Um
m2v em B, =RY\ A,.

Notemos que pela definicao de v,,, temos

Desta forma, podemos concluir que v,, € H 1(RN ). Observemos ainda que

/RN V(z)d (z)ds < oo.



Entao, temos que v,, € H. Calculando a derivada fraca Vv,,, obtemos

v (26 — )[v[**VVu em A,
U =

m?Vu em B,

Agora, aplicando a funcdo teste v, na equagao (2.24), concluimos

/ (VoVo, + b(x)vv,) de = H,(x,u,v)v,, dz.
RN

RN

Pela equacao (2.26),

VoV, dr = (2B—1)/ \v|2(ﬁl)\Vv]2d$+m2/ |Vol*dz.
Bm

RN

m

Consideremos a seguinte funcao,

vl 71 em A,

mu em B, =RY\ A,.

Wm =

Segue, portanto, que

v|P7IVe em A,
o _ [ A0

mVuv em B,

112

(2.26)

(2.27)

(2.28)

Pelas mesmas razoes que usamos para garantir que v, € H, podemos afirmar que w,, € H.

Notemos que
/ Vw,|>de = 62/ |2~V Vo|? dz + m2/ |Vol*dz.
RN Am Bm
Das estimativas (2.27), (2.28) e (2.29) obtemos

/RN (IVwn|? + b(z)w?,) dz — / (VoVu,, + b(z)vv,) do

RN

= / (B —28+1) [u|2B=D|Vo|? dz.
Am

Usando a estimativa (2.27), obtemos a seguinte desigualdade

(26 — 1) / 2BV Vo2 dz < / (VoVu, + b(x)vv,,) d.
A RN

m

A qual implica em

(82 —28+1)

/RN (V| + b(z)w?, dz) < { @5 T)

(2.29)

+ 1} /R (VoW + bla)vuy,) de.
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Como v é solucao da equagao (2.24), segue que

62
(26 —1) Jr~

/ (IVwn|* + b(z)w?, dz) < H,(z,u,v)v,, dz.
RN

< p? H,(x,u,v)v,, dx.
RN

Seja S a constante de Sobolev que satisfaz a seguinte relagao
||U||%2*(RN) < S/RN |Vu>dz  para todo ve H'(RY).

Pela definicio de v, resulta que |v,,| < |v[**7!. Desta forma, concluimos a estimativa

|H, (2, 1, 0)vn| < 2|h(x)| max (Ju(z)], |v(z)])*” e portanto, temos

[ e

1 1
Fazendo — + — = 1, pela desiguladade de Holder, temos
q

(N-2)/N
2*} < Sﬁz/RN 2h(x)max(\u(3;)|’|U<x)|)2ﬁ dr.

il
JN=2)/N /a1
[P < eseal | [ Tt oo P as]
Am RN
Como |wp| < [v]? em RY e |wn| = |v]° em A, estimamos a seguinte relacao

LN (N=2)/N 1/q1
o] < eseal | [ T o) oo P ]
Fazendo m — o0, segue do Teorema da Convergéncia Mondtona que
l0l5% < 286%([Alll| max (Ju(z)], [o(2)]) |55,
e
[oll2s < 8% (2511Al1g)""®? || max (Ju(@)], [v(x)]) |25 (2.30)

Notemos que N/(N — 2) > ¢y, desta forma temos ¢ = N/(¢q;(N —2) > 1. Vamos inciar o
processo de iteragao, consideremos inicialmente § = cem (2.30) de modo que: 2¢;5 = 2*

e

2y < 07 (250)])" 7 || max (ju(z)], [u(x)|)

||v . (2.31)



Quando 3 = 02 em (2.30) obtemos 2¢;3 = 2*0 e

2 0.2
[Vllargz < 0™ (28| [Rl1)" 7 | max (Ju()], [o(@)]) I

As desigualdades obtidas em (2.31) e (2.32) implicam que

2o < 057 (25]|h]]) 2522 || max (Ju(z)], [v(2)])

HU 9% .

Pelo processo de iteracdo, substituindo 3 por ¢ em (2.30), concluimos que

i1 1(yJ L
lolloros < 0121 (2811l zaqam) 5 20 flmax (ju(o)], o)) 2

Sabemos que

 j
Za_ B 1)2

e usando a desigualdade de interpolacdo e a estimativa (2.34), temos

loll: < max (1,077 @8] Al /) || max (ju()], o))

2%,
para todo i > 2*. Notemos que
V]loe = lim [[v[];,
1—>00
assim, concluimos que a Proposi¢ao 4.12 é valida para
M = max (1 o7/ @D (28] |]],) 3 1”)

com

N(qg—1)
q(N —2)

g =

Por analogia, temos que ||u||s < M|| max (Ju(x)|, |v(z)|) ||2+-

Lema 4.13. Se (u,v) € H é um ponto critico do funcional J, entio u,v > 0.

Prova: Observemos que devido a (2.5) e (2.6) concluimos
u’ﬁu + v*ﬁv
ar ()2 + (v7)?)
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(2.32)

(2.33)

(2.34)
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Notemos que, A(z) — 0 uniformemente quando a — 0. Dali,

uF, +vF, B 172 2kF (u,v) 1/2
%z o2y — P UK oll) sy +24@) (1= (K . 0)])) -
+7 (‘KI/Q(U,U)D (u? + v?)Y/? Qk% —Alz)| <2,

para a suficientemente pequena. Considere Q = R\ A. Usando esta tiltima desigualdade

e o item 2 da Observacao 4.3, obtemos a seguinte estimativa
[ (90 P4 V@ + @)+ V0P ds
RN
< /K(x) (v Fu(u,v) + v~ F,(u,v)) da + / K(x) (u’ﬁu +v’ﬁv> dz
A Q

< [ (Fr+em)an

Portanto, temos

/R(!Vu\2+V<x>(u>2+!Vv|2+V(x)(v)2)dx§/RN( (W) = (0)2) dz.

N

Assim, concluimos que ||(u™,v7)||g = 0. [

Lema 4.14. Se (u,v) € H é um ponto critico do funcional J entdo u,v > 0.

Prova: Como (u,v) € H é um ponto critico para J segue do Lema 4.13 que u,v > 0. Da
Proposicao 4.12 podemos concluir que u,v € L(R™), usando resultado de regularidade
obtido em [24] segue que u € CL.%(R2) onde Q € RY e portanto o resultado segue do

Principio do Méximo fraco (cf. [31]). [

Lema 4.15. Para qualquer R > 1, e qualquer solu¢do de energia finita (u,v) com u,v > 0

do sistema auxiliar (AS) satisfaz
1w, 0)][o < M (2Skd)'?.
Prova: Notemos que se u,v é solugao do sistema auxiliar (AS) com w,v > 0, entao
satisfazem o seguinte sistema
—Au+ b(x)u = Hy(z,u,v) em RY,
—Av +b(z)v = Hy(z,u,v) em RY,

u>0, v>0 em RV,

u, v € H'(RY).
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Considere H,, H, : RY x R x R — R e bRY — R definidas por

H,(z.t,5) = xa(@) K (2) F,(t, 5) + (1= xa (@) 0 (|K () (u,0)]) K (2) F,(u, )

+ (1= xa(@) 0 (|K(2)%(u,0)|) m[((;p)l/zﬂu,v),
H,(z,t,8) = xal@)K(z)F,(t,s) + (1 — xa(2)n (| K(z) )2 (u, v)]) K (x)Y2F,(u,v)
(1= xal) 7 (|K () 1/2<u,v>|) K (@) 2P (u,v),

ba) = V(o) = (1 = xa(0) L K@) AW) (1 = 7 (| K@) 0)])

7)1/2
0= () G [ o )

onde y, é a funcao caracteristica do conjunto A. Devido a continuidade das funcoes
/ . . ~ ~ ,

n, n temos que H, e H, definidas acima sao funcoes continuas. Tomando a constante a

suficientemente pequena, podemos concluir que b(x) é uma func¢ao continua nao negativa,

tal que,
/ b(z) (u* 4 v*) dz < +oc.
RN
Além disso, usando que V' (z) é limtado segue da Observagao 4.3 as seguintes desigualdades
[Hy(x,t,8)| = [xa(@)K (@) Fu(t, s)| + (1= xal@) n (|(K() (2 5)]) K (2)Eu(t5)|
+ )(1 —xa@)n (|(K(2))'2(t,)]) t(* + s*) 72 (K () /2 F (¢, 5)

. _ C
< Oy ([t1%7 + 1s]772) (Jt] + [s]) + —22(|t|”+| ")t

< Cs (|t1%72 + 15|72 (Jt] + [s1)

[Ho(r, )| = (@)K @) Fo(t, )] + (1= xa@) 1 ([ @) V20 9)]) K@) Ft, 5)
= @) (@) 20, 5)]) st + 52)7 (K () 2 (1, 5)|

_ - Cy
< Cy (772 1s172) (It + 15D + o5 (187 + 1sl7) s

< Oy (111272 + |s|P=2)) (|t} +]s])

onde C', (s sao constantes reais positivas. Portanto,

| Hu(z, w,0)| + [ Hy(2,u,0)] < [h(@)] (Jul + v])  em RY

com h dada por
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2*
onde C' é uma constante real positiva. Observemos ainda que h € LY(RY) para q = 5
com
Ihll, < CM (25kd)?~>"2
Desta forma, o resultado segue diretamente da Proposigao (4.12). [ |

Lema 4.16. Sejam (u,v) € H solucoes de energia finita para o sistema auziliar (AS)
com u, v fungoes positivas e o potencial V uma funcao continua limitada satisfazendo

(Vo) = (V). Entao u e v satistsfazem a sequinte desigualdade

RY=2||(u,v)|| _ RN"2M (2Skd)"/*

max(u(z),v(zr)) < o[V < V-2

para todo x € RY \ Bg(0).

Prova: Considere a funcdo harmonica 1 : (R \ Bg(0)) — R tal que

RY2[](u,v)| ]

w(x) = |fL’|N_2
Isto é, a funcao v satisfaz
-Ay = 0.
Portanto,
1
—AY + <1 — E) V(z)yp > 0.
Agora, considere a seguinte funcao teste
(u—)t se xeRY\ Bg(0), (v—)T se xRN\ Bg(0),
¢ = e p=
0 se x € Bg(0), 0 se x € Bg(0).

Notemos que

u<tp em JBr e v<vY em 0JBg(0)

entdo podemos concluir que ¢, p € H'(RY). Além disso,
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Considere Q; := {z € RV \ Bg(0) : u > ¢} e Qy := {x € RV \ Br(0) : v > ¢}. Assim,
combinando estas estimativas, obtemos

0> /Q (Vi — Vi) Vo + (1 _ %) V() (u — ) da

+/QZ (Vv = V) Ve + (1 — %) V(z)(v —¥)pda
Z/Ql (1—%) V(z) (u—1) (u—1v)] dx+/92 (1—%) V() (v =) (v — )] da.

Portanto, o conjunto §2; e €25 sao conjuntos vazios. E, a prova esta concluida. [

4.5 Prova do Teorema 4.1

Prova: Dos Lemas 4.6 e 4.7, temos que o sistema auxiliar (AS) tem pelo menos uma
solucdo do tipo Passo da Montanha (u,v) € H'(RY) x H*(R") com u, v fungdes positivas.
Portanto, ¢ suficiente mostrar que (u,v) satisfaz a desigualdade |K(z)Y?(u,v)| < a.

Usando a hipdtese (V5), verificamos que

R2N=2) V12 (2Skd)

K(z) (\u|2 + ]U!Q) < 2K(x) PERE < yM?4Skd para todo |z|> R.

Considere v* = a®/ (M?4Skd). Entao, para todo v < ~*, a solu¢do (u,v) do sistema
auxiliar (AS) é também solucio do sistema (5), ja que, n(|K (x)"*(u,v)|) = 1 para todo

|x| > R e portanto, completamos a prova. [ ]
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