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Questao 1 [ 2,0 pt ]

Mostre que, para todo m > 0, a equagao /= +m = = tem exatamente uma raiz.

Solucao

Inicialmente, observe que a equagao s6 faz sentido para z > 0, e como /z > 0, temos z = m + /z > m. Temos
Vidm=zeVr=r-mer=(x-m?sr=1>2mr+m?s2® - 2m+1z+m?=0,

cujas solugoes sao

2m+1+4++v4dm+1 2m+1—-v4m+1
x] = e Iy = .

2 2

Como x > m, a solugao xs nao é vélida. Assim a equagao /x +m = x possui uma tnica solugao, a saber
2m+1+vdm+1
T = .

! 2

Questao 2 [ 2,0 pt ]

(a) Seja p um ndmero primo. Mostre que log;, p é irracional.

(b) Mais geralmente, dado » um ndmero inteiro positivo, mostre que log;, n é racional se, e somente se,

n é uma poténcia de 10.

Solugao

a
(a) Suponha que log,, p é racional. Entéo existem a,b € Z\{0}, primos entre si, tais que log;,p = —. Temos

b
105 =p=10% = p® = 2|p® e 5[p® = 2|p e 5|p,
o que é um absurdo, pois p é primo.

(b) Suponha que log,,n seja racional. Entao existem a,b € Z\{0}, primos entre si, tais que log,;,n = %. Temos
105 =n = 10% = n® = 2|nb e 5|n® = 2|n e 5|n.

Por outro lado, se um niimero primo p divide n, entdo p|10%, e portanto p = 2 ou p = 5. Logo n = 25", mas
isto implica
10 = 2PF5bT = 2059 = 2PREI" — b =a =br = k =1

Assim n = 10*. Reciprocamente, se n = 10, entdo log;on =k € N C Q.



Questao 3 [ 2,0 pt ]

Seja f : R — R a funcio quadritica f(z) = az? + bx. Determine as constantes reais a e b de modo que

F7H{3}) = {-1,3} e, em seguida, determine o conjunto imagem de f.

Solugao

Vamos encontrar a e b tais que f(—1) = f(3/2) = 3. Temos

9 3
3=f(-1)=a—b, 3=f(3/2) = Z(H— ib'
Resolvendo o sistema de equagoes lineares acima, temos a = 2 e b = —1. Assim

f(z) =222 — x.

Denotemos por Im f a imagem de R por f. Como f(z) = x(2z — 1) tem raizes em x = 0 e z = 1/2, a simetria da

1. /(3)) = (3,—3%). Como a pardbola tem concavidade

parabola nos garante que o vértice estd localizado no ponto (
voltada para cima, podemos induzir que Im f = [—%, 00). Vamos demonstrar este fato. De fato, dado y € [—%, 00),
a equacdo 222 — x = y tem solucdes

T 2 = 4

_1+\/1+8yex 1—-+1+8y
- S S

Note que essas solugoes s6 estao bem definidas para y > f%. Isto implica que [fé, 00) C Im f. Por outro lado,

2
1 1 1
2
= — = — — —_ > —_
flz) =22 —x 2(36 4) 527y Vx eR,

de onde segue que Im f C [—%,oo). Assim Im f = [—%,oo).

Questao 4 [ 2,0 pt ]

Seja p(x) um polindémio do sétimo grau tal que

Sabendo que p(8) = 30, determine p(—3).

Solucao
Seja q(x) = p(z) — 10. Entao ¢(1) = ¢(2) = --- = ¢(7) = 0. Isto implica que ¢(z) = a(z —1)(z —2)--- (z — 7) para
algum a € R. Como p(8) = 30, temos ¢(8) = 20. Isto implica 20 = a x 7!. Assim,
20
p(z) = = (@ =Dz = 2)(z = 3)(z — 4)(z = 5)(z — 6)(z = 7) + 10,

de onde segue que
(-1)7-20-4-5-6-7-8-9-10
2-3-4-5-6-7

p(—3) = +10 = —2400 + 10 = —2390.



Questao 5 [ 2,0 pt ]

(a) Mostre que, para qualquer nimero real z, vale a identidade

1— 22 2+ 2z 2_1
1+ 2 14+22/)

(b) Use o item anterior para mostrar que

1 —tg’t
1+ tg?t

2tg t

o= -5
R gy

cos 2t =

Solugao

(a)

<1—x2>2 ( 2z )2_1+x4+2x2 (1+ 22)?

= =1
1+ a2 1+ a2 (1+422)2 (1+22)2

(b) Usando o item anterior, vemos que existe 3 € [0, 27) tal que

1—22 2x
cosf=——esen f§ =
g 1+ 22 b 1+ a2
Como tg: (—%,%) — R ¢ uma fungao sobrejetiva, existe t € (=%, %) tal que # = tg t. Substituindo = = tg ¢
nas expressoes de cos 8 e sen [ acima, vemos que
sen? t
-
cosf = —CO°L _ o59¢
14 sen“ t
cos?t
¢ t
sen
2 t
cos .
sen f = ——==5— =sen 2t.
sen” t

cos? t



