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Questao 01 [ 2,00 ]

Prove que uma funcao do tipo exponencial fica determinada quando se conhecem dois dos seus valores. Mais
precisamente, se f(x) = a-b" e F(x) = A- B*, com b,B ¢ {0,1}, a # 0 e A # 0, sdo tais que f(z1) = F(z1)

e f(xg) = F(x2) com x1 # x5 entdo a = A e b = B.

Solugao

As equagoes f(z1) = F(z1) e f(z2) = F(x2) sdo equivalentes a
a-b"*=A-B" e a-b"*=A-B"™.

Como A, B, a e b sao todos nao-nulos, temos

b T A b 2 b T]—x2
(5) -2-(G) =) -

b A
Como x1 # x2, temos 1 — x2 # 0 e isto implica que 5= 1, isto é, b = B. Segue que — = 1, ou seja, a = A.
a

Questao 02 [ 2,00 ]

Considere a fungao f(z) = ax? + bx + ¢, com a > 0.

(a) Mostre que, se z # y, entao

(Er) < L0,

(b) Mais geralmente, mostre que se 0 < A < 1 e x # y, entao

fOz+ (1= XNy) <Af(z) + (1= f(y).

Solugao

2 2
a) Como a desigualdade (z — )2 > 0 implica zy < L + L para = # y, temos
2 2

z+y\ [T+ y\? z+y
f(2>_a(2)+b(2)+c
> zy 9P bx by
_a<Z+?+Z)+?+E+C
z 9P bx by ¢ ¢
<a ?4-? +?+5+5+5

(ay® + by + )



2 2
(b) Usando novamente a desigualdade zy < % + 5 para x # y, temos
Az + (1= A)y)? = X222 +20(1 — Ny + (1 — N)%y°
<N N1 =N 48+ 1 =N
=N HA1 =)+ A1 =N+ (1 =Ny
=Xz” 4 (1= Ny’

e, portanto,

fOz 4 (1 - Ny ):a(/\m+(1f>\) )24+ bz + (1 —A)y) + ¢
<a(Ax® + (1= Ny?) +bAz+ (1= Ny) + A+ (1 —A))e
= Maz® + bz +¢) + (1 — N (ay® + by +¢)
=M(@) + (1= f(y).
Questao 03 [ 2,00 ]

. , ~ ~ 1 ~
(a) Se x é um nimero real nao nulo, obtenha uma expressio para z2 + — em funcao de t =z + —.
x x

4

(b) Use o item (a) para reduzir a equagao r* — 23 — 1022 — 2 + 1 = 0 numa equagao quadratica na variavel t.

(¢) Resolva a equacao do segundo grau em ¢ e, em seguida, encontre as solugoes da equacdo de quarto grau.

Solucao
(a) Temos
> 1\ _ 1o 1,
t" =2+ — =" +2+ ==z"4+—=t"—-2.
T x? x?

(b) Dividindo a equacao por z* temos

11 1 1
x —x—10—7+—220<:><x2+—2)—(Jc-i-f)—lO:O,
x €T

isto é,
(t?=2)—t—10=0=t>—1t—-12=0.

(c) Resolvendo a equagéo 1> —t — 12 = 0 obtemos t = 4 ou t = —3. Como = + é = ¢ implica z? — tz + 1 = 0, obtemos as
equagéest—4x+1:0deraize52—\/§eZ+\/§,e:c2+3w+1:0, de raizes —g—§e—g+§.
Portantoasral’zesdeas4—;v3—10w2—w+1205502—\/§,2—1—\[7 —g—ge—g—&—?.

Questao 04 [ 2,00 ]

Se a e b sdo nimeros reais nao nulos, determine a imagem da fungao

f(z) =acosz +bsen x.

Sugestdo: Multiplique e divida por va? + b2.



Solugao

Temos b
flz) = \/m(\/a%ﬁ cosz + W sen x) .
Visto que (\/G;LW)Q + <\/aQbW)2 =1, existe 6 € (0, 27) tal que #W = sen 0 e \/%W = cos 6. Desta forma
flx) = \/m(sen O cosx + cosf sen x) = Va2 + b2 sen 0+ x),
cuja imagem é claramente [—+v/a2 + b2, Va2 + b2].
Observagao: Poderiamos ter escolhido a++62 =cosf e \/a%ﬁ = sen 0 e isto nos levaria a f(z) = v/a2 + b2 cos(x — 0),

que tem a mesma imagem.

Questao 05 [ 2,00 ]

(a) Defina a fungdo logaritmo natural, utilizando 4reas.

(b) Dado n inteiro positivo, use argumentos geométricos para provar que - <In(n+1)—Inn.

+1

1 1

(¢) Considere a sequéncia a,, = <1 + 3 4+ 4 ) — Inn. Use o item (b) para provar que a,+1 < a,, para todo
n

n>1.

Solugao

1
(a) Definimos a fungéo In : Rt — R como sendo a area da regido limitada pelo grafico de f(t) = e pelo eixo das abscissas
e pelas retas verticais t = 1 e t = z, para x > 1, e como sendo o negativo dessa area para 0 < x < 1, como mostra a

figura abaixo.

(b) Observando a figura



n+ 1

I

1
vemos que In(n 4+ 1) = A1 + A2 = Ilnn + A, isto é A2 =1In(n + 1) — Inn. Por outro lado, A2 > As = g

Logo

1
1 <In(n+1) — Inn como querfamos.
n

(¢) Temos que

1 1 1 1 1
] — G = I S D-(14+-4+--+2)+1
ant1 —a (1+2+ +n+n+1) In(n + 1) (+2+ +n>+nn
- —[In(n+1)—Inn] <0, Yn > 1.

n+1



