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1. Em cada um dos itens abaixo, d&, se possivel, um exemplo de um polindmio p(x) satisfa-
zendo todas as condicdes dadas.

Caso o exemplo ndo seja possivel, justifique a sua resposta.

Lembre-se que se p(z) = ag + a1z + apx® + -+ - + a,_1 2" ! + a,2™ entdo

P (1) = a1 +2ax + -+ (n— 1)ay,_12" " + na,z™ "

) é de grau 2.
e p(x) é de grau 2.
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1
1 e p(z) é de grau 3.

Uma solucio:

[pontuagio total: 2,0]

(a) (0,4 ponto) Como =1 =1 e 9 = —1 s&o raizes de p e p é um polindmio de grau 2,
entdo, pela simetria do grafico das funcdes quadraticas, em seu ponto médio, xy = 0,
deve ocorre um extremo de p. Logo, deve-se ter p'(0) = 0.

Uma outra solucdo & a seguinte: como p(z) = a(x —1)(z+1) = ax?

—a, para algum
a#0,jaque x; =1 exy = —1 sdo raizes, entdo p'(x) = 2az e p'(0) = 0.
Portanto, o exemplo ndo é possivel.

(b) (0,4 ponto) Consideremos, por exemplo, o polinémio de grau 3, p(z) = ax® +bax? +
cx +d. Entdo, p'(z) = 3ax® +2bx + c. Logo, para satisfazer as condigdes dadas,
deve-se ter:

a+b+c+d=0
—a+b—c+d=0

c=1



Isto & a = —1, b = —d e ¢ = 1. Portanto, pode-se tomar como exemplo: p(z) =
—1® + .

(c) (0,4 ponto) Pelo mesmo argumento do item (a), a condigdo p/(0) = 0 & corolario da
condigdo p(1) = p(—1) = 0. Logo, basta garantir que p(1) = p(—1) =0,
Portanto, pode-se tomar como exemplo: p(z) = 2% — 1.

(d) (0,4 ponto) Consideremos o polindmio de grau 2, p(x) = ax?+bx+c. Para satisfazer

as condicdes dadas, deve-se ter:

at+b+c=0
a—b+c=0
c=1

4da+2b+c=1

Entretanto, substituindo ¢ = 1 nas duas primeiras equacdes conclui-se que a = —1 e

b =0, o que contradiz a altima equacdo. Logo, o sistema n3o tem solucdes.
Portanto, o exemplo ndo é possivel.

(e) (0,4 ponto) Consideremos, por exemplo, o polinémio de grau 3, p(z) = a2® +bz? +

cx + d. Para satisfazer as condicdes dadas, deve-se ter:

a+b+c+d=0

—a+b—c+d=0

d=1

8a+4b+2c+d=1
Substituindo d = 1 nas duas primeiras equacdes conclui-se que b= —1 e a + ¢ = 0.
Da altima equagdo, segue que a = % e ¢ = —3.

Portanto, o (@inico) exemplo possivel & p(z) = 22 — 22 — 2z + 1.

2. Um namero real xq é raiz de multiplicidade k do polinémio p(z) se p(x) = (x — z¢)*q(z),
para algum polinémio ¢(z), com ¢(x) # 0.

Sugest3o para resolver os itens abaixo: Use o fato de que toda func3o polinomial & uma
funcdo continua e que "Se f é uma funcgdo real continua e f(zg) # 0, entdo existe uma

vizinhanca de xy em que f ndo se anula".

(a) Mostre que x € raiz de multiplicidade par de p(z) se, e somente se, existe r > 0 tal
que p(x) ndo muda de sinal para = pertencente ao conjunto |xg — r,xo + [ \{zo} =
{reR:xg—r<z<xzy+r z#ux}



(b) Mostre que x é raiz de multiplicidade impar de p(x) se, e somente se, existe > 0 tal
que o sinal de p(x) para x € |xg—1, zo[ € oposto ao sinal de p(x) para x € |xg, xo+7] .

(c) Interprete geometricamente os resultados dos dois itens anteriores.

Uma solucao:

[pontuacdo total: 2,0]

Nesta questdo, embora ndo explicitamente afirmado, deve-se supor, como uma hipétese
global, que g & uma raiz de p(z), embora a parte b) possa ser provada sem que isto seja

assumido.
Tem-se que ¢(zo) # 0, digamos ¢(z) > 0. Entdo, existe r > 0 tal que ¢(z) > 0Vz € I,
"q(x), entdo p(z) e (x—xo)"*

possuem o mesmo sinal em I\ {zo} (se ¢(zo) < 0, p(z) e (x — x¢)* terdo sinais opostos

em que [ é o intervalo |zg—7r,zo+7[. Como p(z) = (z—x0)

em I\ {zo}, e as conclusdes dos itens a seguir valerdo com os sinais contrarios).

(a) (0,8 ponto) Tem-se que k & par se, e somente se, (v — x)* > 0, Vo € I \ {z0}.
Logo, k é par se, e somente se, p(z) >0, Vo € I \ {zo}.

(b) (0,8 ponto) Tem-se que k & impar se, e somente se, (x — )" < 0, V2 €]z — 7, 20|
e (x —x0)f >0, Vo €lxg,z0 + r[. Logo, k & impar se, e somente se, p(z) < 0,
Vo elxg—r,a0] ep(z) >0, Vo €lrg, x9+7|.

(c) (0,4 ponto) Geometricamente, tem-se que:

i. se a multiplicidade de x é par, ent3o o grafico de p “toca” o eixo em x, no sentido
em que, préximo ao ponto (xg,0), fica no mesmo semi-plano determinado pelo
eixo horizontal;

ii. se a multiplicidade de x é impar, ent3o o grafico de p “cruza” o eixo em 1z, no
sentido em que, préximo ao ponto (xg,0), fica em semi-planos opostos determi-

nados pelo eixo horizontal.

3. A massa de certas substancias radioativas decresce a uma taxa proporcional a prépria
massa. A meia-vida T de uma substancia como essa é definida como o tempo transcorrido
para que sua massa se reduza a metade da inicial. Considere uma substancia radioativa S

que cuja meia-vida é de 5.000 anos.

(a) Considere uma massa de my = 7 ¢ da substancia S. Qual é o tempo transcorrido
para a massa se reduza a é da inicial? Este tempo depende da massa inicial mg?

Justifique sua resposta.



(b) Determine a fungdo m : [0, +00[ — R que da a massa da substancia &, com massa
inicial mg, em funcdo do tempo medido em anos.

(c) Use as aproximagdes log;(2) = 0,3 e logs(5) = 0,7 para determinar uma apro-
ximac3o para o tempo gasto para a massa da substincia S se reduzir a 10% da
inicial.

Uma solucio:
[pontuacdo total: 2,0]

1
2
5.000 a massa sera moy = %ml = imo; e apés outros 5.000, esta serd mg = %mQ =
%mo. Portanto, sdo decorridos 15.000 para que a massa se reduza a % da inicial.

(a) (0,2 ponto) Apés os primeiros 5.000 anos, a massa sera igual m; = 5 mg. Apés mais

Independentemente de my = 7g ou outro valor, o tempo para que a massa seja
reduzida a % da inicial serad sempre de 15.000 anos.

Como este argumento mostra, devido a definicdo de meia-vida, a resposta ndo depende
do valor da massa inicial.

(b) (0,8 ponto) Consideremos uma variavel s representando o tempo medido em unidades
de 5.000 anos. Como a cada 5.000 anos, a massa cai a metade, ent3o a massa em

funcdo de s é dada por:
()= 5
m(s) = —mg.
25 "

Se t & uma variavel representando o tempo medido em anos, entdo ¢t = 5.000 s.
Portanto: )

m(t) = 9t/5.000

myo .

(c) (1,0 ponto) Devemos resolver a equagdo m(t) = 4 my, que corresponde a 2!/5-000 =

10. Portanto, temos:

t log;,
—— =log, 10 =1+1 =1
£ 000 0g, 10 + logy 5 +

logy2
Logo:

log, 5 7\ 50.000
t=5000(1+2810°) L5000(1++) = ~ 16.667 anos.
log;, 2 3 3



4. Considere uma reta r, um ponto A & r e trés pontos B,C, D € r, tais que C' esta entre
B e D. Em cada um dos itens a seguir, decida se os dados sdo suficientes para determinar

com certeza as medidas de:
(i) cada um dos lados do tridangulo ABC;
(ii) cada um dos angulos do tridngulo ABC.

Justifique rigorosamente as suas respostas.

(a) BC =1 e BAC = 60°;

(b) BC =1e ACD = 135°

(c) BC =1, BAC = 60° e ACD = 135°;
(d) BAC = 60° e ACD = 135°.

Uma solucao:

[pontuacdo total: 2,0]
Sejam a = BC, b= AC e ¢ = AB.

(a) (0,5 ponto) Pela Lei dos Cossenos, temos: a? = b* + ¢ — 2bc COS(B/A\C). Isto é:
¥+ —be=1.

Quaisquer solugdes da equagio acima satisfazem as condi¢cdes dadas. Podemos tomar,

por exemplo, os tridngulos T; e 75, como lados dados respectivamente por:

V3 23
—_— ) = ——
377 3

Além de terem lados diferentes, estes tridngulos possuem, claramente, dngulos dife-

alzblzclzl CLQZ]_,bQ:

rentes (isto &, n3o sdo semelhantes), uma vez que o primeiro é equilatero e o segundo
nao.

Portanto, n3o é possivel determinar com certeza as medidas dos lados ou dos angulos
do tridngulo. De fato, o lugar geométrico dos pontos A que satisfazem as condicdes
dadas formam um arco de circulo (chamado arco capaz). Portanto, ha infinitos

triangulos satisfazendo essas condicdes.

(b) (0,5 ponto) Pela Lei dos Cossenos, temos: ¢ = a2 + b? — 2ab cos(BCA). Isto &:

A =1+b—-V2b.

b
Y
4



Como no item anterior, quaisquer solucdes da equacdo acima satisfazem as condi-
¢cdes dadas. Podemos tomar, por exemplo, os tridngulos 7; e 7T, como lados dados

respectivamente por:

alzclzl,blzﬂ agzl,b2:2\/§,02:\/g

De forma analoga ao item anterior, estes tridngulos possuem, claramente, angulos
diferentes (isto &, ndo sdo semelhantes), uma vez que o primeiro é isésceles e o

segundo n3o.

Portanto, n3o é possivel determinar com certeza as medidas dos lados ou dos angulos
do tridngulo. De fato, o lugar geométrico dos pontos A que satisfazem as condicdes
dadas é a semi-reta C A. Portanto, ha infinitos triangulos satisfazendo essas condicges.

(c) (0,5 ponto) Neste caso, os angulos do triangulo estdo determinados, pois temos:

BAC =60° BCA=45° ABC =75°

Pela Lei dos Senos, temos: sen(fAC’) — <?BC) — o (fCA).
Temos que sen (75°) = sen (45° +30°) = sen (45°) cos(30°) 4 cos(45°) sen (30°) =
V2V3 V21 V2
A AT e 1).
2 2 * 2 2 4 (\/§+ )
Isto permite determinar também as medidas dos lados dos tridngulo:

VB_VAVBEY 2

2 4b - 2¢

Portanto:

V2(v3

. 3+1)  V2(V3+3)
23 6
_ V2 _ V6

C—\/g— 5

Como as condi¢es dadas nesse item sdo a unido das condi¢des dos itens (a) e (b),
o ponto A que satisfaz essas condicdes esta na intersecdo dos lugares geométricos
mencionados nos itens (a) e (b) (arco de circulo e semi-reta). Portanto, ha um Gnico

tridngulo satisfazendo as condicdes dadas.

(d) (0,5 ponto) Neste caso, os angulos do tridngulo estdo determinados, pois temos:

BAC =60° BCA=45°  ABC =75°



Porém como n3o ha nenhuma informacdo sobre as medidas dos lados, ndo é possivel
determina-las. De fato, ha uma familia de tridngulos semelhantes que satisfazem as

condicdes dadas.

5. A figura a seguir representa um esbogo do grafico da fung¢do g :]0, +oo[ — R definida por
g(x) = sen (log,(x)), feito por um aplicativo computacional. Observe que o aplicativo ndo

conseguiu desenhar em detalhes o que ocorre perto da origem do sistema de coordenadas.

(a) Determine todas as raizes da equagdo g(x) = 0. E possivel determinar a menor raiz?
(b) Faga um esbogo do grafico de g na janela grafica 0 <z < 0,1e -2 <y < 2.

(c) Considere um sistema de coordenadas z'y em que o eixo horizontal 2’ estad em escala
logaritmica decimal (isto é, se x representa um eixo em coordenadas cartesianas
convencionais, entdo =’ = log;, x) e o eixo vertical y estd em coordenadas cartesianas
convencionais. Faca um esboco do grafico de ¢ neste sistema, para 107% < z < 10*
e —2<y<?2

Uma solucao:

[pontuacdo total: 2,0]

(a) (0,6 ponto) Temos que:

sen (log,pz) =0 < logyr=kr, k€Z e x=10"", kcZ



Entdo, tomando valores negativos de k, obtemos raizes tdo préximas de 0 quanto se

queira. Portanto, ndo existe uma raiz minima para a equagao.

(b) (0,7 ponto) Nesta janela, o grafico tera o seguinte aspecto:

(c) (0,7 ponto) No sistema de variaveis z'y, a equa¢do de g adquire a forma g(z') =
sen (x). Portanto, neste sistema de eixos o grafico terd o aspecto de uma curva
senéide. Neste intervalo da variavel x, encontram-se as raizes: x; = 10" ~ 0,001,
To =1ex3=10" ~ 1000.




