PROFMAT - AV2 - MA 11 - 2011

Questao 1.

Calcule as seguintes expressoes:

(1,0) (a) log, [logn { W}

(1,0) (b) z'°ga/1e= onde a > 0, x > 0 e a base dos logaritmos é fixada arbitrariamente.

UMA SOLUCAO

(a) Como {/ ¥/ %/n =n/"", temos

nl p 1 —
logn M \/ %:Ezn 3a

logo o valor da expressao dada é —3.

(b) Tomando logaritmo na base b que foi fixada, temos

1
log (xlog“/ log“‘) — 8 -logz =loga.
log

Como a funcao log ¢ injetiva, segue-se que
xloga/ logz _ a.
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Questao 2.
(Como caracterizar a funcdo exponencial a partir da funcdo logaritmo.) Seja f : R — R uma fungao crescente, tal

que f(z+y) = f(z)- f(y) para quaisquer z,y € R. Prove as seguintes afirmacoes:
(1,0) (a) f(z) > 0 paratodo z € Re f(1) > 1.

(1,0) (b) Pondo a = f(1) a fungéo g : R — R definida por g(z) = log, f(x) é linear. (Use o Teorema Fundamental da

Proporcionalidade.)
(0,5) (c) Para todo = € R, g(x) = z, onde g é a funcao definida no item (b).

(0,5) (d) f(x) = a® para todo = € R.

UMA SOLUCAO

O objetivo desta questao é mostrar que é possivel caracterizar a fungao exponencial a partir da fungao logaritmo,
sem usar argumentos geométricos, como esta no livro no caso de logaritmos naturais.
(a) Sendo crescente, f nao é identicamente nula. Daf resulta que f(x) # 0 para todo x € R, pois se existisse g € R

com f(xzg) = 0 terfamos, para qualquer x € R,

f(@) = fzo + (x = m0)) = flxo) - f(x —20) =0

e f seria identicamente nula.

Em seguida, notamos que

para todo x € R.

Vamos mostrar que f(0) = 1. Como f(0) = f(0+0) = f(0)- £(0), entdao f(0) é solugao positiva da equagio z = z2.
Como essa equacao s6 tem 1 como solugao positiva, a igualdade estd demonstrada.

Finalmente, como f é crescente, f(1) > f(0) = 1.

(b) O Teorema Fundamental da Proporcionalidade diz que se g : R — R é crescente e satisfaz g(z +y) = g(z) + g(y)

para quaisquer x,y € R, entdo g é linear, isto é, g(x) = cx, com ¢ > 0. No nosso caso, temos

9(x +y) =log, f(z +y) =log,[f(z) - f(y)] = log, f(z) +1og, f(y) = g(x) +9(y),

para quaisquer z,y € R.
(¢) Temos g(1) = log, f(1) =log, a = 1, portanto g(z) = z para todo z € R.

(d) Como acabamos de ver, log, f(z) = z, para todo € R. Como log, a® = x e a fungao log, é injetiva, segue-se

que f(x) = a®.



PROFMAT — AV2 — MA 11 - 2011
Questao 3.

(1,0) (a) Usando as férmulas para cos(z + y) e sen(x + y), prove que
tg(x) — te(y)
tg(z —y) = ————>=2
S S ORI

(desde que tg(x — y), tg(x) e tg(y) estejam definidas).

(1,5) (b) Levando em conta que um angulo é maximo num certo intervalo quando sua tangente é maxima, use a férmula

acima para resolver o seguinte problemas:

Dentro de um campo de futebol, um jogador corre para a linha de fundo do time adversario ao longo de uma
reta paralela & lateral do campo que cruza a linha de fundo fora do gol (ver figura). Os postes da meta distam
a e b (com a < b) da reta percorrida por ele. Mostre que o jogador vé a meta sob angulo méximo quando sua

distancia x ao fundo do campo é igual a vab.

o ——

— —

UMA SOLUCAO

(a) A manipulagao é direta:

~y_sen(z —y) _ sen(z)-cos(y) —sen(y) - cos(z)
te(w —y) = cos(x —y)  cos(z) - cos(y) + sen(x) - sen(y)

Dividindo o numerador e o denominador por cos(z) - cos(y) (se tg(z) e tg(y) estdo definidas, cos(z) e cos(y) sdo nao

nulos), vem
sen(z) sen(y)
te(z — y) = cos(z) cos(z) _ tg(x) — tg(y)
1 4 Sen(z)  sen(y) 1+ tg(z) - tg(y)

cos(z) cos(y)

(b) Em cada instante, o jogador vé a meta sob o dngulo o = as — g, onde ;1 e ap sdo os dngulos entre sua trajetéria

e as retas que o ligam aos postes da meta. Temos

_ tg(ag) — tg(an)
) = T () talan)




Se x ¢é a distancia do jogador ao fundo do campo, temos tg(a;) = % e tg(az) = %, logo

b_a b—a
tg(a) = 2—2% = .
8(@) 1+%§ er%b

Como o numerador b — a é constante, tg(a) é mdxima quando o denominador for minimo. Ou seja, é preciso achar
T que minimiza a expressao x + %b.

Como a média aritmética é sempre maior do que ou igual a média geométrica, entao %(x + %b) >z %b = ab,
ou seja, o denominador é sempre maior do que ou igual a a 2v/ab. A igualdade vale se e somente se os dois termos

da média sao iguais, isto é, quando x = v ab. Portanto x + %b atinge seu menor valor quando x = v ab.

Obs. E possivel resolver a questio (b) com outros argumentos. Sejam A e B os extremos da meta, que distam a
e b da linha do jogador, respectivamente (veja figura abaixo, & esquerda). Para cada posigdo P do jogador, existe

um tnico circulo que passa por A, B e P. O centro desse circulo, O, estd na mediatriz dos pontos A e B (pois

b+a
2

comprimento igual ao raio do circulo, digamos r, cujo valor depende de P.
Pelo Teorema do Angulo Inscrito, AOB = 2APB. Assim, APB é méximo quando AOB é méximo. E AOB ¢

méaximo quando a distancia OA = OB = r é minima. Mas o menor r possivel é aquele tal que o circulo de centro

AOB é triangulo is6sceles), estando, portanto, a de distancia da linha do jogador. Os segmentos OA e OB tém

sobre a mediatriz de A e B e raio r tangencia a linha do jogador. Nessa situagao, OP é perpendicular a linha do
jogador e r = b+7a (ver figura abaixo, & direita).
O valor de z, neste caso, é a altura do tridngulo AOB com relagao & base AB (ou seja, o comprimento da apétema

da corda AB). Esse valor sai do Teorema de Pitdgoras aplicado ao tridngulo AOQ, em que @ é o ponto médio de

AB. Ou seja,
b—a\’ a+b\?
2 — 2
T +< 5 ) =r —( ) ) .

Dessa equacao resulta a solugao x = v ab.
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Questao 4.

(1,0) (a) 24h apés sua administragao, a quantidade de uma droga no sangue reduz-se a 10% da inicial. Que percentagem
resta 12h apds a administragdo? Justifique sua resposta, admitindo que o decaimento da quantidade de droga

no sangue é exponencial.
(1,0) (b) Em quanto tempo a quantidade de droga no organismo se reduz a 50% da dose inicial?

(0,5) (¢) Se a mesma droga for administrada em duas doses de 10 mg com um intervalo de 12h, qual é a quantidade

presente no organismo apés 24h da primeira dose?

UMA SOLUCAO

(a) Sendo exponencial, a quantidade de droga no organismo obedece a lei coa?, onde a é um niimero entre 0 e 1, o é
a dose inicial (obtida da expressao para t = 0) e ¢t é medido, por exemplo, em horas. Apds 24h a quantidade se reduz

a %0 da inicial, isto é,

Co
C()a24 = E .
Portanto a?* = %. Daf segue que a'? = J%*o’ e que
€o
coa'? =

ik

Entao a quantidade de droga apds 12h é a quantidade inicial dividida por v/10.

(b) Para saber o tempo necessério para a reducao da quantidade de droga & metade (isto é, a meia-vida da droga no

: t_ 1 24 _ 1 s
organismo), basta achar ¢t que cumpra a' = 5. Como a** = 75 implica

a24s _ i °
10
a resposta é t = 24s, onde s ¢ tal que 107° = 271, Daf segue que s = log;; 2 e que t = 241og;, 2.

(c) A quantidade logo apds a primeira dose é ¢o. Apds 12h ela decai para \;%0. Uma nova administracao a eleva para

co+ % = co(1+ \/%*0> Apés mais 12h essa quantidade é dividida por +/10, passando a ser

(7 + 1)
C T = TN )
*\Vio ' 10
logo, com ¢y = 10 mg, restarao, apés 24h da primeira dose,

(1 ++/10) mg.



