Lista de Exercicios N 4
Integracao Multipla

& Universidade Federal da Paraiba Calculo Avangado -041
Centro de Ciéncias Exatas e da Natureza Prof. M. P. Matos
> Departamento de Matematica
- -

4.1. Calcule a integral de linha do campo vetorial f (x,y,z) = (y2 — 22) i+ 2yz;’— x2E, ao
longo do caminho descrito por @ (t) = ti + 2] + t3k.

dz +dy

ezl + lyl’

percorrido no sentido anti-horério.

4.2. Calcule onde ¢ ¢ o quadrado de vértices (1,0), (0,1), (—=1,0) e (0,—1),

4.3. Verifique que o caminho descrito por 7(t) = ti + t2sen(1/t) 7,0 <t <1, e 7(0) = 0

nao é regular.

4.4. Considere um fio uniforme semicircular de raio a.
(a) Mostre que o centrdide jaz no eixo de simetria a uma distancia 2a/7 do centro;

(b) Calcule o momento de inércia em relagao ao didmetro que passa nas extremidades do fio.

4.5. Seja S = R™\ {0} e considere o campo vetorial f definido em S por f (z) = ||z|| z,
sendo p uma constante real. Encontre uma fungao potencial para f. O caso p = —2 deve ser

tratado separadamente.

4.6. Considere o exercicio precedente para o campo vetorial f definido por:

sendo ¢ uma funcdo de classe C' em R.

4.7. Seja S C R™ um subconjunto aberto e convexo e admita que f é um campo continuo e

conservativo em S. Verifique que é possivel construir um potencial ¢ para f por meio da relagao:

1
@<x>:/0 (f(a+t(@—a), (@ a)d,



onde a € S é um ponto fixado. Se, em particular, 0 € S, entdo pode-se considerar:

1
¢ (z) = /0 (f (tz),z)dt.

4.8. Mostre que o conceito de integral dupla para fungoes escadas nao depende da escolha

da particdo. Isso torna o conceito consistente!

4.9. Calcule a integral dupla // y_3em/ydxdy, onde @ = [0,t] x [1,t], ¢ > 0, dado que a
Q

integral existe.

4.10. Se @ é um retangulo do R?, mostre que uma integral dupla da forma / / f(z)g(y)dzdy
Q

¢é igual ao produto de duas integrais unidimensionais.

4.11. Seja f definida no retangulo @ = [0, 1] x [0, 1] como segue:

l—az—-—y,sex+y<1
flay) =

0, caso contrério.

Faga um esbogo do conjunto S = {(z,y,2) € R% (z,y) € Qe 0< 2z < f(z,y)} e calcule vol (5)

por integral dupla.

4.12. Considere o exercicio precedente com a funcao:

T4y, se 22 <y < 222
flzy) =

0, caso contrario.

4.13. Resolva o Exercicio 4.11 quando Q = [-1,1] x [-1,1] e

2 2 2 2
e +y“,sex 4y <1
f(@,y) =

0, caso contrério.
4.14. Seja f definida no retangulo @ = [0, 1] x [0, 1] como segue:

l,sex =y
flzy) =
0, se © #y.

Prove que a integral dupla de f sobre @) existe e é igual a zero.



4.15. Um sélido S do R? abaixo do grafico de z = f (z,y) e acima de uma regido R do
plaxo-zy tem volume dado por:

vol(S):/12 [/:zf(m,y)dy dx+/28 [/:f(m,y)dy} da.

(a) Faga um esbogo da regiao R e escreva vol (S) como uma integral dupla com a ordem de

integragao invertida.

(b) Calclule o volume de S.

4.16. Seja A um subconjunto do R™ Se A é finito, mostre que A tem conteido zero. Se as
coordenadas dos pontos de A sdo todas racionais, mostre que A tem medida zero. Dé exemplo

de um conjunto limitado em R? de medida zero e contetido nio nulo.

4.17. Considere a func¢ao de Dirichlet em @ = [0, 1] x [0, 1]

1, se ¢ e y sao racionais
flzy) =

0, caso contrério.

O conjunto Dy de descontinuidades de f tem medida zero? A funcao f ¢ integrédvel sobre Q7

4.18. Considere uma transformacao linear 7 : R? — R? descrita por:
x = Au + B, Yy =au+ bv
e suponha que o jacobiano J (T') # 0. Mostre que T transforma retas em retas e determine a

imagem do triangulo de vértices (0,0), (2,2) e (—2,2) pela transformacao 7.

4.19. Use uma transformacao linear adequada e calcule a integral dupla de (z — y)? sen? (z + y)

sobre o paralelogramo de vértices (7,0), (2m,7), (m,27), (0,7).

4.20. Se r > 0, seja I (r) = [T e dt.
(a) Mostre que 1% (r) = [, exp (=22 — y?) dady, onde Q ¢ o quadrado Q = [—r, 7] X [-r,7];

(b) Se a < r < 3, mostre que:

// exp (—x2 — y2) dxdy < I? (r) < // exp (—1'2 — y2) dxdy;
Ve (0) Vs(0)

(c) Calcule o limite lim, o I (r) e deduza que [;° e Pdt = \/7/2;
(d) Caleule [* [% exp (—a? — y?) dzdy.



