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Maximos e Minimos

3.1. Locallize e classifique os pontos criticos da funcao z = f (x,y) . Determine se a fungao

tem méximo ou minimo absoluto em seu dominio.
(a) z=uay (b) z =1In(zy) — 2z — 3y (c) z = zy® + 2%y — zy
(d)z=a?—a2y+y*> () z=a224+22y+3y°+4x+6y (f) z=2a*+y>+322 -9y
(g z=1-22-2y> (h)z=223+3 -3 —4y—3 (i) z=12?— 223 + day + 4

3.2. Verifique que no dominio D = {(z,y) €R?* z>0ey >0} a funcdo f do Exercicio
6.1(b) ndo tem minimo. Qual o maior valor que f assume em D? Construa uma func¢ao continua

em D que nao possui méximo nem minimo.

3.3. Determine o méximo e o minimo (absolutos) de z = f (x,y) no conjunto D indicado:
(a) z=wmy; D:22°2+9y> <1 (b) z=z+y; D ¢é o quadrado de vértices (£1,+1)

1
- x2+y2; Di(x—2)2+y2§1 (d) z=mze *cosy; D:[—1,1] x [-m, 7]

(c) 2
3.4. Determine o(s) ponto(s) da curva x = cost, y = sent, z = sen(t/2) mais distante(s)

da origem.

3.5. Quais das funcdes seguintes tem um maximo ou minimo em todo plano R??

(a) z=e"¥" (b)z=e Y (c)z=a%—2x(seny + cosy).

3.6. Determine o(s) ponto(s) da superficie z = xy + 2 mais préximo(s) da origem.

3.7. Determine a distancia (minima) da origem a curva 32 = (z — 1)*. Por que o Método

dos Multiplicadores de Lagrange nao se aplica nesse caso?

3.8. Seja f (z,y) = 3z* — 422y 4+ y2. Mostre que na reta y = mz a fungdo f tem um minimo
em (0,0), mas a origem nao ¢ um minimo local. Esboce o conjunto dos pontos (z,y) onde f < 0

e onde f > 0.



3.9. Determine constantes a e b que tornam a integral fol (aa: +b— x2) dx minima.

3.10. Seja f (z,y) = Ax® 4+ 2Bxy + Cy?> + 2Dz + 2By + F, onde A > 0 e B2 < AC.
(a) Determine o valor minimo de f;

(b) Mostre que no ponto Py onde f assume seu valor minimo, tem-se:

A B D

1
f(PO):mdet B C E
D E F

3.11. Determine 3 niimeros positivos cuja soma seja 5 e o produto o maior possivel.
3.12. Se x,y e z sdo nimeros reais nao negativos, mostre que zryz < % (x+y+2).

3.13. Fixe n pontos z1, 22, ...,2, do R™ e defina f : R™ — R por f(x) =>}_; ||z — 22

. s e _ 1 n ,
Prove que f atinge seu valor mfnimo no ponto a = >/, zx (o centrdide)

3.14. Entre todos os pontos do paraboléide z = 10 — z2 — 3% que estdo acima do plano

x + 2y + 3z = 0, encontre o ponto mais afastado do plano.

3.15. Seja a um ponto estaciondrio de um campo escalar f de classe C? na bola Vs (a).
Prove que a ¢ um ponto de sela se ao menos duas das entradas diagonais da mariz H (a) tém

sinais opostos.

3.16. Verifique que A (1,1,1) é um ponto estaciondrio da funcio f (z,y, z) = o* +y* +2* —
4xyz e determine sua natureza.

Problemas de Maximo e Minimo

3.17. A temperatura T no disco 22 4+ y? < 1 é dada por T (z,y) = 222 + y?> —y. Em que

ponto do disco a temperatura é mais alta e em que ponto ela é mais baixa?

3.18. A temperatura 7' em um ponto P (z,y,z) da esfera 22 + 32 + 22 = 4 é dada por
T (P) = 100zy?2. Em qual ponto da esfera a temperatura ¢ méxima e em qual ponto ela é

minima?



3.19. Uma caixa retangular sem tampa deve ter 32m? de volume. Determine suas dimensoes

de modo que sua drea total seja minima.

3.20. Determine o volume da maior caixa retangular com lados paralelos aos planos coor-

2 2 2
z
denados que pode ser colocada dentro do elipséide — + :Z_Q +—==1
a c

3.21. Método dos Minimos Quadrados: A reta f(x) = ax + b que melhor se ajusta aos

dados A; (z1,y1), A2 (z2,y2), ..., An (Tn,yn) é aquela em que os coeficientes a e b minimizam

a funcao
n

E(a,b) = Z [f (@) — yi]2'

=1

Esta reta é denominada regressao linear. Determine a reta que melhor se ajusta aos dados

A(1,3), B(2,7) e C(3,8).

3.22. A figura ao lado exibe a posigao relativa de trés cidades A, B e C. Urbanistas pretendem

aplicar o Método dos Minimos Quadrados, apresentado no yt C(5,6)
™ B(7,2)
| -

Exercicio 6.27, para decidir onde construir uma nova escola
que atenda as trés comunidades. A escola serd construida
em um ponto P(z,y) de tal forma que a soma dos quadrados
das distancias da escola as cidades A, B e C seja minima. | - — >

Determine a posicao relativa do local da construcao.
3.23. A tabela abaixo relaciona as médias semestrais e as notas do exame final de 10 alunos
da disciplina célculo 2, no perfodo 03.2.
Média Semestral 4,0 55 6,2 68 72 76 80 86 90 9,4

Exame Final 30 45 65 72 60 82 76 92 88 98

Ajuste uma reta a esses dados para estimar a nota do exame final de um aluno, cuja média

semestral seja 7,0.

3.24. De todos os paralelepipedos retdngulos com mesmo volume, mostre que o de menor

area é o cubo.



3.25. Dentre os tridngulos com perimetro p, mostre que o tridngulo eqiiildtero é o que possui

drea maxima. (sugestdo: a drea do triangulo com perimetro p ¢ A = /s (s —a) (s —b) (s — ¢),

ondep=2s=a+b+c)

3.26. Um paralelepipedo retangulo possui 3 de suas faces nos planos coordenados. Seu
vértice oposto & origem estd no plano 4x + 3y + z = 36 e no primeiro octante. Determine esse

vértice de tal forma que o paralelepipedo tenha volume méximo.

6.34. Uma janela tem o formato de um retangulo superposto por
um triangulo is6celes, como mostra a figura ao lado. Se o perfmetro

da janela é 12m, calcule z,y e 6, de modo que a drea da janela seja a

Vv

maior possivel.

3.27. Uma industria planeja fabricar caixas retangulares de 8m? de volume. Determine as
dimensoes que tornam o custo minimo, se o material para a tampa e a base custa o dobro do

material para os lados.

3.28. Calcule o volume da maior caixa retangular que tem 3 de seus vértices no primeiro

octante sobre os eixos x,y e z e um quarto vértice no plano de equacao 2x + 3y + 4z = 12.

3.29. Uma tenda é projetada na forma de um cilindro circular reto, com teto de forma coni-

ca, como sugere a figura ao lado. Se o cilindro tem raio igual a 5m e a I , e
area total da superficie que envolve a tenda é 100m?, calcule a altura
H do cilindro e a altura h do cone, de modo que a tenda tenha o maior

espaco interno possivel.

3.30. Trés componentes elétricos de um computador estao localizados em A (0,0), B (4,0)
e C'(0,4). Determine a posigdo de um quarto componente de modo que a demora do sinal seja

minima.

6.31. Trés genes A, B e O determinam os quatro tipos sangiiineos humanos: A (AAou AO),
B (BB ou BO) e AB. A lei de Hard- Weinberg estabelece que a proporcao de individuos de uma

populacao que sao portadores de 2 genes diferentes é governada pela férmula P = 2pq+2pr+2rq,



sendo p, ¢ e r as proporgoes de genes A, B e C, respectivamente, na populagdo. Prove que P

nao deve exceder 2/3. Note que p, g e r sdo nao negativos e p+q+r = 1.

6.32. A resisténcia de uma viga retangular varia como o produto de sua largura pelo
quadrado de sua profundidade. Determine as dimensoes da viga de maior resisténcia que pode
ser cortada de um toro cilindrico cujas segoes sao elipticas, com eixos maior e menor medindo

24cm e 16cm, respectivamente.

Atengao! A condicio Vf + AVg = 0 ¢ necesséria mas nao suficiente para garantir a
ocorréncia de um valor extremo de f (z,y) sujeito a restri¢do (vinculo) g (x,y) = 0. Por exemplo,
considerando f (z,y) = z + y e a restrigdo xy = 16, o método dos Multiplicadores de Lagrange
nos leva aos pontos P; (—4, —4) e P5(4,4) como candidatos a pontos extremos. Ainda assim, f
nao tem méximo na hipérbole xy = 16. Quanto mais distante da origem estiver P (x,y) nessa

hipérbole no 1° quadrante maior serd o valor de x + y.



