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Propriedades Métricas do RV

Fungoes Continuas

1.1. Se = e y sao nimeros reais nao negativos, mostre que

2xy < 2% 4y (1)
Quando ocorre a igualdade em (1)7?
1.2. Se x1,29, -+ ,zN SA0 numeros reais nao negativos, verifique a relagao:
yn _ 1
(1 29" zN) T S (@@t an). (2)

Quando ocorre a igualdade em (2)? Como sugestao, use a desigualdade exp (A\) > 1+ A, com
A= —1+z;/A,onde A = (1 +2z2+---+ xn) /N, e em seguida efetue as multiplicagoes membro

a membro.

1.3. Usando o Método de Indugao Finita, verifique que a relagdo abaixo é vélida para
qualquer N € N
N N N
() (3n) = o
i=1 j=1 i,j=1
1.4. Em R! considere uma norma |[|-||. Mostre que existe uma constante C' > 0 tal que

lz|| = C|z|, Vz € R
1.5. Se ||-|| ¢ uma norma em RY, mostre que |||z| — ||y|l| < ||z — vl , Yo,y € RV.

1.6. Uma transformacdo linear 7 : RY — RN preserva norma se ||Tz| = ||z||, Yz € RY e
preserva produto interno se (Tx, Ty) = (x,y), Vz,y € RV,
(a) Prove que T preserva norma se, e somente se, preserva produto interno;
(b) Se T preserva norma, mostre que T' ¢ um isomorfismo e que 7! é da mesma

natureza.

1.7. Se x e y sdo vetores ndo nulos do RY, o angulo entre z e y, denotado por Z (z,%), é
definido por arccos ({(z,y)/||z| - |ly||). Uma transformacio linear 7' : RN — RY preserva angulo

se T' é um isomorfismo e para x # y tem-se £ (Tx,Ty) = £ (x,y) .



(a) Se T preserva norma, mostre que T preserva angulo;

(b) Se existir uma base {z1, 2, -+, 2y} do RY de vetores préprios de T', com respectivos
vaalores préprios Aj, Ag, - -+, Ay, sendo todos os |\;| iguais, prove que T' preserva. Verifique que
a recfproca nao é verdadeira considerando a aplicacdo T : R? — R? dada por T (1,0) = (1,0) e

T(1,1)=—(1,1).
1.8. Mostre que ||-||; ~ ||| é¢ uma relacao de equivaléncia.

1.9. Demonstra-se que uma norma em RY é gerada por um produto interno quando a
desigualdade do paralelogramo for atendida para esta norma. Verifique que em R a norma

||-||¢ ndo & gerada por um produto interno. Idem para a norma |||

1.10. Dados z € RY e r > 0, mostre que B, (z) = = + B, (0). Mostre também que
z € By (x) & z=x+ry, comy € By (0), e use isto para estabelecer uma bijecao h : B; (0) «—
B, (x).

1.11. Determine o eaterior, o interior, a fronteira e o fécho de cada subconjunto do R
dado abaixo, classificando-o topologicamente em : aberto, fechado, limitado, compacto, etc.

(a) X:{my €R2'z2+y2:1}

(b) X ={(z,y) eR}y>00uz>0ecy=0}
() X = {(z,y) €R% a2 — g2 > 1)

(d) X ={(z,y) eR% 22+ y?/4 > 1}

(e) X = {(z,y) € R%[|(z,y)ll& < 2}

1.12. O produto cartesiano R = I x J de dois intervalos abertos da reta é denominado
um retdngulo aberto do R?. O que muda nos conceitos de interior, exterior e fronteira quando
se substitui a expressdo vizinhanga aberta por retdngulo aberto? Como vocé define retdngulo

aberto do RN?
1.13. Mostre que S € RY & aberto se, e somente se, SN OS = .
1.14. Mostre que = € S se, e somente se, S N B. (z) # @, para todo € > 0.

1.15. Dado S ¢ RY, mostre que 05 =5 N 5.



1.16. Mostre que o interior de um subconjunto S C RY ¢ o maior aberto do RY contido em

S, enquanto o fécho de S é o menor fechado que o contém.

1.17. Seja S C RY um subconjunto aberto. Mostre que os subconjuntos abertos em S sio

precisamente os abertos do RY contidos em S.

1.18. Mostre que A C S é aberto em S se, e somente se, para cada = € A, existe um raio

r >0 tal que B, (z) NS C A.

1.19. Seja S = {(z,y) € R% y > 0}. Verifique qual dos conjuntos abaixo ¢ aberto em S.
A={(z,y) € S; 2 +y* <1}
B={(z,y) e S;x?+y*<louz?+y’=1lex >0}
C={(z,y) € S5 2% +y> <1}

1.20. Prove a seguinte igualdade elementar entre conjuntos: A — B = A N B¢. Deduza a
partir desta relacido que se A é aberto e B é fechado, entdo A — B ¢é aberto. E se A for fechado

e B for aberto serd que A — B é fechado?

1.21. Um ponto zg € S € RY é denominado ponto isolado de S quando existir um raio

r > 0 tal que B, (x) NS = {zp}. Mostre que um ponto de S ou é um ponto isolado ou é um

ponto de acumulagao.

1.22. Verifique que os conjuntos abaixo sao convexos.

A= {(z,,2) € R max{Ja],|y| 2|} <1}
B={(z,y) eR}0<z <y}
A:{(x,y)ERZ;OSxSygl}.
Mostre que uma esfera do R™Y no é um conjunto convexo. A intersecao de dois convexos é ainda

convexo? E a uniao?

1.23. Mostre que uma fungao vetorial f = (f1, fa,---, fn) : D C R™ — R” & continua em

xo se, e somente se, cada funcao coordenada f; : D — R for continua em xy.

1.24. Sejam f,g : R™ — R” duas fungoes continuas em um subconjunto S C R™ tais que

f (z) = g (x) para qualquer z em S. Mostre que f e g coincidem em S.



1.25. Prove que f : S — R™ é continua em a € S, se para toda seqiiéncia {Xj} em S

convergindo para a, a seqiiéncia {f (X%)} tem uma subseqiiéncia convergindo para f (a).

1.26. Use a funcdo f (z) = x? para mostrar que a imagem de um conjunto aberto da reta

por uma funcio continua pode nio ser um aberto. Procure exemplificar este resultado em R2.

1.27. Se f : S — R™ é uma funcio continua e ' C R™ é fechado, mostre que f~!(F) é
fechado em S. Substitua o fechado F' por um aberto A e prove um resultado andlogo. Conclua

que o conjunto dos zeros de ma funcao continua, e em particular o nicleo de um operador linear

T:R™— R", ¢ fechado

1.28. Considere A = {(3:, Y ERL z>0e0<y< :1:2} e mostre que qualquer reta passando
pela origem contém um intervalo em torno de (0, 0) que nio toca o conjunto A. Defina f : R? — R
por f(z) =0,sex ¢ Ae f(r) = 1, se z € A e fixado h € R?, defina g5, : R — R por

gn (t) = f (th). Mostre que g, é continua em ¢t = 0, embora f nao seja continua em (0,0).

1.29. Considere um subconjunto A C R™ e suponha que A néo ¢é fechado. Mostre que é

possivel definir uma funcgéo continua f : A — R n&o limitada. Como sugestao considere um

ponto zg ¢ AUint {R™\ A} e defina f (z) = 1/ ||z — || -

1.30. Se K C R" é um subconjunto compacto, mostre que qualquer fungao continua em K

¢é limitada e atinge seus extremos.



