Shamarov. EDEs regressivas




Gerador de uma difusao de Ito

@ Uma difusdo de It6 é uma solugcdo da EDE estociastica

t t
xt:x+/ b(Xs)ds+/ o(X:)dBs
0 0
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Gerador de uma difusao de Ito

@ Uma difusdo de It6 é uma solugcdo da EDE estociastica
t t
X :x+/ b(Xs)ds—i—/ o(Xs)dBs
0 0

@ Notamos que a solucdo dessa EDE é um processo estocastico continuo
X :[0,T] x Q= R", X(t,w). Ele pode ser considerado como uma

varidvel aleatéria

Q - C([0, TLR"), w — X(-,w),

porque X(-,w) : t — X(t,w) é uma fun¢do continua com X(0,w) = x
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Gerador de uma difusao de Ito

@ Uma difusdo de It6 é uma solugcdo da EDE estociastica
t t
X :x+/ b(Xs)ds—i—/ o(Xs)dBs
0 0

@ Notamos que a solucdo dessa EDE é um processo estocastico continuo
X :[0,T] x Q= R", X(t,w). Ele pode ser considerado como uma
varidvel aleatdria

Q — C([0, TI,R"), w+ X(-,w),
porque X(-,w) : t — X(t,w) é uma fun¢do continua com X(0,w) = x
@ Seja PX =P o X! a distribuicio da variavel aleatéria

X : Q — ([0, T],R").
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Gerador de uma difusao de Ito

@ Uma difusdo de It6 é uma solugcdo da EDE estociastica
t t
X :x+/ b(Xs)ds—i—/ o(Xs)dBs
0 0

@ Notamos que a solucdo dessa EDE é um processo estocastico continuo
X :[0,T] x Q= R", X(t,w). Ele pode ser considerado como uma

varidvel aleatéria

Q - C([07 T]7Rn)7 w = X( : 7"‘))7
porque X(-,w) : t — X(t,w) é uma fun¢do continua com X(0,w) = x

@ Seja PX =P o X! a distribuicio da variavel aleatéria

X : Q — ([0, T],R").

@ Notamos que X! é uma aplicagio C([0, T],R") — Q. Assim, P* é uma
medida em C([0, T],R"). O indece 'x’ significa que X(0,w) = x.
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Gerador de uma difusao de Ito

@ Seja E* experanca em relagdo a P*, ou seja

El= [ emP@
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Gerador de uma difusao de Ito

@ Seja E* experanca em relagdo a P*, ou seja
Elel= [ ep)Pi(d)
c([o, T],R")

(Af)(x) = lim

t—0+

@ Definimos EX[f(Xe)] — f(x)
h .
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Gerador de uma difusao de Ito

@ Seja E* experanca em relagdo a P*, ou seja

= [ emP @

@ Definimos (AF)(x) = tl m Ex[f-(XtZ] = f(X).
Seja X; uma difusio de It6, ou seja X; = x + fot b(Xs)ds + fo 5)dBs. Seja
f € C3(R"). Entdo, f € D(A) e o gerador A de X: tem a seguinte
representagao:

n

(ANG) = 2 3 (00 (I F) + 3 ()0 F ().

ij=1 i=1
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Teorema da representacao martingale

@ O processo estocdstico X; = s w dBS é sempre um martingale:

t s
E[/ v(r7w)dB,|]-'5] :/ v(r,w)dB, s<t.
0 0
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Teorema da representacao martingale

@ O processo estocastico X; = fo v(s, w st é sempre um martingale:

t s
E[/ v(r7w)dB,|]-'5] :/ v(r,w)dB, s<t.
0 0

TEOREMA

—
N

Seja B = (B;, B;, . .., B{) um movimento browniano n-dimensional. Vamos
supor que My é um martingale em relacdo a filtracdo
Fr=o{Bli=1,...,n,0<s <t} (ouseja E|M:| < co e E[M:|Fs] = Ms para
todos s < t). Entdo, existe um processo estocdstico v(t,w) do classe

L,(Q2 x [0, t],P ® \), adaptado em relacio a F; e tal que

M (w) = E[Mo] + /Ot v(s,w)dBs.
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EDEs regressivas (Backward SDEs)

@ Fixamos um espaco de probabilidade (€2, F,P), e uma filtracdo F; gerado
por um movimento browniano d-demensional B¢, ou seja,

Fr :U{Bs,0< s < t}.
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EDEs regressivas (Backward SDEs)

@ Fixamos um espaco de probabilidade (€2, F,P), e uma filtracdo F; gerado
por um movimento browniano d-demensional B¢, ou seja,

Fr :U{Bs,0< s < t}.

@ Consideramos a equacgdo regressiva

Y: =6+ ftT g(s, Ys, Zs)ds — ftT ZsdBs, & é Fr-mensuravel
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EDEs regressivas (Backward SDEs)

@ Fixamos um espaco de probabilidade (€2, F,P), e uma filtracdo F; gerado
por um movimento browniano d-demensional B¢, ou seja,
ft:U{Bs,0<s< t}

@ Consideramos a equacgdo regressiva

Y: =6+ ftT g(s, Ys, Zs)ds — ftT ZsdBs, & é Fr-mensuravel

@ A solugdo é um par (Y:, Z;) de processos Fi-adaptados com valores um

R? x (RY x RY).
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EDEs regressivas (Backward SDEs)

@ Fixamos um espaco de probabilidade (€2, F,P), e uma filtracdo F; gerado
por um movimento browniano d-demensional B¢, ou seja,

Fr :U{Bs,0< s < t}.

@ Consideramos a equacgdo regressiva
Y: =6+ ftT g(s, Ys, Zs)ds — ftT ZsdBs, & é Fr-mensuravel

@ A solugdo é um par (Y:, Z;) de processos Fi-adaptados com valores um
R? x (RY x RY).

@ A versdo simplificada: g = g(s).
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EDEs regressivas (Backward SDEs)

@ Fixamos um espaco de probabilidade (€2, F,P), e uma filtracdo F; gerado
por um movimento browniano d-demensional B¢, ou seja,

Fr :U{Bs,0< s < t}.

@ Consideramos a equacgdo regressiva
Y: =6+ ftT g(s, Ys, Zs)ds — ftT ZsdBs, & é Fr-mensuravel

@ A solugdo é um par (Y:, Z;) de processos Fi-adaptados com valores um
R? x (RY x RY).
@ A versdo simplificada: g = g(s).

@ Nesse caso, Y: = E[¢ + ftT g(s)ds|F;] porque
E[ )] Z.dB|F] = J{ Z.dB. =0
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EDEs regressivas (Backward SDEs)

@ Fixamos um espaco de probabilidade (€2, F,P), e uma filtracdo F; gerado
por um movimento browniano d-demensional B¢, ou seja,

Fi = (J’{BS,O <s < t}.
@ Consideramos a equacgdo regressiva
=£+ ftT g(s, Ys, Zs)ds — ftT ZsdBs, & é Fr-mensuravel
@ A solugdo é um par (Y:, Z;) de processos Fi-adaptados com valores um
@ x (R? x RY).
@ A versdo simplificada: g = g(s).

@ Nesse caso, Y; = E[§+f g(s)ds|Ft] porque
E[ )] Z.dB|F] = J{ Z.dB. =0

oY +f0 s)ds = [£+f0 ds|]-'t] € um martingale pela propriedade
E[E[®|F:]| Fs] = E[®|Fs]
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EDEs regressivas (Backward SDEs)

@ Pelo teorema da representacdo martingale, existe Z; tal que

Yi+ [y g(s)ds = E[¢ + [ g(s)ds| 7| = E[Yo] + [ Z:dB.
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EDEs regressivas (Backward SDEs)

@ Pelo teorema da representacdo martingale, existe Z; tal que
Yi+ [y g(s)ds = E[¢ + [ g(s)ds| 7| = E[Yo] + [ Z:dB.

@ Avaliando em ponto t = T, obtemos ¢ + fOT g(s)ds = E[Yo] + fOT Z;dBs
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EDEs regressivas (Backward SDEs)

@ Pelo teorema da representacdo martingale, existe Z; tal que
Yi+ [y g(s)ds = E[¢ + [ g(s)ds| 7| = E[Yo] + [ Z:dB.
@ Avaliando em ponto t = T, obtemos ¢ + fOT g(s)ds = E[Yo] + fOT Z;dBs

@ Essas equagdes implicam que

Ye=¢+ [ g(s)ds — [ Z.dB.

Evelina Shamarova EDEs regressivas



EDEs regressivas (Backward SDEs)

@ Pelo teorema da representacdo martingale, existe Z; tal que
Yi+ [y g(s)ds = E[¢ + [ g(s)ds| 7| = E[Yo] + [ Z:dB.
@ Avaliando em ponto t = T, obtemos ¢ + fOT g(s)ds = E[Yo] + fOT Z;dBs
@ Essas equagdes implicam que
Ye=¢+ [ g(s)ds — [ Z.dB.
@ Assim, provamos a existéncia do tnico par Y; e Z; que satisfaz a EDE

regressiva.

Evelina Shamarova EDEs regressivas



EDEs regressivas (Backward SDEs)

@ Pelo teorema da representacdo martingale, existe Z; tal que
Yi+ [y g(s)ds = E[¢ + [ g(s)ds| 7| = E[Yo] + [ Z:dB.
@ Avaliando em ponto t = T, obtemos ¢ + fOT g(s)ds = E[Yo] + fOT Z;dBs
@ Essas equagdes implicam que
Ye=¢+ [ g(s)ds — [ Z.dB.
@ Assim, provamos a existéncia do tnico par Y; e Z; que satisfaz a EDE

regressiva.

@ No caso geral temos um processo iterativo:

YU =4 [T g(s, Y, 2yds — [T 2"V dB;
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EDEs regressivas (Backward SDEs)

TEOREMA

Vamos supor que g(t,y,z) é uma funcdo com as propriedades

lg(t,y,z)| < K(1+|y| + |z|), crescemento linear

lg(t,y1,21) — g(t,y2,2)| < C(|yr — y2| + |z — 2|), fungdo Lipschitz.
Ent3o, a EDE regressiva
£+f g(s, Ys, Z5)d deB
possui uma solugdo (Y:, Z:), que é dnica em relagdo & norma

.
1(Ye, Z)II? = supseio,r EIYVel> + [ ElZs|*ds.
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EDEs regressivas (Backward SDEs)

Ideia da demonstracdo

@ Aplicando a formula de It a | Y} — Y?|?, obtemos
T
Y — Y2 +/ |z} — Z2)%ds
t

T T
= s, Y4, Z ) —g(t, Y2, Z2), Y= Y2)ds— Z}-72)dB., Y} -Y?
g
t t
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EDEs regressivas (Backward SDEs)

Ideia da demonstracdo

@ Aplicando a formula de It a | Y} — Y?|?, obtemos

;
lY!— Y2 +/ |z} — Z2|°ds
t
T T
= [ (ets.vi 2 g2 V2. 22), Vi Vids— [ (2= 2)dB Y- )
t t
@ Daqui,
.
E|Y} — YZ)? +/ E|Z! — Z2|*ds
t
T T
< KlE/ |YS — Y2 |°ds + KQ]E/ V) — Y2||Z} — Z2|ds
t t
T T 1
< K1/ E|Y}! — Y2 |ds + Kz/ BV Y — Y2|——|Z) — Z2|ds
¢ ¢ VK>
. T 1 T
< K1/ E|Y}! — YZ)?ds + 5/ E|Z! — Z2)*ds.
t t
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EDEs regressivas (Backward SDEs)

Ideia da demonstracdo

@ Temos

E|Y! - V2P < K [TE|Y! - Y2ds
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EDEs regressivas (Backward SDEs)

Ideia da demonstracdo

@ Temos
E|Y! - V2P < K [TE|Y! - Y2ds
@ Lembramos que essa desigualdade permita aplicar o mesmo metodo, de

ponto fixo, como para EDEs tradicionais; envolvendo a constante

KnTn
n!

<L
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EDEs regressivas (Backward SDEs)

Connexao com EDPs

@ Vamos supor £ = h(Br) e consideramos o seguinte problema do valor

final para uma EDP:

0:0(t, x) + 1 00(t, x) + g (t,0(t, x), VO(t,x)) =0
0(T,x) = h(x)
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EDEs regressivas (Backward SDEs)

Connexao com EDPs

@ Vamos supor £ = h(Br) e consideramos o seguinte problema do valor

final para uma EDP:

0:0(t, x) + 1 00(t, x) + g (t,0(t, x), VO(t,x)) =0
0(T,x) = h(x)

@ Vamos supor que o problema acima tem uma solugdo 6(t, x).
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EDEs regressivas (Backward SDEs)

Connexao com EDPs

@ Vamos supor £ = h(Br) e consideramos o seguinte problema do valor

final para uma EDP:

0:0(t, x) + 1 00(t, x) + g (t,0(t, x), VO(t,x)) =0
0(T,x) = h(x)

@ Vamos supor que o problema acima tem uma solugdo 6(t, x).

@ Aplicando a férmula de 1t6 a 6(t, B;) obtemos

o(t, B.) = h(Br) — /T (859(5, B.) + %A@(s, Bs)) ds — /T V(s, Bs) dBs
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EDEs regressivas (Backward SDEs)

Connexao com EDPs

@ Vamos supor £ = h(Br) e consideramos o seguinte problema do valor

final para uma EDP:

0:0(t, x) + 1 00(t, x) + g (t,0(t, x), VO(t,x)) =0
0(T,x) = h(x)

@ Vamos supor que o problema acima tem uma solugdo 6(t, x).

@ Aplicando a férmula de 1t6 a 6(t, B;) obtemos

T T
o(t, B) = h(Br) 7/ (859(5, B.) + %A@(s, Bs)) dsf/ V(s, B:) dBs
t t
@ Ou seja,

0(t, B:) = h(Br) — /Tg(s, (s, Bs), VO(s, Bs)) ds — /T Vo(s, Bs) dBs

t
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EDEs regressivas (Backward SDEs)

Connexao com EDPs

@ Isso implica que a solugdo da EDE regressiva toma a forma

Y. =0(t,B), Z = V0(t,B)
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EDEs regressivas (Backward SDEs)

Connexao com EDPs

@ Isso implica que a solugdo da EDE regressiva toma a forma

Y. =0(t,B), Z = V0(t,B)

@ Por outro lado, se (Y, Z["*) é uma solugdo da EDE regressiva

Y7 = h(B) + [ g(s, YI*, 20 ")ds — [T Z7dBI*, te[r,T]
com B{*=x+B:—B;, te]r,T]
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EDEs regressivas (Backward SDEs)

Connexao com EDPs

@ Isso implica que a solugdo da EDE regressiva toma a forma

Y. =0(t,B), Z = V0(t,B)

@ Por outro lado, se (Y, Z["*) é uma solugdo da EDE regressiva

Y7 = h(B) + [ g(s, YI*, 20 ")ds — [T Z7dBI*, te[r,T]
com B{*=x+B:—B;, te]r,T]

@ Entdo, Y é uma fungdo deterministica e 6(r,x) = Y™ é uma solugdo

do problema de valor final para a EDP
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EDEs regressivas (Backward SDEs)

Ideia de demontragio

T+0,x TX T+8,x T,X X X
YT YT = YT YTy Ty

T+6 T+6 T T+6

= (0(7 +6,x) — O( + 6, BI7S)) + (Y775 — YI™).
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EDEs regressivas (Backward SDEs)

Ideia de demontragio

T+0,x TX T+8,x T,X X X
Y7—+6 Y= YT+6 - Y7—+6 + Yﬂ'+6 -Y:

= (0(7 +6,x) — O( + 6, BI7S)) + (Y775 — YI™).

@ Aplicamos a férmula de I1t6 a primeira diferenca e usamos a EDE

regrassiva para a segunda diferenca.
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EDEs regressivas (Backward SDEs)

Ideia de demontragio

T+0,x TX T+8,x T,X X T,X
YT YT = YT YTy Ty

T+6 T+0 T T+6

= (0(7 +6,x) — O( + 6, BI7S)) + (Y775 — YI™).

@ Aplicamos a férmula de I1t6 a primeira diferenca e usamos a EDE

regrassiva para a segunda diferenca.

T+0

(%A@(T 46, + Brys — By)

ST

(0(r + 6,x) — O(r,x)) = —%E[/

T

+g(r+6,0(r+6,x+ B, — B;),VO(r + 6,x + B, — BT)))dr]
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EDEs regressivas (Backward SDEs)

Ideia de demontragio

T+0,x TX T+8,x T,X X X
YT YT = YT YTy Ty

T+6 T+6 T T+6

= (0(7 +6,x) — O( + 6, BI7S)) + (Y775 — YI™).

@ Aplicamos a férmula de I1t6 a primeira diferenca e usamos a EDE

regrassiva para a segunda diferenca.

T+6

(%A@(T 46, + Brys — By)

| =

(0(r + 6,x) — O(r,x)) = —%E[/T

+g(r+6,0(r+6,x+ B, — B;),VO(r + 6,x + B, — BT)))dr]

— —%AG(T, x) + g(7, x, 0(7, x), VO(t,x)), quando § — 0.
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EDEs progressivas-regressivas (Forward-Backward

SDEs)

Connexdo com EDPs

@ Consideramos EDEs progressivas-regressivas:

Xe=x+ [1f(s, X, Ye, Zs) ds + [Fo(s, X, Ys) dBs
Ye = h(Xr)+ [ g(s, Xs, Yo, Z) ds — [| Z. dB,
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EDEs progressivas-regressivas (Forward-Backward

SDEs)

Connexdo com EDPs

@ Consideramos EDEs progressivas-regressivas:

Xe=x+ [1f(s, X, Ye, Zs) ds + [Fo(s, X, Ys) dBs
Ye = h(Xr)+ [ g(s, Xs, Yo, Z) ds — [| Z. dB,

@ A solugdo é uma tripla de processos estocdsticos (X:, Y:, Z:) com valores
em RP x R? x (R? x RY) adaptados em relacdo a filtracio F; gerada por
Bs.
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EDEs progressivas-regressivas (Forward-Backward

SDEs)

Four Step Scheme

@ J. Ma, P. Protter, J. Yong, Solving forward-backward stochastic

differential equations explicitly — a four step scheme, 1994
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EDEs progressivas-regressivas (Forward-Backward

SDEs)

Four Step Scheme

@ J. Ma, P. Protter, J. Yong, Solving forward-backward stochastic

differential equations explicitly — a four step scheme, 1994

@ Existe uma conex3o forte entre EDEs progressivas-regressivas e EDPs

parabdlicas quasi-lineares
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EDEs progressivas-regressivas (Forward-Backward

SDEs)

Four Step Scheme

@ J. Ma, P. Protter, J. Yong, Solving forward-backward stochastic

differential equations explicitly — a four step scheme, 1994

@ Existe uma conex3o forte entre EDEs progressivas-regressivas e EDPs

parabdlicas quasi-lineares

@ Consideramos a problema de valor final para EDP

G2(t,x) + 3 3201 (007)i(8,x, 08, x)) 525 (£, %)

+ 300 £ (8%, 0(t, %), VO(t, )a(t, x, 0(t, x))) 22 (¢, x)
+g(t, x,0(t,x), V.0(t,x)o(t,x,0(t,x))) =0

0(T,x) = h(x)

(t,x) € [0, T] x R, @ toma valores em R,
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Forward-backward SDEs

Four Step Scheme

@ Se 4(t,x) é a solugdo do problema de valor final acima
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Forward-backward SDEs

Four Step Scheme

@ Se 4(t,x) é a solugdo do problema de valor final acima

@ X: é a solucdo da EDE

t t
Xt:x+/ F(s,xs)ds+/ 5(s,Xs) dBs,

T

onde f(t,x) = f(t,x,0(t,x), V.0(t,x)o(t, x, 0(t, x))),
G(t,x) = o(t,x,0(t,x))
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Forward-backward SDEs

Four Step Scheme

@ Se 4(t,x) é a solugdo do problema de valor final acima

@ X: é a solucdo da EDE

t t
Xt:x+/ F(s,xs)ds+/ 5(s,Xs) dBs,

T

onde f(t,x) = f(t,x,0(t,x), V.0(t,x)o(t, x, 0(t, x))),
G(t,x) = o(t,x,0(t,x))

© Xe=x+ ['f(s,Xs, Ve, Z:)ds + [Fo(s, Xs, Ye) dBs
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Forward-backward SDEs

Four Step Scheme

@ Se 4(t,x) é a solugdo do problema de valor final acima

@ X: é a solucdo da EDE

t t
Xt:x+/ F(s,xs)ds+/ 5(s,Xs) dBs,

T

onde f(t,x) = f(t,x,0(t,x), V.0(t,x)o(t, x, 0(t, x))),
G(t,x) = o(t,x,0(t,x))

© Xe=x+ ['f(s,Xs, Ve, Z:)ds + [Fo(s, Xs, Ye) dBs

@ Entdo, a solucao da EDE progressiva-regressiva toma a forma

(Xe, Ye, Ze) = (Xe, 0(8, X2), V0(t, Xo)o(t, Xz, 0(t, X2)))
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Forward-backward SDEs (FBSDEs)

Four Step Scheme

@ Por outro lado, se (X;”*, Y%, Z[™) a solu¢do de FBSDEs, ent3o
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Forward-backward SDEs (FBSDEs)

Four Step Scheme

@ Por outro lado, se (X;”*, Y%, Z[™) a solu¢do de FBSDEs, ent3o

@ Y* é deterministico
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Forward-backward SDEs (FBSDEs)

Four Step Scheme

@ Por outro lado, se (X;”*, Y%, Z[™) a solu¢do de FBSDEs, ent3o
@ Y é deterministico

@ e 0(1,x) = Y™ a solucdo do problema de valor final para a EDP
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Forward-backward SDEs (FBSDEs)

Four Step Scheme

@ Por outro lado, se (X;”*, Y%, Z[™) a solu¢do de FBSDEs, ent3o
@ Y é deterministico

@ e 0(1,x) = Y™ a solucdo do problema de valor final para a EDP

A ideia de demonstracdo é a mesma do que para a EDP

0(t, B:) = h(Br) — [ g(s,0(s, Bs), Vi(s, B.)) ds — [T V(s B.) dBs
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