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Motivacao

A taxa de cdmbio € / $ em cada ponto fixo t pode ser considerado como uma
varidvel aleatdria, e a colegdo de taxas de cdmbio X, t € [2008,2013], pode

ser considerada um processo estocastico.
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Principios Basicos do Calculo Estocastico

Variavel aleatéria

@ Um exemplo de experimento aleatdrio é o langamento de uma moeda: os
resultados possiveis “cara” ou “coroa” ndo s3o previsiveis e aparecem de

acordo com um mecanismo aleatério.
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Principios Basicos do Calculo Estocastico

Variavel aleatéria

@ Um exemplo de experimento aleatdrio é o langamento de uma moeda: os
resultados possiveis “cara” ou “coroa” ndo s3o previsiveis e aparecem de

acordo com um mecanismo aleatério.

@ Se nods atribuirmos o valor 1 2 “cara” e o valor 0 a “coroa”, obtemos uma

varidvel aleatéria X no espago 2 = {cara,coroa} que toma valores 1 e 0.

Evelina Shamarova Anilise Estocdstica



Principios Basicos do Calculo Estocastico

Variavel aleatéria

@ Um exemplo de experimento aleatdrio é o langamento de uma moeda: os
resultados possiveis “cara” ou “coroa” ndo s3o previsiveis e aparecem de

acordo com um mecanismo aleatério.

@ Se nods atribuirmos o valor 1 2 “cara” e o valor 0 a “coroa”, obtemos uma

varidvel aleatéria X no espago 2 = {cara,coroa} que toma valores 1 e 0.

@ Seja F a o-dlgebra de Q: F = {@, {cara}, {coroa}, Q}.
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Principios Basicos do Calculo Estocastico

Variavel aleatéria

@ Um exemplo de experimento aleatdrio é o langamento de uma moeda: os
resultados possiveis “cara” ou “coroa” ndo s3o previsiveis e aparecem de

acordo com um mecanismo aleatério.

@ Se nods atribuirmos o valor 1 2 “cara” e o valor 0 a “coroa”, obtemos uma

varidvel aleatéria X no espago 2 = {cara,coroa} que toma valores 1 e 0.
@ Seja F a o-dlgebra de Q: F = {@, {cara}, {coroa}, Q}.

@ Definimos a probabilidade P: P{cara} = e P{coroa} = 1.
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Principios Basicos do Calculo Estocastico

Variavel aleatéria

® Uma tripla (22, F,P), onde Q é um conjunto, F é uma o-algebra de
conjuntos de 2, e P é uma medida de probablidade em F, é chamada de

espaco de probabilidade.
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Principios Basicos do Calculo Estocastico

Variavel aleatéria

® Uma tripla (22, F,P), onde Q é um conjunto, F é uma o-algebra de
conjuntos de 2, e P é uma medida de probablidade em F, é chamada de

espaco de probabilidade.

@ Dizemos que a funcido X : Q — R" é uma variavel aleatdria se ela é uma

funcdo mensuravel.
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Principios Basicos do Calculo Estocastico

Variavel aleatéria

® Uma tripla (22, F,P), onde Q é um conjunto, F é uma o-algebra de
conjuntos de 2, e P é uma medida de probablidade em F, é chamada de

espaco de probabilidade.

@ Dizemos que a funcido X : Q — R" é uma variavel aleatdria se ela é uma

funcdo mensuravel.

@ A medida Px(B) =Po X (B) =P(X € B) = P({w: X(w) € B}) em

R" (ou seja, B C R") é chamada de distribuicdo da varidvel aleatéria X.
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Principios Basicos do Calculo Estocastico

Variavel aleatéria

Examplo: Variavel aleatéria Gaussiana.

Uma varidvel aleatéria X é dita Gaussiana se sua distribuicio Px = Po X! é
uma medida Gaussiana, ou seja, se

Px(A) = [, p(x)dx, onde p(x) = —Lr e~ 2(m = tx)

1
2|2
¢ a densidade Gaussiana com média 1 ¢ matriz de covariancia .

10 I I
p=0, 0*=02,— ]
H=0, 02=10,—
H=0, 07250, — ]
p=-2, 02=05,—
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Principios Basicos do Calculo Estocastico

Processo Estocastico

@ Um processo estocastico é uma colecio de varidveis aleatérias {X:(w)},

onde t € [0,00) ou t € [0, T].
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Principios Basicos do Calculo Estocastico

Processo Estocastico

@ Um processo estocastico é uma colecio de varidveis aleatérias {X:(w)},

onde t € [0,00) ou t € [0, T].

@ Consequentamente, um processo estocastico X;: é uma fun¢do de duas

varidveis: t € [0,00) e w €

Xe = Xe(w) = X(t,w).
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Principios Basicos do Calculo Estocastico

Movimento browniano

@ O movimento browniano pode ser definido como movimento aleatdrio

de particulas microscépicas imersas em um fluido.
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Movimento browniano

Figure: Simulagdo de um movimento browniano

Evelina Shamarova Anilise Estocdstica



Principios Basicos do Calculo Estocastico

Movimento browniano

Movimento Browniano B; , t > 0, é um processo estocdstico continuo com as
seguintes propriedades:
@ By=0
@ Os incrementos By, — By,, By; — By, ... B:,_, — B, sdo independentes
para todos t1 < trh < ... < ty.

@ Para todos 0 < s < t, oincremento By — Bs é uma varidvel aleatdria
Gaussiana com média zero, i.e., E[B: — Bs] =0, e variancia t — s, i.e.,

E[(B: — Bs))] =t —s.
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Procéssos estocasticos em financas

indice S&P Stock de Pregos,
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Equacao quasilinear parabdlica

Oeu =377, aj(t,x, u)@fixju + >0 bi(t, x, u, 0xu)Oxu + c(t,x, u, Oxu),

u(0,x) = (x), xeR", t>0.

onde u(t, x) toma valores em R"™.
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Equacao quasilinear parabdlica

Oeu =377, aj(t,x, U)Q%.Xju + >0, bi(t, x, u, Ocu)Oxu + c(t, x, u, Oxu),

u(0,x) = (x), xeR", t>0.

onde u(t, x) toma valores em R"™.

Uma equacgdo desse tipo aparece frequentamente em problemas de Anadlise

estocastica
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Equacao quasilinear parabdlica

Ol = Z,'.’J:l a;(t, x, u)@fixju + >0 bi(t, x, u, 0xu)Oxu + c(t,x, u, Oxu),
u(0,x) = (x), xeR", t>0.

onde u(t, x) toma valores em R"™.

Uma equacgdo desse tipo aparece frequentamente em problemas de Anadlise

estocastica

Exemplo: equagdo de calor
Oru = Au.

Nesse caso, aj = d;;, matriz identidade.
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Principios Basicos do Calculo Estocastico

Esperanca e esperanca condicional

@ A esperanga de uma variavel aleatoria X(w), X : @ — R", é definida

como

E[X] = /ﬂ X(w) P(dw).
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Principios Basicos do Calculo Estocastico

Esperanca e esperanca condicional

@ A esperanga de uma variavel aleatoria X(w), X : @ — R", é definida

E[X] = /ﬂ X(w) P(dw).

@ A esperanca condicional de uma variavel aleatoria X(w), X : Q@ — R",
em relacdo a uma o-algebra A C F de subconjuntos de  é uma variavel

aleatdria, denotada por E[X|.A], mensurdvel em relacdo a A e tal que

/A X(w) P(dw) = /A EX|AJ(W)P(dw) VA€ A
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Principios Basicos do Calculo Estocastico

Filtracdo e processos adaptados

@ Uma familia crescente {F;} de sub-o-algebras de F é chamada uma

filtacdo se para todos0 < s<t<oo, Fs CFt C F.

Evelina Shamarova Anilise Estocdstica



Principios Basicos do Calculo Estocastico

Filtracdo e processos adaptados

@ Uma familia crescente {F;} de sub-o-algebras de F é chamada uma

filtacdo se para todos0 < s<t<oo, Fs CFt C F.

@ A filtracdo pode ser vista como um fluxo crescente de informacgio.
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Principios Basicos do Calculo Estocastico

Filtracdo e processos adaptados

@ Uma familia crescente {F;} de sub-o-algebras de F é chamada uma

filtacdo se para todos0 < s<t<oo, Fs CFt C F.
@ A filtracdo pode ser vista como um fluxo crescente de informacgio.

@ Processo estocastico X; é chamado adaptado com respeito a F¢ se para

cada t, X; é Fs-mensurdvel.
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Principios Basicos do Calculo Estocastico

Martingales

@ Um processo Fi-adaptado M; é chamado um martingale se E|M;| < oo

e E[Mt |]-'5} = M para todos s < t.
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Principios Basicos do Calculo Estocastico

Martingales

@ Um processo Fi-adaptado M; é chamado um martingale se E|M;| < oo
e E[Mt |]-'5} = M para todos s < t.

@ Exemplo: Movimento browniano é um martingale.
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Principios Basicos do Calculo Estocastico

Martingales

@ Um processo Fi-adaptado M; é chamado um martingale se E|M;| < oo
e E[Mt |]-'5} = M para todos s < t.

@ Exemplo: Movimento browniano é um martingale

° B = [, |B:|P(dw) < (fQ |B.|?P(dw) ) = VEBE= vt
L E[Bt‘fs] = IE[Bs|]:s] + IE[Bt* - Bs|-Fs] =B
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Principios Basicos do Calculo Estocastico

Martingales

@ Um processo Fi-adaptado M; é chamado um martingale se E|M;| < oo
e E[Mt |]-'5} = M para todos s < t.

@ Exemplo: Movimento browniano é um martingale

° B = [, |B:|P(dw) < (fQ |B.|?P(dw) ) = VEBE= vt
L E[Bt‘fs] = IE[Bs|]:s] + IE[Bt* - Bs|-Fs] =B

Como Bs é Fs-mensuravel e By — Bs é independende de Fs.
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Integral Estocastica

. . L .. T - .
Definimos a integral estocastica fo H:dB;: com relacio a um movimento

browniano B; (Integral de It8).

@ Lembramos que uma integral de Riemann-Stieltjes é definida como

J) f(t)deg(t) =1lim 7, F(t:)(g(t) — g(ti-1))
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Integral Estocastica

. . L .. T - .
Definimos a integral estocastica fo H:dB;: com relacio a um movimento

browniano B; (Integral de It8).

@ Lembramos que uma integral de Riemann-Stieltjes é definida como
T - n
Jo f(t)dg(t) =1lim327, f(t:)(g(ti) — g(ti-1))
@ O primeiro passo é definir uma integral estocastica fOT H:dB; para

processos estocdsticos simples H; = Ho 1oy + Ef:_ll He Tt 00
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Integral Estocastica

. . L .. T - .
Definimos a integral estocastica fo H:dB;: com relacio a um movimento

browniano B; (Integral de It8).

@ Lembramos que uma integral de Riemann-Stieltjes é definida como
Jo F(t)dg(t) =lim 327, £(1)(g(1) — g(ti-1)

@ O primeiro passo é definir uma integral estocastica fOT H:dB; para
processos estocdsticos simples H; = Ho 1oy + Ef:_ll He Tt 00

@ Para os processos estocasticos simples a integral estocastica é definida

como

foT H:dB: = 27;11 Hfi(Bti+1 - Bfi)
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Integral Estocastica

@ No caso geral, a integral estocdstica € o limite em

T N
100, T) = /0 H:dB; = /\)L»moo; Hy (Bt — By) =: NI|_>moo Svem L[(Q).

desde que sup;(tit1 —ti) = 0 quando N — oo.
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Integral Estocastica

@ No caso geral, a integral estocdstica € o limite em

T N
I(O, T) = /0 H:dB: = I\Ill—ymoo; Hti(Bthrl — Bt,-) = N||_>moo Sy em L2(Q)

desde que sup;(tit1 —ti) = 0 quando N — oo.
@ Ou seja,

Jim EJI(0, T) — Spf* = N'L”lo/ 1100, T)(w) — Sw(w)]?P(dw) = 0.
Q
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Propriedades da integral de Ito

o fS f(t w dBt fS f(t w dBt+fU f(t (/J)dBt
o [[(af +Bg)dB: = a [] fdB: + 3 [ gdB
o E[] f(t,w)dB: =0

° fot f(s,w)dBs é adaptado em relag3o a filtragdo F; = 0{Bs,0 < s < t}.
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Formula de Ito

TEOREMA

Seja X: um processo estocastico de tipo It6
t t
X, = / usds + / vsdBs
0 0
e seja g(t, x) € C*([0, +00) x R). Definimos,
Yt = g'(t7 Xt)

Ent3o,

t
1
Y: = Yo+ / (asg(t, Xe) + us Oxg(s, Xs) + Eafg(s, Xs)vf)ds
0

t
+ / 0xg(s, Xs)usdBs.
0
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Equacoes diferenciais estocasticas (EDEs)

@ Uma EDE é uma equacao diferencial cujos termos sao processos
estocdasticos, e como resultado, uma solucdo também é um processo

estocastico.
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Equacoes diferenciais estocasticas (EDEs)

@ Uma EDE é uma equacao diferencial cujos termos sao processos

estocdasticos, e como resultado, uma solucdo também é um processo
estocdstico.
@ Uma EDE tem a seguinte forma:

Xe = f(t, Xe) +o(t, Xe)Br,  Xo = x.
—_—

EDO ruido
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Equacoes diferenciais estocasticas (EDEs)

@ Uma EDE é uma equacao diferencial cujos termos sao processos
estocdasticos, e como resultado, uma solucdo também é um processo

estocdstico.
@ Uma EDE tem a seguinte forma:
Xe = f(t,X:)+o(t,X:)B:,  Xo = x.
—_—— — —
EDO ruido

@ X: é uma solugdo em [0, T] se para todo t € [0, T],

t t
Xt :x—|—/ f(s,Xs)ds—i—/ o(s, Xs)dBs
0 0

integral de Riemann integral estocastica
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Equacoes diferenciais estocasticas (EDEs)

@ Uma EDE é uma equacao diferencial cujos termos sao processos
estocdasticos, e como resultado, uma solucdo também é um processo

estocastico.

@ Uma EDE tem a seguinte forma:

Xe = f(t,X:)+o(t,X:)B:,  Xo = x.
—_———— ———
EDO ruido
@ X: é uma solugdo em [0, T] se para todo t € [0, T],

t

t
Xt:x—|—/ f(s,Xs)ds—i—/ o(s, Xs)dBs
0 0

integral de Riemann integral estocastica

@ Quando o = 0, obtemos uma EDO cldssica. Entao, EDE é um objeto

mais geral.
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Mercados financeiros

Modelo de Black-Scholes
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Mercados financeiros

Modelo de Black-Scholes

@ O processo de preco de a¢do S; satisfaz a seguinte EDE (EDE de
Black-Scholes)

dSt =K St dt + O'StdBt,

onde B; é o movimento browniano, u > 0 e ¢ > 0 sdo constantes, onde a

ultima é chamada volatilidade de ag¢des, e a solugdo é

Si = Soexp{(p — 0°/2)t + 0B} movimento browniano geometrico
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Mercados financeiros

Modelo de Black-Scholes

Simulations of Small, Medium, and Large-Cap Stock Prices

Based on Parameters From Monthly Stock Returns 1926-2008
2 T T T T T T T T

—— Small
181 Medium b

L 1 | L L L L I
2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009
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Equacoes diferenciais estocasticas em expressao

genetica

@ Equacdo diferencial estocastica (EDE) regressiva
Ye=¢+ [T g(s, Y, Z)ds + [ Z.dB,

é um analogo do problema de valor final para EDOs.
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Equacoes diferenciais estocasticas em expressao

genetica

@ Equacdo diferencial estocastica (EDE) regressiva
Ye=¢+ [T g(s, Y, Z)ds + [ Z.dB,

é um analogo do problema de valor final para EDOs.

@ £ é uma variabel aleatdéria mensurdvel com respeito a o-algebra gerada

por Br.
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Equacoes diferenciais estocasticas em expressao

genetica

@ Equacdo diferencial estocastica (EDE) regressiva
Ye=¢+ [T g(s, Y, Z)ds + [ Z.dB,

é um analogo do problema de valor final para EDOs.

@ £ é uma variabel aleatdéria mensurdvel com respeito a o-algebra gerada

por Br.

@ A solugdo é um par (Y:, Z;) mensurdvel com respeito a o-algebra gerada

por varidveis aleatérios Bs, 0 < s < t.
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Equacoes diferenciais estocasticas em expressao

genetica

@ Equacdo diferencial estocastica (EDE) regressiva
Ye=¢+ [T g(s, Y, Z)ds + [ Z.dB,

é um analogo do problema de valor final para EDOs.

@ £ é uma variabel aleatdéria mensurdvel com respeito a o-algebra gerada

por Br.

@ A solugdo é um par (Y:, Z;) mensurdvel com respeito a o-algebra gerada

por varidveis aleatérios Bs, 0 < s < t.

@ A EDE regressiva pode ser utilizada em modelagem do expressao

genetica.
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Equacoes diferenciais estocasticas em expressao

genetica

@ Equacdo diferencial estocastica (EDE) regressiva
Ye=¢+ [T g(s, Y, Z)ds + [ Z.dB,

é um analogo do problema de valor final para EDOs.

@ £ é uma variabel aleatdéria mensurdvel com respeito a o-algebra gerada
por Br.

@ A solugdo é um par (Y:, Z;) mensurdvel com respeito a o-algebra gerada
por varidveis aleatérios Bs, 0 < s < t.

@ A EDE regressiva pode ser utilizada em modelagem do expressao
genetica.

@ Y; é o nimero de proteinas expressas por um gene, f é taxa de sintese e

degradacdo de proteinas.
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Equacoes diferenciais estocasticas em expressao

genetica

Protein number trajectories
Self-regulating gene

900

700 -

Protein number

500 ==

° Time (s)
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