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|
Da dltima vez.
Na aula 4 consideramos a superficie
Sy =Z2((x,y) - d(2,1)) c P°
com

o(u,v) = (a1v-biu) - (axv — bou)---(agv — bgu) € Clu, v]

tal que Zp1(9) = {[a1 :bi],..,[a@q: bd]} consiste de d pontos distintos.
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|
Da dltima vez.
Na aula 4 consideramos a superficie
Ss = Z(¢(x,¥) - (2, 1)) c P
com

o(u,v) = (a1v-biu) - (axv — bou)---(agv — bgu) € Clu, v]

tal que Zp1(9) = {[a1 :bi],..,[a@q: bd]} consiste de d pontos distintos.

Ao fixar areta L = Z(z,t), obtivemos a partigao

{retascontidasem S¢}:{4c8¢|£mL¢®}U{£cS¢|€mL:®}.

=Ly =EQ)
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-
Mostramos que
Lo={tij|1<ij<d}

sendo /;; a reta que passa pelos pontos p; = [a;: b;: 0:0] eq;=[0:0: g;: by]
comije{1,..,d}.
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-
Mostramos que
Lo={tij|1<ij<d}

sendo /;; a reta que passa pelos pontos p; = [a;: b;: 0:0] eq;=[0:0: g;: by]
comije{1,..,d}.

De onde, concluimos que

Ny := |{ retas contidas em S¢}| = Lyl +|£5] = &P + LY. J
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FOCO DA AULA 05
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|
FOCO DA AULA 05

Calcular |£] sendo

cy={tcsltnL=-2} e L=2(z1).

Jacqueline Rojas & Sally da Silva ESCOLA DE VERAO 2021 - UFPB 4/28



De fato, se ¢(u,v) = (a1v - biu) - (axv - bou)---(agv — bau)

é tal que

C=2Zu(¢)= {[a1 b, [ad,bd]}

é formado por d pontos distintos da reta projetiva P'.
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De fato, se ¢(u,v) = (a1v - biu) - (axv - bou)---(agv — bau)
é tal que

C =2 (0) = {[a1: br]. .. [2a, b}
é formado por d pontos distintos da reta projetiva P'.

Vamos mostrar que

cyl=d-Irel |

sendo
o= {T e Aut(P") | T(C) = c}.
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Lembremos que [ 3 g ] € GLy(C) < ad - B # 0.

Uma fungéo T: P' — P' € Aut(P') se, e somente se,
3 [ 3 ? ]EGLz(C) tal que T([a:b]) =[a-a+p-b:y-a+6-b].
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Qual € o esquema para mostrar que [L}|=d-[[¢|?
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Qual € o esquema para mostrar que [L}|=d-[[¢|?

@ Se (e L}, entdo ¢ induz um automorfismo T, < 'c sendo C = Zp1 ().
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Qual € o esquema para mostrar que [L}|=d-[[¢|?
@ Se (e L}, entdo ¢ induz um automorfismo T, < 'c sendo C = Zp1 ().

Defina
Q:L), —Tc por (+— T,
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Qual € o esquema para mostrar que [L}|=d-[[¢|?
@ Se (e L}, entdo ¢ induz um automorfismo T, < 'c sendo C = Zp1 ().

Defina
Q:L), —Tc por (+— T,

@ A funcao Q é sobrejetora.
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Qual € o esquema para mostrar que [L}|=d-[[¢|?
@ Se (e L}, entdo ¢ induz um automorfismo T, < 'c sendo C = Zp1 ().

Defina
Q:L), —Tc por (+— T,

@ A funcao Q é sobrejetora.

@ |Q7'(T)|=dparatodo Telc.
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Qual € o esquema para mostrar que [L}|=d-[[¢|?
@ Se (e L}, entdo ¢ induz um automorfismo T, < 'c sendo C = Zp1 ().

Defina
Q:L), —Tc por (+— T,

@ A funcao Q é sobrejetora.

@ |Q7'(T)|=dparatodo Telc.

Lembremos que: Q' (T) = {¢e £}, | Q) = T}.
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|
Q: L], — T'¢c sobrejetora tal que |Q-1(T)|=d paratodo T € I'¢.

implica em L, =d-|Fgl.
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— ¢ sobrejetora tal que aratodo Tel..
implicae / | d™ gl

Visto que:

Se f: X — Y for uma funcéo sobrejetora, com X e Y finitos entao
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Q: L], — T'¢c sobrejetora tal que |Q-1(T)|=d paratodo T € I'¢.

implica em L, =d-|Fgl.

Visto que:
Se f: X — Y for uma funcéo sobrejetora, com X e Y finitos entédo

. N IX] = £ (ya) [+ + T ()
D e e

Y =458
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|
Q: L], — T'¢c sobrejetora tal que |Q-1(T)|=d paratodo T € I'¢.

implica em L, =d-|Fgl.

Visto que:

Se f: X — Y for uma funcéo sobrejetora, com X e Y finitos entédo

> ‘ IX| = [F () o+ (i)l
D lew ) s
. . I ()l == 1 ()l = d

-F entao
IX|=d-k=d-|Y|.
Y: { %1"'"' 5:3
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Vamos definir o automorfismo T,
Considere ¢(u,v) = (a1v - byu) - (a2v — bou)---(agv — bgu) tal que
C=2n(0) ={la: bi],.... [aa, bs]}

é constituido por d pontos distintos da reta projetiva P'.

Jacqueline Rojas & Sally da Silva ESCOLA DE VERAO 2021 - UFPB 9/28



Vamos definir o automorfismo T,
Considere ¢(u,v) = (a1v - byu) - (a2v — bou)---(agv — bgu) tal que
C=2n(0) ={la: bi],.... [aa, bs]}

é constituido por d pontos distintos da reta projetiva P'.

Proposicédo 1: Se /¢ £}, entdo ¢ induz um automorfismo T, € I'c.
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N
Vamos definir o automorfismo T,

Considere ¢(u,v) = (a1v - byu) - (a2v — bou)---(agv — bgu) tal que
C=Z(0) = {[ar: b1], ., [a0, bl }

é constituido por d pontos distintos da reta projetiva P'.
Proposicédo 1: Se /¢ £}, entdo ¢ induz um automorfismo T, € I'c.
Demostracao:
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N
Vamos definir o automorfismo T,

Considere ¢(u,v) = (a1v - byu) - (a2v — bou)---(agv — bgu) tal que
C=Z(0) = {[ar: b1], ., [a0, bl }

é constituido por d pontos distintos da reta projetiva P'.
Proposicédo 1: Se /¢ £}, entdo ¢ induz um automorfismo T, € I'c.

Demostracdo: Sendo ¢ uma reta em P2, existem f; e £ polindmios
homogéneos de grau 1 (e L.I.) em C|[x, y, z, t] tais que

0= Z(f,h).
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N
Vamos definir o automorfismo T,

Considere ¢(u,v) = (a1v - byu) - (a2v — bou)---(agv — bgu) tal que
C=Z(0) = {[ar: b1], ., [a0, bl }

é constituido por d pontos distintos da reta projetiva P'.
Proposicédo 1: Se /¢ £}, entdo ¢ induz um automorfismo T, € I'c.

Demostracdo: Sendo ¢ uma reta em P2, existem f; e £ polindmios
homogéneos de grau 1 (e L.I.) em C|[x, y, z, t] tais que

(=Z(fi,h).
Assuma que

f1 :a1x+b1y+c1z+d1t e f2:a2x+b2y+02z+d2t.
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N
Vamos definir o automorfismo T,

Considere ¢(u,v) = (a1v - byu) - (a2v — bou)---(agv — bgu) tal que
C=Z(0) = {[ar: b1], ., [a0, bl }

é constituido por d pontos distintos da reta projetiva P'.
Proposicédo 1: Se /¢ £}, entdo ¢ induz um automorfismo T, € I'c.

Demostracdo: Sendo ¢ uma reta em P2, existem f; e £ polindmios
homogéneos de grau 1 (e L.I.) em C|[x, y, z, t] tais que

(=Z(fi,h).
Assuma que

/\A: a1x+b1y+c1z+dW:a2x+b2y+022+d2t.

im, ao considerarmos a ggta L = Z(z,t) segue que )
bioo

)fagx+b2y z, t))

_ —O\_’—Yv
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FATO ...

Se fi,...,fx sS40 homogéneos néo constantes C[x, y, z,t] com k > 4,
entdo verifica-se que
Z(fy o f) = & s { a unica solugdo do sistema f; =0, ..., fx =0

em C* for a origem.
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FATO ...

Se fi,...,fx sS40 homogéneos néo constantes C[x, y, z,t] com k > 4,
entdo verifica-se que
Z(fy o f) = & s { a unica solugdo do sistema f; =0, ..., fx =0

em C* for a origem.

Por hipdtese ¢ € L], = {2c8¢ | EnL:Q}.
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FATO ...

Se fi,...,fx sS40 homogéneos néo constantes C[x, y, z,t] com k > 4,
entdo verifica-se que
Z(fy o f) = & s { a unica solugdo do sistema f; =0, ..., fx =0

em C* for a origem.

Por hipdtese ¢ € L], = {Z cSy|lnL= @}. Logo,

¢nL=Z(fi,h,z,t)=Z(aix+biy,ax+boy,z, t) = @.
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FATO ...

Se fi,...,fx sS40 homogéneos néo constantes C[x, y, z,t] com k > 4,
entéo verifica-se que
Z(hy o f) = 0 { a unica solugdo do sistema f; =0, ..., fx =0

em C* for a origem.

Por hipdtese ¢ € L], = {£ cSy|lnL= @}. Logo,
¢nL=Z(fi,h,z,t)=Z(aix+biy,ax+boy,z, t) = @.
Assim, segue do fato acima que a Unica solugao do sistema
a X + b1y =0
apX + by =0 Ay \oﬂ@}
z=0 ==} Ao by ) )

t=0 _ "o}
= \/9
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FATO ...

Se fi,...,fx sS40 homogéneos néo constantes C[x, y, z,t] com k > 4,
entdo verifica-se que
Z(fy o f) = & s { a unica solugdo do sistema f; =0, ..., fx =0

em C* for a origem.

Por hipdtese ¢ € L], = {K cSy|lnL= @}. Logo,

¢nL=Z(fi,h,z,t)=Z(aix+biy,ax+boy,z, t) = @.
Assim, segue do fato acima que a Unica solugao do sistema

aix+biy=0
ax+by=0
z=0
t=0

a; by

é x=y=z=t=0. De onde concluimos que a b |” a;-b>—a>-by 0.
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Assim, o sistema de equagdes que definem areta ¢ = Z(fy, ),
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Assim, o sistema de equagdes que definem areta ¢ = Z(fy, ),

f1=«":11X+131}/+C1Z+d1f207 — X=aZ+ﬁt,
fo=aox+boy+ Coz+dat=0. y =7z +6t.

para certos «, 3,y e § em C.
Logo, { = Z(az+ Bt—x,y7z+dt-y) e

LM = Z(az+ Bt,yz+6t,x,y) se M=2Z(x,y).
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Assim, o sistema de equagdes que definem areta ¢ = Z(fy, ),

fi=aix+biy+ciz+dit=0, — X =az+ Gt
fo=aox+boy+ Coz+dat=0. y =7z +6t.

para certos «, 3,y e § em C.
Logo, { = Z(az+ Bt—x,y7z+dt-y) e

LM = Z(az+ Bt,yz+6t,x,y) se M=2Z(x,y).

Por outro lado, na aula passada comentamos que: /nL =g < {nM = &.
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Assim, o sistema de equagdes que definem areta ¢ = Z(fy, ),

fi=aix+biy+ciz+dit=0, — X =az+ Gt
fo=aox+boy+ Coz+dat=0. y =7z +6t.

para certos «, 3,y e § em C.
Logo, { = Z(az+ Bt—x,y7z+dt-y) e

LM = Z(az+ Bt,yz+6t,x,y) se M=2Z(x,y).

Por outro lado, na aula passada comentamos que: /nL =g < {nM = &.
Logo, {nM = &,
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Assim, o sistema de equagdes que definem areta ¢ = Z(fy, ),

fi=aix+biy+ciz+dit=0, — X =az+ Gt
f2232X+b2y+C22+d2t:O. y:’yZ+(5t.

para certos «, 3,y e § em C.
Logo, { = Z(az+ Bt—x,y7z+dt-y) e

LM = Z(az+ Bt,yz+6t,x,y) se M=2Z(x,y).

Por outro lado, na aula passada comentamos que: /nL =g < {nM = &.
Logo, £ nM = @, 0 que nos leva a concluir que o sistema

= az+Pft=0, yvz+4it=0, x=0, y=0.
—_—N
s6 admite a origem por sol
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Assim, o sistema de equagdes que definem areta ¢ = Z(fy, ),

fi=aix+biy+ciz+dit=0, — X =az+ Gt
fo=aox+boy+ Coz+dat=0. y =7z +6t.

para certos «, 3,y e § em C.
Logo, { = Z(az+ Bt—x,y7z+dt-y) e

LM = Z(az+ Bt,yz+6t,x,y) se M=2Z(x,y).

Por outro lado, na aula passada comentamos que: /nL =g < {nM = &.
Logo, £ nM = @, 0 que nos leva a concluir que o sistema

az+Pft=0, yvz+4it=0, x=0, y=0.

s6 admite a origem por solugéo. Portanto,

v 0

¢ 3‘—@-5—7~3i0.
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Conclusao: Se (€ L entdo ( = Z(az + St - X, vz + 6t - y)

coma,B,yedemCtaisquea-6-v-5+0.
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Conclusao: Se (€ L entdo ( = Z(az + St - X, vz + 6t - y)

coma,B,yedemCtaisquea-6-v-5+0.

Assim, a fungéo T, : P' — P' definida por

[r:8]— [ar+Bs:qr+4s]

é um automorfismo de P, ou seja, T, € Aut(P").

i
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Conclusao: Se (€ L entdo ( = Z(az + St - X, vz + 6t - y)

coma,B,yedemCtaisquea-6-v-5+0.
Assim, a fungéo T, : P' — P' definida por
[r:8]— [ar+Bs:qr+4s]
é um automorfismo de P, ou seja, T, € Aut(P").
A seguir mostraremos que T,(C) = C se, C = Zp1(9).
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Conclusao: Se (€ L entdo ( = Z(az + St - X, vz + 6t - y)

coma,B,yedemCtaisquea-6-v-5+0.

Assim, a fungéo T, : P' — P' definida por

[r:8]— [ar+Bs:yr+4s]

S qUetG) =

)
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Conclusao: Se (€ L entdo ( = Z(az + St - X, vz + 6t - y)

coma,B,yedemCtaisquea-6-v-5+0.

Assim, a fungéo T, : P' — P' definida por

[r:8]— [ar+Bs:qr+4s]
é um automorfismo de P, ou seja, T, € Aut(P").
A seguir mostraremos que T,(C) = C se, C = Zp1(9).
@ Note que para todo [r: s] ¢ P! tem-se que
[ar+B8s:yr+d0s:r:s8]elcSy=Z(p(x,y)—o(z,1)).
Logo,
o(ar+ 8s,yr+6s) =¢(r,s) = T,(C) c C.

—_—
=Te([r:s])
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Conclusao: Se (€ L entdo ( = Z(az + St - X, vz + 6t - y)

coma,B,yedemCtaisquea-6-v-5+0.
Assim, a fungéo T, : P' — P' definida por

[r:8]— [ar+Bs:qr+4s]
é um automorfismo de P, ou seja, T, € Aut(P").
A seguir mostraremos que T,(C) = C se, C = Zp1(9).

@ Note que para todo [r: s] ¢ P! tem-se que
[ar+B8s:yr+d0s:r:s8]elcSy=Z(p(x,y)—o(z,1)).
Logo,
o(ar+ 8s,yr+6s) =¢(r,s) = T,(C) c C.

—_—
=Te([r:s])

@ Como T, € uma bijecao e C é finito, o resultado segue.
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Conclusao: Se (€ L entdo ( = Z(az + St - X, vz + 6t - y)

coma,B,yedemCtaisquea-6-v-5+0.
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@ Como T, € uma bijecao e C é finito, o resultado segue.
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A seguir vamos dar um esboco da demonstracédo da
Proposicao 2: A funcao

Q:[,;)—>I'C dada por /(+—T,. J

é sobrejetora e |2-1(T)| = d paratodo Tel¢.
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A seguir vamos dar um esboco da demonstracédo da
Proposicao 2: A funcao

Q:[,;)—>I'C dada por /(+—T,. J

é sobrejetora e |2-1(T)| = d paratodo Tel¢.

O ideia Eureka
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A seguir vamos dar um esboco da demonstracédo da
Proposicao 2: A funcao

Q:[,;)—>I'C dada por /(+—T,. J

é sobrejetora e |2-1(T)| = d paratodo Tel¢.

O ideia Eureka

Associar a cada T € ' uma superficie quadrica no singular Qr em P3.

rcaT'—>QTCP3.J
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Considere T € ' dado por T([r: s]) = [ar + 35 :yr +ds].
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Considere T € ' dado por T([r: s]) = [ar + 35 :yr +ds].

Vamos associar a T a superficie quéadrica Qr em P® dada por:

Qr = Z(x(yz +6t) ~y(az+ t)). | (1)

1 ru& L gas
ﬁ.
\ )%QW
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Considere T € ' dado por T([r: s]) = [ar + 35 :yr +ds].

Vamos associar a T a superficie quéadrica Qr em P® dada por:

Qr = Z(x(72+4t) - y(az + ). | (1)

Fato 1:
Qr € uma superficie quadrica n&o singular.
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Considere T € ' dado por T([r: s]) = [ar + 35 :yr +ds].

Vamos associar a T a superficie quéadrica Qr em P® dada por:

Qr = Z(x(72+8t) - y(az + 1)). | (1)

Fato 1:
Qr € uma superficie quadrica n&o singular.

Ou seja, ao considerarmos f = x(vyz + t) — y(az + Bt) verifica-se que a Unica
solucao dos sistema

of of of of

a: ’@:07$:O’E:0'

€ aorigem, isto €, x = y = z = t = 0 (Exercicio).
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As quadricas em P® admitem a seguinte classificagao

Plano

Z(x2)

/N

[ & f %fxw/

Jacqueline Rojas & Sally da Silva ESCOLA DE VERAO 2021 - UFPB 15/28

(2% 3 = ?})

<

Quadrica
nao
singular

(xz»a&)

C



No caso de uma quadrica nao singular Q em P8,

Existem £ = {£,} e M = {M,} familias de retas com p € P' tais que:
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No caso de uma quadrica nao singular Q em P8,

Existem £ = {£,} e M = {M,} familias de retas com p € P' tais que:

@ LynLy=0eM,nM,=2see,p+qemP'.
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No caso de uma quadrica nao singular Q em P8,

Existem £ = {£,} e M = {M,} familias de retas com p € P' tais que:

@ LynLy=0eM,nM,=2see,p+qemP'.
@ L, n M, consiste de um tnico ponto, ¥ p,q € P'.
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No caso de uma quadrica nao singular Q em P8,

Existem £ = {£,} e M = {M,} familias de retas com p € P' tais que:

@ LynLy=0eM,nM,=2see,p+qemP'.
@ L, n M, consiste de um tnico ponto, ¥ p,q € P'.

@ Se x € Q entdo existem Unicas L, € L e Mye M
tais que
Ly, Mg ={x}.
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No caso de uma quadrica nao singular Q em P8,

Existem £ = {£,} e M = {M,} familias de retas com p € P' tais que:

@ LynLy=0eM,nM,=2see,p+qemP'.
@ L, n M, consiste de um tnico ponto, ¥ p,q € P'.

@ Se x € Q entdo existem Unicas L, € L e Mye M
tais que
Ly, Mg ={x}.

e LnM=g2.
@ { Retasem Q} = Lu M.
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|
Ao considerarmos a quadrica Qr = Z(x(yz + dt) — y(az + t))

associadaa Telg.
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|
Ao considerarmos a quadrica Qr = Z(x(yz + dt) — y(az + t))

associada a T € ['¢. As familias de retas de Qr sdo dadas por:
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|
Ao considerarmos a quadrica Qr = Z(x(yz + dt) — y(az + t))

associada a T € ['¢. As familias de retas de Qr sdo dadas por:

Familia £: Para caday = [c: d] € P!, £, é definida pelas equagbes:

(ve+dd)x-(ac+Bd)y =0 e dz-ct=0.| (2)
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|
Ao considerarmos a quadrica Q = Z(x(vz + 0t) - y(az + St))

associada a T € ['¢. As familias de retas de Qr sdo dadas por:

Familia £: Para caday = [c: d] € P!, £, é definida pelas equagbes:

(yc+dd)x—(ac+pd)y=0 e dz-ct= O~J (2)

Familia M: Para cada x = [a: b] € P!, M, é definida pelas equagdes:

/Jx ~blaz+Bt) e ay=b(yz+0). | (3)

E?‘I?B LQ\ X=0 X B:O ZVM—-?:?-(X/J):M‘

b D aset 20z PICL N
EO j] — 0('1,'\'(5 .__,% I’\’
=0 J"(oco n: 20 v et ’\&ftf 15 7 :Q

¥a
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|
Ao considerarmos a quadrica Qr = Z(x(yz + dt) — y(az + t))

associada a T € ['¢. As familias de retas de Qr sdo dadas por:

Familia £: Para caday = [c: d] € P!, £, é definida pelas equagbes:

(ve+dd)x-(ac+Bd)y =0 e dz-ct=0.| (2)

Familia M: Para cada x = [a: b] € P!, M, é definida pelas equagdes:

ax=b(az+pt) e ay=>b(yz+dt). J (3)

Note que M[1;0]:M:Z(X,y)e./\/l[oq]:L:Z(Z,t).
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Fato 2.
Seja £ a familia de retas de Qr em (2) e M = Z(x, y). Verifica-se que:
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Fato 2.
Seja £ a familia de retas de Qr em (2) e M = Z(x, y). Verifica-se que:
(i) L,nM # @ para todo y € P'.
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Fato 2.

Seja £ a familia de retas de Qr em (2) e M = Z(x, y). Verifica-se que:
(i) L,nM # @ para todo y € P'.

(i) LycSy=Z(s(x,y) - d(2,1)) =yeC=Zn(d) = {[a: b},
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Fato 2.

Seja £ a familia de retas de Qr em (2) e M = Z(x, y). Verifica-se que:
(i) L,nM # @ para todo y € P'.

(i) LycSy=Z(s(x,y) - d(2,1)) =yeC=Zn(d) = {[a: b},

De onde concluimos que
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Fato 2.

Seja £ a familia de retas de Qr em (2) e M = Z(x, y). Verifica-se que:
(i) L,nM # @ para todo y € P'.

(i) LycSy=Z(s(x,y) - d(2,1)) =yeC=Zn(d) = {[a: b},

De onde concluimos que
@ SeyeC=2Z(¢p)entdo Lye Ly ={{|{nL *Z}.
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Fato 2.

Seja £ a familia de retas de Qr em (2) e M = Z(x, y). Verifica-se que:
(i) L,nM # @ para todo y € P'.

(i) LycSy=Z(s(x,y) - d(2,1)) =yeC=Zn(d) = {[a: b},

De onde concluimos que
@ SeyeC=2Z(¢p)entdo Lye Ly ={{|{nL *Z}.

@ Existem d retas (distintas) da familia £ contidas em Qr n S,.
Tais restas serdo denotadas por

Lo, L1,...,L4-1 C QTOS¢ J
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Fato 3.

Seja M a familia de retas de Qr em (3). Existem exatamente d retas
(distintas) da familia M contidas em Qr nS,.
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Fato 3.

Seja M a familia de retas de Qr em (3). Existem exatamente d retas
(distintas) da familia M contidas em Qr nS,.

@ Tais restas serdo denotadas por

Mo, My, ... M1 € QrnSy J

@ Asretas Moy, My,...,Mqy_1 € E;.
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|
Sejam Lo, ....L4-1€L € Moy,...,.Mg_1eM

as retas obtidas no Fato 2 e Fato 3, respectivamente. Verifica-se que:
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|
Sejam Lo, ....L4-1€L € Moy,...,.Mg_1eM

as retas obtidas no Fato 2 e Fato 3, respectivamente. Verifica-se que:

S¢ﬂQ‘|‘Z£0U-~ULd_1UM0U~-'UMd_1 e Q(M,)ZTJ

sendo Qr € a quadrica associada ao automorfismo Telc e Q: L), —T¢
dada por ¢ +— T, com

To([r:8]) =[ar+pBs:yr+ds] se, l=Z(az+pt-x,vz+dt-y).
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|
Sejam Lo, ....L4-1€L € Moy,...,.Mg_1eM

as retas obtidas no Fato 2 e Fato 3, respectivamente. Verifica-se que:

S¢ﬂQ‘|‘Z£0U-~ULd_1UM0U~-'UMd_1 e Q(M,)ZTJ

sendo Qr € a quadrica associada ao automorfismo Telc e Q: L), —T¢
dada por ¢ +— T, com
Ti([r:s])=[ar+ps:yr+06s] se, l=Z(az+pt-x,vZ+t-Yy).

Assim,
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|
Sejam Lo, ....L4-1€L € Moy,...,.Mg_1eM

as retas obtidas no Fato 2 e Fato 3, respectivamente. Verifica-se que:

S¢ﬂQ‘|‘Z£0U-~ULd_1UM0U~-'UMd_1 e Q(M,)ZTJ

sendo Qr € a quadrica associada ao automorfismo Telc e Q: L), —T¢
dada por ¢ +— T, com

To([r:8]) =[ar+pBs:yr+ds] se, l=Z(az+pt-x,vz+dt-y).

Assim,
0 Q é sobrejetora.
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|
Sejam Lo, ....L4-1€L € Moy,...,.Mg_1eM

as retas obtidas no Fato 2 e Fato 3, respectivamente. Verifica-se que:

S¢ﬂQ‘|‘Z£0U-~ULd_1UM0U~-'UMd_1 e Q(M,)ZTJ

sendo Qr € a quadrica associada ao automorfismo Telc e Q: L), —T¢
dada por ¢ +— T, com

To([r:8]) =[ar+pBs:yr+ds] se, l=Z(az+pt-x,vz+dt-y).

Assim,
0 Q é sobrejetora.
0 Q(T) = {Mo, ..., Mg_1}.
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Visto que

ng := H retas contidas em S¢H = |Ly| + LY

se Sy = Z(o(x,y) - #(z,1)).
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-
Visto que

ng := H retas contidas em S¢H = |Ly| + LY

se Sy = Z(o(x,y) - #(z,1)).
Concluimos que

ny=c?+d-|¢| |

sendo I = {T e Aut(P') | T(C) = C} & C = 2 (¢).
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Visto que

ng := H retas contidas em S¢}‘ = Lol + 1L

se Sy = Z(o(x,y) - #(z,1)).
Concluimos que

ny=c?+d-|¢| |

sendo I = {T e Aut(P') | T(C) = C} & C = 2 (¢).

PROXIMA AULA

Vamos abordar o calculo de |I'¢|. Mais precisamente, como estimar o valor
maximo possivel.
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APENDICE Sobre a prova dos Fatos 2 e 3
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Fato 2.
Seja £ a familia de retas de Qr em (2) e M = Z(x, y). Verifica-se que:
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Fato 2.
Seja £ a familia de retas de Qr em (2) e M = Z(x, y). Verifica-se que:
(i) £L,nM # @ para todo y € P'.
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Fato 2.

Seja £ a familia de retas de Qr em (2) e M = Z(x, y). Verifica-se que:
(i) £L,nM # @ para todo y € P'.

(ii) Ly c8s=Z2(d(X,y)-d(2,1) <yeC=2Zp(e)={[ai: b},
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Fato 2.

Seja £ a familia de retas de Qr em (2) e M = Z(x, y). Verifica-se que:
(i) £L,nM # @ para todo y € P'.

(ii) Ly c8s=Z2(d(X,y)-d(2,1) <yeC=2Zp(e)={[ai: b},

Sobre a prova do Fato 2. A partir da definicao da familia £ tem-se que

Ly =Z((yc+dd)x - (ac+Bd)y,dz—ct) se y=[c:d]eP".
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Fato 2.

Seja £ a familia de retas de Qr em (2) e M = Z(x, y). Verifica-se que:
(i) £L,nM # @ para todo y € P'.

(ii) Ly c8s=Z2(d(X,y)-d(2,1) <yeC=2Zp(e)={[ai: b},

Sobre a prova do Fato 2. A partir da definicdo da familia £ tem-se que
Ly =Z((yc+dd)x - (ac+Bd)y,dz—ct) se y=[c:d]eP".

Além disso, note que
p=[ac+Bd:vc+4dd):0:0] e q=[0:0:c:d]
s&o pontos distintos da reta £y (logo determinam Ly).
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Fato 2.

Seja £ a familia de retas de Qr em (2) e M = Z(x, y). Verifica-se que:
(i) £L,nM # @ para todo y € P'.

(ii) Ly c8s=Z2(d(X,y)-d(2,1) <yeC=2Zp(e)={[ai: b},

Sobre a prova do Fato 2. A partir da definicdo da familia £ tem-se que
Ly =Z((yc+dd)x - (ac+Bd)y,dz—ct) se y=[c:d]eP".
Além disso, note que
p=[ac+Bd:vc+4dd):0:0] e q=[0:0:c:d]
s&o pontos distintos da reta £y (logo determinam Ly).
Basta observar que q € £, n M.
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Fato 2.

Seja £ a familia de retas de Qr em (2) e M = Z(x, y). Verifica-se que:
(i) £L,nM # @ para todo y € P'.

(ii) Ly c8s=Z2(d(X,y)-d(2,1) <yeC=2Zp(e)={[ai: b},

Sobre a prova do Fato 2. A partir da definicdo da familia £ tem-se que
Ly =Z((yc+dd)x - (ac+Bd)y,dz—ct) se y=[c:d]eP".
Além disso, note que
p=[ac+Bd:vc+4dd):0:0] e q=[0:0:c:d]
s&o pontos distintos da reta £y (logo determinam Ly).
Basta observar que q € £, n M.

Se L, c S; entdo q e S,.
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Fato 2.

Seja £ a familia de retas de Qr em (2) e M = Z(x, y). Verifica-se que:
(i) £L,nM # @ para todo y € P'.

(ii) Ly c8s=Z2(d(X,y)-d(2,1) <yeC=2Zp(e)={[ai: b},

Sobre a prova do Fato 2. A partir da definicdo da familia £ tem-se que
Ly =Z((yc+dd)x - (ac+Bd)y,dz—ct) se y=[c:d]eP".
Além disso, note que
p=[ac+Bd:vc+4dd):0:0] e q=[0:0:c:d]
s&o pontos distintos da reta £y (logo determinam Ly).
Basta observar que q € £, n M.

Se L, c 4 entdo q € Sy. Logo,
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Fato 2.

Seja £ a familia de retas de Qr em (2) e M = Z(x, y). Verifica-se que:
(i) £L,nM # @ para todo y € P'.

(ii) Ly c8s=Z2(d(X,y)-d(2,1) <yeC=2Zp(e)={[ai: b},

Sobre a prova do Fato 2. A partir da definicao da familia £ tem-se que

Ly =Z((yc+dd)x - (ac+Bd)y,dz—ct) se y=[c:d]eP".

Além disso, note que
p=[ac+pd:yc+46d):0:0] e q=[0:0:c:d]
s&o pontos distintos da reta £y (logo determinam Ly).
Basta observar que q € £, n M.
Se L, c S; entdo q € S;. Logo, ¢(c,d) =0 o que nos garante que y € C.
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Fato 2.

Seja £ a familia de retas de Qr em (2) e M = Z(x, y). Verifica-se que:
(i) £L,nM # @ para todo y € P'.

(ii) Ly c8s=Z2(d(X,y)-d(2,1) <yeC=2Zp(e)={[ai: b},

Sobre a prova do Fato 2. A partir da definicdo da familia £ tem-se que
Ly =Z((yc+dd)x - (ac+Bd)y,dz—ct) se y=[c:d]eP".
Além disso, note que
p=[ac+Bd:vc+4dd):0:0] e q=[0:0:c:d]
s&o pontos distintos da reta £y (logo determinam Ly).
Basta observar que q € £, n M.

Se L, c S; entdo q € S;. Logo, ¢(c,d) =0 o que nos garante que y € C.
Para provar a outra implicagéo, lembre que a reta £, passa por p e q, € que

Tel ¢ . L.
yeC=T(y)=[ac+Bd:vc+dd] e C (Exercicio).
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De onde concluimos que

@ SeyeC=2Z(¢p)entdo Lye Ly ={l|{nL * z}.
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De onde concluimos que

@ SeyeC=2Z(¢p)entdo Lye Ly ={l|{nL * z}.

@ Existem d retas (distintas) da familia £ contidas em Qr n S,.
Tais restas serdo denotadas por

Lo, L1,...,L4-1 C QTﬂS¢ J
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Lembre que S, = Z(¢(x,y) - ¢(z,1)) e p(u, V) = (a1v — byu)-----(aqv — bgu).

Fato 3.

Seja M a familia de retas de Qr em (3). Existem exatamente d retas
(distintas) da familia M contidas em Qr nS,. Tais retas pertencem a L.
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Lembre que S, = Z(¢(x,y) - ¢(z,1)) e p(u, V) = (a1v — byu)-----(aqv — bgu).

Fato 3.

Seja M a familia de retas de Qr em (3). Existem exatamente d retas
(distintas) da familia M contidas em Qr nS,. Tais retas pertencem a L.

Sobre a prova do Fato 3.

19 Passo. Mostrar que existe uma reta da familia M contida em S,;.
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Lembre que S, = Z(¢(x,y) - ¢(z,1)) e p(u, V) = (a1v — byu)-----(aqv — bgu).

Fato 3.

Seja M a familia de retas de Qr em (3). Existem exatamente d retas
(distintas) da familia M contidas em Qr nS,. Tais retas pertencem a L.

Sobre a prova do Fato 3.

19 Passo. Mostrar que existe uma reta da familia M contida em S,;.
© Escolha[c:d] ¢ C = 2 (9).
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Lembre que S, = Z(¢(x,y) - ¢(z,1)) e p(u, V) = (a1v — byu)-----(aqv — bgu).

Fato 3.

Seja M a familia de retas de Qr em (3). Existem exatamente d retas
(distintas) da familia M contidas em Qr nS,. Tais retas pertencem a L.

Sobre a prova do Fato 3.

19 Passo. Mostrar que existe uma reta da familia M contida em S,;.
© Escolha[c:d] ¢ C=Z(¢). Logo [a:b]:= T([c:d]) ¢ C. Edesta

S —
[ac+Bd:yc+8d]

ultima igualdade, segue que a(yc + éd) — b(ac + 8d) = 0.
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Lembre que S, = Z(¢(x,y) - ¢(z,1)) e p(u, V) = (a1v — byu)-----(aqv — bgu).

Fato 3.

Seja M a familia de retas de Qr em (3). Existem exatamente d retas
(distintas) da familia M contidas em Qr nS,. Tais retas pertencem a L.

Sobre a prova do Fato 3.

19 Passo. Mostrar que existe uma reta da familia M contida em S,;.
© Escolha[c:d] ¢ C=Z(¢). Logo [a:b]:= T([c:d]) ¢ C. Edesta

S —
[ac+Bd:yc+8d]

ultima igualdade, segue que a(yc + éd) — b(ac + 8d) = 0.
© EscolhadeCtalquep=[Xa: Ab:c:d]eSy
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Lembre que S, = Z(¢(x,y) - ¢(z,1)) e p(u, V) = (a1v — byu)-----(aqv — bgu).

Fato 3.

Seja M a familia de retas de Qr em (3). Existem exatamente d retas
(distintas) da familia M contidas em Qr nS,. Tais retas pertencem a L.

Sobre a prova do Fato 3.

19 Passo. Mostrar que existe uma reta da familia M contida em S,;.
© Escolha[c:d] ¢ C=Z(¢). Logo [a:b]:= T([c:d]) ¢ C. Edesta

S —
[ac+Bd:yc+8d]

ultima igualdade, segue que a(yc + éd) — b(ac + 8d) = 0.
v Escolha AeCtalquep=[la: \b:c:d]eS, (ie. \9¢(a,b) - 6(c,d) = 0)
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Lembre que S, = Z(¢(x,y) - ¢(z,1)) e p(u, V) = (a1v — byu)-----(aqv — bgu).

Fato 3.

Seja M a familia de retas de Qr em (3). Existem exatamente d retas
(distintas) da familia M contidas em Qr nS,. Tais retas pertencem a L.

Sobre a prova do Fato 3.

19 Passo. Mostrar que existe uma reta da familia M contida em S,;.
© Escolha[c:d] ¢ C=Z(¢). Logo [a:b]:= T([c:d]) ¢ C. Edesta

S —
[ac+Bd:yc+8d]

ultima igualdade, segue que a(yc + éd) — b(ac + 8d) = 0.
v Escolha AeCtalquep=[la: \b:c:d]eS, (ie. \9¢(a,b) - 6(c,d) = 0)
O p=[Aa:Ab:c:d] e Qr=Z(x(yz+dt) - y(az+ Bt)).
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Lembre que Sy = Z(o(x,y) - (2, 1)) e ¢(u,v) = (a1v — bru)--~--(aqgv — bau).

Fato 3.

Seja M a familia de retas de Qr em (3). Existem exatamente d retas
(distintas) da familia M contidas em Qr nS,. Tais retas pertencem a L.

Sobre a prova do Fato 3.

19 Passo. Mostrar que existe uma reta da familia M contida em S,;.
© Escolha[c:d] ¢ C=Z(¢). Logo [a:b]:= T([c:d]) ¢ C. Edesta

S —
[ac+Bd:yc+8d]

ultima igualdade, segue que a(yc + éd) — b(ac + 8d) = 0.
v Escolha AeCtalquep=[la: \b:c:d]eS, (ie. \9¢(a,b) - 6(c,d) = 0)
O p=[Aa:Ab:c:d] e Qr=Z(x(yz+dt) - y(az+ Bt)).
Lembremos que existe um Unica reta da familia M passando pelo ponto
p-
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Lembre que Sy = Z(o(x,y) - (2, 1)) e ¢(u,v) = (a1v — bru)--~--(aqgv — bau).

Fato 3.

Seja M a familia de retas de Qr em (3). Existem exatamente d retas
(distintas) da familia M contidas em Qr nS,. Tais retas pertencem a L.

Sobre a prova do Fato 3.

19 Passo. Mostrar que existe uma reta da familia M contida em S,;.
© Escolha[c:d] ¢ C=Z(¢). Logo [a:b]:= T([c:d]) ¢ C. Edesta

S —
[ac+Bd:yc+8d]

ultima igualdade, segue que a(yc + éd) — b(ac + 8d) = 0.
v Escolha AeCtalquep=[la: \b:c:d]eS, (ie. \9¢(a,b) - 6(c,d) = 0)
O p=[Aa:Ab:c:d] e Qr=Z(x(yz+dt) - y(az+ Bt)).
Lembremos que existe um Unica reta da familia M passando pelo ponto
p. Como p ¢ Mo.47 = Z(2, 1), entdo tal reta € dada por Myy.,) para algum
1 € C ndo nulo (visto que, os pontos de P! s&o dados por [0: 1] e [0: 5] com s € C).
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Além disso, sabemos que a reta My.,) encontra as retas £, paracaday ¢ C
em exatamente um ponto,

Jacqueline Rojas & Sally da Silva ESCOLA DE VERAO 2021 - UFPB 26/28



Além disso, sabemos que a reta My.,) encontra as retas £, paracaday ¢ C
em exatamente um ponto, digamos py, ..., pg, respectivamente.

VA

My
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Além disso, sabemos que a reta My.,) encontra as retas £, paracaday ¢ C
em exatamente um ponto, digamos py, ..., pg, respectivamente.

Lembre que a reta £, c S, para
caday e C. Logo, p1,...,pd € Sp.

VA

My
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Além disso, sabemos que a reta My.,) encontra as retas £, paracaday ¢ C
em exatamente um ponto, digamos py, ..., pg, respectivamente.

Lembre que a reta £, c S, para
caday e C. Logo, p1,...,pd € Sp.

Assim,

{Pa p1; -~-,pd} € M[y.,) N Sy

VA

M[l:,{t]
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Além disso, sabemos que a reta My.,) encontra as retas £, paracaday ¢ C
em exatamente um ponto, digamos py, ..., pg, respectivamente.

Lembre que a reta £, c S, para
caday e C. Logo, p1,...,pd € Sp.

Assim,

{Pa p1; -~-,pd} € M[y.,) N Sy

O que implica em M1 € S
L A

[L:ip4]
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Além disso, sabemos que a reta My.,) encontra as retas £, paracaday ¢ C
em exatamente um ponto, digamos py, ..., pg, respectivamente.

Lembre que a reta £, c S, para
caday e C. Logo, p1,...,pd € Sp.

Assim,

{Pa p1; -~-,Pd} € M[y.,) N Sy

O que implica em M1 € S
L A

[L:4]

Se S c P? for uma superficie de grau d e £ uma reta em P2, entdo [(nS| < d se, £ ¢ S. ‘
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2° Passo. Seja Mo = My, a reta da familia M obtida no passo anterior. A
partir da reta M, podem ser obtidas as retas Mj, ..., My_1 da familia M tais
que

(eM e (cSyeLle{Mp,.. Mg}
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2° Passo. Seja Mo = My, a reta da familia M obtida no passo anterior. A
partir da reta M, podem ser obtidas as retas Mj, ..., My_1 da familia M tais
que

(eM e (cSyeLle{Mp,.. Mg}

Como sao obtidas as retas My, ..., My_1 a partir de My?

Jacqueline Rojas & Sally da Silva ESCOLA DE VERAO 2021 - UFPB 27/28



2° Passo. Seja Mo = My, a reta da familia M obtida no passo anterior. A
partir da reta M, podem ser obtidas as retas Mj, ..., My_1 da familia M tais
que

(eM e (cSyeLle{Mp,.. Mg}

Como sao obtidas as retas My, ..., My_1 a partir de My?

Considere o grupo Uy = {z € C| z% =1} com o produto usual em C
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2° Passo. Seja Mo = My, a reta da familia M obtida no passo anterior. A
partir da reta M, podem ser obtidas as retas Mj, ..., My_1 da familia M tais
que

(eM e (cSyeLle{Mp,.. Mg}

Como sao obtidas as retas My, ..., My_1 a partir de My?

Considere o grupo Uy = {z € C| z% =1} com o produto usual em C

Os elementos de Uy sédo denominados raizes d-ésimas da unidade. Por exemplo, U = {1},
Up={1,-1}, Uz = {1,€,€2} com & = =53 14y = {1,-1,i,~i} com 2 = -1,...
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2° Passo. Seja Mo = My, a reta da familia M obtida no passo anterior. A
partir da reta M, podem ser obtidas as retas Mj, ..., My_1 da familia M tais
que

(eM e (cSyeLle{Mp,.. Mg}

Como sao obtidas as retas My, ..., My_1 a partir de My?

Considere o grupo Uy = {z € C| z% =1} com o produto usual em C

Os elementos de Uy sédo denominados raizes d-ésimas da unidade. Por exemplo, U = {1},
Up={1,-1}, Uz = {1,€,€2} com & = =53 14y = {1,-1,i,~i} com 2 = -1,...

Seja
U=UgxUg (&§n)* (&,m) = (E-&,n-m)
0 grupo denominado produto direto de Uy com Uy.
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2° Passo. Seja Mo = My, a reta da familia M obtida no passo anterior. A
partir da reta M, podem ser obtidas as retas Mj, ..., My_1 da familia M tais
que

(eM e (cSyeLle{Mp,.. Mg}

Como sao obtidas as retas My, ..., My_1 a partir de My?

Considere o grupo Uy = {z € C| z% =1} com o produto usual em C

Os elementos de Uy sédo denominados raizes d-ésimas da unidade. Por exemplo, U = {1},
Up = {1,-1}, Us = {1,£,6%) com & = =30 14y = {1, -1/, i} com 2 = —1,...
Seja

U=UgxUg (&§n)* (&,m) = (E-&,n-m)
0 grupo denominado produto direto de Uy com Uy.

Verifica-se que, para cada g = (£,7) €U a fungéo A, : P® — P® dada por

p=[Vo:Vviiva:va]— Ag(p) = [EVo:&vyinVe:invs]

€ uma bijecao.
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A funcéo A, : IP3 — P8 preserva S, Qr e as retas de M
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A funcéo A, : IP3 — P8 preserva S, Qr e as retas de M

De fato, verifica-se que

Ay(S;)=S; & Ag(Qr)=0Cr |

Ag(M[a:b]) = M[n’1a:§’1b] Se7 g = (T]vg) € u J
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A funcéo A, : IP3 — P8 preserva S, Qr e as retas de M

De fato, verifica-se que

Ay(S;)=S; & Ag(Qr)=0Cr |

Ag(M[a:b]) = M[n’1a:§’1b] Se7 g = (T]vg) € u J

Assim,

Jacqueline Rojas & Sally da Silva ESCOLA DE VERAO 2021 - UFPB 28/28



A funcéo A, : IP3 — P8 preserva S, Qr e as retas de M

De fato, verifica-se que

Ay(S;)=S; & Ag(Qr)=0Cr |

Ag(M[a:b]) = M[n’1a:§’1b] Se7 g = (T]vg) € u J

Assim,
V Ag(QrnSy) =QrnSy, paratodo geld.
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A funcéo A, : IP3 — P8 preserva S, Qr e as retas de M

De fato, verifica-se que

Ay(S:)=5, & Ag(Qr)=Cr |

Ag(M[a:b]) = M[n’1a:§’1b] Se7 g = (T]vg) € u J

Assim,
V Ag(QrnSy) =QrnSy, paratodo geld.
9 Se Mo =M(1,)c QrnSy e Ug=(&)={1,£...,£%7"}, entdo

M; = A[1:§4](M0) = M[tgiu] c Q-rﬂS¢ para e {O,1,,d—1}J
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A funcéo A, : IP3 — P8 preserva S, Qr e as retas de M

De fato, verifica-se que

Ay(S:)=5, & Ag(Qr)=Cr |

Ag(M[a:b]) = M[n’1a:§’1b] Se7 g = (T]vg) € u J

Assim,
V Ag(QrnSy) =QrnSy, paratodo geld.
9 Se Mo =M(1,)c QrnSy e Ug=(&)={1,£...,£%7"}, entdo

M; = A[1:§4](M0) = M[tgiu] c Q-rﬂS¢ para e {O,1,,d—1}J

v As retas Mo, ..., Mq-1 pertencem a L;, (visto que M e M).
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A funcéo A, : IP3 — P8 preserva S, Qr e as retas de M

De fato, verifica-se que

Ay(S:)=5, & Ag(Qr)=Cr |

Ag(M[a:b]) = M[n’1a:§’1b] Se7 g = (T]vg) € u J

Assim,
V Ag(QrnSy) =QrnSy, paratodo geld.
9 Se Mo =M(1,)c QrnSy e Ug=(&)={1,£...,£%7"}, entdo

M; = A[1:§4](M0) = M[tgiu] c Q-rﬂS¢ para e {O,1,,d—1}J

v As retas Mo, ..., Mq-1 pertencem a L;, (visto que M e M).
Exercicio: Sele M e lc S, entdo { = M; paraalgum i, 0<i<d-1.
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