
Os 5 sólidos platônicos e a busca pelo número de
retas numa superfície projetiva

Sally Andria Vieira da Silva (UFF)
e

Jacqueline Fabiola Rojas Arancibia (UFPB)

ESCOLA DE VERÃO 2021
DM-UFPB

AULA 5, 10 de fevereiro de 2021

Jacqueline Rojas & Sally da Silva ESCOLA DE VERÃO 2021 - UFPB 1 / 28



Da última vez.

Na aula 4 consideramos a superfície

Sφ = Z(φ(x ,y) − φ(z, t)) ⊂ P3

com

φ(u,v) = (a1v − b1u) ⋅ (a2v − b2u)⋯(adv − bdu) ∈ C[u,v]

tal que ZP1(φ) = {[a1 ∶ b1], ..., [ad ∶ bd ]} consiste de d pontos distintos.

Ao fixar a reta L = Z(z, t), obtivemos a partição

{ retas contidas em Sφ} = {` ⊂ Sφ ∣ ` ∩ L ≠ ∅}

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
=Lφ

⊍{` ⊂ Sφ ∣ ` ∩ L = ∅}

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
=L′

φ

.
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Mostramos que

Lφ = {`i,j ∣ 1 ≤ i , j ≤ d}

sendo `i,j a reta que passa pelos pontos pi = [ai ∶ bi ∶ 0 ∶ 0] e qj = [0 ∶ 0 ∶ aj ∶ bj]

com i , j ∈ {1, ...,d}.

�
�
�
�
�
�
�
�
�

●
pi = [ai ∶ bi ∶ 0 ∶ 0]

●
qj = [0 ∶ 0 ∶ aj ∶ bj ]

`i,j

De onde, concluímos que

nφ ∶= ∣{ retas contidas em Sφ}∣ = ∣Lφ∣ + ∣L′φ∣ = d2 + ∣L′φ∣.
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FOCO DA AULA 05

Calcular ∣L′φ∣ sendo

L′φ = {` ⊂ Sφ ∣ ` ∩ L = ∅} e L = Z(z, t).
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De fato, se φ(u,v) = (a1v − b1u) ⋅ (a2v − b2u)⋯(adv − bdu)

é tal que
C = ZP1(φ) = {[a1 ∶ b1], ..., [ad ,bd ]}

é formado por d pontos distintos da reta projetiva P1.

Vamos mostrar que:

∣L′φ∣ = d ⋅ ∣ΓC ∣

sendo
ΓC = {T ∈ Aut(P1

) ∣ T(C) = C}.
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Lembremos que [
α β
γ δ

] ∈ GL2(C)⇐⇒ αδ − βγ ≠ 0.

Uma função T ∶ P1 Ð→ P1 ∈ Aut(P1) se, e somente se,

∃ [
α β
γ δ

] ∈ GL2(C) tal que T([a ∶ b]) = [α ⋅ a + β ⋅ b ∶ γ ⋅ a + δ ⋅ b].
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Qual é o esquema para mostrar que ∣L′φ∣ = d ⋅ ∣ΓC ∣?

Se ` ∈ L′φ, então ` induz um automorfismo T` ∈ ΓC sendo C = ZP1(φ).

Defina

Ω ∶ L′φ Ð→ ΓC por `z→ T`.

A função Ω é sobrejetora.

∣Ω−1(T)∣ = d para todo T ∈ ΓC .

Lembremos que: Ω−1(T) = {` ∈ L′φ ∣ Ω(`) = T}.
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Ω ∶ L′φ Ð→ ΓC sobrejetora tal que ∣Ω−1(T)∣ = d para todo T ∈ ΓC.

implica em ∣L′φ∣ = d ⋅ ∣ΓC ∣.

Visto que:

Se f ∶ X Ð→ Y for uma função sobrejetora, com X e Y finitos então

∣X ∣ = ∣f −1(y1)∣+⋯+ ∣f −1(yk)∣.

Se

∣f −1
(y1)∣ = ⋯ = ∣f −1

(yk)∣ = d

então

∣X ∣ = d ⋅ k = d ⋅ ∣Y ∣.
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Vamos definir o automorfismo T`

Considere φ(u,v) = (a1v − b1u) ⋅ (a2v − b2u)⋯(adv − bdu) tal que

C = ZP1(φ) = {[a1 ∶ b1], ..., [ad ,bd ]}

é constituído por d pontos distintos da reta projetiva P1.

Proposição 1: Se ` ∈ L′φ, então ` induz um automorfismo T` ∈ ΓC .

Demostração: Sendo ` uma reta em P3, existem f1 e f2 polinômios
homogêneos de grau 1 (e L.I.) em C[x ,y ,z, t] tais que

` = Z(f1, f2).

Assuma que

f1 = a1x + b1y + c1z + d1t e f2 = a2x + b2y + c2z + d2t .

Assim, ao considerarmos a reta L = Z(z, t) segue que

`∩L = Z(f1, f2,z, t) = Z(a1x +b1y ,a2x +b2y ,z, t).
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FATO ...

Se f1,...,fk são homogêneos não constantes C[x ,y ,z, t] com k ≥ 4,
então verifica-se que

Z(f1, ..., fk) = ∅⇐⇒ {
a única solução do sistema f1 = 0, ..., fk = 0
em C4 for a origem.

Por hipótese ` ∈ L′φ = {` ⊂ Sφ ∣ ` ∩ L = ∅}. Logo,

` ∩ L = Z(f1, f2,z, t) = Z(a1x + b1y ,a2x + b2y ,z, t) = ∅.

Assim, segue do fato acima que a única solução do sistema

⎧⎪⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

a1x + b1y = 0
a2x + b2y = 0
z = 0
t = 0

é x=y=z=t=0. De onde concluímos que ∣
a1 b1
a2 b2

∣ = a1 ⋅ b2 − a2 ⋅ b1 ≠ 0.
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Assim, o sistema de equações que definem a reta ` = Z(f1, f2),
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Conclusão: Se ` ∈ L′φ então ` = Z(αz + βt − x , γz + δt − y)

com α,β, γ e δ em C tais que α ⋅ δ − γ ⋅ β ≠ 0.

Assim, a função T` ∶ P1 Ð→ P1 definida por

[r ∶ s]z→ [αr + βs ∶ γr + δs]

é um automorfismo de P1, ou seja, T` ∈ Aut(P1).

A seguir mostraremos que T`(C) = C se, C = ZP1(φ).

Note que para todo [r ∶ s] ∈ P1 tem-se que

[αr + βs ∶ γr + δs ∶ r ∶ s] ∈ ` ⊂ Sφ = Z(φ(x ,y) − φ(z, t)).

Logo,
φ(αr + βs, γr + δs

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
=T`([r ∶s])

) = φ(r ,s)Ô⇒ T`(C) ⊆ C.

Como T` é uma bijeção e C é finito, o resultado segue.
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A seguir vamos dar um esboço da demonstração da

Proposição 2: A função

Ω ∶ L′φ Ð→ ΓC dada por `z→ T`.

é sobrejetora e ∣Ω−1(T)∣ = d para todo T ∈ ΓC.

O ideia Eureka

Associar a cada T ∈ ΓC uma superfície quádrica não singular QT em P3.

ΓC ∋ Tz→ QT ⊂ P3.
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Considere T ∈ ΓC dado por T([r ∶ s]) = [αr + βs ∶ γr + δs].

Vamos associar a T a superfície quádrica QT em P3 dada por:

QT = Z(x(γz + δt) − y(αz + βt)). (1)

Fato 1:
QT é uma superfície quádrica não singular.

Ou seja, ao considerarmos f = x(γz + δt) − y(αz + βt) verifica-se que a única
solução dos sistema

∂f
∂x

= 0,
∂f
∂y

= 0,
∂f
∂z

= 0,
∂f
∂t

= 0.

é a origem, isto é, x = y = z = t = 0 (Exercício).
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As quádricas em P3 admitem a seguinte classificação
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No caso de uma quádrica não singular Q em P3.

Existem L = {Lp} eM = {Mp} famílias de retas com p ∈ P1 tais que:

Lp ∩Lq = ∅ eMp ∩Mq = ∅ see, p ≠ q em P1.
Lp ∩Mq consiste de um único ponto, ∀p,q ∈ P1.
Se x ∈ Q então existem únicas Lp ∈ L eMq ∈M

tais que
Lp ∩Mq = {x}.

L ∩M = ∅.
{ Retas em Q} = L ∪M.

Jacqueline Rojas & Sally da Silva ESCOLA DE VERÃO 2021 - UFPB 16 / 28



No caso de uma quádrica não singular Q em P3.

Existem L = {Lp} eM = {Mp} famílias de retas com p ∈ P1 tais que:

Lp ∩Lq = ∅ eMp ∩Mq = ∅ see, p ≠ q em P1.

Lp ∩Mq consiste de um único ponto, ∀p,q ∈ P1.
Se x ∈ Q então existem únicas Lp ∈ L eMq ∈M

tais que
Lp ∩Mq = {x}.

L ∩M = ∅.
{ Retas em Q} = L ∪M.

Jacqueline Rojas & Sally da Silva ESCOLA DE VERÃO 2021 - UFPB 16 / 28



No caso de uma quádrica não singular Q em P3.

Existem L = {Lp} eM = {Mp} famílias de retas com p ∈ P1 tais que:

Lp ∩Lq = ∅ eMp ∩Mq = ∅ see, p ≠ q em P1.
Lp ∩Mq consiste de um único ponto, ∀p,q ∈ P1.

Se x ∈ Q então existem únicas Lp ∈ L eMq ∈M

tais que
Lp ∩Mq = {x}.

L ∩M = ∅.
{ Retas em Q} = L ∪M.

Jacqueline Rojas & Sally da Silva ESCOLA DE VERÃO 2021 - UFPB 16 / 28



No caso de uma quádrica não singular Q em P3.

Existem L = {Lp} eM = {Mp} famílias de retas com p ∈ P1 tais que:

Lp ∩Lq = ∅ eMp ∩Mq = ∅ see, p ≠ q em P1.
Lp ∩Mq consiste de um único ponto, ∀p,q ∈ P1.
Se x ∈ Q então existem únicas Lp ∈ L eMq ∈M

tais que
Lp ∩Mq = {x}.

L ∩M = ∅.
{ Retas em Q} = L ∪M.

Jacqueline Rojas & Sally da Silva ESCOLA DE VERÃO 2021 - UFPB 16 / 28



No caso de uma quádrica não singular Q em P3.

Existem L = {Lp} eM = {Mp} famílias de retas com p ∈ P1 tais que:

Lp ∩Lq = ∅ eMp ∩Mq = ∅ see, p ≠ q em P1.
Lp ∩Mq consiste de um único ponto, ∀p,q ∈ P1.
Se x ∈ Q então existem únicas Lp ∈ L eMq ∈M

tais que
Lp ∩Mq = {x}.

L ∩M = ∅.

{ Retas em Q} = L ∪M.

Jacqueline Rojas & Sally da Silva ESCOLA DE VERÃO 2021 - UFPB 16 / 28



No caso de uma quádrica não singular Q em P3.

Existem L = {Lp} eM = {Mp} famílias de retas com p ∈ P1 tais que:

Lp ∩Lq = ∅ eMp ∩Mq = ∅ see, p ≠ q em P1.
Lp ∩Mq consiste de um único ponto, ∀p,q ∈ P1.
Se x ∈ Q então existem únicas Lp ∈ L eMq ∈M

tais que
Lp ∩Mq = {x}.

L ∩M = ∅.
{ Retas em Q} = L ∪M.

Jacqueline Rojas & Sally da Silva ESCOLA DE VERÃO 2021 - UFPB 16 / 28



Ao considerarmos a quádrica QT = Z(x(γz + δt) − y(αz + βt))

associada a T ∈ ΓC .

As famílias de retas de QT são dadas por:

Família L: Para cada y = [c ∶ d] ∈ P1, Ly é definida pelas equações:

(γc+δd)x−(αc+βd)y = 0 e dz−ct = 0. (2)

FamíliaM: Para cada x = [a ∶ b] ∈ P1,Mx é definida pelas equações:

ax = b(αz + βt) e ay = b(γz + δt). (3)

Note que M[1∶0] = M = Z(x ,y) eM[0∶1] = L = Z(z, t).
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Fato 2.

Seja L a família de retas de QT em (2) e M = Z(x ,y). Verifica-se que:

(i) Ly ∩M ≠ ∅ para todo y ∈ P1.
(ii) Ly ⊂ Sφ = Z(φ(x ,y) − φ(z, t))⇐⇒ y ∈ C = ZP1(φ) = {[ai ∶ bi]}

d
i=1.

De onde concluímos que

Se y ∈ C = ZP1(φ) então Ly ∈ Lφ = {` ∣ ` ∩ L ≠ ∅}.

Existem d retas (distintas) da família L contidas em QT ∩ Sφ.
Tais restas serão denotadas por

L0,L1, ...,Ld−1 ⊂ QT ∩ Sφ
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Fato 3.

SejaM a família de retas de QT em (3). Existem exatamente d retas
(distintas) da famíliaM contidas em QT ∩ Sφ.

Tais restas serão denotadas por

M0,M1, ...,Md−1 ⊂ QT ∩ Sφ

As retasM0,M1, ...,Md−1 ∈ L
′
φ.
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Sejam L0, ...,Ld−1 ∈ L e M0, ...,Md−1 ∈M

as retas obtidas no Fato 2 e Fato 3, respectivamente. Verifica-se que:

Sφ ∩QT = L0 ∪⋯ ∪Ld−1 ∪M0 ∪⋯ ∪Md−1 e Ω(Mi) = T

sendo QT é a quádrica associada ao automorfismo T ∈ ΓC e Ω ∶ L′φ Ð→ ΓC
dada por `z→ T` com

T`([r ∶ s]) = [αr + βs ∶ γr + δs] se, ` = Z(αz + βt − x , γz + δt − y).

Assim,
♡ Ω é sobrejetora.
♡ Ω−1(T) = {M0, ...,Md−1}.
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Visto que

nφ ∶= ∣{ retas contidas em Sφ}∣ = ∣Lφ∣ + ∣L′φ∣

se Sφ = Z(φ(x ,y) − φ(z, t)).

Concluímos que

nφ = d2 + d ⋅ ∣ΓC ∣

sendo ΓC = {T ∈ Aut(P1) ∣ T(C) = C} e C = ZP1(φ).

PRÓXIMA AULA

Vamos abordar o cálculo de ∣ΓC ∣. Mais precisamente, como estimar o valor
máximo possível.
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APÊNDICE: Sobre a prova dos Fatos 2 e 3

Jacqueline Rojas & Sally da Silva ESCOLA DE VERÃO 2021 - UFPB 22 / 28



Fato 2.

Seja L a família de retas de QT em (2) e M = Z(x ,y). Verifica-se que:

(i) Ly ∩M ≠ ∅ para todo y ∈ P1.
(ii) Ly ⊂ Sφ = Z(φ(x ,y) − φ(z, t))⇐⇒ y ∈ C = ZP1(φ) = {[ai ∶ bi]}

d
i=1.

Sobre a prova do Fato 2. A partir da definição da família L tem-se que

Ly = Z((γc + δd)x − (αc + βd)y ,dz − ct) se y = [c ∶ d] ∈ P1.

Além disso, note que
p = [αc + βd ∶ γc + δd) ∶ 0 ∶ 0] e q = [0 ∶ 0 ∶ c ∶ d]

são pontos distintos da reta Ly (logo determinam Ly).
(i) Basta observar que q ∈ Ly ∩M.

(ii) Se Ly ⊂ Sφ então q ∈ Sφ. Logo, φ(c,d) = 0 o que nos garante que y ∈ C.

Para provar a outra implicação, lembre que a reta Ly passa por p e q, e que

y ∈ C
T∈ΓC
Ô⇒ T(y) = [αc + βd ∶ γc + δd] ∈ C (Exercício).

Jacqueline Rojas & Sally da Silva ESCOLA DE VERÃO 2021 - UFPB 23 / 28



Fato 2.

Seja L a família de retas de QT em (2) e M = Z(x ,y). Verifica-se que:
(i) Ly ∩M ≠ ∅ para todo y ∈ P1.

(ii) Ly ⊂ Sφ = Z(φ(x ,y) − φ(z, t))⇐⇒ y ∈ C = ZP1(φ) = {[ai ∶ bi]}
d
i=1.

Sobre a prova do Fato 2. A partir da definição da família L tem-se que

Ly = Z((γc + δd)x − (αc + βd)y ,dz − ct) se y = [c ∶ d] ∈ P1.

Além disso, note que
p = [αc + βd ∶ γc + δd) ∶ 0 ∶ 0] e q = [0 ∶ 0 ∶ c ∶ d]

são pontos distintos da reta Ly (logo determinam Ly).
(i) Basta observar que q ∈ Ly ∩M.

(ii) Se Ly ⊂ Sφ então q ∈ Sφ. Logo, φ(c,d) = 0 o que nos garante que y ∈ C.

Para provar a outra implicação, lembre que a reta Ly passa por p e q, e que

y ∈ C
T∈ΓC
Ô⇒ T(y) = [αc + βd ∶ γc + δd] ∈ C (Exercício).

Jacqueline Rojas & Sally da Silva ESCOLA DE VERÃO 2021 - UFPB 23 / 28



Fato 2.

Seja L a família de retas de QT em (2) e M = Z(x ,y). Verifica-se que:
(i) Ly ∩M ≠ ∅ para todo y ∈ P1.
(ii) Ly ⊂ Sφ = Z(φ(x ,y) − φ(z, t))⇐⇒ y ∈ C = ZP1(φ) = {[ai ∶ bi]}

d
i=1.

Sobre a prova do Fato 2. A partir da definição da família L tem-se que

Ly = Z((γc + δd)x − (αc + βd)y ,dz − ct) se y = [c ∶ d] ∈ P1.

Além disso, note que
p = [αc + βd ∶ γc + δd) ∶ 0 ∶ 0] e q = [0 ∶ 0 ∶ c ∶ d]

são pontos distintos da reta Ly (logo determinam Ly).
(i) Basta observar que q ∈ Ly ∩M.

(ii) Se Ly ⊂ Sφ então q ∈ Sφ. Logo, φ(c,d) = 0 o que nos garante que y ∈ C.

Para provar a outra implicação, lembre que a reta Ly passa por p e q, e que

y ∈ C
T∈ΓC
Ô⇒ T(y) = [αc + βd ∶ γc + δd] ∈ C (Exercício).

Jacqueline Rojas & Sally da Silva ESCOLA DE VERÃO 2021 - UFPB 23 / 28



Fato 2.

Seja L a família de retas de QT em (2) e M = Z(x ,y). Verifica-se que:
(i) Ly ∩M ≠ ∅ para todo y ∈ P1.
(ii) Ly ⊂ Sφ = Z(φ(x ,y) − φ(z, t))⇐⇒ y ∈ C = ZP1(φ) = {[ai ∶ bi]}

d
i=1.

Sobre a prova do Fato 2. A partir da definição da família L tem-se que

Ly = Z((γc + δd)x − (αc + βd)y ,dz − ct) se y = [c ∶ d] ∈ P1.

Além disso, note que
p = [αc + βd ∶ γc + δd) ∶ 0 ∶ 0] e q = [0 ∶ 0 ∶ c ∶ d]

são pontos distintos da reta Ly (logo determinam Ly).
(i) Basta observar que q ∈ Ly ∩M.

(ii) Se Ly ⊂ Sφ então q ∈ Sφ. Logo, φ(c,d) = 0 o que nos garante que y ∈ C.

Para provar a outra implicação, lembre que a reta Ly passa por p e q, e que

y ∈ C
T∈ΓC
Ô⇒ T(y) = [αc + βd ∶ γc + δd] ∈ C (Exercício).

Jacqueline Rojas & Sally da Silva ESCOLA DE VERÃO 2021 - UFPB 23 / 28



Fato 2.

Seja L a família de retas de QT em (2) e M = Z(x ,y). Verifica-se que:
(i) Ly ∩M ≠ ∅ para todo y ∈ P1.
(ii) Ly ⊂ Sφ = Z(φ(x ,y) − φ(z, t))⇐⇒ y ∈ C = ZP1(φ) = {[ai ∶ bi]}

d
i=1.

Sobre a prova do Fato 2. A partir da definição da família L tem-se que

Ly = Z((γc + δd)x − (αc + βd)y ,dz − ct) se y = [c ∶ d] ∈ P1.

Além disso, note que
p = [αc + βd ∶ γc + δd) ∶ 0 ∶ 0] e q = [0 ∶ 0 ∶ c ∶ d]

são pontos distintos da reta Ly (logo determinam Ly).

(i) Basta observar que q ∈ Ly ∩M.

(ii) Se Ly ⊂ Sφ então q ∈ Sφ. Logo, φ(c,d) = 0 o que nos garante que y ∈ C.

Para provar a outra implicação, lembre que a reta Ly passa por p e q, e que

y ∈ C
T∈ΓC
Ô⇒ T(y) = [αc + βd ∶ γc + δd] ∈ C (Exercício).

Jacqueline Rojas & Sally da Silva ESCOLA DE VERÃO 2021 - UFPB 23 / 28



Fato 2.

Seja L a família de retas de QT em (2) e M = Z(x ,y). Verifica-se que:
(i) Ly ∩M ≠ ∅ para todo y ∈ P1.
(ii) Ly ⊂ Sφ = Z(φ(x ,y) − φ(z, t))⇐⇒ y ∈ C = ZP1(φ) = {[ai ∶ bi]}

d
i=1.

Sobre a prova do Fato 2. A partir da definição da família L tem-se que

Ly = Z((γc + δd)x − (αc + βd)y ,dz − ct) se y = [c ∶ d] ∈ P1.

Além disso, note que
p = [αc + βd ∶ γc + δd) ∶ 0 ∶ 0] e q = [0 ∶ 0 ∶ c ∶ d]

são pontos distintos da reta Ly (logo determinam Ly).
(i) Basta observar que q ∈ Ly ∩M.

(ii) Se Ly ⊂ Sφ então q ∈ Sφ. Logo, φ(c,d) = 0 o que nos garante que y ∈ C.

Para provar a outra implicação, lembre que a reta Ly passa por p e q, e que

y ∈ C
T∈ΓC
Ô⇒ T(y) = [αc + βd ∶ γc + δd] ∈ C (Exercício).

Jacqueline Rojas & Sally da Silva ESCOLA DE VERÃO 2021 - UFPB 23 / 28



Fato 2.

Seja L a família de retas de QT em (2) e M = Z(x ,y). Verifica-se que:
(i) Ly ∩M ≠ ∅ para todo y ∈ P1.
(ii) Ly ⊂ Sφ = Z(φ(x ,y) − φ(z, t))⇐⇒ y ∈ C = ZP1(φ) = {[ai ∶ bi]}

d
i=1.

Sobre a prova do Fato 2. A partir da definição da família L tem-se que

Ly = Z((γc + δd)x − (αc + βd)y ,dz − ct) se y = [c ∶ d] ∈ P1.

Além disso, note que
p = [αc + βd ∶ γc + δd) ∶ 0 ∶ 0] e q = [0 ∶ 0 ∶ c ∶ d]

são pontos distintos da reta Ly (logo determinam Ly).
(i) Basta observar que q ∈ Ly ∩M.

(ii) Se Ly ⊂ Sφ então q ∈ Sφ.

Logo, φ(c,d) = 0 o que nos garante que y ∈ C.

Para provar a outra implicação, lembre que a reta Ly passa por p e q, e que

y ∈ C
T∈ΓC
Ô⇒ T(y) = [αc + βd ∶ γc + δd] ∈ C (Exercício).

Jacqueline Rojas & Sally da Silva ESCOLA DE VERÃO 2021 - UFPB 23 / 28



Fato 2.

Seja L a família de retas de QT em (2) e M = Z(x ,y). Verifica-se que:
(i) Ly ∩M ≠ ∅ para todo y ∈ P1.
(ii) Ly ⊂ Sφ = Z(φ(x ,y) − φ(z, t))⇐⇒ y ∈ C = ZP1(φ) = {[ai ∶ bi]}

d
i=1.

Sobre a prova do Fato 2. A partir da definição da família L tem-se que

Ly = Z((γc + δd)x − (αc + βd)y ,dz − ct) se y = [c ∶ d] ∈ P1.

Além disso, note que
p = [αc + βd ∶ γc + δd) ∶ 0 ∶ 0] e q = [0 ∶ 0 ∶ c ∶ d]

são pontos distintos da reta Ly (logo determinam Ly).
(i) Basta observar que q ∈ Ly ∩M.

(ii) Se Ly ⊂ Sφ então q ∈ Sφ. Logo,

φ(c,d) = 0 o que nos garante que y ∈ C.

Para provar a outra implicação, lembre que a reta Ly passa por p e q, e que

y ∈ C
T∈ΓC
Ô⇒ T(y) = [αc + βd ∶ γc + δd] ∈ C (Exercício).

Jacqueline Rojas & Sally da Silva ESCOLA DE VERÃO 2021 - UFPB 23 / 28



Fato 2.

Seja L a família de retas de QT em (2) e M = Z(x ,y). Verifica-se que:
(i) Ly ∩M ≠ ∅ para todo y ∈ P1.
(ii) Ly ⊂ Sφ = Z(φ(x ,y) − φ(z, t))⇐⇒ y ∈ C = ZP1(φ) = {[ai ∶ bi]}

d
i=1.

Sobre a prova do Fato 2. A partir da definição da família L tem-se que

Ly = Z((γc + δd)x − (αc + βd)y ,dz − ct) se y = [c ∶ d] ∈ P1.

Além disso, note que
p = [αc + βd ∶ γc + δd) ∶ 0 ∶ 0] e q = [0 ∶ 0 ∶ c ∶ d]

são pontos distintos da reta Ly (logo determinam Ly).
(i) Basta observar que q ∈ Ly ∩M.

(ii) Se Ly ⊂ Sφ então q ∈ Sφ. Logo, φ(c,d) = 0 o que nos garante que y ∈ C.

Para provar a outra implicação, lembre que a reta Ly passa por p e q, e que

y ∈ C
T∈ΓC
Ô⇒ T(y) = [αc + βd ∶ γc + δd] ∈ C (Exercício).
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De onde concluímos que

Se y ∈ C = ZP1(φ) então Ly ∈ Lφ = {` ∣ ` ∩ L ≠ ∅}.

Existem d retas (distintas) da família L contidas em QT ∩ Sφ.
Tais restas serão denotadas por

L0,L1, ...,Ld−1 ⊂ QT ∩ Sφ
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Lembre que Sφ = Z(φ(x ,y) − φ(z, t)) e φ(u,v) = (a1v − b1u)⋯⋯(adv − bdu).

Fato 3.

SejaM a família de retas de QT em (3). Existem exatamente d retas
(distintas) da famíliaM contidas em QT ∩Sφ. Tais retas pertencem a L′φ.

Sobre a prova do Fato 3.

1o Passo. Mostrar que existe uma reta da famíliaM contida em Sφ.
♡ Escolha [c ∶ d] /∈ C = ZP1(φ). Logo [a ∶ b] ∶= T([c ∶ d])

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
[αc+βd ∶γc+δd]

/∈ C. E desta

última igualdade, segue que a(γc + δd) − b(αc + βd) = 0.
♡ Escolha λ ∈ C tal que p = [λa ∶ λb ∶ c ∶ d] ∈ Sφ (i.e. λdφ(a,b) − φ(c,d) = 0)
♡ p = [λa ∶ λb ∶ c ∶ d] ∈ QT = Z(x(γz + δt) − y(αz + βt)).

Lembremos que existe um única reta da famíliaM passando pelo ponto
p. Como p /∈M[0∶1] = Z(z, t), então tal reta é dada porM[1∶µ] para algum
µ ∈ C não nulo (visto que, os pontos de P1 são dados por [0 ∶ 1] e [0 ∶ s] com s ∈ C).
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Além disso, sabemos que a retaM[1∶µ] encontra as retas Ly para cada y ∈ C
em exatamente um ponto,

digamos p1, ...,pd , respectivamente.

Lembre que a reta Ly ⊂ Sφ para
cada y ∈ C. Logo, p1, ...,pd ∈ Sφ.

Assim,

{p,p1, ...,pd} ∈M[1∶µ] ∩ Sφ.

O que implica em M[1∶µ] ⊂ Sφ

Se S ⊂ P3 for uma superfície de grau d e ` uma reta em P3, então ∣` ∩ S∣ ≤ d se, ` /⊂ S.
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2o Passo. SejaM0 =M[1∶µ] a reta da famíliaM obtida no passo anterior. A
partir da retaM0 podem ser obtidas as retasM1, ...,Md−1 da famíliaM tais
que

` ∈M e ` ⊂ Sφ ⇐⇒ ` ∈ {M0, ...,Md−1}.

Como são obtidas as retasM1, ...,Md−1 a partir deM0?

Considere o grupo Ud = {z ∈ C ∣ zd = 1} com o produto usual em C

Os elementos de Ud são denominados raízes d-ésimas da unidade. Por exemplo, U1 = {1},
U2 = {1,−1}, U3 = {1, ξ, ξ2} com ξ = −1+√3i

2 , U4 = {1,−1, i,−i} com i2 = −1,...

Seja
U = Ud × Ud (ξ, η) ∗ (ξ1, η1) = (ξ ⋅ ξ1, η ⋅ η1)

o grupo denominado produto direto de Ud com Ud .

Verifica-se que, para cada g = (ξ, η) ∈ U a função Ag ∶ P3 → P3 dada por

p = [v0 ∶ v1 ∶ v2 ∶ v3]z→ Ag(p) = [ξv0 ∶ ξv1 ∶ ηv2 ∶ ηv3]

é uma bijeção.
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Como são obtidas as retasM1, ...,Md−1 a partir deM0?

Considere o grupo Ud = {z ∈ C ∣ zd = 1} com o produto usual em C

Os elementos de Ud são denominados raízes d-ésimas da unidade. Por exemplo, U1 = {1},
U2 = {1,−1}, U3 = {1, ξ, ξ2} com ξ = −1+√3i

2 , U4 = {1,−1, i,−i} com i2 = −1,...

Seja
U = Ud × Ud (ξ, η) ∗ (ξ1, η1) = (ξ ⋅ ξ1, η ⋅ η1)

o grupo denominado produto direto de Ud com Ud .

Verifica-se que, para cada g = (ξ, η) ∈ U a função Ag ∶ P3 → P3 dada por

p = [v0 ∶ v1 ∶ v2 ∶ v3]z→ Ag(p) = [ξv0 ∶ ξv1 ∶ ηv2 ∶ ηv3]

é uma bijeção.
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A função Ag ∶ P3 → P3 preserva Sφ,QT e as retas deM

De fato, verifica-se que

Ag(Sφ) = Sφ e Ag(QT) = QT

Ag(M[a ∶b]) =M[η−1a ∶ξ−1b] se, g = (η, ξ) ∈ U .

Assim,
♡ Ag(QT ∩ Sφ) = QT ∩ Sφ, para todo g ∈ U .
♡ SeM0 =M[1∶µ] ⊂ QT ∩ Sφ e Ud = ⟨ξ⟩ = {1, ξ, ..., ξd−1}, então

Mi ∶= A[1∶ξ−i ](M0) =M[1∶ξiµ] ⊂ QT ∩Sφ para i ∈ {0,1, ...,d − 1}.

♡ As retasM0, ...,Md−1 pertencem a L′φ (visto que M ∈M).
Exercício: Se ` ∈M e ` ⊂ Sφ então ` =Mi para algum i , 0 ≤ i ≤ d − 1.
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