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FOCO DA AULA 04

o Como contar as retas contidas na superficie S,,?

o Iniciando a contagem.
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Observe que

a partir de d pontos distintos na reta projetiva, digamos, x1, ..., Xg

x1 = [ar : by] xg = [@z: b2] Xg = [8q : by]

obtemos o polinémio homogéneo de grau d /Li;_ T/

o(u,v) =(a1v-byu) - (agv - bou)---(agv — bgu) € C[u, v].
\—.‘/_J

M‘_o
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|
Observe que

a partir de d pontos distintos na reta projetiva, digamos, x1, ..., Xg

x1 = [a1: by] xg=[a:b] - Xg = [8q : bd]
obtemos o polindmio homogéneo de grau d

o(u,v) =(a1v-byu) - (agv - bou)---(agv — bgu) € Clu, v].

Ao qual associamos a superficie(nao singular

So = Z(¢(x,¥) - ¢(2,1)) < P°. |
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Considere areta L = Z(z,t) em P3,

Para cada reta ¢ contida na superficie Sy, temos duas possibilidades:
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Considere areta L = Z(z,t) em P3,

Para cada reta ¢ contida na superficie Sy, temos duas possibilidades:

/{nL+g ou ¥¢nL=g.
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Considere areta L = Z(z,t) em P3,

Para cada reta ¢ contida na superficie Sy, temos duas possibilidades:
{nL+g ou {nL=g.

Assim, 0s conjuntos:
Loefres,\eanss) « c,-{tcs,|tnL=-o},

determinam uma particdo do conjunto constituido por todas as retas na
superficie S, ou seja,

{E | ¢ € uma reta contida na superficie S¢} =Ly Ly J
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Considere areta L = Z(z,t) em P3,

Para cada reta ¢ contida na superficie Sy, temos duas possibilidades:
{nL+@y ou {(nL=g.
Assim, 0s conjuntos:
Lo={tcSyltnLro} e Ly={tcs,|tnL=-o},

determinam uma particdo do conjunto constituido por todas as retas na
superficie S, ou seja,

{E | ¢ € uma reta contida na superficie S¢} =Ly ULy J

Assim,
ng = H retas contidas em S¢} |Lg| +]L5]. l
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A seguir, vamos calcular |L,|.

Comecemos com algumas observagoes:
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A seguir, vamos calcular |L,|.

Comecemos com algumas observagoes:
@ Lembre que [a:b]e Zm(¢) < ¢(a,b) =0.
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A seguir, vamos calcular |L,|.

Comecemos com algumas observagoes:
@ Lembre que [a:b] e Zpi(¢) < ¢(a,b) =0. Logo, se
o(u,v) =(a1v-byu)-(av - bou)---(agv - bgu) € Clu, v],
S & “f:, u=vz-v
entao segue que Zpi(¢) = {x1,x2, ...,xd}, comx;=[aj:bi]el(0,0)=0.
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A seguir, vamos calcular |L,|.

Comecemos com algumas observagoes:
@ Lembre que [a:b] e Zpi(¢) < ¢(a,b) =0. Logo, se

o(u,v) =(a1v-byu) - (agv — bou)---(agv — bgu) € Clu, v],

entao segue que Zpi(¢) = {x1,x2, ...,xd}, comx;=[aj:b]e #(0,0)=0.
@ Sep=[a:b:c:d]eP®tem-se que

peSs=2(p(x.y) - 9(2,1)) = ¢(a.b) - ¢(c.d) =0
\_/ ‘*—"\/*/
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A seguir, vamos calcular |L,|.

Comecemos com algumas observagoes:
@ Lembre que [a:b] e Zpi(¢) < ¢(a,b) =0. Logo, se

o(u,v) =(a1v-byu) - (agv — bou)---(agv — bgu) € Clu, v],

entao segue que Zpi(¢) = {x1,x2, ...,xd}, comx;=[aj:b]e #(0,0)=0.
@ Sep=[a:b:c:d]eP®tem-se que
peSy=2(o(x,y) - (2, 1)) < ¢(a,b) - ¢(c,d) =0

@ Considere asretas L = Z(z,t) e M = Z(x, y) em P3. Note que:
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A seguir, vamos calcular |L,|.

Comecemos com algumas observagoes:
@ Lembre que [a:b] e Zpi(¢) < ¢(a,b) =0. Logo, se

o(u,v) =(a1v-byu) - (agv — bou)---(agv — bgu) € Clu, v],

entao segue que Zpi(¢) = {x1 ,Xo, ...,xd}, comx;=[aj:b]e #(0,0)=0.

@ Sep=[a:b:c:d] e P? tem-se que
peSy = Z(o(x,y) - ¢(2,1)) <= ¢(a,b) - ¢(c,d) =0

@ Considere asretas L = Z(z,t) e M = Z(x, y) em P3. Note que:
p=[a:b:c:d]eLnSp<—=C=d=0%¢(ab)=0
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A seguir, vamos calcular |L,|.
Comecemos com algumas observagoes:
@ Lembre que [a:b] e Zpi(¢) < ¢(a,b) =0. Logo, se
o(u,v) =(a1v-byu) - (agv — bou)---(agv — bgu) € Clu, v],

entao segue que Zpi(¢) = {x1,x2, ...,xd}, comx;=[aj:b]e #(0,0)=0.
@ Sep=[a:b:c:d]eP®tem-se que
pe€ Sti) = Z(¢(X7y) - (Z)(Z, t)) — ¢(a7)b) - ¢(C> d) =0
9]
@ Considere asretas L = Z(z,t) e M = Z(x, y) em P3. Note que:

p=[a:b:c:d]eLnSy«<=c=d=0e¢p(a,b)=0
p=[a:b:c:d]eMnS;<=a=b=0e¢(c,d)=0
S—
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A seguir, vamos calcular |L,|.

Comecemos com algumas observagoes:
@ Lembre que [a:b] e Zpi(¢) < ¢(a,b) =0. Logo, se

o(u,v) =(arv-biu) - (axv - bou)---(agv = e Clu, v],

entdo segue que Zpi () = { x4, Xz, ...,xd}, conix;=[aj:bi]e\»(0,0)=0.
@ Sep=[a:b:c:d] P’ tem-se que

peSy = Z(d(x,y) - d(2,1)) < ¢(a,b) - ¢(c,d) =

@ Considere asretas L = Z(z,t) e M = Z(x, y) em P3. Note que:

p=[a:b:c:d]eLnSy«<=c=d=0e¢p(a,b)=0
p=[a:b:c:d]eMnS,<—a=b=0e¢(c,d)=0

Portanto -

M\
LnS, {P1:[31:b1:010]7P2:[321b21050] Pd=[ag:bg:0: 0}
MnS,={q1=[0:0:ay:b1],q2=[0:0:a2:b2],....,.qu = [0:0: ag : bg]}.
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Lembre-se que dois pontos distintos determinam uma unica reta.
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Lembre-se que dois pontos distintos determinam uma unica reta.

Seja /;; a reta que passa pelos pontos p; e g; com /,j € {1,...,d}
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Lembre-se que dois pontos distintos determinam uma unica reta.

Seja ¢; j a reta que passa pelos pontos p; e gj com i,je {1,....,d}
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Lembre-se que dois pontos distintos determinam uma unica reta.

Seja /;; a reta que passa pelos pontos p; e g; com /,j € {1,...,d}

L
\P/ qw fo1 ’
l 11

Observe que

12

\{e,-,,-|1si,jgd}\:d2.J
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Nosso objetivo, a seguir sera mostrar que

Lo={tesS,ltnLea)={0;|1<ij<al.
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Nosso objetivo, a seguir sera mostrar que

Lo={tesS,ltnLea)={0;|1<ij<al.

Proposicéo 1: Com as notagdes supracitadas. Se /;; € a reta que passa por
pi € g;, entdo verifica-se que:
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Nosso objetivo, a seguir sera mostrar que

Lo={tesS,ltnLea)={0;|1<ij<al.

Proposicéo 1: Com as notagdes supracitadas. Se /;; € a reta que passa por
pi € g;, entdo verifica-se que:
(1) é,‘J C S¢.
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Nosso objetivo, a seguir sera mostrar que

Lo={tesS,ltnLea)={0;|1<ij<al.

Proposicéo 1: Com as notagdes supracitadas. Se /;; € a reta que passa por
pi € g;, entdo verifica-se que:
(1) é,‘J C S¢.

(i) {¢ij |1 <ij<d}cLy. Logo, |Ly|> d?.
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Nosso objetivo, a seguir sera mostrar que

Lo={tesS,ltnLea)={0;|1<ij<al.

Proposicéo 1: Com as notagdes supracitadas. Se /;; € a reta que passa por
pi € g;, entdo verifica-se que:

(1) é,‘J C S¢.

(i) {¢ij |1 <ij<d}cLy. Logo, |Ly|> d?.

Demostracao:
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Nosso objetivo, a seguir sera mostrar que

Lo={tesS,ltnLea)={0;|1<ij<al.

Proposicéo 1: Com as notagdes supracitadas. Se /;; € a reta que passa por
pi € g;, entdo verifica-se que:

(1) é,‘J C S¢.

(i) {¢ij |1 <ij<d}cLy. Logo, |Ly|> d?.

Demostracdo: Temosp;=[a;:b;:0:0]eq;=[0:0:g;: bj] pontos em P°.

Jacqueline Rojas & Sally da Silva ESCOLA DE VERAO 2021 - UFPB 10/23



Nosso objetivo, a seguir sera mostrar que

Lo={tesS,ltnLea)={0;|1<ij<al.

Proposicéo 1: Com as notagdes supracitadas. Se /;; € a reta que passa por
pi € g;, entdo verifica-se que:

(1) éu‘ C S¢.

(i) {¢ij |1 <ij<d}cLy. Logo, |Ly|> d?.

Demostracao: Temos/pj/= a, b, 0: O]eq,-[O 0: a, b;] pontos em 3.

Observe que g A
f= b, ay' e g= b,z a,

sdo polinbmios homogéneos de grau 1, linearmente independentes em
(C[X7 .y7 z7 t]
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Nosso objetivo, a seguir sera mostrar que

Lo={tesS,ltnLea)={0;|1<ij<al.
Proposicéo 1: Com as notagdes supracitadas. Se /;; € a reta que passa por
pi € g;, entdo verifica-se que:
(1) é,‘J C S¢.
(ii) {z,;, 11<ij< d} c L. Logo, |L4] > 2.

Demostracdo: Temosp;=[a;:b;:0:0]eq;=[0:0:g;: bj] pontos em P°.
Observe que
f=bix-ay e g=bz-at

sdo polinbmios homogéneos de grau 1, linearmente independentes em
C[x,y, z,t]. Logo, Z(f,g) define uma reta em P3.
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Nosso objetivo, a seguir sera mostrar que

Lo={tesS,ltnLea)={0;|1<ij<al.

Proposicéo 1: Com as notagdes supracitadas. Se /;; € a reta que passa por
pi € g;, entdo verifica-se que:

(1) é,‘J C S¢.

(i) {¢ij |1 <ij<d}cLy. Logo, |Ly|> d?.

Demostracdo: Temosp;=[a;:b;:0:0]eq;=[0:0:g;: bj] pontos em P°.
Observe que
f=bix-ay e g=bz-at

sdo polinbmios homogéneos de grau 1, linearmente independentes em
C[x,y, z,t]. Logo, Z(f,g) define uma reta em P3.

Além disso, os pontos

pi € g; pertencem ao conjunto Z(f) n Z(g) = Z(f,9).
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Portanto, /;; = Z(f,g) = Z@y. biz-at) e

p— . . . .. b’a_alb:O7
p—[a.b.c.d]eﬂ,’/:»{ bc—ad -0
) -

Tt b

Jacqueline Rojas & Sally da Silva ESCOLA DE VERAO 2021 - UFPB 11/23



|
Portanto, /;; = Z(f,g) = Z(bix - ajy,bjz - at) e
b,-a - a,-b = O,

p:[a:b:c:d]eﬁ,-y/-(:»{ b,-c—a,-d:O

Lembrete e/ou Exercicio

Sejam (uy, Uz) e (v4, v2) vetores em C2 tais que (v4, v») € néo nulo.
Verifica-se que:

‘ u U

v v ‘:u1-v2—u2-v1:0«:»3!ae<Cta/que(u1,u2):a(v1,v2).
1 2
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Portanto, /;; = Z(f,g) = Z(bix - ajy,bjz - at) e

b
bia-aib=0, < N
P:[aib:C:d]EEI,j‘:’{bjc_ajdzo \ 'b,l-

Lembrete e/ou Exercicio

Sejam (uy, Uz) e (v4, v2) vetores em C2 tais que (v4, v») € néo nulo.
Verifica-se que;

‘@‘ =U-Vo-U- V=0« 3Tl akC ta/qu:a(v1,v
Assim, existem «, g € C tais quem (a-aj,a- b,,ﬁ a,,ﬁ by). J

aa,ab,ﬂa,ﬁb,co@
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Agora estamos preparados para mostrar o item (i) ¢;;c S,
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Agora estamos preparados para mostrar o item (i) ¢;;c S,

Sabemos que S, = Z(F) com F = . Assim,
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Agora estamos preparados para mostrar o item (i) ¢;;c S,
Sabemos que Sy = Z(F) com F = ¢(x,y) - ¢(z,t). Assim,

lijc Sy <= F(p)=0 Vpeli
Sepe/lijentdop =[aa;: ab;: [Ba;: Bbj] com [a: 3] € P'. Logo,

F(p) = ¢(aa;, abi) - ¢(Ba;, 5b;).
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Agora estamos preparados para mostrar o item (i) ¢;;c S,
Sabemos que Sy = Z(F) com F = ¢(x,y) - ¢(z,t). Assim,

lijc 8y <= F(p)=0 Vpel;
Sepelijentdop = [aa:ab;:

: Bb;] com [a: 3] € P'. Logo,

Lembremos que & v
@v; (ayv - by u)---(a@ biu)--(av - bju)---(ad@

Logo, / N
v
¢(aa,~,ab,~) = (31 . Oéb,' - b1 . aa,-)~--(a, . ('kb,' - b,’ . aa,)~~-(ad . Ozb,' - bd . aa,-) = g
@ -
E analogamente, conclui-se que ¢(3a;, 3b;) = 0. ©
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Agora estamos preparados para mostrar o item (i) ¢;;c S,
Sabemos que Sy = Z(F) com F = ¢(x,y) - ¢(z,t). Assim,
lijc 8y <= F(p)=0 Vpel;
Sepe/lijentdop =[aa;: ab;: [Ba;: Bbj] com [a: 3] € P'. Logo,
F(p) = ¢(aai,abi) - ¢(B4;, Bb;).
Lembremos que,
o(u,v) = (a1v - byu)---(ajv - bju)---(av - bju)---(agv - bgu).
Logo,
o(aa;, ab;) = (@i - ab; - by - aa;)--(a; - ab; - b - aa;)--(aq - abj - by - aa;) = 0.
E analogamente, conclui-se que ¢(3a;, 3b;) = 0. Assim,

F(p) = ¢(cai, abi) - p(Ba;, Bbj) =0 V [a: ] € P — F(p)=0 Vpedt;;.
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Agora estamos preparados para mostrar o item (i) ¢;;c S,
Sabemos que Sy = Z(F) com F = ¢(x,y) - ¢(z,t). Assim,
lijc 8y <= F(p)=0 Vpel;
Sepe/lijentdop =[aa;: ab;: [Ba;: Bbj] com [a: 3] € P'. Logo,
F(p) = ¢(aai,abi) - ¢(B4;, Bb;).
Lembremos que,
o(u,v) = (a1v - byu)---(ajv - bju)---(av - bju)---(agv - bgu).
Logo,
o(aa;, ab;) = (@i - ab; - by - aa;)--(a; - ab; - b - aa;)--(aq - abj - by - aa;) = 0.
E analogamente, conclui-se que ¢(3a;, 3b;) = 0. Assim,

F(p) = ¢(cai, abi) - p(Ba;, Bbj) =0 V [a: ] € P — F(p)=0 Vped;.

Portanto, é,-,jcsdj.J
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Agora, vamos mostrar que {E,-,,- [1<i,j< d} CLy:= {€ cSy|lnL = @}.
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Agora, vamos mostrar que {E,-,,- [1<i,j< d} CLy:= {€ cSy|lnL = @}.

Considere a reta ¢; ; e observe que,

pi=[ai:bi:0:0]eL=2(z,t) e pjel;; paraquaisquer j.
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Agora, vamos mostrar que {é,-,,- |1<i,j< d} CLy:= {€ cSy|lnL = @}.
Considere a reta ¢; ; e observe que,
pi=[ai:bi:0:0]eL=2(z,t) e pjel;; paraquaisquer j.

Portanto,

g,‘jﬂLi@.
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Agora, vamos mostrar que {é,-,,- |1<i,j< d} CLy:= {€ cSy|lnL = @}.
Considere a reta ¢; ; e observe que,
pi=[ai:bi:0:0]eL=2(z,t) e pjel;; paraquaisquer j.

Portanto,

g,‘jﬂLi@.

Ja mostramos que /;; c S;. Assim,

tjeLy={tcSy|tnL o)
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Agora, vamos mostrar que {6,-,,- |1<i,j< d} CLy:= {€ cSy|lnL = @}.
Considere a reta ¢; ; e observe que,
pi=[ai:bi:0:0]eL=2(z,t) e pjel;; paraquaisquer j.

Portanto,

g,‘jﬂLi@.

Ja mostramos que /;; c S;. Assim,

tjeLy={tcSy|tnL o)

Portanto, {E,-y,- [1<i,j< d} c L4, 0 que implica em [Ly|> a2
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A seguir, mostraremos que |L,| = d2.
O que nos permitira4 concluir que:

Lo={tesSyltnLea)={0;]1<ij<dl.
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A seguir, mostraremos que |L,| = d2.
O que nos permitira4 concluir que:
Lo={tesSyltnLea)={0;]1<ij<dl.

Considere uma reta ¢ contida na superficie S,. Note que:
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A seguir, mostraremos que |L,| = d2.
O que nos permitira4 concluir que:
Lo={tesSyltnLea)={0;]1<ij<dl.

Considere uma reta ¢ contida na superficie S,. Note que:
@ (xL=2Z2(zt)
f
@
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A seguir, mostraremos que |L,| = d2.
O que nos permitira4 concluir que:
Lo={tesSyltnLea)={0;]1<ij<dl.

Considere uma reta ¢ contida na superficie S,. Note que:
@ (+L=2Z2(z1)
@ Se /nL # @ entdo ¢ nL consiste de um Unico ponto.
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A seguir, mostraremos que |L,| = d2.
O que nos permitira4 concluir que:
Lo={tesSyltnLea)={0;]1<ij<dl.

Considere uma reta ¢ contida na superficie S,. Note que:
@ (+L=2Z2(z1)
@ Se /nL # @ entdo ¢ nL consiste de um Unico ponto.
e Sepe@Alyentaop=[a:b:0:0] @ Z(p(x,y) - d(2,1)).
. ?
/écf =0
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A seguir, mostraremos que |L,| = d2.
O que nos permitira4 concluir que:
Lo={tesSyltnLea)={0;]1<ij<dl.

Considere uma reta ¢ contida na superficie S,. Note que:
@ (+L=2(z1)
@ Se /nL # @ entdo ¢ nL consiste de um Unico ponto.
@ Sepelnlentéop=[a:b:0: €Sy =Z(o(x,y) - d(z,1)). Logo,

(a: 6] < 2 (6) = {[a: b}

. p=p; paraalgum i.
~——" I=

\_—
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A seguir, mostraremos que |L,| = d2.
O que nos permitira4 concluir que:
Lo={tesSyltnLea)={0;]1<ij<dl.

Considere uma reta ¢ contida na superficie S,. Note que:
@ (+L=2(z1)
@ Se /nL # @ entdo ¢ nL consiste de um Unico ponto.
@ Sepelnlentdop=[a:b:0:0]epeS,=Z(o(x,y) - ¢(z,t)). Logo,

d
¢(a,b)=0=[a:b] € Z(¢) = {[a, : b,]} =P =D paraalgum i.

i=

@ De forma andloga, se M = Z(x,y) e {nM # @ entdo £ nM consiste de um
unico ponto.
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A seguir, mostraremos que |L,| = d2.
O que nos permitira4 concluir que: /Qe

Lo={tecsSyltnLea}={t;|1<ij<d}. 2 2nL=Aph

Considere uma reta ¢ contida na superficie S;. Note que: () NM _}_.,
@ (+L=2(z1) _:h,Q/\V\:%gr,\
0

@ Se /nL # @ entdo ¢ nL consiste de um Unico ponto.
@ Sepelnlentdop=[a:b:0:0]epeS,=Z(o(x,y) - ¢(z,t)). Logo,

d
¢(a,b)=0=[a: bl e Zm (o) = {[a, : b,]} =P =D paraalgum i.

i=
@ De forma andloga, se M = Z(x,y) e {nM # @ entdo £ nM consiste de um
unico ponto. De fato,
{nM={q;} paraalgum je{1,..d}

comq; = [O:O:aj:bj] e [aj:bj] Ez?{m((;ﬁ)
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Assim, para concluir que
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Assim, para concluir que

Ly={tes, Lo} ={6;11<ij<d}.
Basta mostrarmos que

InL+rg=—/nM=@.
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Assim, para concluir que

Ly={tes, Lo} ={6;11<ij<d}.
Basta mostrarmos que
InL+@=—=/(nM=g.

Proposicéo 2: Considere asretas L= Z(z,t) e M= Z(x,y) emP3. Se ( é
uma reta contida na superficie S, e d > 2. Entao

InNL+@ <— {(nM=+a.
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Assim, para concluir que

Ly={tes, Lo} ={6;11<ij<d}.
Basta mostrarmos que
InL+@=—=/(nM=g.

Proposicéo 2: Considere asretas L= Z(z,t) e M= Z(x,y) emP3. Se ( é
uma reta contida na superficie S, e d > 2. Entao

InNL+@ <— {(nM=+a.

Demostracao:

Jacqueline Rojas & Sally da Silva ESCOLA DE VERAO 2021 - UFPB 15/23



Assim, para concluir que

Ly={tes, Lo} ={6;11<ij<d}.
Basta mostrarmos que
InL+@=—=/(nM=g.

Proposicéo 2: Considere asretas L= Z(z,t) e M= Z(x,y) emP3. Se ( é
uma reta contida na superficie S, e d > 2. Entao

InNL+@ <— {(nM=+a.

Demostracado: Assuma que ¢/nL # @. Assim, nosso objetivo € mostrar que
{nM + @.
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Assim, para concluir que

Ly={tes, Lo} ={6;11<ij<d}.
Basta mostrarmos que
InL+@=—=/(nM=g.

Proposicéo 2: Considere asretas L= Z(z,t) e M= Z(x,y) emP3. Se ( é
uma reta contida na superficie S, e d > 2. Entao

InNL+@ <— {(nM=+a.

Demostracado: Assuma que ¢/nL # @. Assim, nosso objetivo € mostrar que
M+ @.
Como ¢nL # @, tem-se que

¢nL={p;} paraalgumic{l,.. d}
comp;=[a:bj:0:0] e ¢(a;,b;) =0.
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Lembremos (mais uma vez) que toda reta é determinada por dois pontos
distintos.
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Lembremos (mais uma vez) que toda reta é determinada por dois pontos
distintos.

Assim, a reta ¢ sera determinada por
pi=[ai:bj:0:0]ep=[a:b:c:d]
(p fixado em ¢ e distinto de p;).
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Lembremos (mais uma vez) que toda reta é determinada por dois pontos
distintos.

Assim, a reta ¢ sera determinada por
pi=[ai:bj:0:0]ep=[a:b:c:d]
(p fixado em ¢ e distinto de p;).

p=[a:b:c:d]
Note que, se a=b=0entdope/nM.
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Desafio/Exercicio

Sep=[po:p1:P2:P3]€q=[qo:q1:q:Qgs] sdo pontos distintos em
IP? entéo todo ponto da reta que passa pelos pontos p e q se escreve
da forma

[a-po+B-Q:a-p1+B-Gria-p2+f-Q:a-p3+[-qs]

com « € 8 numeros complexos ndo ambos nulos.
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Desafio/Exercicio

Sep=[po:p1:P2:P3]€q=[qo:q1:q:Qgs] sdo pontos distintos em
IP? entéo todo ponto da reta que passa pelos pontos p e q se escreve
da forma

[a-po+B-Q:a-p1+B-Gria-p2+f-Q:a-p3+[-qs]

com « € 8 numeros complexos ndo ambos nulos.

Portanto, sendo a reta ¢ determinada pelos pontos

pi=[ai:bi:0:0] e p:[a:b:C:d],J

segue que todo ponto na reta ¢ se escreve da forma
[a-@+B-a:a-bj+B-b:B-c:5-d]
com « e 8 € C ndo ambos nulos.

Jacqueline Rojas & Sally da Silva ESCOLA DE VERAO 2021 - UFPB 17/23



Afirmacdo: (nM=+g@ < a-bj—-b-ag;=0.

Jacqueline Rojas & Sally da Silva ESCOLA DE VERAO 2021 - UFPB 18/23



Afirmacdo: (nM=+g@ < a-bj—-b-ag;=0.

Lembremos que os pontos da reta ¢ s&o da forma
[a-a+p-a:a-bj+8-b:B-c:5-d] ()

com « e 8 € C ndo ambos nulos.
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|
Afirmacdo: (nM=+g@ < a-bj—-b-ag;=0.

Lembremos que os pontos da reta ¢ s&o da forma
[a-a+f-a:a-bj+5-b:5-c:5-d] (©)
com « e 8 € C ndo ambos nulos.

Se {nM # @ entdo existem « e 5 € C ndo ambos nulos tais que

a-g+p-a=0
Oz'b,‘+ﬂ~b:0
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|
Afirmacdo: (nM=+g@ < a-bj—-b-ag;=0.

Lembremos que os pontos da reta ¢ s&o da forma
[a-a+f-a:a-bj+5-b:5-c:5-d] (©)
com « e 8 € C ndo ambos nulos.

Se {nM # @ entdo existem « e 5 € C ndo ambos nulos tais que

{ a-a+pB-a=0

o bj+g-bop — ab-ba)=0 e fab-ba)=0
b+ B.b-

De onde concluimos que
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|
Afirmacdo: (nM=+g@ < a-bj—-b-ag;=0.

Lembremos que os pontos da reta ¢ s&o da forma
[a-a+f-a:a-bj+5-b:5-c:5-d] (©)
com « e 8 € C ndo ambos nulos.

Se {nM # @ entdo existem « e 5 € C ndo ambos nulos tais que

{ a-a+pB-a=0

o bj+g-bop — ab-ba)=0 e fab-ba)=0
b+ B.b-

De onde concluimos que a-b;j-b-a;=0.
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|
Afirmacdo: (nM=+g@ < a-bj—-b-ag;=0.

Lembremos que os pontos da reta ¢ s&o da forma
[a-a+p-a:a-bj+8-b:B-c:5-d] ()

com « e 8 € C ndo ambos nulos.

Se {nM # @ entdo existem « e 5 € C ndo ambos nulos tais que

{ a-a+pB-a=0

o bj+g-bop — ab-ba)=0 e fab-ba)=0
b+ B.b-

De onde concluimos que a-b;-b-a;=0.
Sabemos que a-b;— b-a; =0 implicaem (a,b)=(A-a;,\-by)
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Afirmacdo: (nM=+g@ < a-bj—-b-ag;=0.

Lembremos que os pontos da reta ¢ s&o da forma
[a-a+p-a:a-bj+8-b:B-c:5-d] ()

com « e 8 € C ndo ambos nulos.

Se {nM # @ entdo existem « e 5 € C ndo ambos nulos tais que

{Z?igzig = a(a-bj-b-a)=0 e p(a-bj-b-a)=0.
bj+f3-b=

De onde concluimos que a-b;-b-a;=0.
Sabemos que a-b;— b-a; =0 implicaem (a,b)=(A-a;,\-by)

Assim, ao substituirmos =1 e a=-\ em (©) concluimos que o ponto
[0:0:c:d]efnM.
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A seguir, vamos supor, por absurdo, que {nM = &.

Jacqueline Rojas & Sally da Silva ESCOLA DE VERAO 2021 - UFPB 19/23



A seguir, vamos supor, por absurdo, que {nM = @. Assim, a-b;—b-a; + 0.
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A seguir, vamos supor, por absurdo, que {nM = @. Assim, a-b;—b-a; + 0.
O que nos permite definir o isomorfismo linear

T:C? —C?

dado por: (a,ﬁ)H(af'a+a'ﬂ’b"'a+b'ﬁ)z[ ZI z”g]
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A seguir, vamos supor, por absurdo, que {nM = @. Assim, a-b;—b-a; + 0.
O que nos permite definir o isomorfismo linear

T:C*—C?
dado por: (a,ﬁ)H(3f'a+a'ﬂ’b"a+b'ﬁ)z[ Z: z”g]

Exercicio

T-'(r,s) = (a-b-a-b;)-(b-r-a-s,aj-s—b;-r).
Ou seja,

T-1(r,s)z(a,.b—a.b,)[_%i ‘aa”g]
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A seguir, vamos supor, por absurdo, que {nM = @. Assim, a-b;—b-a; + 0.
O que nos permite definir o isomorfismo linear

T:C*—C?
dado por: (a,ﬁ)H(3f'a+a'ﬂ’b"a+b'ﬁ)z[ Z: z”g]

Exercicio

T-'(r,s) = (a-b-a-b;)-(b-r-a-s,aj-s—b;-r).
Ou seja,

T-1(r,s)z(a,.b—a.b,)[_%i ‘aa”g]

Assim,
T(a,B)=(r,8) <= a=(a-b-abj)(br-as)ep=(a-b-ab;)(a-s-bjr).
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Observemos que

LcSy=2(F)com F =¢(x,y) - é(z,t) implica em
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Observemos que

LcSy=2(F)com F =¢(x,y) - é(z,t) implica em

F(a-aj+B-a,a-bj+3-b,5-¢,5-d)=0 V (o, ) eC?
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Observemos que

LcSy=2(F)com F =¢(x,y) - é(z,t) implica em
F(a-aj+B-a,a-bj+3-b,5-¢,5-d)=0 V (o, ) eC?
Ou seja,

pla-ai+B-aa-bi+B-b)-¢(B-¢c,8-d)=0 V (a,f)eC?
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Observemos que

tcSy=2Z(F)comF =¢(x,y)-¢(z,t) implica em
F(a-aj+B-a,a-bj+3-b,5-¢,5-d)=0 V (o, ) eC?
Ou seja,
opla-ai+B-a,a-bj+B-b)y-¢(B-¢,-d)=0 V¥ (a,B3)eC?

Assim,
¢(T(a,8)) - B%(c,d)=0 V¥ (o, 8) e C2.

visto que ¢(u,v) = (a1v - biu) - (aov — bou)---(agv - bgu).
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Observemos que

tcSy=2Z(F)comF =¢(x,y)-¢(z,t) implica em
F(a-aj+B-a,a-bj+3-b,5-¢,5-d)=0 V (o, ) eC?
Ou seja,
opla-ai+B-a,a-bj+B-b)y-¢(B-¢,-d)=0 V¥ (a,B3)eC?

Assim,
¢(T(a,8)) - B%(c,d)=0 V¥ (o, 8) e C2.

visto que ¢(u,v) = (a1v - biu) - (aov — bou)---(agv - bgu).
Ao fazermos, T(«,3) =(r,s) segue que
o(r,s) - B9%(c,d)=0 V (r,s)eC?

compB=(ai-b-a-b)-(s-a-r-b).

Jacqueline Rojas & Sally da Silva ESCOLA DE VERAO 2021 - UFPB 20/23



De onde concluimos que

o(u,v)=g¢(c,d)-(ai-b-a-b)?-(v-ai-u-b)? eClu,v].
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De onde concluimos que

o(u,v)=g¢(c,d)-(ai-b-a-b)?-(v-ai-u-b)? eClu,v].

Vamos focar nossa atengao no valor de ¢(c, d)
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De onde concluimos que

¢(u,v) = ¢(c.d) - (a-b-a-b)?-(v-a-u-b)eClu,v].
Vamos focar nossa atengao no valor de ¢(c, d)
@ Se ¢(c,d) =0 entdo ¢(u,v) =0 é o polindbmio nulo!
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De onde concluimos que

¢(u,v) = ¢(c,d)-(a-b-a-b)?-(v-a-u-b)?eClu,v].
Vamos focar nossa atengao no valor de ¢(c, d)
@ Se ¢(c,d) =0 entdo ¢(u,v) =0 é o polindbmio nulo! Absurdo!
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De onde concluimos que

¢(u,v) = ¢(c,d)-(a-b-a-b)?-(v-a-u-b)?eClu,v].
Vamos focar nossa atengao no valor de ¢(c, d)
@ Se ¢(c,d) =0 entdo ¢(u,v) =0 é o polindbmio nulo! Absurdo!
@ Se ¢(c,d) # 0 entdo

(Z)(U, V) :¢(c,d)-(a,--b—a~b,-)d-(v-a,-—u~b,-)d

constante ndo nula  dfatores repetidos
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De onde concluimos que

¢(u,v) = ¢(c,d)-(a-b-a-b)?-(v-a-u-b)?eClu,v].
Vamos focar nossa atengao no valor de ¢(c, d)
@ Se ¢(c,d) =0 entdo ¢(u,v) =0 é o polindbmio nulo! Absurdo!
@ Se ¢(c,d) # 0 entdo

(Z)(U, V) :¢(c,d)-(a,--b—a~b,-)d-(v-a,-—u~b,-)d

constante ndo nula  dfatores repetidos

Como cada fator determina um zero de ¢ em P! segue que
Z(¢) = {[a;: bi]} consiste de um Unico ponto!
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De onde concluimos que

¢(u,v) = ¢(c,d)-(a-b-a-b)?-(v-a-u-b)?eClu,v].
Vamos focar nossa atengao no valor de ¢(c, d)
@ Se ¢(c,d) =0 entdo ¢(u,v) =0 é o polindbmio nulo! Absurdo!
@ Se ¢(c,d) # 0 entdo

(Z)(U, V) :¢(c,d)-(a,--b—a~b,-)d-(v-a,-—u~b,-)d

constante ndo nula  dfatores repetidos

Como cada fator determina um zero de ¢ em P! segue que
Z1(0) = {[a;: bi]} consiste de um Unico ponto! Absurdo!
(pois estamos considerando d pontos distintos e d > 2).
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De onde concluimos que

¢(u,v) = ¢(c,d)-(a-b-a-b)?-(v-a-u-b)?eClu,v].
Vamos focar nossa atengao no valor de ¢(c, d)
@ Se ¢(c,d) =0 entdo ¢(u,v) =0 é o polindbmio nulo! Absurdo!
@ Se ¢(c,d) # 0 entdo

(Z)(U, V) :¢(c,d)-(a,--b—a~b,-)d-(v-a,-—u~b,-)d

constante ndo nula  dfatores repetidos

Como cada fator determina um zero de ¢ em P! segue que
Z1(0) = {[a;: bi]} consiste de um Unico ponto! Absurdo!
(pois estamos considerando d pontos distintos e d > 2).

Portanto, ({nM = @.
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Recapitulando. Mostramos que
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Recapitulando. Mostramos que

Se€e£¢:{£c$¢|€mL¢Qs} entdo /nL = {p,;} para algum /.
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Recapitulando. Mostramos que

Se€e£¢:{£c$¢|€mL¢Qs} entdo /nL = {p,;} para algum /.

Entretanto, a Proposicao 2 nos garante que

INL+g <= /{nM=+g
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Recapitulando. Mostramos que

Se€e£¢:{£c$¢|€mL¢Qs} entdo /nL = {p,;} para algum /.

Entretanto, a Proposicao 2 nos garante que

INL+g <= /{nM=+g

Assim, /N M = &.
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Recapitulando. Mostramos que

Se€e£¢:{£c$¢|€mL¢Qs} entdo /nL = {p,;} para algum /.

Entretanto, a Proposicao 2 nos garante que

INL+g <= /{nM=+g

Assim, /nM = @. Logo,

{nM={q;} paraalgum;j =— /(=
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|
Recapitulando. Mostramos que

Se€e£¢:{£c$¢|€mL¢Qs} entdo /nL = {p,;} para algum /.

Entretanto, a Proposicao 2 nos garante que

INL+g <= /{nM=+g

Assim, /nM = @. Logo,

{nM={q;} paraalgum;j =— /(=
Portanto,
Lo={tcS;|tnL+o}={t;]1<ij<d}
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Recapitulando. Mostramos que

Se€e£¢:{£c$¢|€mL¢Qs} entdo /nL = {p,;} para algum /.

Entretanto, a Proposicao 2 nos garante que

INL+g <= /{nM=+g

Assim, /nM = @. Logo,

{nM={q;} paraalgum;j =— /(=
Portanto,
Lo={tcS;|tnL+o}={t;]1<ij<d}

De onde, concluimos que | Ly |= d?.
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Tendo em consideracéo que

ng = |{ retas contidas em S¢}| =Lyl + Lyl
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Tendo em consideracéo que

ng = |{ retas contidas em S¢}| =Lyl + Lyl

Concluimos que

ng = o2 +|LY|.
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Tendo em consideracéo que

ng = |{ retas contidas em S¢}| =Lyl + Lyl

Concluimos que

ng = o2 +|LY|.

PROXIMA AULA

Vamos abordar o calculo de [L}].
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