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Iniciando:

@ Genericamente falando, uma equag3o diferencial parcial é uma equagdo que
envolve uma fung3o desconhecida u(xq, ..., x,) e suas derivadas parciais de
até uma certa ordem.

@ A ordem de uma equacgdo diferencial parcial é a ordem da derivada mais alta
que aparece na mesma. Por exemplo, uma equac3o diferencial de primeira
ordem nas varidveis (x,y) é da forma

’ F(x, y, u,u,,uy) = 0,‘

enquanto uma equacdo diferencial parcial de segunda ordem nas variaveis
(x,y) é da forma

‘ F(X, Yy u, uxauyvuxyvuxxauyy) =0. ‘
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Iniciando:

@ Como surgem as EDP’s? As equacdes diferenciais parciais vem de problemas

de modelagem em ciéncias (Fisica, Biologia, etc). Alguns exemplos:

@ Equacgdo de Burger com viscosidade:

‘ Uy + UUy = VUyy,

que aparece em vérias formas de modelagens matematicas, dentre elas:
Mecanica de fluidos, actstica n3o linear, dindmica de gases, entre outras...

@ Equacgido de Laplace

onde A é o operador Au =

Aparecem frequentemente na astronomia, no eletromagnetismo, na mecéanica
dos fluidos entre outras.
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Iniciando:

@ Equacgao do calor:

alguns exemplos: estudo de processos de difusao quimica, na estatistica o
estudo do movimento browniano através da equacdo de Fokker—Planck,
dentre outras.

o A equagdo de difusdo, é uma versdo mais geral da equac3o do calor.

@ Equacgido da onda:

alguns exemplos: ondas sonoras, luminosas, eletromagnética ou aquaticas.
Surgem em areas como a Optica, acUstica, eletromagnetismo, e dindmica dos
fluidos.

Uma introducdo Tedrica e Numérica em alguns probl 22 de fevereiro de 2021 5/32



Solucao Classica x Solucao Fraca

Classica: Utiliza ferramentas fundamentais do Célculo Diferencial e
proporciona, quando possivel, fun¢des que s3o solugdes em um
sentido habitual. Em outras palavras, fun¢des com derivadas
parcias de ordem adequada que satisfazem o problema,
“pontualmente”, en todos pontos de uma regido apropriada.

Fraca: Generaliza o conceito de funcdo, aparecendo as distribui¢es; em
seguida, aceitamos que uma solu¢do é uma distribuicdo que verifica
identidades adequadas, donde conseguimos (entre outras
vantagens) baixar a ordem das derivadas. E comum dizer que
estamos tratando de solucdes fracas. Se este processo é realizado
de maneira correta, consegue-se resolver um nimero muito maior
de problemas ligados a EDPs.
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Um ponto de vista computacional para as EDP’s

A programacao e simulacao de EDP's

@ Apresentar alguma visualizagdo em problemas abstratos;

@ Simulagdo de problemas reais em diversos campos: Fisica, Quimica,
Engenharia, Medicina, Aviagdo, dentre vérios outros;

@ Problemas que n3o apresentam uma solu¢do exata, podem ser resolvidos
numericamente por aproximacao;

@ As simula¢es nos permitem buscar melhores caminhos antes de uma tomada
de decisdo.
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Freefem+-+

@ FreeFem-++ é um "software usado para resolver numericamente Equacdes
Diferenciais Parciais em R?, R® ou em uma superficie, usando o Método dos
Elementos Finitos (FEM)."

@ Lembrete: O MEF subdivide o dominio de um problema em partes menores,
denominadas elementos finitos.

@ A primeira versgo foi criada em 1987 (por Olivier Pironneau) e chamava-se
MacFem (funcionava apenas no Macintosh) escrita em Pascal. A versdo do
Freefem++ usada hoje foi escrita em 1998 (F. Hecht, O. Pironneau, K.Ohtsuka.)
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O software:

@ Vers3o Freefem—++: sobre essa vers3o, ver https://freefem.org/
O programa é executado em sistemas Linux , Solaris , macOS e MS Windows
FreeFem++ é um software gratuito .

@ Versio Freefem-+-+-cs: sobre essa versdo, ver
https://www.ljll.math.upmc.fr/lehyaric/ffcs/index.htm

@ A linguagem FreeFEM é uma linguagem C++4, com algo que é mais parecido
com LaTeX.

Em resumo :
e FREE = LIVRE
o FEM = Método dos Elementos Finitos

@ ++ = C++ como linguagem de programacdo.
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O software (Novidades:)

@ Vers3o Javascript: (Freefem++-js) sobre essa versdo, ver
https://www.ljll.math.upmc.fr/lehyaric/ffjs/
FreeFem++-js é um software gratuito .

@ A versdo Javascript do FreeFem++ funciona diretamente a partir de uma
pagina HTML.

@ Qual é a configuragdo necessaria do computador ?
o FreeFem++-js funciona em qualquer computador ou smartphone.
o Ele roda no navegador da Internet.
o Nenhum download ou instalagdo é necessario.
@ Como executar scripts FreeFem++-js quando desconectado da internet?

e Salvar uma pagina HTML contendo FreeFem++-js em um disco local é o
suficiente para torna-la disponivel offline.
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Instalacdo do FF++

o Freefem++: Clique em: https://freefem.org/

C @ freefemorg

* 08 e KN
* FREEFEM DOCUMENTATION COMMUNITY MODULES SOURCE CODE GALLERY EVENTS TRY IT ONLINE DONATE

1oad "msh3"

// Parameters
nn = 28; // Mesh quality

11 vesn
[int] labs = [1, 2, 2, 1, 1, 2]; /7 Label number:
- cube(nn, an, nn, label-labs);
// Remove the 18.5,10"3 domain of the cube
Th = trunc(Th, (x ¢ 8.5) | (v < 8.5) | (z < 8.5), &

A high level
multiphysics finite
element software

I/ Fespace
vn(Th, P1);
Vhu, v

17 Macro
Grad(u) [ax(u), dy(u), dz(u)] /7
// Define the weak form and solve

selve Poisson(u, v, solver=CG)
= dnt3d(Th)(

FreeFEM offers a fast interpolation algorithm
el o and a language for the manipulation of data on
— multiple meshes.
I+y

)
+ on(1, u=0)

/f Plot
plot(u, nbiso=15);

v4.8 Download & 2

Release notes All platforms (LGPL 3.0)
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Identificando o Freefem-++ :

@ Passo 1:

m++ 4.6
mples entation
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@ Passo 2:

4 [l » Meucomputador » DiscoLocal (C:) » ProgramData » Microsoft » Windows » Menu niciar » Programas b FreeFems++ » Examples

i Favoritos Nome : Data de modificag..  Tipo Tamanho
[} Area de Trabalho @ 3d 10/08/2020 16: Atalho 2KB
:j' Locais recentes @) 3dCurve 10/08/2020 Atalho 2KB
& Downloads @) 3dSurf 10/08/2020 Atalho 2KB
@) chapt3 10/08/2020 Atalho 2KB
«& Grupo doméstico &) Eigenvalues 10/ Atalho 2K8
) hpddm 107 Atalho 2B
Meu computador 2 load 107087 Atalho 28
nArea de Trabalho @ Main 10/08/: Atalho 2KB
“| Documentos @ mpi Atalho 2KB
& Downloads @) Tutorial Atalho 2KB

&l Imagens

b Misicas

8 Videos
&, Disco Local (C3)

s Novovolume (E)

€ Rede
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Um software préprio para EDP'’s:

@ Passo 3:

2l (C5) » ProgramData » Microsoft » Windows » Menulniciar » Programas » FreeFems+ » Examples 1 owiathe EbY
< Seacoenbe ) Bl s A e oS S 1 cemate e

Nome Data demodificss... Tipo Tamsnho st
@ 3 10/08/20201612  Atslho 2¢e

@ 3dCure 0/06/2020 1612 Atalho 268 R doariont,

@ dsurt 100820201612 Atslho 2¢e

@) chapt3 0/08/20201612  Atalho 2K8 e

& Egenalues 1o0ERR 1T Authe 2 I
@ hpddm 0/06/2020 1612 Atalho 2k8 - 2
@ load 100820201612 Atslho 2¢8 b roereess "
@ Main 100520201612 Atalho 2Ke b
® mpi 0/06/2020 1612 Atalho 2¢e

@) Tutorial 0/06/2020 1612 Atalho 2¢e

B rcurterng
Fraren
ol 221
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Um software préprio para EDP'’s:

@ Passo 4:

| G+

Inido Compartihar  Exbir

® -1 » Meu computador » Disco Local (C:) » Arquives de Programas (x86) » FreeFem++ b eamples b misc
¢ Favoritos Home
B irea de Trabslho A Lat

% Locais recentes

4 Downloads
& Grupo domestico

5 \leu computador

o~ Sauare mosh @ nb vertices =441 ,
nunber of required edges : B
-~ adaptnesh Regulary: HNb triangles

area = 1 . Marea M ar
infiny-regalarity: .
anisonax 2.39564, heta m
— “nes] b of Triangles 888,
— Solu
nin -0.187181 max 1
nin -0.294487 max 0.290102
nin -37.849 max 37.5839

)
0.25
05
0.75
= 0.05
— Solve
0.186931

0303515
n 01109638 max 0.221286

153itens 1 item selecionado 2,15 KB

misc

A Lm0 [tan)ete
m

A Lo

FE grophics-benchmark
I 12p3-cpu

B nspipibl

L 453

nb triangles = 868 , nh boundary edges

808 . h min B.8352262 . h max 0.0719675

easC ikhat} nt> 1.14327
5427

86 nin 0.818009
Nb of Uertices 445

IF 1ap_mat

FF lapacienprecon 11/02/2020 19:30
B makeret 11/02/2620 19:30
FF nspipt 11/02/2020 18:30

e

i
Hoirio
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Notepad++ : Um editor de texto Instalando o Notepad-++ :

Instalando um editor C+—+ :

@ Download: https://notepad-plus-plus.org/downloads/

<«

Uma introducdo Tedrica e Numérica em alguns probl

C & notepad-plus-plus.org/downloads/

Current Version 7.8.9

H Home

A News
1 Online Help
R Resources
o RSS

Limited time offer. Get 10 free Adobe

Stock images.

Downloads

Qa4 08 &

[ Notepad++ 7.8.9: Stand with Hong Kong

[ Notepad++ 7.8.8 release

<&

[ Notepad++ 7.8.7 release

[ Notepad++ 7.8.6 release

1 Notepad++ 7.8.5 release

H Notepad++ 7.8.4 release
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Abrindo um arquivo:

Exibir
® - 1 + Meu computador » Disco Local (C) » Arquivos de Programas (x36) + FreeFem++ » examples » misc

A Favoritos Nome Data de modificag... Tipo Tamanho
B Area de Trabalho A Lut 07/04/2020 17: Arquive EPS 51KB
%] Locais recentes A Lm0 Arquivo EPS 32 KB
& Downloads A Lu0 5 Arquivo EPS 2 KB
FF graphics-benchmark 02/04/202020:14  FreeFems+ Script 4KB
3 Grupo doméstico ¥ lap3-cpu 02/04/202020:14  FreeFems+ Script 4KB
FF NSPIPTBI 020472000 2014 Frack, it IKB
18 Meu computador e - .M’_”' it 1KB
& Area de Trabalho F al & Editwith Notepad++ it 8KB
1 b N B regtests M Escanear o local selecionado 3 procura de virus . 2KB

¥/ Documentos
% Downloads A aca-adp 7 Destruir usando o AVG X 18
£l Imagens fF aadaptation HET e 3 1KB
U Misicas FF aalspacien B8 Addtoarchive... " 2KB
8 Videos fF aslaplace-nc B8 Add to "NSP1PIbl.rar" L 1KB
£, Disco Local (C:) FF aamove B8 Compressand email... it 1KB
s Novo velume (E) FF aaRT B8 Compressto "NSP1P1bLrar” and email it 2kB
FF arrayoFvh 71 Zip e Compartilhe (WinZip Express) it 1KB
€3 Rede F bilap 1 WinZip 3 1KB
F ccc-ad it 2KB
? E
nviar para

oz 2 it 1KB
fF demo Recortar Lt 2KB
F demol Copiar " 2KB
fF Fe-medit Criar atalho t KB
FE funct Excluir i KB
FF include Renomear i KB
FF lap_mat it 1KB
FF Iapacienprecon Propriedades t 1KB
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Notepad++ : Um Bl Abrindo e editando um arquivo :

Abrindo um arquivo:

Arquivo  Editar Localizar Visualizar Formatar Linguagem Configuragdes Ferramentas Macro Executar Plugins Janela ?
cHEREGA|I s BRklac a2 x B8 1 [EREHoe | iErNEE

EINSP1P1bl.edp I:i|

1 load
2 load "gfllte25"

3 // remark: the sign of p is correct
4 real s0=clock();
5
6

Element_P1b:

mesh Th=square(20,20);
Th=adaptmesh(Th,1./20.,IsMetric=1, splitpbedge=l);
! fespace Vh2(Th,Plbl);
8 fespace Vh(Th,Pl);
S Vh2 u2,v2,upl,up2;
10 Vh2 ul,vi;
11 Vh ulx=0,uly,u2x,uly, vv;

12 real reylnods=400;

14 //cout << " Enter the reynolds number :"; cin >> reylnods;
15 assert(reylnods>l && reylnods < 100000);

16 upl=0;

17 up2=0;

18 func g=(x)*(1-x)*4;

1% Vh p=0,q;

20 real alpha=0;

21 zreal nu=l;

22 int i=0,iter=0;

22 real de=0;

24 QF2 gf3l = tripleQF(qflpT);
25 QF2 qf35 = tripleQF(qf5pT);

26 solve NS ([ul,u2,p],[v1,v2,q],init=i) =
27 int2d (Th, gft=g£35) (

28 alpha*( ul*vl + u2*v2) )
29 + int2d(Th,gft=g£31) (

20 + nu % ( de(ul)*dx(vl) + dy{ul)*dy(vl)

_Uma introducdo Tedrica e Numérica em alguns probl 22 de fevereiro de 2021

18/32



Notepad++ : Um Bl Abrindo e editando um arquivo :

Editando um arquivo :

Arquive Editar Localizar Visualizar Formatar Linguagem Configuragdes Ferramentas Macro Executer Plugins Janela 7

iDEHERGER sBRh 2¢ |y &% BE S1[EEERae | Bl EE

B nsppfa pml
.
2
3
4 e e e e e e e
5 // AGORA PODEMOS TRABALHAR
e [/

5  load "Element_ P
10 load "gfllto25"
11 // remark: the sign of p is correct

12 real s0=clock();

12 mesh Th=square(20,20);

14 Th=adaptmesh (Th,1./20., IsMetric=1, splitpbedge=1);
15 fespace Vh2(Th,Plbl);

16 fespace Vh(Th,P1);

17 Vh2 u2,v2,upl,up2;

18 vh2 ul,vi;

15 Vh ulx=0,uly,u2x,uly, vv;

21 real reylnods=400;

22 //cout << " Enter the reynolds number
23 assert(reylnods>l && reylnods < 100000);
24 upl=0;

cin »> reylnods;
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Notepad++ : Um editor de texto Abrindo e editando um arquivo :

Salvando um arquivo:

Novo
Abrir

Abri pasta atuzl no

Abrir o visualizador paciréo

Abri pasta como espaco de trabalho,
Recarregar do disco
Salvar

Salvar como,

Salvar uma cépia como,
Salvartodos
Renomear,

Fechar

Fechar todes

Meais opges fechar
Mover para a Lixeira
Carregar sesséo

Salvar sessio,

Imprimit..

Imprimir Agorat

C:\Users\ PITAGORAS\Desktop\EM ANDAMENTO\PROBABILIDADES\PROBABIL.edp
C:\Users\ PITAGORAS\Desktop\EM ANDAMENTO\BIHARMONIC\PLACA-JUAN. edp
C:\Users\ PITAGORAS\Desktop\EM ANDAMENTO\BIHARMONIC\NOVA-CILINDRO.edp

1
2
3
4 CA\Program Fies (x86)\FreeFem -\examples\3d\cylinder-3d.edp
5: CA\Users\PITAGORAS\Desktop\EM ANDAMENTO\BIHARMONI C\beam-3d.edp
6: C:\Program Files (426)\FreeFem ++\examples\3d\3d-Leman.cdp

7 Ci\Program Fies (x86)\FreeFem: -\examples\3d\beam-3d.edp

e

o

C:\Program Files (486)\FreeFem-++\examples\3d\cylindler.edp

SRR NN NN D

C:\Program Files (486)\FreeFem++\examples\eamples\lame.cdp

10: C:\Program Files (x36)\FrecFems +\examples\3d\NSI3d.cdp

Restaurar Gltimo arquivo fechado

L34 Abrirtodos arquivos recentes
Normal t

Limpar lista de arquivos recentes

Sair

coen [EENEEN

Ctrl+0

X

CtrisR

Ctrl+S.

Ctrl+AltS

Ctrl+Shift+S.

CtrleW

Ctrl+ Shifts W
3

Cerl+P

Ctrl+Shift+T

U

B I U ntroducio Tedrica & Numérica em

alguns probl
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Salvando um arquivo:

C:\Program Files (x86)\Freefem++\examples\misc\NSP1P1bl.edp - Notepad++ -8

Arquivo Editer Localizar Visualizar Formater Linguagem Configuragées Feramentas Macro Executar Plugins Janela

cHHE G sMkloc|mk| s |EE 1@ SICECECE:] -

EINSPIPTblecp B3|
T -
2
4/ ~ 1 B AreadeTrabalho » v & | Pesquisar Area de Trab »
5 //  AGORA PODEMOS TRABALHAR)
6 s/uvvreirresnnnnnrsiireeiinisl 0 s Novs paste .
5 P &
8 i Faveritos
9 load "Element_Plbl" e
10 load "qfilro25® %l Locais recentes j)| e
11 // remark: the sign of p is “
12 real so=clock(): B Dovnloads
13 mesh Th=square (20,20); }| meFmMposTO DE RENDA
14 Th=adaptmesh(Th,1./20.,IsMel| & Grupo doméstico {
15 fespace Vh2(Th,Plbl);
16 fespace Vh(Th,P1); Meu computador [‘ SUBMETIDOS - ACEITOS

17 Vvh2 u2,v2,upl,up2;
18 vh2 ul,vi;

15 Vh ulx=0,uly,ulx,uly, ve; S Rede , esres smeeren

21 real reylnods=400;
22 //cout << " Enter the reynold} R s 1P 101 .
23 assert(reylnods>l && reylnods
24  upl=0; Tipo: Al types (") v
26

© Ocutar pa Abiir Cancelar
oo Ocular pastas ancela
28

31
32 QF2 qf31 = tripleQF(gflpm);
33 QF2 qf35 = tripleQF (qfSpT);
6 anlve NS (fn1n2 m (1 w2 o = v

Normal text file length: 2320 lines: Ln:14 Col:52 5el:0]0 Unix (LF) UTF-8 INS
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Bl Abrindo e editando um arquivo :

Salvando na extensao .edp:

&

Arquive  Editar Localizar Visualizar Formatar

Linguagem  ConfiguragBes

C:\Program Files (x86)\FreeFem++\examples\misc\NSP1P1bl.edp - Notepad++

Ferramentas  Macro  Executar  Plugins  Janela 7

HEERGRIsmk e ny 2% BRI EnEha® | dud BB

[EI NSP1P 1! edp!:l|

[C] = 1 . » TESTES-FREEFEM v| & Pesquissr TESTES-FREEFEM
Organizar = Nova pasta -
A Favoritas Nome Data de modificzg..  Tipo

B Area de Trabalho

Nenhum item correspende a pesquisa.
"] Locais recentes

& Downloads
#d Grupe doméstico
/8 Meu computador

€ Rede

¢ A
Nome: [ NSP1PIbLedp g |

Y]

Tipo: [Allgypes () W

‘

Salvar Cancelar

~ Ocultar pastas

1

2

3

4 //

5 // AGORZ PODEMOS TRABALHAR]
& //

=

8

S load "Element_plbl"

10 load "gfllto25"

11 // remark: the sign of p is g
12 real sO=clock();

12 mesh Th=square (20,20);

14 Th=adaptmesh (Th,1./20., IsMe|
15 fespace Vh2(Th,Pibl);

16 fespace Vh(Th,F1);

17 Vh2 u2,v2,upl,up2;

18 Vh2 ul,vl;

19 Vh ulx=0,uly,uZx,uly, vv;
20

21  real reylnods=400;

22 //cout << " Enter the reynold
23  assert(reylnods>l && reylnods
24  upl=0;

25 up2=0;

26  func g=(x)*(l-x)%4;

27 Vh p=0,q;

28  real alpha=0;
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\SIELEL RS VI RS [T RNl Abrindo e editando um arquivo :

Nosso primeiro arquivo:

Imici Compartilhar Exibir
T » TESTES-FREEFEM
# ¢ Favoritos Nome
B Area de Trabalho P NSPTPIBI

Locais recentes

48 Downloads

ANDAMEF

WinEdt 10 gmsh IRPF IMPOSTO €l Rede

< A

Acrobat Reader  freefem++doc  EXPERIMENTOS
DC

#& Grupo doméstico

1% Meu computador
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\IELEL RS VI WS T RNl Abrindo e editando um arquivo :

Dois cliques e...:

< TESTES-FREEFEM
lido  Compartiihar  Exibir

1 L0 » TESTES-FREEFEM

[ pzety

MNome
0s
de Trabalho FF NSP1P1EI
s recentes \ StokesP2P1

loads
C:\Program Files (x86)\FreeFem++\laun

Square mesh I nb vertices

knber of required edges :
adaptnosh Regqulery: Hb cnanglh o9 . b
area M area M are: ha

ny-; Egulal ity 1
aniconax  2.39564. beta max
e b of Trianglcs - 803, Nb of Bervices
-0.187181 max 1
-8:294487 nax 0.290162
-37.849 max 37.5039

9.95
al

max
in —0.303515 ma
-0.109638 nmax B.221286
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Vac Value
w
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31740
7031
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Gerando alguns dominios

Novo Documento criado no Notepad++:

& 3
quivo Edter Locelgar Visualgar Formetor Lingusgem  ConfigurogOes  Feramentos Macto  Bccutor Plugins Janda £ X
OHERGE B0 De ny ts G -1 ErEHoe @E06E

Evew 163

Normal text file

length 10 lines: 1 Lni1 Col:1 Sel:0]0

Windows (CRLF)  UTF-8 NS
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Gerando alguns dominios: Construgdo de dominios e malhas

Alguns comandos iniciais:

@ Os programas FreeFem devem ser salvos em arquivos com extensdes .edp

o Cada variavel deve ser digitada e declarada em uma instrugdo, que é separada
da seguinte por ponto e virgula ;

@ O simbolo // em um programa FreeFem é usado para escrever declara¢des
que n3o serdo computadas. Outra op¢do também é:

/*
Tudo o que estiver aqui, estard comentado.
*/

o funcf=xx(1—x)xyx(1—y);

© Acima, temos a declaracdo da funcdo f, que depende das variaveis x e y.
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Alguns comandos iniciais:

e inti, n = 20; real v =0.3; real [int] xx (n), yy (n);

® A primeira instrucdo define i e n como inteiros, em particular definimos
n = 20;

® A segunda instrucdo define v nimero real, sendo v = 0.3;
© A terceira instrucdo define xx e yy como vetores de comprimento n = 20.

© As variaveis x, y e z sdo pré-definidas no programa como variaveis de
construcdo dos eixos.

e border C(t=0,2*pi) { x=cos(t); y=sin(t); label=1; } // (label opcional)
define a fronteira do circulo unitéario.

©® Acima, declaramos a fronteira (border). A forma como ela serd construida
vem apds a declaragdo border.
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Alguns comandos iniciais (Elementos Finitos):

@ mesh Th = buildmesh(C(200));
© mesh = constrdi a malha de elementos finitos no circulo unitario C.
® Th = é a triangula¢ido do dominio.

® buildmesh = gera¢do de malha n3o uniforme.

% Nés
. Elementos

Figura: Elementos finitos

©® Observacdo (Comandos para malhas):
2D: mesh; 3D volume: mesh3 ; superficie 3D: meshS; curva 3D: meshL.
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Gerando alguns dominios: Construgdo de dominios e malhas

Comandos Iniciais:

// MEDIT

load "medit"”

// PONTOS NA FRONTEIRA
int C0=100;

//—— DESCRICAO DA FRONTEIRA

border C00(t=0,2*pi){x=10%cos(t); y=10%*sin(t); label=C0;}
//——MALHA (Delaunay) ——

mesh Th=buildmesh(C00(200));

//—— PLOTANDO A MALHA —

medit("2D Mesh”, Th);

Uma introducdo Tedrica e Numérica em alguns probl 22 de fevereiro de 2021 29 /32



Gerando alguns dominio: Construgdo de dominios e malhas
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Obrigado pela presenca na parte 1!
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