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O problema

Estamos interessados em responder a seguinte questdo

“Qual é a quantidade maxima de retas que uma superficie

n3o singular de grau d em P? contém?”
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O espaco projetivo

O n—espaco projetivo complexo P™ é o conjunto de todos os subespacos de
dimens3o 1 do espaco vetorial complexo C™*!.

Os pontos de P" serdo as retas em C™*! que passam pela origem! J

Ou seja, um ponto em P" é da forma [v], com v vetor ndo nulo em C"*L.
Para v = (vp,...,v,), denotaremos [v] = [vg : ... : v,] e denominamos
0,-..,Up, por coordenadas homogéneas do ponto [v].

Observe que,

[ag:...:an] =[bo: ... :bp] < (ag,-...yan) = X(bo, ---, b))

para algum A € C n3o nulo. Logo, pontos distintos sdo determinados por
vetores LI.
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Segue a intui¢cao!

Assim como tinhamos com R, o objetos P!, P? e P? s30 denominados de
reta projetiva, plano projetivo e espago projetivo, respectivamente.

Sera que a gente consegue enxergar?
S6 precisamos ser cuidadosos com as definicdes, e lembrar que estamos

sempre numa dimens3do a mais, enxergando uma dimens3o a menos.
Calma que eu te explico!
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Vamos desenhar o P1?
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Vamos desenhar o P27
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Vamos desenhar o P37

ALLY ANDRIA

MINICURSO

A
Verdo UFPB

7/27



Desenhando nos espacos projetivos

Nos espacos reais R", olhamos para zeros de equacdes polinomiais para
desenharmos nele. Por exemplo:

® z+y =0 define uma reta pela origem em R?;

e 22+ 2y? + 422 — 4 = 0 define um elipséide em R3.
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Desenhando nos espacos projetivos

Retas e superficies em P" também s3o definidos a partir dos zeros de
polinbmios, sé que tais polinbmios sdo especiais, eles precisam ser ho-
mogeneos.

Polindmio homogéneo

f €Clzg, ...,z ] ndo nulo é homogéneo de grau d >0 se

F(Azo, ..., Azn) = X f (20, .y ), AeC.

Note que todos os monémios de f tém grau d.
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Zeros de polinbmios homogéneos

A homogeneidade de f garante a definicdo de Z(f)!

f =0, entdo Z(0) =P,

f=c¢, ceC, entio Z(c) = ;

f €Clxog,...,z,] homogéneo e ndo constante, entdo o conjunto dos
zeros de f

2(f) = {[v] eP" | £(v) = 0}
Se f1, fay ., fx € C[x0, ..., ] sd0 homogéneos e ndo constantes (ndo
necessariamente do mesmo grau), entdo

k
Z(f1, f2,-0 f&) = Qz(fi)-
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Ainda sobre os zeros de polinGmios

Seja f € Clxo, ..., 2] polindmio homogéneo.

Z(f) é denominada hipersuperficie definida por f em P". J

De fato, para

* n=1: feClxo,z1] e Z(f) é um conjunto finito de pontos na reta
projetiva.

® n=2: feClxo,z1,22] € Z(f) é dita curva projetiva plana.
Se o grau de f for 1, entdo Z(f) é uma reta no plano projetivo P2,
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Ainda sobre os zeros de polinGmios

* n=3 feClxg,x1,m2,23] € Z(f) é dita superficie projetiva.
Se f for homogéneo de grau 1, Z(f) é um plano em P3.

Uma reta em P3 é dada pela intersecdo de planos distintos, i.e. Z(f1)
e Z(f2) com f1 e fo LL

Z
2(5) (f1)

LS L S

Plano em P3 Reta £ = Z(f1) n Z(f2) em P3
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Pontos especiais

Ponto singular de Z( f)

Seja f € Clx, ...,z ] homogéneo de grau d > 1.
Um ponto [v] € P™ é dito de ponto singular de Z( f) se as derivadas parciais
de f em relagdo as varidveis x; sao nulas:

8if(v) =0, ie{0,...n}.

Exercicio: Pode se verificar que os pontos singulares sao zeros de f.

O Z(f) é ndo singular se ndo possuir pontos singulares. J

Por exemplo, todo plano em P2 é n3o singular.
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Finalmente, as nossas superficies

Superficie n3o singular de grau d em P3

Seja f € C[xp,x1, 22, 23] homogéneo de grau d > 1.
Z(f) é dita superficie ndo singular de grau d se Z(f) c P? é n3o singular.

Quando d = 2, 3,4, também usamos os termos superficie quadrica, cibica,
quartica, respectivamente.

Figure: Superficie de Fermat Figure: Superficie de Clebsch
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Retas num plano (d = 1)

Seja Z(F'), com F n3o nulo, homogéneo de grau 1, um plano.

Seja [F, L1, Lo, L3] uma base para os polindmios homogéneos de grau 1.

Entdo podemos definir

P2 - { retas contidas em Z(F)}
[a:b:c] Z(F,aLy +bLy + cL3)
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Retas em superficies quadricas (d = 2)

Uma superficie quadrica em IP? é definida por Z(F) com F nio nulo,
homogéneo de grau 2.

Corolério (Classificagdo das quadricas em P?)
Uma superficie quadrica em P? é definida por um polinémio que assume
uma das seguintes formas:
(i) Fy=X?
(i) Fo=X%2+Y?
(i) F3=X%2+Y?2+ 72
(iv) Fp=X%2+Y2+ 22+ W?

Além disso, toda quddrica ndo singular € equivalente a Z(Fy).
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Retas em superficies cubicas (d = 3)

Arthur Cayley 1821 - 1895

e !

George Salmon 1819 - 1904

JACQUELINE ROJAS - SALLY ANDRIA

Cayley, em 1847, enviou uma carta
para Salmon na qual mencionava que
uma superficie ctbica deveria conter
um ndmero finito de retas.

Em 1849, Cayley apresenta a
demonstracdo de Salmon, no artigo

“On the triple tangent planes of
surfaces of the third order”,

para o seguinte

Teorema

Toda superficie ctibica ndo singular
em P3 contém exatamente 27 retas.
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Aula 2

Retas em superficies cibicas (d = 3)
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Retas em superficies cubicas (d = 3)

Clebsch e sua cibica que contém exatamente 27 retas:

Z(XP+Y?+ 22+ WP - (X +Y + Z+W)?)

Alfred Clebsch 1833 - 1872
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Retas em superficies cubicas (d = 3)

Outra cibica famosa é a apresentada por Cayley,

ZAUXP+Y + 22+ WP) = (X +Y + Z+ W)?),

Figure: A Cubica de Cayley e suas 9 retas.
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Retas em superficies de grau d > 4

O Teorema da Dimensio das Fibras garante que para grau d > 4 existem

superficies de grau d no espaco projetivo que ndo contém nenhuma reta.
Por exemplo, as superficies dadas pela equacio

Z(Wh+ XYy z94 v Zzwet)

sao ndo singulares e n3o contém nenhuma reta para d > 4

JACQUELINE ROJAS - SALLY ANDRIA

]
MINICURSO

DA
Verdo UFPB 22/27



Retas em superficies quarticas (d = 4)

Em 1882, Schur apresentou a
superficie quartica

Z(X P+ XY3+ 24+ ZW3)

que contém exatamente 64 retas.

Mas foi s6 em 1943 que Segre
provou no artigo “The maximum
number of lines lying on a quartic
surface” o seguinte

Teorema

Toda superficie quartica ndo singular
em P? contém no mdximo 64 retas.

Beniamino Segre 1903 - 1977
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Retas em superficies quarticas (d = 4)

No mesmo artigo, Segre conjecturou uma cota para o nimero maximo

de retas N; que uma superficie n3o singular de grau d, em P? pode conter

Ny<(d-2)(11d-6).
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Retas em superficies quarticas (d = 4)

Slawoir Rams

Matthias Shiitt
Em 2015, estes matematicos publicaram o artigo

“64 Lines on smooth quartic surfaces”,
estava equivocada.
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Superficies de grau d > 5

Até o momento, o nimero maximo N4 de retas contidas numa superficie
suave de grau d > 5 é desconhecido.

Algumas cotas para estes nimeros tém sido encontradas estudando

certas familias, ou novos pontos de vista de superficies no espaco projetivo.
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Superficies de grau d > 5

® 2019: Slawomir Rams e Matthias Shiitt provaram para quinticas
suaves a cota

N5 <127.

Artigo “Counting lines on surfaces, especially quintics”
Vimos que a melhor cota N5 era a de Segre

N5 < (5-2)(11-5-6) = 147.

® 2020: Slawomir Rams e Thomas Bauer encontraram uma nova cota

para o nimero Ny, e é a menor cota conhecida para d > 6

Ny < 11d% - 30d + 18.
Artigo “Counting lines on projective surfaces”
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