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“A mathematician is one to whom @e‘ “Pdx=2p is
as obvious as that twice two makes four is to you.
Liouwville was a mathematician.”

LORD KELVIN

0. REVISAO

0.1. Enuncie e dé uma interpretaco geométrica do Teoremado Vaor Médio.
0.2. Mostre gue uma fungdo com derivada nula num intervalo é constante nesse  intervalo.

0.3. Qua a &ea do maior retdngulo inscrito num circulo de raio R, com um lado sbbre um
didmetro?

0.4. Mogtre que logx £ x, " x > 0. Visudize a Stuagéo geometricamente.
0.5. Enuncie o Teorema Fundamenta do Caculo.

0.6. Qua a aea da regid do plano xy ddimitada pelos eixos coordenados e pela curva

1
Xx=—,y>0."
y y

0.7. Cdcule aderivada de cada funcdo abaixo, no ponto x = 0.

~L+2

(@ F(x)=0 &'dt () G(x=0 " cog(t? + 1) dt
0.8. Qual aequacéo do cone obtido girando areta y = ax+b, z= 0, emtorno do exoy?

0.9. Qua o lugar geométrico descrito pela equagdo x+y+z =1? Esboce seu gréfico no
octante.

0.10. Qua aequaco do plano tangente desfera x? + (y - 1)* + z2 = 2, no ponto (1,1,1)?

0.11. Qual o lugar geométrico descrito pelaequacéo z = xy ?

0.12. Na pagina seguinte vocé encontrara relacdes entre as coordenadas cartesanans e as
coordenadas “cilindricas’ e “esféricas’ de um ponto. Por observacdo das figuras, deduza as
relagOes apresentadas.

0.13. Identifique e esboce o gréfico da quédricade equagdo x* + y? = z*. Determine Sua equagio
nas coordenadas esféricas r ,q ,j -
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0.14. ldentifique o SAlido descrito pelasdesiguddades x* +y* +z° £ER* e z°3 x* +y°.

0.15. Identifique o sdlido descrito por  x*+y® £1 e escreva sua equagdo nas coordenadas
clindricas r,q,z.

COORDENADAS ESFERICAS

z
.}.x:rsa\jmsq

i y=rsenj sen

S Pxy.2)
| Z=r cosj

y
g \/
X
COORDENADAS CILINDRICAS

z

: X =T co z

i y =rsenq Axy,2) y

2=z
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1. APLICACOES DA INTEGRAL

AREASPLANAS

Sga D aregido do plano xy ddimitada pelo eixo x, peo y
gréfico de uma funcéo continua ndo negetiva y = f (x) e

pelas retas x = a ex = b, conforme mostra a figura a0

lado. A &eadaregido D é dadapelaintegra smples

AD) = Gf (x)dx

a b x
XZ y2
1.1. Calculeaaeadeumcirculo derao R edaelipsedeequat;éo¥+F =1

1.2. Cdcule a &ea da figura ddimitada pelo eixo X, pelas retas x = +B, B > 0, e peo gréfico da
funcgo y = x*exp(- |x¥). Esta&eatem umlimitequando B ® ¥ ?

1.3. Considere B um nimero real maior do que 2. Calcule aaea sob acurvay = W entre

X =2 ex=B. Eda&eatemum limitequando B ® ¥?

COMPRIMENTO DE CURVAS

A.FORMA CARTESIANA

Considere uma curva no plano xy, que é representada y
pdo grdfico de uma funcdo y=f(x),af x£Db, L
continua com derivada primeira também continua (uma —
ta funcio é dita de classe C' ) e denote por L 0 seu (
comprimento, conforme indica a figura ao lado. O vaor

de L é dado por
© dy
L= 1/1 —)2d
Q +(dx) X

1.4. Determine o comprimento de uma circunferénciaderaio R.
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1.5. As curvas abaixo sfo dadas na forma cartesiana. Em cada caso calcule o comprimento do arco
indicado:

(@ y=x*+2x-10£x£1l (b)y=e*,0£x£E1L (©)(y+1)? =(x- 49°5£x£8

(d)8x% = 27y, 1£ X£8 ©y=x"1£XxE3 (f) y=1-In(senx), £ x£ 5
_2 2\% X3 1 i 1 X3

(Q)Y—§(1+X) JOEXES (h)y=E+—,1£x£2 (i) y+—+3:0,2£x£3

Vx ¥ JX
N v =2 (3. K) X = +_1£ £3 (Ny="2-Z2x%1£x£3
Ny 3(3 x), 0Ex£3 (K) 2 "oy y Ny= > 3x X

B. FORMA PARAMETRICA

1 x=x(t

Neste caso as curvas sdo descritas por um par de equagdes | y y((t)) , onde o parémetrot varia
| =

num intervao [ a, b] , sendo x(t) e y(t) fungBes de classe C* neste intervalo. O comprimento L vem

dado por

1.6. Cacule o comprimento de um circulo de raio R, usando as equagdes paramétricas.

1.7. Por observagdo da figura ao lado, estabeleca a
seguinte parametrizacdo para a dipse do exercicio (1.1):

et Ve
S~

2

2

1.8. Imitando o que foi feito no exercicio (B2), obtenha para a hipérboke X—z é =1 aseguinte
a
trizac X(t) = asect
ametriz :
PAAMENZED | t) = btgt

1.9. Cdcule o comprimento da Hipocicl6ide de equacéo X% + y% =a”.

1.10. Cacule a distancia percorrida por uma particula entre os instantes t =0 et = 4, se sua
1,2
x=35t

posicdo P(x,y) no instantet € dada por .
N y=3t+y”
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1.11. As curvas dadas abaixo esté na forma parameétrica Em cada caso calcule o comprimento do
arco indicado:

x(t) =t°
y(t)=t> -1£t£3

X(t) =2(1- sent)
y(t) = 2(1- cost), O£t £p

x(t) = €' cost

(b) o
y(t)=e sent, 0£Et£1

X(t) = cos2t
y(t) =sen?t,0£t £p

x(t) =t cost
y(t)=tsent,0£t£p

X(t) = 3t% +t
y(t) =3t*- t,0£t£1

(d) (f)

x(t) =t3- 3t
y(t)=t*-5t-1,tT R.

tangente & curva ¢ no ponto correspondente a t = 2 e 0s pontos da curva onde a reta tangente é
horizontal ou vertical.

1.12. Considere a curva ¢ dada por . Pede-se a equacdo da reta

1.13. Repita 0 exercicio (1.8) para as curvas do exercicio (1.11), consderando, para facilitar os
calculos, o ponto correspondente at = 0.

COORDENADAS
POLARES

1.14. Locdlize os seguintes pontos dados em coordenadas polares (r g ) e em seguida obtenha as
coordenadas cartesianas correspondentes:

@(2P/) (b) 2.%/)) (©) 3P4 @ @-Pp (& @%)

1.15. Encontre as coordenadas polares dos pontos cujas coordenadas cartes anas sao:

(a) (}/2’}/2) (b) (%,%) (©) (- «/EA '«/EA) (d) (3,3J§) (e (-1-1

1.16. Passe paaformapolar (r = f (q)) cadacurvadadaaseguir em coordenadas cartesianas:.

() xy=2 (b) x¥* +y?-3y =0 (c) 3x* +5y* =15
(d) x=-1 () x*- y* =1 (f) y* =4x

1.17. Passe m@ra aforma catesana (F(x,y) =0) cada curva dada a seguir em coordenadas
polares. Esboce o gréfico em cada caso:

(a) r=q (b)r=sen2g (c)r=2seng (d)r=5 (e) r =acoxy

(f)r=5+2cosq (g)r=3secq (h)r=2gq (i)r=1+2c0sq (j)r=2+sn2g
, _ 2a’cosq 1 _b 3 _

Hrt=—7r— (m)r—q (Ma =7 (O)Ir—1+COSq (P r=1 p—
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1.18. Sgam (r,q) e(r ,j ) ascoordenadas polares dos pontos P e Q, respectivamente. Usando
alel dos co-senos, mostre que a distanciaentre P e Q € dada por

dist(P,Q) =4r?+r2- 2rrcosq- j )

1.19. Usando o exercicio anterior, conclua que, em coordenadas polares, o circulo de centro no
ponto (r ,j ) eraio a > 0 tem equagdo polar

r’+r?-2rrcos(q-j)=a’
1.20. Considere a curva de equagéo polar r = senq + Cosq,qT [- p/4,p/4]. De duas maneiras
identifique a curva como um arco de circunferéncia. pimeiro passe a equagdo para coordenadas
cartesianas; depois coloque a equacdo no contexto geral do exercicio (1.19).

1.21. Mogtre que cada uma das equagies dada a seguir representa uma reta e esboce seu gréfico:
g =c; rcosq =xa; rsenq =z*a. Generdizando, mostre que se N(r.,j) é o pé da
perpendicular tragada do pdlo auma reta (que ndo passa pelo polo), entdo a equacdo dareta sera

r

rcos({-j )=r ou r= ,
s -j ) Acosy + Bseng

onde A=cosj eB=snj

1.22. Estude aintersecéo entre 0s seguintes pares de curvas.

(@) r=2er =4cosq (b) r2 =4sen2q er = 24/2coxq
_ - 1 _P
(c)r =1+cosq er_2(1—cosq) (e)q—4er—2005q

COMPRIMENTO DE CURVAS (FORMA POLAR)

As curvas em coordenadas polares agui consideradas so
descritas por uma equagéo da forma r = f (q), sendo f

uma funcdo continua, juntamente com sua derivada
primeira, num intervalo [q,,q,]. Vejaafiguraao lado. O
comprimento L da curva vem dado por

L:éz\/f(q)%fc{q)qu o EIXO

1.23. Cdcule o comprimento das seguintes curvas dadas na forma polar:

(@) r=3cosq,0£q £ %p (b)r=1-cosq,0£q £% (c)r =2scq,0£q £3p
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(d) r=|sengl,0£q £2p (er=39,0£q £% (f)r=3c0s’(zq). 0£q £%

(g r=asen(3q),0£q £5 (h)r=aq? 0£q £% (i) r=senq +cosq,0£q £5

AREA EM COORDENADASPOLARES

Dada uma curvanaformapolar pelaequacéor = f (), a
regidjo D ddimitada pea curva e peas retas
q =9, eq =49, tem &eaigud a

A(D) =0 31 (q)dg

1.24. Determine a &eatota interior a cada curva dada abaixo naforma polar:

(a) r? =a’cos2q (b) r=a(2- cosq) (c)r =a(l+cosq)
(d) r =2asenqg (e)r? =1- cosq (f) r? = 2a?cos?(4q)

1.25. Cdcule a area interior a0 circulo r = @ e exterior a cardidide r = a(1- cosq ). Esboce um
gréfico.

1.26. Cdcule a &ea deimitada pelas curvas dadas em coordenadas polares por
r=2,q=%eq=7%

1.27. Cdculea&eainterior acardidide r = a(1+senq ) eexterior ao circulo r = asena .

1.28. Calcule aarea comum aoscirculosr =2acosq e r =2asenqg -

1.29. Cacule a&eainterior aLeminiscata de Bernoulli r > = 2a” cos2q e exterior ao circulo I =@
1.30. Cdcule aareainterior ao circulor = 3a cosn € exterior acardidide r = a(1+cosq ).

1.31. Cacule a&readarosiceade 4 folhasr = a|sen 2q|. (ver figura)
y




EXERCICIOSDE CALCULO 2— PROF. M. P. MATOS 9

1.32. Calcule a &rea daregido D interior ao circulo r =cosq e exterior a cardidide de equacéo
r =1+sendqa.

1.33. Cdcule a &ea da regid D interior ao circulo r =sena e exterior a cardioide de equacéo
r =1- cosq .

ALGUMAS CURVAS ESPECIAIS

Hipociddide: x = acos’t , y = asen’t Espird de Arquimedes: r = aqg

y

Caracol de Pascdl: r = a+bcosq Leminiscatade Bernoulli: r2 = a2 cos2q

/\/\
\AJ

SUPERFICIES DE REVOLUCAO

A. EQUACAO DE UMA SUPERFICIE DE REVOLUCAO

Sga c uma curva no plano xy descrita pdardacéo F(x,y) =0 e
sga S a superficie obtida pela rotacdo da curva c, em torno do
@xo x. E claro que cada ponto da curva c ird descrever uma

circunferéncia de centro no ponto C(x,0,0). Vgaafiguraao lado.
A superficie S é representada na forma vetoria pela equacdo
ICP| = CQ| e naforma cartesiana sua equagéo é X

F(x/y2 +7) =0.

No caso da curva ser dada na forma explicita por y = f (x), a
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equacdo cartesianaassume aforma seguinte: y* +z° = [f (X)]°.

1.34. ldentifique ageratriz e o eixo de rotacdo da superficie de revolugéo cuja equacéo €

(a) 2= +y? (b) x=y* +2° (©)y* =x +2°
(d)x*+y*+z° =a’ (e y*+7° =1 (f) 4x* +9y*- 72° = 36
B. VOLUMES SOLIDOS DE REVOLUCAO y
y="f(x)
B.1METODO DASFATIAS e
D
O sdlido S é gerado pelarotacéo daregido D em a| X le «
torno dareta (eixo) y = c¢. O volumeinfinitesmal
édado por dV = k (R* - ¢?)dx eovolume de S c R=f(x)+c
pode ser caculado peaformula
vl (S) = Op[ R - ¢*]dx,

ondeR = f (x) +c.

B.2 METODO DAS CASCASCILINDRICAS W

Aqui 0 sdlido S é gerado pela rotagdo da y=1(x) ,
regido D em torno dareta (eixo) X =c . O
volume infinitesma agora € dado por
dV =k[(x+c+dx)?- (x+C)?]f(X) » 0o
2k (x + ¢) f (x)dx a X | b X
volume de S serd dado pela “soma’ desses
volumesinfinitesmas, id0 €,

vol - & R=x+c

(S) =02p(x+)f (x)ax.

A
v

1.35. Em cada caso abaixo esboce aregido D delimitada pelas curvas dadas e em seguida cacule o
volume do solido gerado pelarotagdo daregi& em torno do eixo indicado:

(@)y=x"*- 2x,y = 2x%;eixoy (b) y=x*- 4x,y =0; eixo X
(C)y:&,yzo,xz4;eixoxz4 (d)X2+y2 =leixox =2
(©)y = /X,y =0,x = 4eixoy = 2 (f)x=y,y=0,x=2eixoy

(9)y=x%,y=4- x*;eixox (h)xy =1x =1,y = G;eixox
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1.36. Uma regido D do plano xy é ddimitada pelo trigngulo de vértices (0,0), (h,0), e (h,r), sendo
h e r nimeros postivos. Calcule o volume do sdlido resultante da rotacdo daregido D em torno do
exo X. E se arotagdo fosse em torno do eixo y?

1.37. Qua o volume do solido obtido pelarotaco em torno do eixo x daregido do planoxy
exterior apardbolay = x?, limitadapelasretas y = 2x- e y =x +27?

1.38. Na figura a0 lado a curva indicada tem equacéo y? = x°. y
Determine o volume do slido em cadasituacéo a seguir: B———)C
(a) R, giraem torno do eixox; Ry
(b) R, giraem torno dareta BC;
(c) R, giraemtorno do eixoy;
(d) R, giraem torno dareta AC.

R (A

\

1.39. E feito um orificio derao 24/3 pdo centro de um Sdlido esférico deraio R= 4. Calculeo
volume da porcéo retirada do sdlido.

1.40. Calcule o volume de um tronco de cone circular reto de dtura h, raio da base inferior Re base
supeior deraiorr.

1.42. Cdcule o volume de uma cdota determinada numa esfera de raio r por um plano cuja
distanciaao centro daesferaéh<r.

1.43. Cdcule pelos dois métodos ( Fatias e Cascas Cilindricas) o volume do sdlido obtido por
rotacdo da regido do plano xy ddimitada pelacurva y = 2x - x* € 0 €ixo X, em torno do eixo y.

1.44. Ao girar em torno do eixo y uma certa regido do plano Xy, obteve- se a seguinte expresséo
para o volume do solido resultante

V=2p @(xcosx- xsenx)dx.
Indique aregido e cdcule o volume V.

1.45. Obsarvando a figura eo lado, identifigue o sdlido de
revolucdo cujo volume & y

() prf(x)zdx (b) (Sp[f'l(y)]zdy (C)szpr(x)dx ]

() QPf (2dx- 4pe*(- ¢) (f)pe’b- (pf (x)2dx- pd*a .
0 d

(d)Q2xf *(x)d

R,
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1.46. Calcule o volume do sdlido gerado pela rotacéo em torno da reta y = x daregido delimitada
pelasretasy =0, x = 2 ex = 2y (use rotacéo de eixos).

1.47. Cdcule o volume do solido obtido pela rotacdo em torno do eixo y do disco ddimitado pela
circunferéncia (x- a)? +y? =b*, 0< b < a. Eda supeficie é denominada toro de revolucao.
Esboce o gréfico do toro.

B.3.VOLUMES(SOLIDOSGERAIS)

O Método das Fatias pode ser utilizado no cdculo do volume de um solido qualquer, quando
se conhece a area das segles transversais perpendiculares ao eixo X, por exemplo. De fato,
suponhamos que um soldo S € limitado pelos planos x =ae x=b eque A(x) denota a érea da
secdo transversal no ponto X. O volume DV da fatia compreendida entre x ex + Dx € dado por
DV = A(x)Dx, de modo que o volume do sdlido S que é a soma de todos esses volumes
infinitesimais, vem dado por

vol(S) = A(X) i

Estaformula sera utilizada nos exercicios 1.48 a1.51.

1.48. A base de um sdlido € o disco x* + y* £ a’. Cada segéo transversal do sdlido determinada

por planos perpendiculares ao eixo x € um quadrado cujo lado esté sobre abase do solido. Calcule
o volume do sdlido.

1.49. A base de um sdlido € a regido do plano xy limitada pdo exo x e pela curva
y =senx, 0 £ x £ £. Toda se¢do plana do sdlido perpendicular a0 €xo x € um trigngulo equil&ero
com um dos lados sbbre a base do slido. Cacule o volume do solido.

1.50. Deum cilindro circular reto deraio r corta- se uma cunha por meio de um plano passando por
um didmetro da base e formando um angulo ce 45° com o plano da base. Cacule o volume da
cunha.

1.51. As segles transversais de um solido por planos perpendiculares ao eixo x s8o circulos cujos
didmetros estéo compreendidos entre as curvas y = x> ey =8- x*. Sabendo-se que o sdlido se
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encontra entre os planos perpendiculares ao eixo X que passam pelos pontos de intersecdo dessas
curvas, encontre seu volume.

AREA DE UMA SUPERFICIE DE REVOLUGAO

Antes de deduzir a formula para o caculo da &ea de uma superficie de revolucdo, vamos
cdcular de maneira bem smples a &ea de duas supeficies bastante familiar: o cilindro e o cone
circular reto. Para o cilindro de raio R e dtura H, quando “cortado e aberto”, sua area é calculada
como se de fosse um reténgulo.

2pR

\_/ A(S) = 2pRH

Para 0 cone adotaremos um procedimento semelhante. Comegaremos caculando a area de
um setor circular e 0 comprimento do arco. Considere um circulo de raio R centrado na origem. A
circunferéncia tem equagcd polar r = R, de modo que a &ea A(D) do setor circular e 0
comprimento s do arco séo dados pelas expressies

AD) =0 $Rdq =4R%q (1) A
szqzﬁdq =Rq. (II) S

Combinando (1) e (1), obtemos % %

EIXO

Considere agora o cone circular reto de dtura H, geratriz g e raio dabase R, o qua é “cortado e
aberto”, conforme mostra afigura abaixo
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De acordo com a formula obtida para a &rea de um setor circular, se S representa a superficie
conica, deduzimos que

A(S) =4(2pR)g = pRVR* +H "

CASO GERAL

Consderemos uma superficie de revolucdo S obtida pela rotacdo, em torno do eixo X, do gréfico de
umafuncdo y = f (x), a £ x £ b, suposta continua e com primeira derivada continua. Temos que a
&ea infinitesmal dA pode ser gproximada pela érea do cilindro de raio f(x) e dturads (ds é o
comprimento do arco infinitesmal), de modo que a &eatotd da superficie vem dada por

A(S) = (‘52pf (x)ds= (S2pf(x) 1+ ¢x)2d

~

D yEIW
i \_/

1.52. Cdcule adreade umaesferaderaio R. [Resp. 4pR?]

o
n
Q
x

1.53. Cacule adrea da superficie gerada pelarotagio dacurva y = /x, 1£ x £ 4, em torno do
4 3 3
dx0 X. [resp.—i{(l?/ ay? - (5/4)2} » 3085]

1.54. Calcule adreado cone gerado pelarotacéo do segmento dereta y = 3x+2, 0£ x £ 3em
torno do exo x. [resp. 39p~/10]

155. A curvasx = y* +2/y*, 1£ y £ 2, giraemtorno do eixo y. Calcule a &ea da superficie
1179

resultante. [resp. 5s5p |
156, Caculeadreado pareboldide y = x2 + 22,0 £ y £ 4.[resp%[(17/4)3’2 - 1/8] » 36.18]
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2. FUNCOES, LIMITES e CONTINUIDADE

2.1. Esboce os subconjuntos do plano catesano A2 dados abaixo, fazendo uma andise
topol 6gica dos mesmos. Determine a fronteira e 0 conjunto dos pontos de acumulacéo de
cadaum deles:

@A={(x,y);(x*+y>1ny<0 (b)B=[01]" [12] (©C={(xy);x>0ey >0}

(d)D ={(x y);x3 0ex’+y* £y (E=A"[12 (DF={(xy);|A+M £
(@G ={(xy);x>0el<y£2  (h)H =]12[ [0,¥] i) =(xy);x*-y*3
(DI={(xy)1<xX*+y* £2} K K={(xy)y® 0 OL={(xy);x*<y}
(MM ={(x,y);|£lel<y£2 (MN=[01] A 00 ={(x,y);4<x* <9

2.2. Encontre os subconjuntos nos quais as expressoes abaixo definem fungdes.

(@) f(xy) :X?—yi, (b) f (x,y) = Xy(ljxer)yzth (©) f(xy)=log(@- 4 - y?/9

+y
(d)f(xy) = fﬂ ©0(xy,2) =1- ¥ +y- 2 (f)f(xy) =+/log(€+y- 3
y*-1

(@ (= YA XY OROy2W=xu- vz () f(xy) = xy+ify +4-1/x

2.2. Paracadafuncdo dada abaixo, esboce dgumas de suas curvas de nivel de modo ater uma
idéa do gr&fico da funcéo:

@z=x+y (b)z =log (1+x* + y?) (©) z=+/9- X~ y?
(d)z=xy (€)z=+/x*+Yy? (f)z=+/1- X¥[4- y?/9
(9) z=8- x*-2y (h)z=(¢+y*)" (i)z:x2+y2-1/x2+y2

2.4. Esboce a curvade nivel dafuncdo z = 2y - 4x® que passa pelo ponto (1,2).
2.5. ldentifique as superficies de nivel dafungdo w = x* + y* + z%, correspondentes w = 0,1,2, 3.

2.6. Identifique e eshoce a superficie de nivel dafuncio j (x,y,z) =x* +y’ - 7, que passa pelo
ponto (1,1,1).
1 2xy
< I—— =, e (xy)* (00) -
2.7. Praafuncdo f (x,y) = [ +y° , cacule oslimites
t0, se (xy) =(00
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imfArhD- fay . f(h0)- (00

h® 0 h h® 0 h

2.8. Veifique se as fungdes abaixo tém limite na origem:

X+y Xy
a)z= b)z = z— —_—
() X2+y2 () y2 () 2 ( ) +y2)}/() 2X +3y

y2 6 3 y3 2 2 X +3Xy2
f)z= z_
(Nz= 7 s @z=r +yz)z() z=sa s 2=
xX*+y* -7 . .
2.9. Mostre que afuncéo de trés variaveis f (x, y, 2) _x+y—+zz néo tem limite na origem.
2.10. Cdcule os seguintes limites
liml -1 -
(@) ;I(g}z og (xy- 1) B)im - yz)senx (c)Iiml cos./xy
o0 X609 senxseny
(d)lim Y (e)lechjr;arctg(y/x) ()lim y [x2 +2y
xo0senxseny y® 2 \® 4
(g)l|r®n [xcos(y/4) + 1 (h)lim zsen 3@ + y? (lim (x* + y2Y-
x®1
y®p y® 0 y®0

®0
2.11. Usando adefinicdo de limite prove que:

H — H 2 — : 2 2\ — H 2 2\ —
(a)li(gr}(2x+3y) =11 (b)legll(Bx +y)=5 (c)lxl(gl(x +y?)=10 (d)le(gl(ZX -3y°)=-25

y®3 y® 2 y® 3 Ve 3
X3+y3

(6) lim(2x+3y +2) =12 (f)lim(2x*- 1) =1 (g)lim(2x+3y)sen(3) =0 (h) lim ——5 =0

x®1 x®1 x® 0 X®0 y2 4y

yo3 y®3 y®0 '®0

Z+y’ 2(x- Dy -2

()im—Z 2 =0 (j)lim (x- y?)=-3 ()lim - DU -2

yoo X *Y +7 o, 0L3(x- 1% +4(y- 2)
2.12. Mostre que:

1- SenX2+ +

@ ==Y o (o im Ty (g M

®0 01- COS [(22 "0 X2 + 2
y®0 X yo01- X"ty BeX Ty



EXERCICIOSDE CALCULO 2— PROF. M. P. MATOS 17

4. .4
2.13. Paraafuncdo f (x,y) :%,cdwleolimitenaorigemaolongo dos caminhos, @Xo X,

retay = x, curva y = - x*. O que vocé pode concluir sobre o limite da fungdo na origem?

2.14. Veifique se afuncdo dada é continua no ponto indicado:

(@) f(xy) =exp(- xy)log(x* - 2y +7); R, =(0,0) (b) f(xy)=425- x*- y*; R, =(- 34)

l,seyl 2X XZ
© f(xy)=|y-2x ' R=02) d)f(xy.2)=5—— R =(000.

1sey = 2x vtz

2.15. Para cada func@o abaixo esboce seu dominio maximo de definicdo e expressando-aem
termos de fungdes dementares justifique sua continuidade.

_ M-y X RS
@) =fy O Ffx) =" @FeN= @fx=ge s
y 4x2 - y?
(@F (xy) =acsen) ()T (y)=logy-2)  (9)F(xy) ==~ +arccos(i + )

2.16. Discuta a conti nuidade das seguintes fungoes:

X*+y*+ 722 sext+y*+ 77 £1 4Ax° + 9y sedx’ +9y* £1
@ f(xy,2)= 0.5052 + V2 4 72 ©)ygxy)=| 2 L o2

) y +z°>1 (4x°+9y°) ",sedx” +9y° >1

Sen(X+y),sex+y1 0 X-y° sexly
©h(xy,2)=| x+y (dfxy)=| x-y’

z,sex+y=0 X- Yy, sex=y

ﬁ se(x,y,2) * (0,0,0)

@ f(xy.2=|2+y*+2’ (f)f(x,y):lsex +y2>4

2
0,se(x, y,z) = (0,0,0) 0,sex’+Vy’ £4
2.17. Considereg e h fungBes definidasem A2 por
3x%y ‘y

g(x, y) - X2 + y2 15e(X, y) 1 (0,0) h(X’ y) _ W,SQ(X, y) 1 (0,0)

1, se(x,y) =(0,0) 1se(x,y)=(0,0)
Mostre que (0,0) € uma descontinuidade removivel dafuncéog e essencid dafuncéoh,
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sen(x” +y?)
2.18. Mostre que a funcdo f (x,y) =| 1- cos(x* +y?)’
0, se(x,y) =(0,0)
origem. E esta descontinuidade essencia ou removivel?

1
se(xy)* (00 4 yesontinua na

. . _Xy0¢- ) _ :
2.19. Condsdere a fungdo f(x,y) = —(x2+y2) ,se(x,y)t (0,00 e f(0,0)=0. Defina a
« « f(x+hy)- f(x
funcéo g pelaexpressio g(x,y) = L|®rg (x+ yr)] (x.Y) . Cdcule g(0,0), g(1,0) eg(0,)).

1
) S ).se (%)t (00
2,20, Mostre que a fungio definida em A2 por f (x.y) =| PC X2+ y2 ) ¥ * (00)

0, se(x,y) =(0,0)
f(h,0) .. f(0,h)
h ehim— .

continua em todos os pontos do A?. Cacule oslimites Ihi(gn
(o]

2.21. Considereafuncéo f (x,y) =

Xy’ _
X2+y’3ﬂse(xvy) ! (010) ef(010) _l
(@ Cdcule o limite de f naorigem, ao longo de um feixe de retas passando pela origem;
(b) Cdcule o limite de f naorigem, a0 longo do caminho y = - xoe" ;
(c) Cdcule o limite de f naorigem, ao longo do caminhor = cos’q, - %Eq £0;

(d) Estude a continuidade def .
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3. DERIVADAS, DIFERENCIABILIDADE e APLICAGOES

A. DERIVADAS PARCIAIS

Iz ‘ITZ 1%z
%' qy ‘ITX‘ﬂy

3.1. Paracada fungéo dada abaixo, calcule as derivadas —

(8) z=3¢"- 5xy’- sen(xy)  (b) = (X- 4/y)(X¢ +Y?) (©) 3xy- XAy +y*
(d) z=arcig(2) (e) z =§exp(x2 +y?) (f) z=§|og<1— X2 - y?)

3.2. Para cada funcdo abaixo, cacule aderivada parcid indicada

(a) f(x,y) =xarcsen(x- y); f,(1,Y2) (b) f(x,y) =€¥sec(xy); f,(34)

(@ T (xy) = arctg—2); F, 1D e 1,0 (d) F(xy) = Tl 1,00 61,00

3.3. Paa a fungdo f (x,y) =exp( N 2) se (x,y)* (0,0), ef (0,0)=0., cdcule, caso existam, as
derivadas f , (0,0), f , (0,0), f ,(0,0) ef yx(0,0).

XY(O¢ - y°)
3.4. Consdereafuncéo f (x,y) = X2+ y
0,se(xy) =(00).
(@ Mogtreque f, (0,0)* f, (0,0);
(b) Estude a continuidade das derivadas f, e f, naorigem.

»se(x,y) * (0,0)

3.5. Mostre que as derivadas parciais de 2 ordem da fungéo z= 1/|xy| embora existam em todo
ponto (x,y) do A2,com x? 0,y ! 0, ndo sio continuas naorigem.

3.6. Considere trés fungles reais j (t),x (t) ey (t), derivaveis até 2 ordem e satisfazendo as
condigdesj ¢x)+175 (x)=0ey @t)+c’l’ (t) =0, sendo | constante. Mostre que as fungdes
u(x,t) =j (X)y (t) ev(x,t) =x(x- ct) sdisfazem a“equagéo linear de ondas’ w,, - c*w, = 0.

x 1 X
3.7. Mostre que a funcéo u(x,t)=ﬁexp( 4kt) t>0 k =cte, sttisfaz a “equagdo de
transmissao de cdlor” w, - kw,, = 0.

2 2
3.8. O “Operador Laplaciano” Dem A? é definido por D_‘FITTJF‘I?T Mostre que as fungdes

u(x,y) = arctg(y/x) e u(x,y) = e” cosy satisfazem aequacao de Laplace Du =0.
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3.9. Determine condigdes sobre as constantes A, B, C, D, E, e F para que a funcéo
u(x,y) = Ax? +Bxy + Cy? + Dx + Ey + F satisfacaa equagio de Laplace.

3.10. Sgam u(x,y) e v(x,y) fungdes com derivadas parciais continuas até 22 ordem e satisfazendo
asequagdes u, =v, eu, =-V,. Mostrequeu ev satisfazem a equacéo de Laplace.

3.11. Mostreque w = x*y + y*z + z°x satifaz a equacéo T[TI_V; +11TT—V;//+1JT—VZV =(x+y+2)°%

B. REGRA DA CADEIA

3.12. Considere as fungdes f (x,y) = (§Iog(1+ sent)dt eg(x,y) = Qxyexp(cost)m. Usando o
Teorema Fundamental do Calculo e a Regra da Cadeia, calcule as derivadas de segunda ordem

fy €0y

X y qf qf
3.13. Se f (x,y) = sen(—) + log(=), mostreque x— + y— = 0.
(x,y) = sen( ) + log), mostreque x g+ y o

, 2 2
w definidano aberto D ={

3.14. Sga f (x,y) = Xy

f, e f, s3oidenticamente nulas em D, masf ndo € congtante.

(xy)T A% x+y1 0}. Mostre que

3.15. Considere uma funcéo red derivavel f:A ® A e a partir dela defina as seguintes fungbes
j (xy)="1f(x-y)ey (xy)="f(xy). Modre que as funcles | ey sdifazem j +j =0¢€
Xy,- W, =0.

3.16. Calcule% NOS Seguiintes casos:

(@) z=ye' +xe’; x=t ey =sent (b) z=+x* +y?; x =tg(1+t) e y =cost
(c) z=log(x* +y*+1); x=logt ey = € (d) z=uvv+wv+uw® u=t’, v=tew=

3.17. Em cada caso abaixo, celcule as derivadasw, e w,:

@ w=u?+Vv® u=3x-yev=x+2y (b)w=log(t®+s?);t=x>+y® es=2x+3xy
(c)w=cosh(3u+7v);u:x2yev=m (d)w=cos(x +h);x =x+yeh =M.
3.18. Paraafuncéo f (x,y) = Qexp(t?)dt eadmitindo que x =rs' e y =r*s, calcule as derivadas

LU
s’ qr eﬂr‘ﬂs'
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3.19. Se r =xi +yj er =||f|, mostre que z = f (r) stifaz a equagio Dz =z, +1z, ondea
funcBored f € supostaduas vézes derivave.

3.20. Admitindo a exiténcia e continuidade das derivadas envolvidas e consderando
w = f (u) eu=g(x,y), mosreque Dw = f&u)[g?+g/] f €u)Dg.

3.21. Umafungido f:Di A?® A é dita “homogénea de grau n” quando satisfaz a relagio
f(txty) =t"f(x,y)," tT A," (x,y)T D. Mostre que toda fungo homogénea de grau n satisfaz
aequacdo
i qf
X— +y— =nf (X,y).
= Ve (x,y)
Verifique que as seguintes fungdes sfo homogéneas

(@) z=x2 +y? (b) = (X - 3xy+y?)(2x> +3y?) *,

3.22. Admita que as derivadas parciais de primeira ordem das fungdes u e v so continuas em um
dominio D e que neste dominio vdem as relagdes u, =v, eu, =-v,. Se
X=rcosq ey =rsenq, prove que

fu_1fv fv_ 1

e .
fr rfa fa r Ya

3.23. Admitindo a continuidede das derivadas parciais de primeira ordem das fungbes uev e
supondo vdidaa relagio €' +u® +uv = 0, prove que

ﬂ—ue” +2um+uﬂ+vﬂ—u:0.

fix ix fx fx

C.
DIFERENCIABILIDADE

3x%y
- < 1
3.24. Considereatuncio f (x,y) = | @ +y? " ¥+ (00

0, se(xy) =(00)
(a) Prove que f é continua na origem;
(b) Prove que as derivadas parcias f, e f, exissem naorigem, mas ai estas fungdes ndo 3o
continuas,
(0) Veifique que f ndo é diferenciave na origem. Por que iso ndo contradiz o Lema
Fundamenta?

3.25. Discuta a veracidade das seguintes afirmagoes:
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(@) Todafuncdo diferenciavel possui derivadas parciais de 12 ordem continuas;

(b) Todafuncéo diferencidvel € continug;

(¢) Se uma funcéo de duas varidveis possui derivadas parciais de primeira ordem, entéo ea é
continua.

3.26. Usando o Lema Fundamentd, verifique que as fungdes dadas a seguir s2o diferenciaveis nos
dominiosindicados.

(@) z=xy*; D=A’ (b) z=log(x* +¥*); D =A*\{(0,0}
(C)Z=%iD:A2\{(OD)} (d)z=xe_—y;D:{(x,y)T A%x1 y)

3.27. Veifique que afuncéo

2, .2 1
F(xy) = (X" +y“)sen /X2+y2

0se(x,y) =(00)

se(x,y) * (00)

édiferenciavel naorigem, embora as derivadas parciais f, e f, sgjam ai descontinuas.

3.28. Estude a diferenciabilidade da fun¢do dada no ponto indicado:

@) f (xy) =xe”: P, = (10) ) f(xy) =[x B =(0)
(©) £ (x,y) =/Moosx; P, = (0,0) (d) £ (x.y) = M@+ yD): P, = (x.y)
(©) f (xy) =E+y?; P, = (0,0) (f) f(x,y,2) =|w: P, = (1)
23xy2 i,sex1 Oey® O
(9) f(xy)=| X* +y P =(12)  (h) f(xy)=| xy ; P, =(0,0)
0 se (x,y) =(0,0) 1,sex=00uy=0

3.29. Cdcule adiferencia das seguintes fungoes:

(@) f(x,y) =5x> +4x%y- 2y° (b) f(x,y,z) =¢€'yz
(d) f (x,y) =arcig )

_ y
(O) f (xy) =xsen—"—

330. Sga f(xy,2)= ~,se(x,Yy,2)t (00,0)ef(000)=0. Veifiquee que a

X +y?+z
derivadas parciais de primeira ordem def embora existam na origem, f néo é ai diferenciavel.

331 Se f é uma funcdo diferencidvel de dues varidveis e z=f(x- y,y- x), mostre que
z,+z,=0.
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D. APLICACOES

3.32. Encontre as equacles paramétricas da reta tangente a curva dada, no ponto indicado:

X-5y-z+7=0 x> +y?+z°=14
P (132
(a) y=2 PO (17210) (b) X:1 0( 131 )
2 + 2 + 2 :4 :2 2 + 2y-1
Cli P,(112) @], _ 2T Raaz

3.33. Uma fungdo diferenciavedl z = f (x,y) satisfez as condicbes f(1,2) =3 f,(1,2)=5¢€
f,(1,2) =8 Encontre valores aproximados para f (11,18), f (1318).

3.34. Usando diferencia, calcule o valor aproximado de sen[19910g(1.03)] € /4.02 +3/8.03.

3.35. Um tanque cilindrico metdico tem dtura de 1,2 m e raio de 80 cm em suas dimensdes
internas. Se a espessura das paredes € de 5 mm, cacular a quantidade aproximada de metd usada
na fabricagdo do tanque. [resp. 50.265,6 cm?® com ero da ordem 23x10°9]

3.36. Dois lados de uma érea triangular medem x=200 m e y=220 m, com possive's erros de 10
cm. O angulo entre eles € de 60°, com possivel de 1°. Cdcule o erro gproximado da &eatriangular
[resp. 210,15 n¥]

3.37. Um observador vé o topo de uma torre sob um angulo de elevagéo de 3(°, com um possivel
erro de 10¢. Sua disténcia da torre € de 300 m, com um possivel erro de 10 cm. Qua a dtura

aproximada datorre e seu possivel erro? [resp. h = @m eoerro 1,2756 m. Usar 10=0,003rd ]

NE

3.38. As dimensdes de uma caixa retangular s8o 5m, 6m e 8m. Se cada dimensio aumenta de
0,01m, qual é aproximadamente o volume resultante?
3.39. Duas resisténcias 1, e r, estdo conectadas em parddo, ito é aressténcia equivaente R é

1 1 1
dada por R =—+ = Supondo que r,=30 ohms e aumenta de 0,03 ohms e r,=50 ochms e diminui
1 2

de 0,05 ohms, calcule avariagéo resultante de R. [resp. 3/640 ]

3.40. O comprimento | e o periodo T de um péndulo smples estéo relacionados pela equacéo

T:Zp\/g Se o vaor de | é caculado para T = 1seg e g = 32 pes/s’, determine o erro

1,29

cometido se naredidade T = 1,02seg e g = 32,01 pes/s’. [resp. 107

@%]

3.41. Umaindigtriava produzir dez mil caixas de papeléo, fechadas, com dimensdes 3 dm, 4 dm e
5 dm. O custo do papel@o a ser usado é de R$ 0,05 por di?. Se as méguinas usadas no corte do
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papeld cometem erro de 0,05 dm em cda dimensdo, determine 0 erro gproximado na estimativa
do custo do papeldo. [resp. R$ 1.200,00 ]

3.42. Uma caixa sem tampa vai ser fabricada com madeira de 0,6 cm de espessura. As dimensdes

internas da caixa sendo 60 cm de comprimento, 30 cm de largura €40 cm de dtura, cacule a
quantidade gproximada de madeira usada na fabricacdo da caixa

E. DERIVADA DIRECIONAL & GRADIENTE

3.43. Cdcule aderivadadireciond dafungéo z = f (x,y) no ponto R, nadirecéo indicada:

(@) z= x>+5x°y; P, =(21) na direg @da retay = X
(b) z=ye¥; R, =(0,0) na direg & do vetor v = 4i + 3.
(©) z=x*- y% P, =(2,3 nadireg dtangentea curva 2x+5y? =15 em (0,4/3).

3.44. Ceicule% (PR,) nos seguintes casos:

(@) f(xy,2) =€ Vsnx+3e¥een3x+2; P, = (301 el=-4i +Zj+1ik.
2 27
(0 1 (x.y.2) =Xy +3yz’s B =1-11) elbi=4i - Sj + k.

(©) f(xy.2) =log(x* +y* +2°); P, = (L11) eu =i +3] +3k.
3.45. Cdcule o vdor méximo da derivada direciona da fungéo, no ponto indicado:
@w=(x"+y*+2°)"; P, =(12,3. (b)) w=€"cos(yz); R, =(10,p).

3.46. Sga z = f(x,y) uma funcéo diferencidvel em cada ponto do circulo x* +y? =1. Mostre
que aderivadadireciona de f no ponto (x,y) nadirecéo datangente a0 circulo € - yf, +xf, .

3.47. Encontre o plano tangente e areta normal & superficie dada, no ponto indicado:

(@) z=x*-y*; P, = (11,0 (b) X’ +2y*+32°=6; B = (L1])

(0 z= x/x* +y* ; P, = (3-4]15) (d)z=+/9- -y ; P, =(-1222)

3.48. Sejac acurvano espago descrita pelas equagdes x = sent, y = sent, z = cos2t.
(@) Determine areta tangente e o plano normal a curva ¢ no ponto correspondenteat = pz :

(b) Mostre que a curva ¢ esta contida na superficie deequagdo x* + y* +z =1

3.49. Determine em cada caso Nf e verifique diretamente que este vetor € normd s curvas ou
superficies de nive:
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(a) f(x,y)=x"+y? (b) f(x,y,2) =2x*+y*- xz

3.50. Sgja f (x,y, 2) = 3x +5y + 2z e denote por v 0 campo de vetores normais exteriores a esfera
de equagdo x> +y”® +z° = R?. Caculeaderivadadireciond D, f (x,y,2).

3.51. Cdcule a derivada direciona no ponto P, = (3,4,5 dafuncdo w = x* +y* +z*, nadirecéio
\ x*+y*-2"=0 .
datangente acurva ) . Nno ponto considerado.
2X°+2y - z° =25

2

3.52. Consdere a fungéo f (x,y) :XZXT);z se (x,y)! (0,0) e f(0,00=0. Mostre que a

funco f tem derivada direciona na origem em qualquer diregéo, mas néo é ai diferencidvel.

3.53. Admitindo as operagdes possivels e considerando | constante, prove as seguintes regras do
cdculo:

(@)N(af +g) =aNf +Ng, (b) N(fg) = INg+gNf () Ri(f /g) =[1/g?](gNf - Rg).

3.54. Sga [=x +y'j +Z 0 vetor posicéo do ponto P = (x,y,z) € denote por r sua norma
Dada uma funcdo red derivavel f (t), mostre que

Nf (r) = ft(f)lr?.

Como consequénciacalcule N(r Ng —e N( Iogr)

3.55. Sdam 0<a <1/2e f(x,y) = (xy)* . Mostreque f,(0,0) = f,(0,0) = 0 eque f néo possui
derivada em qualquer outra diregéo, na origem.

3.56. ncontre a reta tangente a curva dada no ponto indicado:

3x* +y*+z -4=0 3xy+2yz+6=0
b R =({-20
(a) oy 741220 =(12,-3) (b) K- 2xz+y?z-1=0' 0 (1-20)

3.57. Cacule aderivadano ponto P, = (1,2,3) dafungd w = 2x* - y* +7°, madire;éo dareta
que passapelospontos A= (1,21) e B=(350).

3.58. Considere as funges diferenciaveis f (x,y) e g(x,y) taisque f, = gy e f,=- g, edenote
por N, f a derivada direciona de f na direcgo do vetor cosa i +sena |. Prove que
N, f— a¢geNa+bf—cosbe+senbN f.

a+y

3.59. Considere a curva de equagies paramétricasx =t, y =t? e z=1t%,- ¥ <t <¥.

a) Encontre aretatangente e o plano normal no ponto (2,4,8) ; Q! /
@ 9 o ponto (2,4,8) @ L=
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(b) Encontre a reta tangente que passa pelo ponto P, = (0,- 1,2);

(c) Existe reta tangente passando no ponto Q, = (0,- 1,3) ?

3.60. Sgja f:A® A deivavd com f¢t)t 0,"t. Se g(xy)—f(x +y?), mostre que a
derivadadireciond D, g(x,y) sraméximaquando v =xi +y .

3.61Se f:A® A éumafuncéo derivavel, mostre que os planostangentes a superficie de equacéo
z = yf (y/x) passam todos pela origem.

3.62. Encontre o plano tangente a superficie z =2x* +y? - 3xy que é pardeo ao plano de
equacdo 10x- 7y- 2z+5=0.

F. APLICACOES

3.63. A temperatura T no ponto (x,y) de uma placa metdica circular com centro na origem € dada
por T(x,y) = 400/ (2+ x* + y*) °C Qual adirecéo que se deve tomar a partir do ponto A(1,1)
de modo que T aumente 0 mais rgpido possivel e com que velocidade T aumenta ao se passar pelo

2
ponto A? [resp. g{ £] 15072 °C/cni

3.64. Um ponto P se move a0 longo de uma curva ¢ em um campo escdar diferenciave
w = f(x,y,z) a uma velocidade % Se T é o vetor tangente & curva c, prove que a taxa

instatanea de variagéo de w em relagdo ao tempo, no ponto P, & (+Nw)$

3.65. A superficie de um lago é representada por uma regido D do plano Xy, de modo que a
profundidade (em metros) sob o ponto (x,y) € f (x,y) = 300- x2 - y2.

(@ Em que direcdo um bote em P(4,9) deve navegar para que a profundidade da &gua  decresca
mais rgpidamente?
(b) Em que direcéo a profundidade permanece a mesma?

3.66. A andise da temperatura T de cada componente € fundamentd para o plangamento de um
chip de computador. Suponhamos que, para que um chip opere adequadamente, atemperatura de
cada componente ndo deva exceder 78° F. Se um componente tende a aquecer , os engenheiros
costumam colocé lo em uma parte fria do chip. O plangamento de chip € auxiliado por smulacéo
em computador, em que se andisam os gradientes da temperatura. Uma smulacdo para um novo
chip resultou namaha de temperaturas (em ° F) exibida natabela ao lado
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n 1 y (mm)
(@) Useasrelagtes f, (a,b) » %[f(a+ h,b)- f(a- hb)]
e f,(a,b) »2—1h[f(a,b+ h) - f (a,b- h)] ecdculeovaor 6 62 62 % & 6
aproximadode NT(3,3); 62 |67 | 69|65 |64
5

(b) Egtime a direcéo da transferéncia méxima de calor no

) 4
ponto (3,3); 65| 66 72| 74 |76
3| 61 67] 73 80| 75
(c) Edime ataxaindtanténea de variagdo de T em (3,3), 2
nadirecBdo v = -i +2] 80 71178l 72
1] 60| 60| 63 65| 69
1 2 3 4

3.67. A supeficie z = ﬁ(ﬁ - 2y2) representa um terreno irregular e um grupo de turistas esta
Stuado na origem. Um turista grego parte para Meca, indo diretmente para o leste, a0 longo da
direcdo positiva do exo x. Se de viga a uma velocidade congtante de 3 knvh, qual sua velocidade
de descida, a0 fim de uma hora?

3.68. A temperatura num ponto (x,y) de uma placa retangular € T(x,y) = xsen2y. O ponto P se
move, no sentido hor&io, ao longo do circulo unitario centrado na origem, a uma velocidade
constante de duas unidades de comprimento de arco por seg. Qua a velocidade de variacdo da

temmperaturano ponto P = (3, 4%2)?
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4, MAXIMOS e MINIMOS

4.1. Encontre e classifique os pontos criticos de cada funcéo dada abaixo:

(a) z=xy (b) z=1- x*- 2y? (c) z=xy* + X’y - xy
(d)z=x*- xy+y* (e) z=x*+2xy+3y* +4x+6y (f) z=log(xy)- 2x- 3y
(@) z=5X+3y°- X-4y-3 (h)yz=x"+y®+32x- 9y (i) z=3x"- 2 +4xy +y°

4.2. Encontre o méximo e o minimo (absolutos) em D de cada funcéo dada abaixo:

(a) z=xy;D:2x*+y* £1 (b) z=x+y; D:[- L1K- 1]
©z=(X"+y’) ' ; D (x- 2)*+y* £1 (d) z=xe*cosy; D:[- LYX[-p ,p]

4.3. Mostre que no dominio D ={(x,y)T A%;x>0ey> o} a funcdo do ex 4.1 (f) ndo tem
minimo. Qua o maior vaor que z assume em D? Dé exemplo de uma funcdo continua em D que
N&o POSsUi MAximo nem minimo.

4.4. Encontre ospontosdacurva x = cost , y = sent e z = sen(t/2) mass distantes da origem.

4.5. Quais das seguintes fungdes tem méximo ou minimo em todo plano A 2?

(@) z=exp(x*- y*)  (b) z=exp(-x* - y*) (c) z=(x+2y)exp(x®- y*)
(d)z=e +e’- & (8 z=x2- 2x(seny +cosy) (&) z=(x* +y?)(X+|y)*, 20,0) =0

4.6. Encontre o(s) ponto(s) da superficie de equacdo z = xy + 2 mais proximo(s) daorigem.

4.7. Encontre a menor distancia da origem a curva y* = (x- 1)°. Porque o méodo dos
multiplicadores de Lagrange néo funciona neste caso?

4.8. Pdo méodo dos multiplicadores de Lagrange, resolva os seguintes problemas de extremos
vinculados

(@) z=3x+4y; X +y* =1 (b)z=cos’x+cos?y;x - y =2,0EXED
(c)z=x+y;x'+yt=1 (d) z=xy+yz+xz; X +y*+2° =1

() z=x+y+z; X +y*+7° =1 (f)z=xyz;xy+yz+xz=2,x30,y%0,z30
(@)z=x*+y% X' +y* =1 (hyz=(x+y+2)?; x2+2y* +3Z2 =1

4.9. Cdculeadistanciaminimado ponto P, = (1,0) aparébolay® = 4x.

4.10. Ache amenor eamaior distancia da origem a curva de equagio 5x* + 5y + 6xy = 1.
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411. Sga c a curva intersecdo do eipsdide x* +4y? +4z° =1 com o plano x- 4y- z=0.
Encontre 0 ponto da curva ¢ mais préximo da origem.

4.12. Encontre 3 nimeros positivos cuja soma sga 5 e seu produto sgja o maior possivel.
4.13. Prove que: s2 X,y ez S80 nUmeros reals ndo negativos, entéo W £3(x+y+2).
4.14. Encontre o ponto do paraboldide z = x* + y* mais proximo do ponto (3,-6,4).
4.15. Encontre o ponto dadlipse x? +4y® =16 maisproximodaretax- y- 10=0.

4.16. Cdcule o maior vaor assumido pela fungdo f (x,y) = sen xsenysen(x +y) na regido
compactaR: OEXEp ;0EyEp ;0EX+Y£ED.

4.17. Encontre os extremos da funcéo z = 8x® - 3xy + y* no quadrado Q: [0,1]x[0,1].
4.18. Cdcule omaior valor daexpressdo x(y +z), quando x® +y? =lexz=1.

4.19. Determine o minimo da fungdo f (x,y,zt) =z +2x* +y’ + 2t %, sljeita as condigdes
X+y+z-t=12x+y- z+2t=2ex- y+z-t=4.

4.20. Determine e identifique os pontos criticos da fungio f (x,y,z) = 2x2 +y? + 7%, sUjeita a
condicdo x*yz =1.

421. Cdculeadiganciadapardbolay =x* +1aretay=x- 2.

4.22. Cdcule adistincia da superficie z = x* + y* +10 a plano 3x + 2y - 6z- 6=0.

PROBLEMAS DE MAXIMOS e MiNIMOS

4.23. A temperatura T no disco x* +y? £1 édadapor T(x,y) = 2x*> +y* - y. Em que ponto do
disco atemperatura é mais ata e em que ponto ela é mais baixa?

4.24. A temperatura T no ponto P da efera x* +y? +z? =4 édadapor T(P) =100xy*z.Em
que ponto da esfera a temperatura € maxima? Em que ponto ela € minima?

4.25. Uma caixa retangular sem tampa deve ter 32 m de volume. Determine suas dimensdes de
modo que sua &eatota sgaminima

4.26. Determine o volume da maior caixa retangular com lados paralelos aos planos coordenados

X2 y2 ZZ
que pode ser colocada dentro do elipséidea—2+ b_2+ P 1.
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4.27. Encontre a reta que melhor se gjusta aos dados (1,3), (2,7) e (3,8). Utilize o Método dos
Minimos Quadrados: sga f (x) =ax+ b areta procurada e determine a e b que minimizam a

g
funggo E(a,b ) = A [f (x)- ] - Estaretaé denominada“Regressio Linear”.
i=1

4.28. De todos os paradepipedos retdngul os com mesmo volume, mostre que o de menor &rea € 0
cubo.

4.29. Dentre os tridngulos com perimetro p, mosire que o equilétero é o que possui &rea maxima.
[sug. adreaé A =./s(s- a)(s- b)(s- c),onde p=2s=a+b+c]

4.30. Um paradepipedo reténgulo possui 3 de suas faces nos planos coordenados. Seu vértice
oposto a origem esta no plano 4x + 3y + z = 36 € no primeiro octante. Ache esse vertice de modo
que o paraeepipedo tenha volume maximo.

4.31. Umajandatem a forma de um retangulo superposto por um

tridngulo isbee es, conforme mostra a figura ao lado. Se o perimetro

dajandlaé 12 m, cdcule x,y eq demodo que ajandlatenhaarea

méxima [ t
y

|

-

4.32. Umaindistria plangjafabricar caixas retangulares de 8 nt de volume. Determine as dimensies
gue minimizem o custo, se 0 materid para a tampa e o fundo custa o dobro do materia para os
lados.

4.33. Cdcule o volume da maior caixa retangular que tem trés de seus veértices no primeiro octante
sobre oseixos x, y €z eum quarto vertice no plano de equagéo 2x + 3y + 4z = 12.

4.34. Uma tenda € projetada na forma de um cilindro circular reto
com teto de forma conica, como mostra a figura ao lado. Se o
cilindro tem raio 5m e &eatotal da superficie que envolve atenda é
100n?, cacule a dtura H do cilindro e a dtura h do cone de modo
que a tenda tenha maior espago interno.

4.36. Trés componentes elétricos de um computador estdo localizados em A(0,0), B(4,0) e C(0,4).
Determine a posicéo de um quarto componente de modo que a demora do sind sga minima.
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4.37. A tabela a seguir relaciona as médias semestrais e as notas do exame find de dez aunos de
Cdculoll, periodo 96.1.

MédiaSemestrl 40 55 62 68 72 76 80 86 90 94
Exame Fina 30 45 65 72 60 82 76 92 88 98

Ajuste uma reta a esses dados para estimar anota do exame fina de um auno cuja média semestral
sga7,0.

4.38. A figura ao lado exibe a posicéo relativa de trés cidades A,
B e C. Urbanistas pretendem agplicar 0 méodo dos minimos
quadrados (veja ex. 4.28) para decidir onde congtruir uma nova

Q C(5,6)

escola que atenda as trés comunidades. A escola sera construida P(XY)

em um ponto P(x,y) tal que a soma dos quadrados das distancias a8
) . L . o A(23)

das cidades A, B e C a escola sga minima. Determine a posi¢éo B(72)

relativa do loca daconstrucéo.

4.39. Trésgenes A, B e O determinam os quatro tipos sangliineos humanos. A( AA ou AO), B( BB
ou BO), O( O0) e AB. Ale de Hardy-Weinberg afirma que a propor¢do de individuos de uma
populacdo que sdo portadores de dois genes diferentes € dada pela formula P=2pg+2pr+2rq ,
ondep, g er sdo as proporcoes de genes A, B e O, respectivamente, na populacdo. Prove que P
ndo deve exceder <. Note que p, g e r s2o ndo negativos ep+q+r=1.

4.40. A ressténcia de uma viga retangular varia como o produto de sua largura pelo quadrado de
sua profundidade. Ache as dimensdes da viga de maior resisténcia que podeser cortada de um toro
cilindrico cujas segles transversas sao dipticas, com eixas maior e menor medindo 24 cm e 16 cm,

respectivamente.
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5. FUNCOESIMPLICITAS e TRANSFORMACOES

(5.1. Em cada caso abaixo verifique avalidade do Teorema da Fungéo Implicita e calcule y¢e y¢:

() y+xy+x*-3=0; B, = (2,1 (b) log(xy) + xy* - 1= 0; P, = (11)
(c) xlogx+ye’ = 0, P, = (1,1) (d) log(xy) - 2xy +2=0; R, = (1)

5.2. Use 0 Teoremada Fungdo Implicitae cdculej—; no ponto especificado:

(8) y*+x°- cos(xy) =0; B, = (1,0) (b) X* +y® +log(x’ +y*) - 1=0; P, = (1,0)
. Yz Tz e ~
5.3. Determine— e‘ﬂ_y’ onde z = f (x,y) € definida pela equagdo:

X

(a) x*+y*+z°=1  (b) xy(l+x+y)- 2 =0 (c) xz° - 3yz+cosz=0

_ u+v+sen(xy) =0 .
5.4. Resolvao ssema paraobter ue v como fungbesde x ey.
J+2v+x*+y* =0

. . P IV T
5.5. Usando alel PV=KT paraum gésided, proveardacdo — ———=- 1.
par g p a0 v T 1P
5.6. Considere aequacdoF(x,y,2) =0, sendo F umafuncdo diferenciave detrésvariaveis. Se num
ix Ty 11z
ponto R, tem-se F(R,) =0, F,(R,)* 0, F,(R,)* OeF,(R)* 0, mostre que ‘H_yﬁﬁ =-
5.7. Cdcule o Jacobiano das seguintes transformagdes:
u=2x-y u=23x+2y u=¢g-y X =rCcoy
(@] _ b)|  _ .  _ )l .
VvV =X+4y V=X-Y V=X+5y y =rsenq
u=2x+y U =Xcosy- z X =T cox X=T senj cosq
(@|v=2y-z (f)|v=xsny+2z (g)|y=rseng (h)| y=r senj sengq
w = 3X w= X2 +y? z=2 Z=r Cosj

5.8. Admitindo a continuidade das derivadas envolvidas, prove que:

100,Y) 1(uY)
V) Tx)

Ty Tuv) _1(xy)
Tuv)T(zw) 1(xYy)

(a) (b)
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X* - ycos(w)+z° =0
5.9. Sabendo que | X* +y* - sen(wv) +2z° =2 cdcule as derivadas % eﬂ no ponto de
Xy- senucosv+z=0 v
coordenadasx =1,y =1,z=0,u=%,ev=0.

u¥- 2u-v-3=0

5.10. Admitindo que o Sstema
q X*+y* - u-4=0.

derivadas v e ﬂ no ponto ondex=1 e y=2.

™x Ty

define u e v como fungbesde x ey, cacule as

X2 - xt- yt?- y+2s+2=0
y?- 2yt +xt°- ys+s°- 6=0
™x X Ty Ty

t, calcule as derivadas — ,—,— e—, no ponto ondex=2 e y=0.
s it fs 1t

5.11. Admitindo que o Sstema define x e y como fungbesde se

5.12. Considere a transformagZo T (u,v) = (x(u,v),y(u,v)) com Jacobiano J t 0. Mostre as
seguintes regras de derivagio: U, = Ty, U, =- TX,, V, = - TV, Vy = TX,-

5.13. Considere a transformagéo T(u,v,w) :(x(u,v,w),y(u,v,w),z(u,v,w)) com Jacobiano
19(y,2 19(x2)
1 0. Most == e —

J1 0.Mostreque u, J‘ﬂ(v,w)’uy 3T W)

sete derivadas de primeira ordem restantes.

. Obtenha expressdes and ogas para as outras

X =X+ct
5.14. Mostre que a mudanca de coordenadas h=x- ct transforma a equacdo de ondas
u, - C_lzutt = 0 naequagio smplificadau,, = 0.

5.15. Mogtre que a transformacdo T(X,y) = (ax + by,cx +dy) transforma o quadrado de vértices
(0,0), (1.0), (1.1), e (01) num pardelogramo no plano uv, cujadreaé |J(T)).

2 2

5.16. Verifique que atrandformagio T:A2 ® A2 T(x,y) = % ,%% aplicaaelipse% + § =1na
circunferéncia unitéria de centro na origem. Encontre uma transformacéo T:A%® A3 que aplicao

2 2

elips()ide% + % +§ =1 naesfera unitéria de centro na origem.

5.17. Qua aimagem da dircunferéncia x* + y* = a* peatransformagdo T:A2 ® A? definida por
T(x,y) = (4x,y)?

5.18. Determine asimagens das retas X = ¢ pelatransfomacdo T(x,y) = (€" cosy,e* seny).
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5.19. Esboce no plano xy aregido delimitada pelas pardbolas x* =y, x> =2y, y*> =x e y? = 2x.
Determine aimagem desta regido pela mudanca de coordenadas x* = uy, y* = vx.

5.20. Determine aimagem daregiéo |x| +|y| £ 1 peatransformagdo T(X,y) = (X+VY,X- Y).

5.21. Seja f (t) umafuncdo red de umavariavel com derivada continua e positiva. Mostre que a
transformaggo T (u,v) = (f (u),- v+uf (u)) € invertive e sua inversa é a transformagéo

GO6y) = (160 y+xF ()-
5.22. Em cada caso abaixo € dada uma mudanga de coordenadas (u,v) = T(x,y). Descreva as

curvas u = c eV = ¢ nosdois Sstemeas (plano-xy e plano-uv) paraosvaloresc=-2,-1,0,1,2,
determine a transformacéo inversa:

() T(x.y) = (3x5y) (b) TY) = (X~ ¥.2X+3Y) () T(x.y) = (*.x+Y)
(@ TY) = (x+12-y)) () T(xy) = (€,¢) () ToY) = (€67

5.23. Em cada caso abaixo encontre aimagem da curva c pelatransformacdo T(x,y):

(@) c é o retangulo de vértices (0,0), (0,1), (2,1), e (2,0) T(x,y) =3x+5y)

(b) céocirculo X’ +y* =1 T(x,y) = 3x +5y)

(c) c éo tridngulo devertices(0,0), (36), e (9,4) T(xYy)=(GY.5X)

(d) céareta3d3x- 2y=4 T(xy)=(Gy,.ix)
(e)céaretax+2y=1 T(X,Y) = (X- y,2x +3y)
(f) c éo quadrado de vé rtices(0,0), (1- 1), (2,0) e (12 T(x,y) = (5 +4y,2x - 3y)
(g) céocirculo x*+y* =1 T(x,y) = (5X+4y,2x - 3y)

. ~ , a X y
5.24. SgjaT aTransformacéo de Kelvin (u,v) = (X2 v y2) , (x,y) 1 (0,0)-
(a) Mostre que as curvas u=ctee v=cte no plano-xy s2o circulosortogonais,

(b) Mostre que T é areflexdo no circulo x* +y? =1 eencontre T™*.

COORDENADASC CILINDRICASE COODENADASESFERICAS

As quantidedes r,q,z definidas no exercicio 5.7 (g) sdo denominadas “coordenadas
clindricas’, enquanto r ,q,j definidasem 5.7 (h) sdo as*coordenadas esféricas’. Temos

COORDENADAS CILINDRICAS COORDENADAS ESFERICAS
: X =T Cosq : X =T senj cosq
ly=rsenq I'y=r senj senq
{ z=12 { Z=r CoS

Geometricamente, temos a seguinte configuraco:
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CILINDRICAS ESFERICAS \ Z
P(xy.2
K.Y,2)
|
4
a a r ’
4
x ¥
X
5.25. Complete a seguinte tabela de coordenadas:
catesanas cilindricas esféricas
(22,-1)
(12,p/6,30/4)
(11- 2V2)

(Lp/4.1)

5.26. ldentifique a superfice cuja equacdo em coordenadas cilindricas &
(@r=4 ()g=p/4 (0z=2r (d)32+2=9 (gr2+2 =16 (f)rsecq=4

5.27. ldentifique a superficie cuja equacdo em coordenadas esféricas &

(@) r =6cosq senj  (b) r =5coseqg (c)g =p/6 (d) rsenj =4
@] :% (f)r2-3r =0 (g)rsnj cosg=1 (h)r =2cos
(Ntgg =4 (Hr =a () r?+3r+2=0 (m) r =coseqg cotgj

5.28. As superficies dadas abaixo estdo representadas por suas equagles cartesianas. Passe as
equacdes para as coordenadas cilindricas e esféricas:

(a)Esfera: x> +y* +z° =4 (b) Paraboldide: 4z = x* +y?
(c) Cone: x*- 42 +y* =0 (d) Hiperboldide: x* - 4y*- Z =1
(e) Plano: 3x+y- 4z=12 (f) Cilindro: X’ +y* =4
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6. INTEGRACAO MULTIPLA

6.1. INTEGRAL DUPLA

A.INTEGRAISITERADAS

6.1. Cada figura abaixo representa uma regido D do plano xy, sobre a qua se desga cacular a
integrd dupla ()] (x,y)dA. Por observacéo da figura escreva a integral dupla como uma integral
D

iterada de modo a obter o cAculo mais Smples:

@ (b) ©

y y y/ <
| o N
o | >
> > >
X X
(d © ®
y y y

© ®) (0)

6.2. Calcule as seguintesintegrais iteradas. Em cada caso esboce aregido de integragéo e invertaa
ordem. Compare o grau de dificuldade no caculo daintegra nas duas ordens possive's.

(@) @02y - &C)dyax () GOy~ Yidydx () QQ(x- 3logy)dly
(d) QOIx- 2 sen yelxdy (e) (§6ysenxdxdy (f) @ Qcosx?
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(0) O O (xoosy - yoosdyax () O xyelyaix (i) A0 e”*ayelx

(1) @éldydx ) édﬁ ydyadx (m) @@syxw ydxdy
(n) 5§3xydydx (0) Q@ x sen ydydx (p) (j Qexz dydx
@ dj;_TTy;ydxdy (r) GO dycx (3) QQ senxdxcly
® 62@:1 dycx (u) (f /zdﬁ xydxdy (V) (?_é;;)y/zxydydx

6.3. Em cada caso abaixo esboce aregifo D e cdcule aintegral dupla QDF (x, y)dxdy. Escolhaa
D
ordem de integracdo de modo asmplificar o cdculo daintegrd iterada:

(@Q)D0OEXEle2xEyE2 f =€ (b)D:x3 OelEX*+y* £2;f = x°
(©)D:- 1EXE2e-V4- X £yE4- x2f =1 (d)D:O£yEBe3/y£XE2T =xy

6.4. Nos casos a sequir, esboce a regido D descrita e calcule a integral dupla (X (x,y)dA. Se
D

necessario utilize uma mudanca de coordenadas:

(a) D éaregido triangular de vértices (2,9),(2,1) e(- 2,1); f =xy°

(b) D éaregido retangular de vértices (- 1,- 1),(2,- 1),(2,4) e (- 14); f=2x+y

(c) D éaregido ddimitedapor 8y = x*, y- x =4 e4x+y=09; f=x

(d) D éaregido do 12 quadrante ddimitadapor x* +y* =1; f = m
(e) D éaregido triangular de vértices (0,0), (1,- 1) e(- 1,4); f= m

(f) D éaregido ddimitadapor y* =x,x=0ey =1; f =exp(X'y)
(g) D éaregido ddimitadapor y =$x* ey = x; f = xOE + y?)t
(h) D éaregido do delimitadapor y =x, y = 0,x =8 exy = 16; f=

(i) D éaregido ddimitedapor y = e, y =logx, x+y=1,ex+y=1+e; f =1

() D éaregido ddimitadapory =x*, y=0ey=-x+2; f=

6.5. Usando coordenadas polares, calcule as seguintesintegrais:

2 N2y-¥? 2 2y-1
d X+ ()4
(a) Qd_mxdxdy (d) Q0 +y?)dly
b) O d exp(- X2 - y)dydx (e) /¥ +y?dA, D: O£ x £3e0 £y £x.
I, S
(c) @IXZJfY)dA (f)CfIX+y)dA,Déointeriordex2+y2:2y
x2+y?£1 D

6.6. Usndo a mudanga de vaiaves u=x+y,ev=x-y, cdcule a integrd dupla
QX +y)* sen’ (x- y)dA.

[+ £p
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6.7. A fronteiradaregido D € o quadrado de vértices (0,1), (1,2), (2,1) e (1,0). Usando a mudanca
de vaidveis do execicio 6.6, cdcule a integrd dupla sobre D da funcéo

f(x,y) = (x- y)*cos’(x+y),
Lo , . o X- yO .
6.8. Usando a mudanca de vaiaves do exercicio 6.6 cacule (Dsm%XTy—:dA, onde D é a
b [}
regido compacta delimitada pel o trapézio de vértices (1,1), (2,2), (4,0) e (2,0).

6.9. Usando a mudanca de varidveis u=vx ey =v cdcule @(x +2y2)dA, onde D é aregido
D

delimitadapelascurvas xy =1, xy =2, y=|x e y = 2x.
6.10. Usando a mudanca de variaveis x =v+uey=v- u?, cacule (}4x- 4y +1) °dA, onde
D
D éaregido delimitadapelas curves x = ,[-y, x =y ex = 1.
6.11. Usando a mudanca de varidveis u=1y ev = x- 2y cdaule @/x- 2y ++y?)dA, onde
D
D éaregido ddimitada pelo tridngulo de vértices (0,0), (4,0) e (4,2).

6.12. Cdculeaintegra de f (x,y) = x* naregido delimitada pela cardidide r =1- cosq .

B. AREASeVOLUMES

6.13. Por integracéo dupla calcule a &eade um circulo deraio R e a &rea da dipse de semi-eixos a
eb.

6.14. Em cada caso abaixo, calcule por integracdo dupla a &rea da regido plana D delimitada pelas
curvasindicadas:

@ x=1x=2,y=-x"ey=1/x* (b) x=1,x=4,y=-xey=+x
© y=x* ey =1/(1+x?) dy>=-x,x-y=4,y=-ley=2
(e)y=0,X+y:Baey2:4ax,a>O (f) y:ex,yzsenx,)(:p ex=-p

6.15. Por integracdo dupla, cacule a &ea da regido D compreendida entre a cardidide
r =a(l+senq) eocirculor =a.

6.16. Calcule a &eadaregido delimitada pelas pardbolas x* =y, x> = 2y, y* =x e y* = 2x.

6.17. Cdcule a &ea da regido deimitada pelas retas y=xey=0 e peos circulos
X* +y® =2x ex® +y® =4x.

6.18. Cacule adeadaregizo deimitada pelas pardbolas y? =10x + 25e y? = - 6x +9.
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6.19. A expressio (‘i &8?1(1:1 representa 0 valor da area de uma certa regido. Esboce

graficamente aregido e cacule o vaor dadrea

6.20. Usando integral dupla, calcule a &readaregido D indicadana figura

y
y
/—‘\/ i 1 | 33
2
,// \lul w=-lo- 7
X D
D -1
X
(1-4) /
(6-3)
y y
X=4-y?

/;\\nyz (-42)\

(0!_ 2)

(5-9

6.21. Caculeaéareadaregido do primeiro quadrante delimitadapelasretas y =x,y=0ex =8, e
pelacurvaxy =16.

6.22. Usando coordenadas polares, calcule aintegral dupla (D\/x? + y?dA, onde D é aregi&o do
D

plano xy delimitadapelascurvas y = +/2x- x*> ey = x.

6.23. Por integral dupla, calcule a &reade um lago da curvade equagio r > = 9cos 2q .

6.24. Exprese a &ea da regido D indicada como uma integra dupla iterada em coordenadas
polares.

/ =5

(N
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D r =4cosecq

A (5arctg3)
r=3- seng r =1+2cosa

6.25. Cdcule o volume do solido ddimitado pdosplanos x =0,y =0,z=0ex+y+z=1.

6.26. A base de um Sdlido é a regido do plano xy delimitada pelo disco x? +y? £ a. A parte
superior é asuperficie do paraboldide az = x* + y*. Cacule seu volume.

6.27. Cdcule o volume do sdlido limitado inferiormente pelo plano xy, nas laterais ddimitado pelas
superficiesy = 4- x* e y = 3x ecujaparte superior jaz no plano z = x + 4.

6.28. Ao cdcular o volume de um sdlido S abaixo de um parabol ide e acima de uma certa regido
D do plano xy, obteve-se a seguinte expresséo

vol(S) = Q0 (x? +y?)dxdy+ GG (x +y?)lxaly.

Indique a regido D, exprima vol(S) por uma integra iterada com a ordem invertida e em seguida
cdculeaintegrd.

6.29. Cdcule o volume daregido comum aoscilindros x* +y* =a”® ex® +z* =a’.

6.30. Um sdlido S do primeiro octante tem seu volume dado pela expresséo

vol(S) = O - x- y)dydx,

Esboce graficamente o sdlido e calcule o vaor do seu volume. |dem para

vol(S) = (jjdli (1- X)dydx.

6.31. Cdcule o volume do Silido limitado pelo dlindo x® +z?=1, e pelos planos
y=0,z=0,ey=x.

6.32. Cdcule o volume do sdlido limitado pelo plano z = 0, pelo cilindro x* + y? = 2x e pelo cone
X2 + y2 - 22.

6.33. Cdcule o volume do sdlido interior a esfera de centro na origem e raio 5, e exterior a0
dlindro x* +y? = 9.
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6.34. Cdcule o volume do sdlido interior a0 cubo O£x£1,0£ yE1, 0£z£1, e exterior a0
paraboldide x* +y? = z.

6.35. Cdcule o volume do dlido limitado pelos planos y=1ez=0, peo paraboldide
x? +y? =z epelociindroy = x?.

6.36. Veifigue que o paaboldide x*+y>=z, dvide o dlindo de equacio
x? +y2=4,0£ z£ 4, emdoisdlidosde volumesiguas.

6.37. Cdcule o volume do “pedago” do dipsdide 4x* +4y? +7z? =16 cortado pelo cilindro
x2+y? =1

6.38. Cacule o volume da maior regido interior a esfera x* +y* +z° =16 e ao cilindro circular
x> +y? = 4y,

6.39. Um sdlido € limitado pela superficie x> +y? =z epelosplanosz= 0, x =1 e x = 3. Cdcule
sau volume.
C. MASSA, MOMENTOS e CENTRO DE MASSA

6.40. Cdcule a massa de um disco de raio a, se a densidade € proporciona ao quadrado da
disténcia a um ponto da circunferéncia

6.41. Umalaminatem aformade um tridngulo reténgulo isdscel es com lados iguai's de comprimento
a A densdade de massa por area em cada ponto da lamina € diretamente proporciond ao
quadrado distancia do ponto ao vertice oposto a hipotenusa. Determine o centro de massa

6.42. Umalaminaem aformadaregid D do plano xy delimiteda pela pardbola x = y? e pelareta
x = 4. A densdade de massa por area no ponto P € proporciona a disténcia do ponto ao eixo-y.

Determine o centro de massa da lamina.

6.43. Determine a massa, as coordenadas do centro de massa e os momentos de inércia |, | yel,
para aléminaque tem aformadaregido D indicada e cuja densidade de massapor &eaéd (x,y):

@ y=vxx=9y=0d=x (b) y=¥x,x=8y=0d=y" (c)y=xy=4d=ky

6.44. Umalamina homogénea tem o formato de um quadrado de lado a. Determine 0 momento de
inérciaem relacdo aum lado, em relacdo aumadiagona e em relacdo ao centro de massa.

D.INTEGRAISDUPLASIMPROPRIAS



EXERCICIOSDE CALCULO 2— PROF. M. P. MATOS 4z

Nas integrais que gparecem no exercicio (6.44) ou a regido de integracdo D néo € limitada

ou, sendo D compacta, afuncéo que se desgaintegrar possui uma singularidade essencia em algum
ponto da fronteirade D. Em qualquer um destes casos a integra sera denominada “ impropria” .

6.45. Cdcular as seguintesintegraisimproprias.

. dxdy axdy (©) (x%e < ¥ dxdy; D:x?® 0,y2 0
@ ® = 0 @—;DO0<xy£l € xay, Dix= Uy
x2+y £1‘VX +y2 D °
NN dxdy X3 sen ® Q" dxdy: D: 0£ xEy®, 0Ey£1
(d) xzfy;Dﬂ '1 X (e) é Q (1+X + yy)2 dy D

@0 Qe~ ydxdy M @n+yPdxdy () C‘Q‘)ﬂ;D:OE xyEL,

x+y£1 D |X- y|

1 ¥ 2
6.46. Usando o resultado do exercicio 6.45 (@), mostre que —— e'X/dezl.
) q @Q
~. ¥ ¥ 2o ¥ ¥ ¥ 2
[sugestéo: useofatoque () § e axdy =( Qe ax( G e o) =(Ge ] ]
6.47. Mogre que a fungdo f(x,y) =1/(x- y) néo € integrdvel no dominio D: O£y<x£1,

embora sgja continua neste dominio. Isto contradiz ago resultado do Caculo que vocé conhece?

E. AREA DE UMA SUPERFICIE

A integral dupla pode ser utilizada para calcular a &reade uma superficie S que representa o
grafico de umafuncéo diferenciavel z = f (x,y), (x,y)| D.A areade S é dada por

AS)= @ /1+ £+ 1, dA.

D

6.48. Calcule a &rea da superficie de equacdo z = f (x,y), descrita por:

@ z=3+x- 2y, 0£XELOLYEX () 2=,/4- x2- y2; 1EX2 +Y2 £ 2
©z=xy, x> +y*£1,x30,y30 d)z=3-x*-y*;x?+y?*£1,x3 0,y3 0

6.49. Cacule a &ea da porgio da superficie de equagio z =y +2x? que se encontra acima do
quadrado do plano xy de vértices (0,0), (1,0), (1.1) e (01).

6.50. Corta-se uma parte do plano x+y+z=1 pdo dlindro x* +y? = 2. Determine a &ea da
parte cortada.

6.51. Caculeadreadaporgdo do cilindro x? +z® = 9 interior ao cilindrox? + y? = 9.
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6.52. Umatenda em formade cipuladeve ter o ch&o circular com raio de 5 metros e teto naforma
do paraboldide z =7 - % (x? + y?). Cdcule a quantidade de material necessria para construir a
tenda.

653. Sdaz=G(r,q),(r,q)1 D, aequacdo de uma supeficie S em coordenadas cilindricas.
Mostre que a&eade S é dada por

A(S) = @1+G,2 +2G,? rdrdq .

6.54. Mostre que, em coordenadas cilindricas, a equacé z=G(r),a£r £b, 0£q £2p,
representa uma superfice de revolucéo cuja érea é dada por

A(S) =2p Q1+ G e

6.2 INTEGRAL TRIPLA

O clculo de integrais triplas se reduz ao caculo de umaintegra dupla seguida de umaintegra
smples e, dependendo da regido de integragdo, aintegral pode ser calclada de forma iterada como

trésintegrais Smples. Vg a as seguintes Stuagdes, quando se desgacacular Q¥ (X,y,2)dV:
w

@ w={(x.y.2T A%(xy)1 Dej (xy)EzEy (xY)}-

Neste caso D € a projegdo no plano Xy daregido de integracdo W e

PSS A (x.y) U
QX (x,y,2v = @EO, "'t (x, y,z)dzng‘
W D

® w={(x,y,2T A% aEx£bj () EYEY (X ea(xy) £z£b(xy).

Neste caso aintegrd tripla é caculada como umaintegrd iterada

i .y, 20w = 8] 87881 (uy el ‘
W

T(x)€a(xy)

Naturalmente, uma mudancga na descricéo daregido W acarreta inversdes na ordem de integragéo.

6.55. Express aintegrd (1) (X,y,2)dV como umaintegrd iterada e em seguida cacule o seu
W
vaor para f =xyz e W dado por:

(@QW-1£X£2,0£ y£L1EZE2 ) W- JYEXEy,0£EyE4 0L z£E4- .
() Wx+ZEYEX- ZOEXEZ1E£2£2 (d) WOEZEX+Y1EYEX,- 1EXE2
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6.56. Escrevacadaumadasintegrais abaixo naordem dzdydx:

4w AL x D2
(@ QGQe vtz () QA G- senCedzdly (o) 3" x(y+ 2)clydze
6.57. Em cadacaso aintegral iterada representa o volume de umaregido S. Decreva S

(a) O Guixcyciz (b) QO Qiyaxdz (©) OGO dadyax
(d) é(jx @dZdde (e) g‘z)dj; ledz_x—; dydxdz (f) (?4 (52 Qj@ dxdydz

o

A.VOLUMES

Nos exercicios (6.57) a (6.64), esboce graficamente o solido indicado e cacule seu volume
por integracéo tripla

6.58. Sdlido deimitado pelo cilindro y = x* epelosplanos y+z=4 ez=0.

6.59. Sdlido delimitado pelosplanos x =0, y= 0, x = z epelodilindroz = 1- y?.

6.60. Solido deimitado pelos cilindros z = x?*, z=4- x* epelosplanos y =0, y+z = 6.
6.61. Sdlido intersecdo dos paraboldidesz £1- x* - y* e z3 x> +y* - L

6.62. Solido delimitado pelosplanos z = 0, z= 5+ x+y epedosdilindros y* = x e y* =1- x.
6.63. Sdlido intersecéo daesfera x® + y? + z° £ 6 com o paraboldide z3 x* + y?.

6.64. Solido delimitado pelo plano xy e pelas superficies x? +y*> =2x ez = J)(ZTyZ

6.65. Em cada caso abaixo cacule o volume do sdlido descrito pelas desigua dades:.

(a) OEXE£Z£1-y° (b) x> +y? £z £ 2x

() x*+y*£z£1-X* (d) x*+4y*£d4ex+yEzEx+y+1

B. MUDANCA DE COORDENADAS

Consideremos umatransformacdo T:A% ® A3 com Jacobiano diferente de zero, isto €,
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: x = x(u,v,w)
T: i y= y(u,V,W) com J(T) =
{ z = z(u,v,w)

1(x.2) ,
T (u,v,w)

Sga St aimagem daregido S peatransformacdo T, como sugere a figura abaixo.

N T4

\\
\\f_>
%
y
X u
Temos a seguinte “formula de mudanca de varidvels’ em integraistriplas:
anf (XY z)dxdydz— (N f [x(u,v, W), y(u,v,w), z(u,v W)]‘ﬂ((x Y Z; dudvdw
S 1 l

6.66. Escreva as férmulas de mudanga de variaveis no caso das coordenadas cilindricas e
coordenadas esféricas.

6.67. Cdcule o volume de uma esfera de raio R, usando no cdculo da integra tripla coordenadas
cilindricas e depois coordenadas esféricas.

x2 y? Z
6.68. Cacule o volume do dipsdide de equa;éo¥+ é +? =1.
6.69. Usando coordenadas cilindricas, cacule as seguintesintegrals

N 2 T gy AV 4 2
()(‘Q(\QJ_Q LV (b)QOJ_ X+ y2dV (c)@xde,Wx +y?£10£z£1

6.70. Usando coordenadas esféricas, calcule as seguintes integrais:
@ GO (e vy + Ay 0 GG QT ey Z ey

6.71. Usando uma mudanca de coordenadas adequada, calcule o volume dos seguintes sdlidos:



EXERCICIOSDE CALCULO 2— PROF. M. P. MATOS 4€
(@ solido delimitado pelo paraboldide x* +y? =az, pedo plano z=0 e peo dilindro
x> +y?=2ax,a>0.
(b) sdlido delimitado pelas superficies z = x? +y2 ez =%(x2 + y2 +1).

(0 dlido ddimitado acima pela esfera x* +y?+z>=2a’ e abaixo pelo paraboloide
az=x>+y*,a>0.

Sdlido intersecio dabola x? + y* + (z- )2 £1 comocone z° 3 x? +y?, z3 0.
SeCa0 y +(z- ) y
(e) sdlido delimitado pelo paraboldide z = - 2(x? +y?) epdo plano z = 4.
y
(f) sdlido interior aesferady = x* + y? + z* elimitado acimapelo cone y? = x? + 2.
(g) Sdlido interior aesfera z% + x? + y? =1 e exterior ao cone z% = x? + y°.
y y
h) caotaintersecdo dabola x* + y* + z> £ R? como semi- 0z3 a,0<a<R.
SECE0 espag
i) solido intersecio daesferax? + y? +z? £ R? comodilindro x? +y? £ a2.
S£G80 y y

6.72. Fazse um orificio circular em uma esfera, 0 eixo do orificio coincidindo com o exo da
esfera. O volume do sdlido resultante € dado por

Vv :2(§p (fdﬁrdrdqu

Por observacéo daintegral determine o raio do orificio e o raio da esfera. Cacule V.

C. MASSA, CENTRO DE MASSA e MOMENTO DE INERCIA

Um sdlido S é dito “néo- homogéneo” quando sua densidade de massa ndo € congtante.
Por definicdo, densdade de massa € massa por unidade de volume. Denotando massa, volume e
m

denddade de massa respectivamente por m,V ed temos que d = v Na integrd tripla

(1) (X,y,z)dV seo integrando € interpretado como densidade, aintegra representara a massa do
S

Llido S.

6.73. Cacule a massa contida numa esfera de raio R, cuja densdade de massa é proporciona a

disténcia r ao centro da esfera. E se a densidade de massa fosse inversamente proporciona ar qual
Sseriaamassada esfera?
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6.74. Ache a massa do solido delimitado pelo cone z* =x* +y?*, 0 £ z £ 4, se adensidade no
ponto P é proporciond adisténciade P ao eixo-z.

6.75. Um Sdlido S é cortado da esfera x* + y? +z* = 4 pdodilindro x*> +y* = 2y. A densidade
no ponto P é proporciona adisténciade P ao plano-xy. Caculeamassade S.

6.76. Paraumaaltitude z de até dez mil metros, adensdaded (emkg/ m®) daatmosfera terrestre
pode ser aproximadapor d =1,2- (1,05 10 *)z+(2,6" 10 °)z*. Edime a massa de uma coluna
de ar de 10 quildmetros de atura com base circular de 3 metros deraio.

Para um solido S com densidede de massa d(x,y,z) O “centro de massa’ € 0 ponto
C(x,y,z), onde

—_— 1 N\\ —_— 1 N\ \ -_— N\\
x:r—nCD]D(d(x,y,z)dV y:EQD/d(x,y,z)dV z=—>Dd (x,y,2)dV
S S S

AN\

e 0 “momento de inércia’ com relagdo aum eixo L é dado por |, = (M °ddV, onde d(x,y,z) é
S
adisténciado ponto P(x,y, z) do dlido Sao eixo L. Os momentos de inérciarelativos eixos x, y e

Z serdo denotados respectivamentepor | ,1 el .
6.77. Paraum sdlido S de densdade de massa d (x,y,z), mostre que

(a)lx=(‘iﬁy2+22)d dv (b)Iy=C@‘sz+22)d dv (c)Izz(‘jjjx2+y2)d dv
6.78. Determine o centro de massa de um hemisféio x* +y? + 2 £ R?, z3 0, cuja densidade é
proporciona adistancia a base do hemisfério: d = kz.

6.79. Calcule o momento deinércia, em relacdo ao seu eixo, de um cilindro circular reto deraoR e
dturaH, com densidade d(x,y,z) = k+/x? +y? .

6.80. Mostre que o centréide do hemisfério 0 £ z £,/R? - x? - y? éo ponto C(0,0,3R/8).

6.81. Um sdlido tem aformadaregido Sinterior ao cilindro r = a, interior aeferar? + 2> =4a’e
acima do plano-xy. A densidade em um ponto P é diretamente proporciona a disténcia de P ao
plano-xy. Calcule amassa e 0 momento deinércial, do sdlido.

6.82. Um sdlido esférico tem raio a, e a densidade no ponto P(x,y,2) é diretamente proporcional a
diganciade P aumaretafixa | que passa pelo centro do sdlido. Calcule sua massa.

6.83. Cdcule o volume e o centrdide daregéo S ddimitadaacimapedaesfera r = a e abaixo pelo
conej =a,0<a <p/2.
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6.84. Consdere um sdlido hemisférico de raio a, cuja densdade no ponto P(x,y,2) é diretamente
proporciond a disténcia de P ao centro da base. Calcule amassa, 0 centro de massa do solido e o
momento de inércia em relagdo a0 eixo de Smetria.



