ESTRUTURAS ALGEBRICAS — EXERCICIOS — julho/99

1) Seja p/q uma raiz de f(z) = a,2™ + --- 4+ a1x + ap onde p,q,ag,---,a, € Z e mdc (p,q) = 1.
Mostre que: a) plag e qlay ;

b) (p — mq)|f(m), Vm € Z. Em particular, (p — q)|f(1) e (p+ q)|f(—1). Sugestdo: existem inteiros
a; tais que f(z) = ap(x —m)" + -+« + a1(z — m) + ag; calcule f(p/q) e f(m).

2) Verifique se a equagao 172'% — 5 + 6% — 81 = 0 possui raiz racional.

3) Se a e b sdo inteiros impares, mostre que a equagdo z" + az + b = 0 ndo possui raiz racional,
VneN, n>2.

4) Mostre que \3/2 + %\/g+ </2 — % 3 é um numero inteiro.

5) a) Sejam p(z) = 2® + ax® + bz +c¢ e y =z + d. Determine d (em funcao de a, b, ¢) de modo que
p(y) tenha coeficiente de y? igual a 0.
b) Determine m, n (em fungio de A e B) de modo que © = {/m + v/n+ ¢/m — \/n seja uma raiz
da equagao 2 + Az + B = 0 (ou seja, obtenha uma férmula de resolugao para este tipo de equagio).
¢) Pelo item (a), toda equagdo da forma 3 + az? + bz + ¢ = 0 pode ser reduzida a uma equagio
da forma y3 + Ay + B = 0. Use isto para resolver a equacio x> — 22 + 2z + 3 = 0.

6) a) Mostre que 4 cos 40° é uma raiz irracional da equagio z* — 12z + 8 = 0.
b) Mostre que cos 1° é um nimero irracional. Sugestio: use o item (a) e o fato de que cos(40x) pode ser
escrito como uma soma de poténcias de cosx com coeficientes inteiros.

7) Mostre que %™ + 23"+ + 237%2 § divisivel por 2% + x + 1, para quaisquer inteiros positivos m, n, p.
Sugestio: mostre inicialmente que o> +a+1=0= o = 1.

8) Seja r uma raiz qualquer do polinémio de grau n f(z) = a,a2™ + - - - a1 + ay € C|z]. Mostre que
Ir| <1+ %, onde M = max{|ao|, |a1],- -, |an—1]}. (Por exemplo, todo polindémio cujos coeficientes
complexos tém modulos iguais a 1 tem todas as raizes com médulos < 2, nao importando qual seja
0 grau). Sugestdo: |r| > 1+ M/lan| = |f(r)] = |anr™ (1 +ol4 4 ﬂ’—) > |an]|r|" (1 - MLyt #)) > 0.

anr™ an \|r|

9) a) Calcule d(z) = mdc (222 + z + 1, 23 — 2) e determine polinomios p(z) e q(x) em Z[z] tais que
p()(22* + z +1) + ¢(2)(2° - 2) = d().

. . . 1
b) Usando (a), racionalize o denominador de IR AT

10) a) Calcule d(z) = mdc (23 + z + 1, z — 1) e determine polinémios p(z) e g(x) em Z[z] tais que
p(z)(z® +z+1) +q(x)(z — 1) =d(=).
b) Seja a uma raiz real da equagdao z*> + z + 1 = 0. Mostre que a é irracional e, usando (a),

racionalize 0 denominador da expressao —%;.

11) Mostre que os seguintes polinémios sao redutiveis em Z[z] :
a)pi(zr) =2 +22°+ 2% -9 b) po(x) = x* + 4
C) p;»,(x) =zt 4+22+1 d) p4(117) =25 +x+1- Sugestdo: some e subtraia os termos z*, z3 e x2.

12) Seja K um corpo finito. Mostre que toda func¢do f : K — K é polinomial. Sugestdo: use polinémios
de Lagrange (livro texto pdg. 47).



13) Sejam ay, ag, - - -, a, nimeros inteiros dois a dois distintos.

a) Sejam f(z), ¢(z) e ¥(x) polindmios ndo constantes em Z[z| tais que f(z) = (z)Y(z) e
f(a;) = —1 para todo ¢ = 1, - - -n. Mostre que ¢(x) = —¢(x), Vz € Z.

b) Mostre que o polinémio f(z) = (x — a1)(xz — az) - - - (x — a,) — 1 é irredutivel em Z[z].

14) O polinémio f(z) = apz™ + -+ a1 + ag € C[z]| possui raizes ndo nulas 1, - - -, z,. Determine
quais sao as raizes dos seguintes polinomios:

a) g(r) = apz™ + a1z" "t 4+ a, 1T +ay

b) h(z) = 2™ — ap_12™ + ap_px™ 2 — -+ (=1)"aq

¢) J(Z) = anx™ + @162 + ap_ob?" - + a1b" 1z + agb™ onde b € C.

15) Determine todos os possiveis homomorfismos de anéis f : (A,+,-) — (B, +,-) em cada caso
abaixo:

a) A=7Z, B =17y b) A=7, B=1Zs

c) A=Q, B=ZXZ d) A=ZxZ, B=17Z

16) Mostre em cada caso abaixo que (4, +, -) e (B, +, -) ndo sdo anéis isomorfos. Existe f : A — B
homomorfismo?

a) A=Qlv2], B=QlV3] b) A =27, B =3I

c)A=Q B=R d) A=Qv3], B=Q

17) Dé exemplo de um anel A e um subanel B C A tais que:
a) 314, J1p, mas 1, # 1p b) 314, mas Alp

18) Mostre que

a) f: (R+,-) — (R +,-), f(z) =2z — 1 ndo é um isomorfismo de anéis;

b) f: (R +,-) — (R,®,0), f(zr)=2x—1¢éum isomorfismo de anéis, onde a b =a+b+1
ea®b=a+b+ab, Va,b e R

19) Seja F = {f : [0,1] — R| f é continua}. Mostre que:
a) I ={f € F|f(1/2) = 0} é um ideal maximal de F;
) F:F— R F(f)= f(1/2) é um homomorfismo de anéis;
c¢) Calcule o nicleo e a imagem de F;
d) F/I é um corpo. Identifique esse corpo.

=3

20) Sabendo que o anel dos quatérnios
H={a+bi+cj+dk|i*=3°=k*=—1,ij =k =—ji,jk =i= —kj,ki=j = —ik, a, b, ¢, d € R}

é isomorfo ao anel das matrizes

a b c d
-b a d -—c

M = e —d a b |a, b,c,de R},
—-d ¢ b

(soma e produto usuais) calcule o inverso multiplicativo de um quatérnio nao nulo a + bi + ¢j + dk
através do cdalculo da inversa de uma matriz de M. Sugestio: o cdlculo da inversa de uma matriz do tipo
mencionado acima pode ser facilmente feito se for efetuado o produto da matriz pela sua transposta.

EXERCICIOS DO LIVRO-TEXTO: Pig23 —+1e3;
Pag. 58 - 63 — 3, 4, 6, 8, 9, 10, 11, 14, 15, 16, 17, 18, 20, 21, 23 (itens 1 e 2), 24, 25, 26.



