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Proposicfo 13  (Teoresa do valar intermediirio).

Sejs  f: [a,b] — R contTnua .
Se f{z! <« d < F{b} , antic existe ¢ €f(a,b) tal que
f(c) =

Démonsfragioz Cumo f @ continua, dado. £= d - fla) >0 , existe

p>0 tal quea agxge +5D>F(x) < ffa) + E= d. Assim, todos oc
pontos x suficientementa proximos de a no intervals [a.b] sae
tals que F(x} < d. De maneira analoga se verifice gue todos os son
tos y suficizntcmente proximos de L wo intervalg [},b] c3o
tais que f{y) > d. Em particular, os conjuntos

X< b 1r(~<,<d'} e B-{yea\a<\5<b e
ambos wde vezios. Como ¢ & continua, es conjun-

fly) > d } sEo

tos A ¢ & s3c ambes abertes. Se ndo existisse um ponto cefla,b)
tal que ¥{ci = d , rerTamos {a,b}) = AUB , e que & absurdo, peis
ANE = @ {vide tagrema d2 estrutura dos abertos em R ).

torgiarie: Seja ICR um iatervalo. Se f : [-+R & continua, en-
tao 7/1) € um intervala.

Propusicie 34 Scjeam 7 CR compscto e T : X—» &k contfaua. En -
tae . F(X) & compacto.

demonstragso: Seds {A’A)ﬁe\_ uma coberturs aberta de f(x). Para
cads xeX podemos escolher: AX ) tal que
f{x) e A’A(x) . Em virtude <a continuidada de f existe, para ca

da XE€EX um intarvalo I.ﬁ de centra x , tal que

yexnl =% #(y)e ﬂ"}\-"u"‘ . Obtemos assim umz cobesrtura abert

LR ]
(.‘.{,‘e y . Como X & compacic, podemos exirair uma subcobertura
finita a porianty }-‘CI v ... Uilsh- . Conz=quentemente

3( n't ? o gue prova o Gompacidade de ().

-~ A
Segunda demonstracad: Seja {\J } uma sequencla em F(X). Para cads
" \
" s eXiste :rex tal que f(:gﬂ) » y .
Como ¥ e cumpacto, podemos obter uma subsequéncia convargente

X, Kk€X . Sl Seade ¢ contTnva, temos :
4

tHmy = Ha f{x ) = flx) = ye?(X). Logo (X} & compucto.
b K
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Coroglario: (Weterstrass). Seja XCR compacto.

Toda funcdo contTrua f:}-»R & cotadz e atinge seus 8x
tremos, isto &, existem Xy » Xp €@ K tais que  f{x;) € f(x}g f(xz) ,

para tado x@& X .

Com efeito, f(X) & cotado e fechadoe, logo sup (X} e F(X)
e inf fQ{) € f(X). Portanto existem Xpe X, €X  tais

que f(x‘) = inf f(X) e f(xz) « sup f(X).

1
1-x2

m

Exemplos: ‘A “wngio f:(-1, +1)-—>»R , definida por f(x) =

(1)

una5nua ¢ Sobrejetiva. Logo ndo & cotada. Motivo: seu domTnio
um conjunto cotadc mas nao fechado. Por outro lado, a funcio
gi(~1, 41)—»R , definida por g(x)sx ; € contfnua e cotada mas
1130 assume um valor waximo, nem um valor minimo, no sesu dom¥nio
{=1, +}). A func¥o h: [o, ¢ o0o)=»R , definida por

h(x) = n L ¢ contTnua e cotada. Assume s-ru valor maximo nro pento
*+ X

x=0 mas nao existe x¢lo, o) tal que h(x)=o= inf{h(x)\xc[o,w)} .
Motivo: o dominio de h & um subconjunto fechado mas nao cotado de R

Proposigao 15 Seja 1 &R um intervalo. Se f:l-»R @ continua e

injetiva antdo ¢ & (extritamente) monotona. HKes-
te caso, pondo J = f{I) , J @& um intervalo e f"]:J-on e contY -
nue.

‘Demonstracio: Se f nao fosse monotona, existiriam numeros ac<b<c
em I com f(a)«f(b) e f(b)>Ff{c) ou entsdo com f(a)> f(b) =
f{b)< ¥{c). (Isto @ um exercicio sobre desigualdades). '

Considerando apenas o 19 caso. Ai podemos ter
f{a)< f(c)<f(b) ou flc)<r(a)L f(b). Ra primetra hipotese exis-
tira (pelo teorema do valor intermediarfo) um xg({a.h) tal que
f(x) » f{(c) , 2 que viola a injetividade de ¢. Na sequnda hipotese,
haverd yc(c, b) tal que f(y) = #{a) , 0 que também contradiz que
f seja injetiva. Asstm, f:I->R & monotona.

Seja J = F{1). Sabemos que J @ um intervalo e gque
:I-»J @ uma Hijacdo que preserva a orden. Ainda,para fixar as {défas
suponhamos que f seja crescente. Provemos que sua inversa

£1:0»1 & contfava. Constideremos um ponto b6 J Suponhamos
que b @ interfor a2 J. Seja b = f{a). Entdo 2 & interfor a 1.
Dado £ 20 , podemos diminu¥-1o de wodo que (a -5, a + §) C1 .




A funczo f tiransforma bijetiva e crescentemente ¢ intervaie
(a3 -2, a +¢) nuw intervalo aberte L coatende b e poitan
te contendo (b ~8&, D +5} , parc q&igw §$»0.

* h+$

ats -

$ b-%

«
Segue~-se c;'je\':'u/if. el o f{tje(b - d, b+ d) entdo te(a-f, atf).
En outraz pala ras  xE (546, b +§) = f'](x‘}e(n-z, a+§% ). Isto
prowva 2 zontinuidade de £V e b . Se b for o extramg inferior
4do fntervals 4 antie . - serd o extremo inferior de 1. Entde

ot ot .

tomaremos [3, a +£) C1 e  f( [a, a*f}) = [b. b +9) .
Exemplos: Dado nég 7, deftninzmos ftee R pondo f{x) = x.

Cet3o € & continua , fF(o) = o e itam ffz) = o, como
: X+ 0o

s¢ ve tacgitmante, Aléa dissa, . Xy =¥ Tk} < f(y).

Logoe § &Y = " & una pijegdo.  Fela propesicaoe acima

. . P - - N — :
f ! : R - R ¢ contm_ua.ﬂ_‘ Escreve-se 1(x) = Vx . Assim fi-
€2 prevada a axfsiencia de V.x para todc xv0 e a continuidade de

n
x)-....‘/ X.

CONTINUIDADE UNIFORME

S2ja % &R . -Urg fungao f : X » R chama-se ueniformemen
te contTaua se «adu qualguer s> , .nodemos obisr &»0 tsl que
X, & X o [x-yls=wii(x)~f(g)]|<e. A diferenga entre a mera continufi
dade & & contiauidade uniforme & sutii.Essencialmente, Ti1X~»R e
continua quaado, dados 270 @ x&X podemos obter §>a (depen

dendo do £70 e do ponto x€X ) de modo que
ye ¥, ly ~x] <&=3|f(y) - f(x)|<e. Xa continuidade uniforme o

¢ depende apenas do £ e nao do x.



