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Capitulo 1

Conjuntos

Neste capitulo apresentaremos algumas defini¢oes e resultados classicos
da teoria dos conjuntos que serao necessarios para cursos subsequentes. O
leitor interessado em mais detalhes deve consultar [6, 14, 16].

1.1 Sentencas

Nesta se¢ao faremos algumas observacoes do uso da linguagem que serao
necessarias para uma melhor compreensao das nogoes basicas da teoria dos
conjuntos.

Uma sentenca (ou proposi¢do) significa uma oragao declarativa a qual,
num dado contexto é, sem equivoco, ou verdadeira ou falsa.

Por exemplo, “Brasilia é a capital do Brasil” é uma sentenca verdadeira,
“dinheiro cresce em arvore” é uma sentenca falsa e “onde é que vocé vai?”
ndo é uma sentenga por nao ser nem verdadeira nem falsa. A validade ou
falsidade de uma sentenca é chamada de valor verdade.

Usaremos as letras P,(Q, R, S, etc. para denotar sentencas. Sentencas
podem ser combinadas de varias maneiras para formar sentengas mais gerais.
Frequentemente, o valor verdade da sentenca composta é completamente
determinado pelo valor verdade das sentencas componentes. Assim, se P é
uma sentenca, entao uma das mais simples sentencas que podemos formar de
P é a negagdo de P, em simbolos =P ou ~ P, (lé-se ndo P). O valor verdade
da negacao de uma sentenca satisfaz: se P é verdadeira, entdo —P é falsa; se
P é falsa, entdo —P ¢ verdadeira. E conveniente exibir a relacio entre ~P e
P numa tabela, (cf. Tabela 1.1), a qual é chamada tabela verdade, onde V e
F denotam os valores verdade, verdadeiro e falso, respectivamente.

Se P e () sdo sentengas, a conjun¢do de P e @, em simbolos P A @, (1é-se
P e Q) é uma sentenca cujo valor verdade é verdadeiro se P e () forem ambas
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Tabela 1.1: Tabela Verdade

P|Q|PAQ
VIV] V
V|F| F
F|V| F
F|F| F

Tabela 1.2: Tabela Verdade

verdadeiras e falso caso contrario (cf. Tabela 1.2).

Se P e () sdo sentencas, a disjunc¢do de P e ), em simbolos PV @, (1é-se
P ou @ com sentido de e/ou) é uma sentenca cujo valor verdade é falso se P
e () forem ambas falsas e verdadeiro caso contrério (cf. Tabela 1.3).

Uma operacao importante em sentencas, principalmente em matematica,
é a implicacdo: se P e Q) sdo sentengas, entdo P = @, (1é-se P implica
em Q). Note que: em uso comum, se P é verdadeiro, entao  é verdadeiro
significa que existe uma relagao de causa entre P e (), como em “se José Au-
gusto passa no curso, entdo José Augusto pode colar grau.” Em matematica,
portanto, implicagao é no sentido formal: P = @ é verdadeiro exceto se P
¢ verdadeiro e ( é falso, isto é, quando na tabela verdade de P e () nao
temos simultaneamente P verdadeira e @) falsa (cf. Tabela 1.4). Neste caso,
dizemos que “P é condicao necessaria para @7 e “Q é condicao suficiente
para P.”

Teorema 1.1 Sejam P e Q duas sentencas. Entdo as sequintes afirmacoes
sao verdadeiras:

1. P=PVQ;
2. Q= PVQ;

o< <|H
<o <O
<

Tabela 1.3: Tabela Verdade
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< <
< H <O
S

Tabela 1.4: Tabela Verdade

P|Q|PVQ|P=PVQ
VIiV] V V
VIF| V \%
F|V| V \%
F|F| F \%

Tabela 1.5: Tabela Verdade

3. PANQ= P;
4. PANQ = Q.

Prova. Mostraremos apenas o item 1. Basta mostrar que se P e () sao duas
sentencas quaisquer, entao a sentenca P = PV () é sempre verdadeira. Para
isto derivamos a Tabela 1.5 para a sentenca P = PV () como segue. |

Teorema 1.2 Sejam P,(Q) e R trés sentencas. Entdo a sequinte sentenca é
verdadeira

(P=Q)AN(Q@= R)]= (P=R).
Prova.Vamos denotar por S a sentenca
(P=Q)AN(Q@= R)]= (P=R)

e derivar a Tabela 1.6 para a sentenca S. Como o valor verdade da 1ltima
coluna da tabela verdade sao todos verdadeiros temos que S é uma sentenca
verdadeira. [ |

Teorema 1.3 Sejam P,Q e R trés sentencas. Se @Q = R € uma sentenca
verdadeira, entdo as sequintes afirmacoes sao verdadeiras:

1. (PVQ)= (PVR)

2. (PANQ) = (PAR).
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PQR|P=Q Q=R | (P=QA(Q=R)|P=R|S
VIV |V V Vv V \Y \Y
V|V |F \Y F F F \Y
VIF |V F Vv F \Y \Y
VI|IF|F F A% F F \Y
F|V ]|V \Y A% V Vv A%
F|V|F \Y F F A% \Y
F|F |V A% Vv V \Y A%
F|F|F \Y A% V \Y A%
Tabela 1.6: Tabela Verdade
PVQ|PVR | (PVvQ)= (PVR)

M m < < < <7
M < < mm< <O
m<m<m<m<|T

mHgdl< << <

Ml <<

<amaaa<<ll

Tabela 1.7: Tabela Verdade

Prova. Mostraremos apenas o item 7. Vamos derivar a Tabela 1.7 para a
sentenca

(PVQ)= (PVR).
Como, por hipétese, a sentenca () = R é verdadeira, ndao podemos ter simul-

taneamente () verdadeira e R falsa. Assim, podemos descartar a sexta linha
da tabela verdade. Portanto, a sentenca

(PVQ)= (PVR)

é verdadeira. [ |

A sentenca
(P=Q)A(Q=P)

significa P se, e somente se, (; em simbolos P < (). O valor verdade da
sentenca P < () satisfaz: P < () é verdadeira se P e () tém o mesmo valor
verdade; caso contrario, é falsa (cf. Tabela 1.8). Neste caso, dizemos que
“P é condicao necessaria e suficiente para )7 e “@Q é condicao necessaria e
suficiente para P.”
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< <
< H <O
S

Tabela 1.8: Tabela Verdade

EXERCICIOS
1. Sejam P, () e R trés sentencas. Mostrar que as seguintes afirmacdoes sao
verdadeiras:
(a) PV P & P
(b) PANP < P;
() (PVQ) & (QVP);
(d) (PAQ) < (QAP);
(e) PV(QVR)< (PVQ)VR,;
(f) PAN(QAR)< (PAQ)AR;
(&) PA(QVR) & (PAQ)V(PAR);
(h) PV(QAR) < (PVQ)AN(PVR).
2. Sejam P e @Q duas sentencas. Mostrar que as seguintes afirmacgoes sao
verdadeiras:
(a) ~(-P) & P;

(P=Q) e (-Q = —P);
(P=Q)& (-PVQ);
(P=Q) e ~(PA-Q);
PA(P= Q)= Q;

[
[(PV@Q)A-P)]= Q.

3. Sejam P, () e R trés sentengas. Mostrar que as seguintes afirmagoes sao

verdadeiras:

@) ([P=QA(R=Q)]&[(PVR)=0]
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(b) [(P= QA (P= R)]&[P=(QAR)

4. Sejam P, (@ e R trés sentencas. Se ) < R é uma sentenca verdadeira,
entao as seguintes afirmacoes sao verdadeiras:

(a) (PVQ) & (PVR);
(b) (PAQ) & (PAR);
(c) (P=Q)< (P=R).

5. Sejam P, @, R e S quatro sentencas. Se P = () e R = S, entao:

(a) PVR=QVS,
(b) PAR=QANS.

1.2 Conjuntos

A teoria dos conjuntos é a prépria estrutura para o pensamento da mate-
matica abstrata. Assim, sem duvida, para atacar a lista de nogoes indefinidas
e os varios axiomas, relacionando-os, serd tomada uma abordagem formal
e/ou informal do assunto.

Um conjunto (ou cole¢io) é formado de objetos bem definidos. Os
objetos que compoem um conjunto particular sao chamados de elementos
ou membros.

Conjuntos e elementos serao indicados, salvo mencao explicita em contra-
rio, por letras maitsculas e minisculas do nosso alfabeto, respectivamente.
Em particular, empregaremos as seguintes notagoes:

e N denota o conjunto de todos os nimeros naturais 1,2, 3, ...
e 7. é o conjunto de todos os nimeros inteiros 0, +1,4+2, +3, ...

e Q ¢ o conjunto de todos os niimeros racionais - isto ¢, fragoes 7, onde
m, n sao nimeros inteiros e n # 0.

e R é o conjunto de todos os niimeros reais.

C é o conjunto de todos os niimeros complexos a + bi, onde a,b sao
niimeros reais e i = —1.
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Quando um objeto z é um dos elementos que compéem o conjunto A,
dizemos que x pertence a A, escreveremos x € A; caso contrario, escreveremos
z ¢ A. Por exemplos,

1 _
2€N,-2¢N,-1 EZ,§¢Z,\/§¢Q,\/QER, etc.

Sejam A e B conjuntos. Dizemos que A e B sao iguais, em simbolos
A = B, se eles consistem dos mesmos elementos, isto é,

reAs e B.

Um conjunto é completamente determinado se conhecemos seus elementos.

Um conjunto com um numero finito de elementos pode ser exibido es-
crevendo todos os seus elementos entre chaves e inserindo virgulas entre eles.
Assim,

{1, 2,3}

denota o conjunto cujos elementos sao 1,2 e 3. A ordem em que os elementos
sdo escritos nao altera o conjunto. Assim,

{1,2,3} e {2,3,1}

denota o mesmo conjunto. Também, repeticio de um elemento nao tem
efeito. Por exemplo,
{1,2,3,2} = {1,2,3}.

Admitiremos, no que segue, que todos os conjuntos considerados sejam
subconjuntos de um conjunto U, chamado conjunto universo.

Um conjunto é freqiientemente definido como sendo formado por todos
os elementos que satisfazem a uma dada propriedade P; assim, a notacao

{reU: P(x)},

indica o conjunto de todos os elementos x que satisfazem a propriedade P,
onde “:” lé-se tal que. Por exemplo,

{0,1} ={z € R:2? = 2}

Um modo de representar os elementos de um conjunto é através de pontos
interiores a uma linha fechada e nao entrelacada, quando a linha fechada é
um circulo chamamos de diagrama de Venn (Matemético Inglés John Venn,
1834-1923).
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Definicao 1.1 Sejam A e B conjuntos. Dizemos que A € um subconjunto
de B se todo elemento de A é um elemento de B, isto €,

ze€ A= z¢€B.

Se A é um subconjunto de B, denotaremos por A C B (O simbolo C significa
“estd contido ou igual”): Na defini¢do, acima, nao estd excluida a possibi-
lidade de A e B serem iguais. Se A C B e A # B, dizemos que A é um
subconjunto priprio de B e denotaremos por A C B. Se o conjunto A nao
estd contido no conjunto B, denotaremos por A ¢ B. Por exemplos,

NCcZcQcRcC

E possivel citar uma propriedade que nao possa ser satisfeita por qualquer
elemento. Nesse caso, o conjunto

{reU: P(x)}

nao possui elemento algum. Este conjunto é conhecido como o conjunto
vazio, denotaremos por (.

Exemplo.
0={z€Z:z+#x}
Note que o conjunto vazio () estd contido em qualquer conjunto, de fato:
r¢ A=z ¢,

pois ) ndo contém nenhum elemento.
Teorema 1.4 Sejam A, B e C' subconjuntos de U. Entao:

1. ACADCA;
A=B& ACBeBCA;
AChe A=10;

reAs {z} CA

Se ACBeBCC, entio ACC.

Prova. Exercicio. |



1.2. CONJUNTOS 9

Definicao 1.2 Sejam A e B subconjuntos de U. A unidao de A e B, em
simbolos AU B, € o conjunto

AUB={ze€U:z€ A ou z € B}.
A intersecao de A e B, em simbolos AN B, é o conjunto
ANB={zxe€U:z2€ A e x € B}.
A diferenca de A e B, em simbolos A — B, € o conjunto
A-B={zxeU:x€ A ex¢ B}.
Teorema 1.5 Sejam A e B subconjuntos de U. Entao:
1. ACAUB eBCAUB;
2. ANBCAeANBCB;
3. A— B C A;
4. AUB=(ANB)U(A-B)U (B —A).
Prova. Exercicio. n

Se A C B, entao B — A é chamado o complemento de A em B. Os
conjuntos A e B sao chamados disjuntos se AN B = (). O complemento de
A em U é simplesmente chamado de complemento de A, em simbolos A’ ou
A€, sem referéncia explicita a U. Assim, A— B= AN B'.

Exemplo. Sejam U = {0,1,2,3,4,5,6}, A ={1,2,4}, B ={2,3,5}. Entao:
AUB = {1,2,3,4,5}
AnB = {2}
A—-B = {1,4}
B-A = {3,5)
Al — {0,3,5,6)
B = {0,1,4,6}.
Note que (A—B)N(B—A) =0 e, em geral, A— B # B—A. A= B se,
e somente se, A— B =B — A= (. E facil verificar que:
r ¢ AUBoScs¢Aexé¢B.
r ¢ ANB&oxr¢ Aoucxé¢B.
r ¢ A-B&ax¢ AouzeB.
r ¢ AszeA.
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Teorema 1.6 Sejam A, B e C subconjuntos de U. Entao:
1. AUA=A ANA=A4;
2. AUB=BUA, ANB=BnNA4;
3. AU(BUC)=(AuB)UC, AN(BNC)=(ANB)NC;
4. AUBNC)=(AUuB)N(AUC), AN(BUC)=(ANB)U(ANC);
5. AUD=A, Anp=0;
6. AUU=U, ANnU = A.
Prova. Mostraremos apenas a primeira parte do item /.

zr€AU(BNC) & z€AouzxzeBnC
& z€Aou (zreBexel)
& (r€eAouzxeB)e (zreAouzxzel)
& z€AUBexzec AUC
& rze€(AUB)N(AUC).

Note que a lei do cancelamento nao vale para a uniao e intersecao de
conjuntos, isto ¢, AUB = AUC ou AN B = AN C nao implica, em geral,
que B = C. Para ver isto, basta tomar A = U na primeira equacio e A = ()
na segunda.

Teorema 1.7 Sejam A e B subconjuntos de U. Entao:
1. (A" = A4
2.0 =U, U =0;
3. AUA' =U, AnA' = ;
4. ACB& B CA,
5. (AuB) =A'nB', (AnB) =A"UB".
Prova. Mostraremos apenas a primeira parte do item 5.

r€(AUB) & x¢ AUB
& r¢Aex¢B
reA exeB

=
& re AAnB.
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Definicao 1.3 Seja A um conjunto qualquer. Entdo, o conjunto cujos ele-
mentos sdo subconjuntos de A é chamado o conjunto das partes de A, em
simbolos P(A), isto é,

PA)={X:X C A}.

Note que o conjunto vazio () e o conjunto A (ele préprio) sdo subconjuntos
de A e, portanto, sdo elementos de P(A).

Exemplo. Seja A = {0,1}. Entéo os subconjuntos de A sdo @, {0},{1} e A.

Logo,
P(A) = {0, {0}, {1}, A}.

Se A é o conjunto vazio (), entdo P(A) tem um elemento: (). Note que
z e {z} ndo sdo o mesmo, pois x representa um elemento, enquanto, {x}
representa um conjunto. Se x € A, entao {z} € P(A).

Sejam I um conjunto qualquer e com cada i € I associaremos um conjunto
A; C U, a familia de conjuntos

A={A;:iel}={A}

iel
é chamada a familia indezada pelos elementos de I e o conjunto I é chamado
o conjunto de indice.

Seja {A;}ier uma familia indexada de subconjuntos de U. A unido dos
conjuntos A; consiste de todos os elementos de U que pertencem a pelo menos
um conjunto A;, em simbolos

|JAi ={z € U:z € A; para pelo menos um i € I'}.
iel
A intersecao dos conjuntos A; consiste de todos os elementos de U que per-
tencem a todos os conjuntos A;, em simbolos
(Ai={z€U:z € A; paratodo i € I}.
iel
Observacao 1.1 Quando I = N, usaremos a notacao:
o o
iel i=1 iel i=1
Exemplo. Seja {A;}ieny uma familia indexada de subconjuntos de R, onde
1 1
Ai={zeR:—= <z < -}
i i

Entao - -
i=1 =1
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Teorema 1.8 Seja {A;}icr uma familia indezada de subconjuntos de U.
1. Se A; C B para qualquer v € 1, entao U;cr A; C B;
2. Se B C A, para qualquer i € I, entao B C (;e; Ai.

Prova. Mostraremos apenas o item 1. Suponhamos que A; C B para
qualquer ¢ € I. Se x € U;cr A;, entao existe ¢ € I tal que z € A;. Logo, por
hipétese, € B. [ |

EXERCICIOS

—

. Sejam A, B e C subconjuntos de U com A C B. Mostrar que:

2. Sejam A e B subconjuntos de U. Mostrar que:

ANB=0< A—-B=Ae¢ B-—A=B.

3. Sejam A e B subconjuntos de U. Mostrar que:

(a) ACB< AUB = B;
(b)) ACB& ANB = A.

4. Sejam A e B subconjuntos de U. Mostrar que:
(a) AU(ANB) = 4;
(b) AnN(AUB) = A.

5. Sejam A, B e C subconjuntos de U. Se AUB = AUC e ANB = ANC,
entao B = C.

6. Sejam A e B subconjuntos de U. Mostrar que A C B & AN B’ = (.
7. Sejam A e B subconjuntos de U. Mostrar que AN (A'UB) = AN B.

8. Sejam A, B e C subconjuntos de U. Se ANB=0e AUB = U, entao
A=DB.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.
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Sejam A, B e C subconjuntos de U. Mostrar que

A=B& (AnB)YU(A' NnB)=0.
Sejam A, B e C subconjuntos de U. Se A C Be C = B — A, entdo
A=B-C.

Sejam A e B subconjuntos de U e seja X um subconjunto de U com
as seguintes propriedades:

(a) ACX eBCX.

(b) Se ACY e BCY,entdo X CVY, para todo Y CU.
Mostrar que X = AU B.

Enuncie e demonstre um resultado analogo ao anterior, caracterizando

AN B.
Sejam A e B subconjuntos de U. Mostrar que:
(a) (AnB)N(A-B)=0;

(b) ANB=A—-(A- B);
(c) A=(ANnB)U (A — B).

Sejam A e B subconjuntos de U. Usando A — B = AN B’ mostrar que:

=A-(AnB)=(AUB) - B;
(B—A) = 0;
ANB)U(A—-B)U(B—A).

EN
|
=
—~ D

)

) A—(B-C)=(A-B)U(ANCQO);
(c) AU(B-C)=(AUB)—(C - A);
(d) An(B-=C)=(ANB)—-(CNA).

Sejam A e B subconjuntos de U. Usando AxB = A'NB’ como defini¢ao
mostrar que:
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17.

18.

19.

20.
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(a) AxA=A"

(b) (AxA)x(B*xB)= AN B;

(¢c) (AxB)*(A*B)=AUB.
Sejam A, B e C subconjuntos de U. A diferenca simétrica ou soma

Booleana de A e B é o conjunto AA B = (A— B)U (B — A). Mostrar
que:

(a) AA D= A;

(b) AAB=0< A= B;

(c) AAB=(AUB)—- (BNA);

(d) AAB=BA A

() AANAB=AAC = B=C,

f) AAN(BAC)=(AAB)AC,

(g) ANBAC)=(ANB)A(ANC);
(h) AUC=BUC & AABCC;

(i) (AuC)A(BUC)=(AAB)-C.

Sejam X um subconjunto qualquer de U e C = {A: A C X} com as
seguintes propriedades:

(a) Para todos A,B € C tem-se AU B € C.

(b) Para todos A,B € C tem-se AN B' € C. Mostre que, nestas
condicoes, tem-se AN B € C para todos A, B € C.

Seja B um subconjunto de U com pelo menos dois elemento, se A C B
e B —{z} C A para todo = € B, entdo A = B.

Durante a verificacao de controle de qualidade de uma amostra com
1.000 TV’s foram encotradas 100 TV’s tendo um defeito no tubo de
imagem, 75 TV’s tendo um defeito no sistema de som, 80 TV’s tendo
um defeito no controle remoto, 20 TV’s tendo um defeito no tubo
de imagem e controle remoto, 30 TV’s tendo um defeito no tubo de
imagem e sistema de som, 15 TV’s tendo um defeito no sistema de som
e controle remoto, e 5 TV’s tendo todos os defeitos relacionados acima.
Use um diagrama de Venn para mostrar que:

(a) 195 tém pelo menos um defeito.
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21.

22.

23.

24.

25.

26.
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(b) 805 ndo tém defeitos.
(c
(d

(e) 50 tém somente um defeito no controle remoto.

55 tém somente um defeito no tubo de imagem.
35 tém somente um defeito no sistema de som.

)
)
)
)

Sejam {A;}ic; uma familia indexada de subconjuntos de U e X um
subconjunto de U com as seguintes propriedades:

(a) Para todo i € I, tem-se X C A;;
(b) Se Y C A; paratodo i € I, entdao Y C X.
Mostrar que X = ;c; 4i-

Enuncie e demonstre um resultado analogo ao anterior, caracterizando

User 4i-
Seja {A; }ier uma familia indexada de subconjuntos de U. Mostrar que:

(@) (Uier Ad)' = Nier A%
(b) (nieI Ai)' = Ujer A;-

Sejam {A;}ic; uma familia indexada de subconjuntos de U, onde I =
{1,2,...,n} e A um subconjunto de U. Mostrar que:

(a
(b
(c
(d

iz1 P(A:) € P(UL Ai);
iz1 P(A) = P(Nizy Ai);
AU (ML Ai) = My (AU Ay);
AN (UL Ai) = U (AN A).

~— ' N e

Seja {A;}ien uma familia indexada de subconjuntos de U. Defina a
familia indexada {B;};cn, onde

i—1
Bl :AlaBi:Ai_ U An

n=1

Mostrar que os elementos da familia { B; };cn sao disjuntos aos pares e
w1 Bi = U2, Ai.

Seja {A; }ien uma familia indexada de subconjuntos de U. Mostrar que:
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(a) Se
A={x €U:x € A; para uma infinidade de valores de i},
entao o /o
A=) (U An> |
i=1 \n=i
(b) Se
A={zeU:x e A; exceto um nimero finito de valores de i},
entao o o
A=) (ﬂ An> |
i=1 \n=t
(Sugestdo: Se =z € N2 (Ure; Ay), entdo z € U2, Ap, Vi € N
Logo, existe um primeiro ¢; € N tal que x € A;,;. Como z €
hei,+1 An temos que existe i € N com 7, > 7; tal que x € Ay, e,

assim por diante.)

27. Seja {A;}ien uma familia indexada de subconjuntos de R, onde

()

Determinar o conjunto A do exercicio 26.

|, se i épar
B

1
Z .
1|, se 7 é impar.

28. Seja {A;}ien uma familia indexada de subconjuntos de R?, onde

Ay ={(z,y) e R : (a:—(_T.l)i)2+y2< 1}.

Determinar o conjunto A do exercicio 26.



Capitulo 2

Relacoes e Funcoes

Neste capitulo apresentaremos dois tipos de relacoes, as quais sao basicas
para todos os ramos da Matematica: relacoes de equivaléncia e funcoes. O
leitor interessado em mais detalhes deve consultar [12, 16].

2.1 Relacoes

Definicao 2.1 Sejam x ey elementos de um conjunto A. Entdo o conjunto
{{z},{z,y}} é chamado par ordenado, em simbolos (x,y); r é chamada
a primeira componente (ou coordenada) e y a segunda componente (ou
coordenada).

Mostraremos que (z,y) = (z,w) ©r=zey = w.
De fato. Se z = z e y = w, entdo trivialmente (z,y) = (z,w). Reciproca-
mente, seja (z,y) = (2, w). Entdo

Hzh Az v} = ({2} {7 wi}

Pela definicao de iguadade de conjuntos, obtemos

{z} = {2} ou {a} = {z,w}.

Se {z} = {z}, entdo devemos ter {z,y} = {z,w}. Assim, z = z e y = w.
Se, por outro lado, {z} = {z,w}, entdo devemos ter {z,y} = {z}. Logo,
r=z=wex=1y=z Portanto, r =2 =y = w.

Definigao 2.2 Sejam A e B dois conjuntos. O conjunto de todos os pares
ordenados (x,y), onde x € A ey € B, é chamado o produto cartesiano de
A e B, nesta ordem, em simbolos A X B, isto €,

Ax B={(z,y) :x € A,y € B}.

17
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Quando A = B, temos o produto cartesiano A2 = A x A. O subconjunto
D ={(a,b) € A’ :a = b}
é chamado a diagonal de A2
Exemplo. Se A ={0,1} e B = {0,2,4}, entao
A x B ={(0,0),(0,2),(0,4),(1,0),(1,2),(1,4)}

B x A=1{(0,0),(0,1), (2,0), (2, 1), (4,0), (4, 1)}.

Assim, claramente A x B # B x A. De fato, Ax B=B x A& A= B,
A=0ou B=40.

O termo “cartesiano” é tomado emprestado da geometria de coordenadas,
onde um ponto no plano é representado por um par ordenado de numeros
reais (z,y), chamado suas coordenadas cartesiana. O produto cartesiano
R x R é entao o conjunto das coordenadas cartesiana de todos os pontos do
plano.

Note que, se o conjunto A contém m elementos e B contém n elementos,
entdo A X B contém mn elementos, pois no par ordenado (z,y) existem m
possibilidades para a primeira componente e n possibilidades para a segunda
componente. E ficil verificar que:

(x,y) ¢ AxB<s x ¢ AouyéB.

Teorema 2.1 Sejam A, B,C e D conjuntos. Entao:

1. Ax (BNC)=(AxB)n(AxC);

2. AXx(BUC)=(AxB)U(Ax ()

3. Ax (B-C)=(AxB)—(AxC);

4. (AxB)N(C x D)= (ANC) x (BN D);

5. SeCxD#0, entioCxDCAxB&CCAeDCB.
Prova. Mostraremos apenas o item 1.

(x,y) e Ax (BNC) & ze€Aeye (BNO)
& reAeyeBeyel
< (z,y) e AxBe (r,y) e AxC
& (r,y) e (AxB)N(AxC).
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Definicao 2.3 Sejam A, B conjuntos e R um subconjunto de A X B. Entao
R é chamado uma relagdo de A para B. Se (z,y) € R, entdo dizemos que x
estd relacionado com y, em simbolos xRy. Quando A = B dizemos que R €
uma relagdo em A.

Exemplos:
1. R ={(z,y) e RxR: 22 +¢y* =1};
2. Re=A{(z,y) €EZXZL:y=2x};
8. Rys={(z,y) €ZXZ:2*+y*=4} = {(£2,0),(0,£2)}.
Definicao 2.4 Seja R uma relagio de A para B, entio R~ definida por
R'={(y,z) € Bx A: 1Ry}
¢ uma relacao de B para A, chamada relagdo inversa de R.
Exemplo. Seja A = {0,1,2,3}. Se
R ={(1,1),(1,2),(2,2),(2,3)} entdo R™' = {(1,1),(2,1),(2,2),(3,2)}.

Definicao 2.5 Sejam R uma relagio de A para B e S uma relagio de B
para C. Entdo a relacao composta de A para C, em simbolos SoR, € dada
por

SoR={(z,2) € AxC:3y € B tal que 2Ry e ySz}.

Exemplo. Seja A = {0,1,2,3}. Se
R={(1,1),(1,2),(2,2),(2,3)} e S={(1,0),(2,1),(3,2)}
sao duas relacoes em A, entao
SoR ={(1,0),(1,1),(2,1),(2,2)} e Ro S ={(2,1),(2,2),(3,2),(3,3)}

Teorema 2.2 Sejam R uma relacdo de A para B, S uma relacdo de B para
C e T uma relagao de C para D. Entao as sequintes condi¢des sdo satisfeitas:

1. (R7H=mR;
2. (SoR) =R 1S
3. (ToS)oR=To(SoR).
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Prova. Mostraremos apenas o item 1.
(z,y) € R & (y,2) eR7 & (2,9) € R.
[ |

Seja R uma relacao de A para B. Entao o dominio de R, em simbolos
Dom R, é o conjunto

DomR = {z € A: 3y € B tal que zRy}
e a 1magem de R, em simbolos Im R, é o conjunto
ImR ={y € B:dz € A tal que zRy}.

Note que DomR C A, ImR C BeR C DomRxImR. Quando DomR = A
dizemos que R é uma relacio de A em B. O conjunto B é chamado o
contradominio da relacao R.

Teorema 2.3 Sejam R uma relagao de A para B e S uma relagdo de B
para C. Entdo:

1. DomR =ImR™!;
2. InR = DomR~};
3. Dom(SoR) C Dom7R;
4. Im(SoR) CImS.

Prova. Mostraremos apenas os itens 1 e 3.

1.
z € DomR < dye€ B talque (z,y) € R
& Jy e B tal que (y,r) e R™!
& rzelmRL
3.

z € Dom(SoR) = JzeC talque (z,2) € SoR
= dye€ B tal que (z,y) € R e (y,2) €S
= 2 € DomR.
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Definicao 2.6 Uma relagao R em um conjunto ndao vazio A € uma relacao
de equivaléncia em A se as sequintes condi¢oes sdo satisfeitas:

1. 2Rz, Vx € A (reflexividade);
2. Se 2Ry, entio yRx,Vr,y € A (simetria);
3. Se xRy e yRz, entdo Rz (transitividade).

Observacgao 2.1 Quando uma relacdo R em um conjunto A for uma relagao
de equivaléncia, adotaremos, em geral, a notacao ~ em vez de R e dizemos
que x é equivalente a y modulo ~; quando ndo existir perigo de ambiguidade,
escreveremos simplesmente x ~ y.

Exemplos:
1. Seja A um conjunto nao vazio. Para x,y € A, definimos
rT~YyYS T =1.
Entao é facil verificar que ~ é uma relacao de equivaléncia em A.
2. Seja A =R x R. Para (a,b), (¢,d) € A, definimos
(a,b) ~ (¢,d) & a—c,b—deL.
Entao ~ é uma relacao de equivaléncia em A.
Solucgao.
(i) (a,b) ~ (a,b), poisa—a=b—>b=0€ Z;
(ii) (a,b) ~ (¢, d) = (¢, d) ~ (a,b), pois
c—a=—(a—c),d—b=—(b—d) € Z.

(iii) (a,b) ~ (c,d) e (¢,d) ~ (z,y) = (a,b) ~ (z,y), poisa —z = (a —¢) —
(x—c),y—b=(y—d)—(b—d) € Z.

3. Seja A =N. Para z,y € A, definimos
z~ysx+y=10.
Entao ~ nao é uma relagao de equivaléncia em A, pois ~ nao é reflexiva:

44+44£10= 4~ 4.
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4. Seja A =7. Para x,y € A, definimos
r~y&Sxr—y=3n,nc L.
Entao é facil verificar que ~ é uma relacao de equivaléncia em A.

Seja ~ uma relacao de equivaléncia em A. Para z € A, T denota o
subconjunto de A formado pelos elementos de A que sao equivalentes a x,
isto é,

z={yeA:y~uz}
Este conjunto é chamado a classe de equivaléncia de x (médulo ~) determi-
nada por x.
O conjunto quociente de A pela relagao de equivaléncia ~, em simbolos

A

b
~Y

é o conjunto de todas as classes de equivaléncias médulo ~. Assim,

é—{T::ICEA}.

Exemplos.
1. Seja A =1{0,1,2,3,4}. Entao
R = {(0,0),(1,0),(0,1),(1,1),(2,2),(2,3),(3,2),
(2,4),(4,2),(3,3),(3,4), (4,3), (4,4)}

¢ uma relacao de equivaléncia em A e

Assim,
A _
- = {Oa 2}
2. Seja ~ a relagdo do Exemplo 4. Entao
A _
= =1{0,1,2}
Solucao.

= {zr€eAd:2~0} = {r€A:2=3n,n€l}
{reAd:z~1} = {z€A:2=3n+1,neZ},
{reAd:z~2} = {z€A:2=3n+2,n€Z},

o = Ol

o)
ol
I
ol
I
I
N
o]}
I
o
@
—+
o
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Teorema 2.4 Seja ~ uma relagdo de equivaléncia em A. Entao:
1. T#0,Vr € A
Sey €T, entao T = 7j;

=7 x~yVr,y € A;

S

NyY=0ouT="1Vx,y € A;
A:UJ:EAT‘

SARER SN
8|

Prova. 1. Como z € T,Vz € A temos que T # ().
2. Se y € T, entao y ~ . Agora,

ZEYSZzNVYeY~NTES NI S 2ZET.

Logo, T = 7.
3. direto do item 2 e 4 direto do item 3.
5. Como T C A,Vx € A temos que

Uzca
z€EA

Reciprocamente, z € T = {z} C 7. Assim,

A= J{z} Cc U=

T€A T€EA

Definicao 2.7 Seja A um conjunto ndo vazio. Dizemos que um conjunto
P C P(A) é uma particao de A se as sequintes condigdes sao satisfeitas:

1. O ¢ P;
2. X=Y ou XNY =0,VX,Y € P (disjuntos aos pares);

Note que a defini¢ao acima é equivalente a: Cada elemento de A pertence
a um e somente um elemento (ou bloco) de P. Note também que, cada
subconjunto préprio e nao vazio X de A determina uma particio de A em
dois subconjuntos, a saber,

P = {X,A- X}.
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Exemplos.
1. Seja A =1{1,2,3,4,5,6,7}. Entao
P ={{1,3,5},{2,7},{4,6}}
¢ uma particao de A mas
Py ={{1,2,3},{2,3,4,5},{5,6,7}} e Py ={{1,3},{4,7}}
nao o sao.
2.5¢e A=R, entdo P ={X,Y, Z}, onde
X =] —00,0,Y =10,3] e Z=]3,+00],
¢ uma particao de A.
3.5e A=7Z,entao P ={X,Y}, onde
X ={0,£2,44,...} e YV = {£1,43,45,...},
¢ uma particao de A, pois todo inteiro é par ou impar. Note que
R={(z,y) e Ax A:Ine€ A tal que z —y = 2n}

é uma relagao de equivaléncia em A tal que 0 = X e 1 = Y. Mais geralmente,
temos:

Teorema 2.5 Se P é uma particio do conjunto A, entdo existe uma unica
relacdo de equivaléncia em A cujas classes de equivaléncia sdo precisamente
0s elementos de P.

Prova. (Existéncia) Dados a,b € A, definimos
aRb & existe X € P tal que a,b € X.

Entao R é uma relacao de equivaléncia em A. De fato, dados a,b,c € A
temos que:

1. aRa, por defini¢do;

2. se aRb, entao existe X € P tal que a,b € X; como b,a € X temos que
bRa;

3. se aRb e bRec, entao existem X,Y € P taisque a,b € X eb,c € Y. Como
b€ X NY temos, por definicao, que X =Y. Logo, a,c € X e aRec.
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Agora, vamos mostrar que

Se X € P, entdo existe a € A tal que a € X , pois X # (); assim,
be X & bRa&bew;

isto é, X = @; logo, P C %. Reciprocamente, sejam @ € % e X o elemento
de P tal que a € X. Entao

bea< bRa<be X,

isto é, @ = X; logo, % CcCP.
(Unicidade) Sejam R; e R duas relacoes de equivaléncias em A tais que

A A
2 =P=7

Suponhamos, por absurdo, que Ry # R, isto é, existe (a,b) € A? tal que
(a,b) € Ry e (a,b) ¢ Ro.

Entéao existe X € Ril tal que a,b € X e a,b ¢ Y,VY € %; assim,

4,4

R: " R
0 que é uma contradicao. [ |
Exemplo. Seja A =R x R. Para (a,b), (z,y) € A, definimos

(a,b) ~ (z,y) & a—x=b—1y.

Entao é facil verificar que ~ é uma relacao de equivaléncia em A. Agora,
para (a,b) € A,

(a,0) ={(z,y) EA:y=2+b—a},

isto é, as classes de equivaléncia em A sdo retas de coeficiente angular igual
a 1 passando pelo ponto (a,b). Assim, a relagdo ~ pode ser vista como uma
particao de A numa familia de retas paralelas.

EXERCICIOS
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1. Teste a validade das propriedades reflexiva, simétrica e transitiva para
as relagoes ~ em 7Z dadas abaixo. Descreva a particao associada a cada
relacao de equivaléncia:

2. Seja R uma relacao em A. Dé um exemplo para mostrar que o seguinte
argumento € falso. Se zRy, entao por simetria yRx e por transitividade
TRz, isto é, reflexividade é uma condicdo supérflua na definicdo de
relacao de equivaléncia em A.

3. Sejam R uma relacio em A e D = {(z,x) : x € A}. Mostrar que:

(a) R é reflexiva se, e somente se, D C R;
(b) R é simétrica se, e somente se, R = R 1;

(c) R é transitiva se, e somente se, Ro R C R.

4. Seja R uma relacao em A. Mostrar que R é uma relagao de equivaléncia
em A se, e somente se, RoR '=TR.

5. Seja R uma relacao reflexiva em A. Mostrar que S C RoSeS C SoR
para qualquer relacao S em A.

6. Sejam R e S duas relagoes de equivaléncia em A. Mostrar que So R
¢ uma relacao de equivaléncia em A se, e somente se, SoR =R oS.

7. Sejam R e S duas relagoes de equivaléncia em A. Mostrar que RU S
¢ uma relacao de equivaléncia em A se, e somente se, SoR CRUS e
RoSCRUS.

8. Seja {R;}ic; uma familia indexada de relacoes de equivaléncia em A.
Mostrar que (;c; R; é uma relacao de equivaléncia em A.
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9. Seja A C B fixado. Para X,Y € P(B), definimos
X~Y&ANX =ANY.
Mostrar que ~ é uma relacado de equivaléncia em P(B).

10. Mostrar que as seguintes relacdes ~ sao relagoes de equivaléncia em

seja um conjunto infinito e o conjunto % contenha exatamente
5 elementos;

(d) A seja um conjunto infinito e 2 também o seja.

12. Seja L o conjunto de todas as retas no plano. Sejam R; e R, as
seguintes relacoes em L:

Ri={(r,s): 7| s},Ra={(r,s) : 7 L s}.
Mostre, argumentando informalmente, que:

(a) Ri é uma relagao de equivaléncia em L;
(b) RQORl :RQ e Rl ORQ :RQ;

(c) R1UR, é uma relacdo de equivaléncia em L; descreva suas classes
de equivaléncia.

13. Uma relacao ~ em A é chamada circular se x ~ y e y ~ z implica
que z ~ x para todos z,y,z € A. Mostrar que ~ é uma relacao de
equivaléncia se, e somente se, ~ é reflexiva e circular.
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z | f(z)
1 0
0] 0
1| 2
2| 1

Tabela 2.1: Funcao f

14. Sejam R uma relacao em A e
S={(a,b): In €N e z; =a,x9,...,x, = b tal que (z;,z;11) € R}.
Mostrar que:

(a) S é um relagao transitiva em A e se 7 é uma relagdo transitiva
em A tal que RC T,entao S C 7.

(b) Se R é reflexiva e simétrica, entao S é uma relagao de equivaléncia
em A.

15. Seja a € N. Mostrar que a familia indexada {A,}ncz, onde A4, =
[na, (n + 1)a[, é uma partigio de R.

2.2 Funcoes

O conceito de fun¢ao é um dos mais bédsicos em toda a Matematica. Uma
funcao é, geralmente, definida como segue: Se A e B sao dois conjuntos, entao
uma fun¢do de A em B é uma ‘“regra” que a todo elemento x € A associa
um unico elemento y € B; para indicar a conexao entre x e y usualmente
escreve-se y = f(x).

Se f é uma funcdo de A para B, entao o grdfico de f é o conjunto de
todos os pares ordenados (z,y) tais que y = f(x), isto é,

graf(f) = {(z,y) € Ax B:y = f(z)}.

Exemplo. Sejam A ={-1,0,1,2}, B={0,1,2} e f a funcao definida pela
tabela 2.1. Entao o grafico de f é

graf(f) = {(_L 0)’ (0’ 0)’ (11 2)’ (2’ 1)}

Claramente, podemos usar as informacoes contidas na tabela para con-
struir o grafico de f e usar as informacoes contidas no grafico para construir
a tabela de f. Assim, uma func¢do determina completamente seu gréfico e,
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reciprocamente, seu grafico determina completamente a funcao. Logo, ndo
existe necessidade de distinguir entre uma fun¢ao e seu gréafico. Por esta
razao usaremos um tratamento rigoroso para definir funcao.

Definicao 2.8 Uma funcgao ou aplicacao de A em B é uma relagdo f de A
em B tal que se (z,y1) € [ e (x,y2) € f, entdo y1 = yo.

Escrevemos f : A — B para indicar que f é uma funcao com dominio
A e contradominio B. Se (z,y) € f dizemos que y é o valor ou a imagem
de x com respeito a f, em simbolos y = f(z), também dizemos que z é a
pré-imagem de y com respeito a f. Assim, a definicdo acima é equivalente
a: para cada elemento z € A corresponde a uma tnica imagem y € B. Note
que, se y; = f(21), y2 = f(22) e 1 = T2, entdo y; = yo; dizemos que a fungdo
f é bem definida, isto é, se x1 = x5, entdo f(z1) = f(z2). O leitor, sempre
que possivel, deve fazer o grafico de uma funcao, pois é muito importante ter
uma idéia geométrica da mesma.

Exemplos:
1.Se f={(-1,0),(0,0),(1,2),(2,1)}, entao f é uma funcdo com

DOIIlf = {_1: 07 1a2}71mf = {07 1a2}

f(=1)=0,f(0)=0,f(1)=2,f(2) = 1.
2.S5e R ={(z,y) € R x R: 2? +y*> = 25}, entdo R é uma relagio, mas R
nao é uma funcio, pois (3, —4) € R e (3,4) € R com —4 # 4.

Definigcao 2.9 Sejam f: A — B eg: C — D duas fun¢des. Dizemos que
f € igual a g, em simbolos f =g, se A=C, B=D e f(z) =g(z),Vz € A.

Exemplos:

1.Sejam f: R - R e g: R — R duas funcoes definidas por f(z) = Va2 e
g(x) = |z|, respectivamente. Entao f = g, pois Va2 = |z|, Vz € R.

2.S¢jam f:R—>Reg:R—>R; ={z €R:z >0} duas funcoes definidas
por f(z) = 2% e g(x) = z?, respectivamente. Entao f # g.

Seja f : A — B uma funcao. Entao Im f C B. Se Im f = B dizemos que
f aplica A sobre B ou que f é sobrejetiva, isto é, dado qualquer y € B existe
pelo menos um z € A tal que y = f(z).
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Exemplo. Seja f : R — R, uma funcdo definida por f(z) = 2. Entdo f é
sobrejetiva, pois dado y € R, sempre existe x € R tal que

T =,/y ou y = x°.

Uma funcao f : A — B é chamada injetiva se f satisfaz a seguinte
condicao:
(z1,y) € f e (z2,y) € f = 71 = 23, V1,22 € A

ou, equivalentemente,
f(z1) = f(22) = 21 = 29, V21,79 € A.

Exemplo. Seja f : R — R uma funcio definida por f(r) = z3. Entdo f é
injetiva, pois

flx)=f() =t =20 =2 — 25 =0= (11 — 22) (2% + 2120 + 73) = 0.

Logo
?
T, — Ty =0 ou x>+ z129 + 22 = 0.
1 2

Dai,

T2

2)2:0:>$1:$2:0.

x
T1 = Ty OU xf+x1x2+x§:(x1+72)2+3(

Uma funcao f : A — B é chamada bijetiva ou casada se f é sobrejetiva
e injetiva. Note que, se f : A — B é bijetiva, entao todo elemento de A tem
exatamente uma imagem em B e todo elemento de B tem exatamente uma
pré-imagem em A. Assim, todos os elementos de A e todos os elementos de
B sao associados aos pares. Por esta razao, se f : A — B é bijetiva, dizemos,
as vezes, que f é uma correspondéncia biunivoca entre A e B. Em particular,
se f: A — A é bijetiva, dizemos que f é uma permutacdo de A.

Exemplo. Seja f : R — R uma fungdo definida por f(z) = |z|, onde [z] é
igual ao maior inteiro menor do que ou igual a x, isto €,

|z] =max{n € Z:n < z}.

Entao f nao é bijetiva, pois

l==0c 4l eR
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Dizemos que |x| é a parte inteira de x e que o nimero real o =z — |z] é a
parte fraciondria de x. Além disso, xq satisfaz a propriedade

0<xy<1.
Seja A um conjunto nao vazio. A funcao I, : A — A dada por
Iy(z) =z,Vz € A

é chamada a func¢do identidade. Note que I4 é sempre bijetiva.
Sejam A, B dois conjuntos e b € B. A fungado k£ : A — B dada por

k(z) =b,Vz € A

é chamada a func¢ao constante. Note que, se A tem pelo menos dois elementos,
entdo k nao é injetiva e se B tem pelo menos dois elementos, entdao k nao é
sobrejetiva.

Sejam A um conjunto e X C A. A fungado i : X — A dada por

i(z) =z,Vz € X

é chamada a funcdo inclusdo. Note que, ¢ é sempre injetiva, portanto, se
X # A, entdo i nao é sobrejetiva.

Sejam f : A — B uma funcdo e X C A. Entdo f induz uma funcao
fx : X —» B dada por

fx(z) = f(z),Vz € X,

a qual é chamada a restricio de f para X, em simbolos fx = f |x. Por
outro lado, se A C C, entao a funcao F : C' — B dada por

F(z)= f(x),Vz € A
é chamada a extensdo de f para C. Note que, f = F |4.

Teorema 2.6 Sejam f: A — B eg: B — C duas fungdes. Entao go f :
A — C € uma funcdo.

Prova. Pelo Teorema 2.3, temos que
Dom(go f) CDomf=A e Im(go f) CImg C C.

Agora, se z € Dom f, entdo existe y € B tal que (z,y) € f. Como Domg =
B temos que existe z € C tal que (y,2) € g. Assim, existe y € B tal que
(z,y) € fe(y,z) € gparaalgum z € C, isto é, (x, z) € go f. Logo, Dom f C
Dom(g o f). Finalmente, suponhamos que (z,21) € go f e (z,29) € go f.



32 CAPITULO 2. RELACOES E FUNCOES

Entdo existem yi,1y» € B tais que (z,71) € f e (y1,21) € g, (x,92) € f e
(Y2,22) € g, isto &, (z,y1) € fe (z,32) € f, (y1,21) € g e (Yo, 22) € g-
Como, por hipétese f é uma funcdo, temos que y; = yo. Logo, (y1,21) € ¢
e (y1,22) € g. Como, por hipétese g é uma funcio, temos que z; = 2.
Portanto, g o f é uma funcao. |

A fungao gof é chamada a composi¢io de f com g. Note que z = (gof)(x)
se, e somente se, (z,2) € go f se, e somente se, existe y € B tal que (z,y) € f
e (y,z) € g se, e somente se, existe y € B tal que y = f(x) e z = g(y). Logo,

(g0 f)(z) = g(f(z)).

Assim, para obter o valor da composi¢ao de f com g em z primeiro encon-
tramos o valor de f em x para depois encontrarmos o valor de g em f(z).
A compoicao de duas fungoes f: A — B e g: B — C pode ser represen-

tada pelo diagrama
A —- B

{ {
A — C

Se h : A — C é uma funcéo tal que ho Ix(x) = go f(x), Vx € A, dizemos
que o diagrama comuta. E claro que o diagrama comuta se, e somente se,

h=gof.
Uma funcio f : A — B é chamada invertivel se f~!' : B — A for uma
funcao. Seja f : A — B uma funcao invertivel. Entao

y=fz)e @y efeyr)ef eor=1"(.

Teorema 2.7 Se f : A — B ¢é uma funcdo bijetiva, entdo f 1 : B — A ¢
uma func¢ao bijetiva.

Prova. Pelo Teorema 2.3, temos que
Imf'=Domf=Ae Domf' =Imf=B.
Agora, vamos mostrar que f~! é uma funcao.
(yz) € e (y,x0) € f7H = (2,y) € f e (22,9) € f = 21 = 2y,

pois f é injetiva. Como Im f~! = A temos que f ! é sobrejetiva. Finalmente,
dados y1,ys € B,

x:f_l(yl):f_l(y2) = (yl’x) Ef_l € (y%x) Ef_l
= () €fe(z,pp)ef
= Y1 = Y2,

pois f é uma funcdo. Logo, f~! é injetiva. |
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Teorema 2.8 Se f : A — B é uma funcao invertivel, entao f : A - B €
uma funcgado bijetiva.

Prova. Como, por hipdtese f : A — B é uma funcgao invertivel, temos que
f':B — A éuma funcao. Assim, pelo Teorema 2.3, temos que Im f =
Dom f~! = B. Como Im f = B temos que f é sobrejetiva. Finalmente,
dados z1,29 € A,

y=f($1)=f($2) = (mlay)ef € ($2,y)€f
= (y,$1) € f_l € (y’xQ) € f_l
= T = T2,

pois f~! é uma funcdo. Logo, f é injetiva. [ |
Teorema 2.9 Seja f : A — B uma funcgdo invertivel. Entdo:

1. fro f=1u;

2. fofl=1Ip.

Prova. Mostraremos apenas o item 1.
Dado x € A = Dom f. Entao existe y € B tal que y = f(z). Como f é
invertivel temos que z = f~!(y). Logo,

(fof)(@) =1 (f(2) = FH(y) =2 = Li(2),
isto é, f~lo f = I4. [

Teorema 2.10 Sejam f: A — B eg: B — A duas funcoes. Se go f =14
e fog=1Ig, entio f : A — B € bijetiva e g = f~'.

Prova. Exercicio. |

Sejam f : A — B uma funcdo e X C A. A imagem direta de X sob f,
em simbolos f(X), é o seguinte subconjunto de B:

f(X) = {yeB:dz e X tal que y = f(x)}
= {f(z):z2€ X} CImf.

Sejam f : A — B uma funcao e Y C B. A pré-imagem ou imagem
inversa de Y sob f, em simbolos f~1(Y), é o seguinte subconjunto de A:

i) ={zeA: f(z)eY}.
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Observagao 2.2 f~1(Y) faz sentido sempre, mesmo quando f ndo € injetiva
e nem sobrejetiva. Se f ndo € injetiva, entdo f~'(Y) pode ter mais de um
elemento, mesmo sendo Y um conjunto unitdrio; se f ndao é sobrejetiva,
entdo f~(Y) pode ser vazio com'Y # 0. Quando Y = {y}, denotaremos
F*{y}) por f1(y) e, neste caso, f1(y) é chamada a fibra de f sob y.

Exemplos:

1. Sejam A = {1,2,3,4,5,6}, B={0,4,6,8} e
f=A(1,0),(2,0),(3,0), (4,4), (5,6), (6,6) .

Entao f({1,2,3,4}) = {0,4}, f'({6}) = {5,6} e f1(8) = 0.

2. Seja f : R — R uma fungao definida por f(z) = 2% — 3z + 2. Entdo:

£71(0) = {1,2},
FH0,400]) = ] 00,1 U[2,+o0],
- o00,0) = [1,2),
(L, 2) = [0,355]u 35, 3].

3. Seja f: A — B uma funcdo. Para x,y € A, definimos

r~y< flr)=fy)

Entao ~ é uma relacao de equivaléncia em A chamada relagdo de equivaléncia
associada o funcdo f. Reciprocamente, se ~ é uma relacao de equivaléncia
em A, definimos uma funcao

f:A—)%, por f(z)=7=

E facil verificar que f é bem definida e sobrejetiva; f é chamada a funcdo
canonica de A sobre 4

Teorema 2.11 Seja f : A — B uma func¢ao. Entdo:

FUY

) CY para todo Y C B;

)
2. X C f7Yf(X)) para todo X C A;
F(f7Y(Y)) =Y para todo Y C B & f € sobrejetiva;
4. X = fYf(X)) para todo X C A& f é injetiva.



2.2. FUNCOES 35

Prova. Mostraremos apenas o item 3.

Suponhamos que f(f~'(Y)) = Y para todo Y C B. Dadoy € B =
f(f~Y(B)), temos que y = f(x) para algum z € f1(B) C A4; logo y = f(x)
para algum x € A, isto é, f é sobrejetiva.

Reciprocamente, pelo item 1, f(f~'(Y)) C Y para todo Y C B. Por
outro lado, se y € Y C B, entdo existe, por hip6tese, x € A tal que y = f(x)
e, portanto, para algum z € f~1(Y), pois f(x) € Y; assim,

y = f(z) € f(f7 (V).
Logo, Y C f(f~'(Y)). u

O produto cartesiano de dois subconjuntos A e B de U foi definido como
o conjunto

Ax B={(z,y) :x € A,y € B}.

Esta definicao pode ser estendida, de modo natural, para um ntimero finito
de subconjuntos Ai, A, ..., A, de U. O produto cartesiano

Al X Ay x -+ x A,
é o conjunto de todas as n-uplas ordenadas
(1, T2y, Tp),
onde z; € A; para cadai=1,2,...,n, isto ¢,
Ay X Ag X - x Ap = {(z1,29, ..., xp) 12 € Ajyi =1,2,...,n}.

E claro que {A;}ier é uma familia indexada de subconjuntos de U, onde
I ={1,2,...,n}. Assim, uma n-upla ordenada pode ser vista como uma
funcao que associa a cada 7 € I um elemento x; € A;. Se f é esta funcao,
entdo f é descrita pela Tabela 2.2. Usando a tabela podemos construir a n-

upla ordenada (z1, z, . .., x,); reciprocamente, se foi dada a n-upla ordenada
(1,29, ...,%,), entdo podemos construir a tabela. Portanto, a funcdo f e a
n-upla ordenada (zi, z,...,x,) sdo, essencialmente, a mesma coisa. De um

modo geral temos a seguinte definicao:

Definigao 2.10 Sejam {A;}ic; uma familia indezada de subconjuntos de U
e A = U,;er Ai. O produto cartesiano dos subconjuntos A; é

[[Ai={f:1T—A:f éuma funcio e f(i) € A;,VieI}.

i€l
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x| f(2)
1 T
2 9
n| x,

Tabela 2.2: Funcao f

Exemplo. Sejam I = {1,2}, 4; = {a,b} e Ay = {c,d}. Entdo [[2_, 4,
consiste de todas as fungoes f : {1,2} — {a,b,c,d} tais que f(1) € A; e
f(2) € As. E facil verificar que existem quatro funcoes. Assim, podemos
identifica-las com os quatro pares ordenados

(a,c¢), (a,d), (b,c) e (b,d),

repectivamente. Portanto, [[2_; A; = A; x A,.

Se x = (%1,Z2,.-.,Zn,---) € IljerAi , dizemos que A; é a i-ésima
componente de [[;c; A; e z; € A; é a i-éstma coordenada da familia x =
(x1,Z2y ..., Zp,...). Quando I C N, dizemos que x = (x1,Z2,...,Tp,...) €

uma seqiéncia. Seja A = [[;c; A;. Para cada indice 7 € I definimos uma
funcao p; de A em A; por

pi(x) = z;,Vx € A.
A funcao p; é chamada a i-ésima projecdo de A sobre A;.
EXERCICIOS

1. Verificar se as seguintes fungoes f sao bem definidas:

(a) f:Q — Z definida por f(7) = m;
(b) f:Q — Q definida por f() = ™.

2. Dé exemplo de uma funcao f : R — R que

(a) seja injetiva mas nao seja sobrejetiva;

(b) seja sobrejetiva mas nao seja injetiva.
3. Mostrar que as seguintes funcoes sdao bijetivas:

(a) f:R —]0,+oc| definida por f(z) = %
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10.

(b) g:]0, +00[—]0, 1] definida por g(z) = 1;;
(c¢) h:R —]0,1[ definida por h(x) = £

1+ez”

xz

. Para a,b € R, defina f,; : R — R pela féormula f,;(xz) = ax + b para

cada x € R. Mostrar que:

(a) flbo faO = fab;
(b) Se a # 0, entdo f, é bijetiva. Obtenha f,'.

. Sejam f: A— Beg:B — C duas funcoes. Mostrar que:

(a) Se go f é sobrejetiva, entdo g também o é;
(b) Se go f é injetiva, entao f também o é;
(c) Se f e g sdo ambas bijetivas, entao go f também o é e, além disso,
(gof)™=f"og™".
Seja f : A — B uma funcao. Mostrar que:
fola=f=1Ipof.
Sejam f : A — B uma funcao e X1, Xo C A. Mostrar que:

(a
(b
(c
(d

) F(X1UXp) = f(X1) U f(X2);
) F(XinXz) C f(X1) N f(Xa);
) f(X1) = f(X2) C f(X1 — Xo);
) Se X; C X, entdo f(X1) C f(Xo).

Seja f : A — B uma funcao. Mostrar que f é injetiva se, e somente se,
f(XiNXy) = f(Xy) N f(X3) para todos os subconjuntos X, Xy C A.

Sejam f : A — B uma funcao e Y;,Y, C B. Mostrar que:

(a
(b
(c
(d

fFinuYs) = (Y1) U fH(Ya);

/i ﬁYz) fH) N (Ya)s

1) = 71 (Ye) = f71 (N - Ya)

S ‘(M) € f7H(Ya).

Sejam f: A— Beg: B — A duas funcoes tais que go f = I4 e f
é sobrejetiva ou ¢ é injetiva. Mostrar que f e g sao bijetivas. Conclua
que fog=Ig.

)
)
)
)

e V] CYQentaof



38

11.

12.

13.

14.

15.

16.
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Seja f : A — B uma fungdo. Mostrar que: f: A — B ¢ injetiva se, e
somente se, existe uma fungio g : B — A tal que go f = I 4. (Sugestao:
Se f: A — B é injetiva, entao f : A — C é bijetiva, onde C = Im f.
Assim, f~! : C — A é uma funcdo. Seja a € A fixado. Entdo defina
g:B — A por
fy), seyeC
g(y)={a7 se y ¢ C.

Continue.)

Seja f : N — N definida por f(n) = n + 1. Mostrar que existem
infinitas funcoes g : N — N tais que g o f = Iy mas nao existe inversa
a direita.

Seja f : A — B uma funcao. Mostrar que: f : A — B é sobrejetiva se,
e somente se, existe uma funcao g : B — A tal que fog = Ip.

Seja f : N — N definida por

55 se n é par
ntl se n ¢ fmpar.

=

Mostrar que existem infinitas fungoes g : N — N tais que fog = Iy
mas nao existe inversa a esquerda.

Mostrar que as seguintes afirmacoes sao equivalentes:

(a) f: A — B é sobrejetiva,;
(b) Para todas as fungées g,h: B — C, go f =ho f = g = h;

(¢) Para cada subconjunto X C A, B— f(X) C f(A—X). (Sugestao:
Suponha, por absurdo, que exista X C A tal que B — f(X) ¢
f(A—X), isto é, Jyo € B— f(X) eyo ¢ f(A— X). Entao
yo # f(z), Vx € A. Agora, fixado b € B, defina g : B — B por

_Jy, se yFuyo
mm—{@ se 1 = 1.

Portanto, f(x) = (g f)(x) = (ho f)(x),Vz € A= h=1Ip # g,
o que é uma contradicdo.)

Mostrar que as seguintes afirmagoes sao equivalentes:

(a) f: A — B éinjetiva;
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20.

21.

22.
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(b) Para todas as fungoes g,h: C — A, fog=foh=g=h
(c) Para cada subconjunto X C A, f(A— X) C B — f(X).

Sejam f: A— B, g: B — A duas fungées e X C A, Y C B. Mostrar
que:

(a) (9o f) Ix=g0o(f[x);
(b) (f [x)H(¥Y) =X fH(Y).

Sejam f: A— Ceg: A— B duas fungoes. Mostrar que existe uma
funcao h: B — C tal que f = h o g se, e somente se,

9(x) = gly) = f(z) = fy),Vz,y € A.
Mostrar que h é unica.

Sejam f:C — A e g: B— A duas funcoes com g bijetiva. Mostrar
que existe uma funcao h : C — B tal que f = g o h se, e somente se,
Im f C Img. Mostrar que h € tnica.

Seja f : Z — Z uma funcao tal que:

(a) flz+y)=flz)+ f(y),Va,y € Z;
(b) f(z-y)= f(z)- f(y),Vz,y € Z. Mostrar que f = Iz ou f = 0.

Seja f: Q — Q uma funcao tal que:

(a) flz+y)=fl2)+ f(y), Yo,y € @
(b) f(z-y)= f(z)- f(y),Vz,y € Q. Mostrar que f = Iy ou f = 0.

Seja f : R — R uma func¢ao continua tal que:

(a) flz+y)=fl@)+ f(y),Vz,y eR;
(b) f(z-y)= f(z)- f(y),Vz,y € R. Mostrar que f = Ig ou f = 0.

Seja f : A — B uma funcao bijetiva. Mostrar que fe P(A) — P(B)
também o é. (Sugestdo: Mostrar que f : P(A) — P(B) definida como
f(X) = f(X),VX C A é uma fungao bijetiva.)



40

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

CAPITULO 2. RELACOES E FUNCOES

Seja A um conjunto qualquer. Mostrar que ndo existe uma corres-
pondéncia biunivoca entre A e P(A). (Sugestdo: Suponha, por a-
bsurdo, que exista uma funcdo f : A — P(A) bijetiva. Entao para
cada z € A, temos que f(z) C A, assim, x € f(z) ouxz ¢ f(x). Agora,
seja

X={zecA:z¢ f(x)}.
Entao X € P(A) continue.)

Seja f : A — B uma funcao injetiva tal que f(A) # A. Tomando
x € A—f(A), mostrar que z, f(z), f(f(x)),...sdo dois a dois distintos.

Seja f : A — A uma funcao injetiva com A finito. Mostrar que f é
sobrejetiva.

Para cada subconjunto A C U, seja x4 : U — {0, 1} a funcao dada por

(z) = 1, sexzecA
XAt =1 o, se x ¢ A.

Mostrar que:

a) XanB = XA - XB, VA, B CUj;

(€) xXavB=Xxa+xp< ANB=0,VA,BCU,

(a)
(b) XauB =Xa+XB— Xa-XB, VA,BC U,
)
(d) xyca=1—xae ACB& xa<xs VA, BCU.

Seja F = {f : U — {0,1} : f é uma fungdo}. Mostrar que existe
uma correspondéncia biunivoca entre F e P(U). (Sugestdao: Note que
xa € F e dado f € F temos que

Ar={zeU: flx)=1}CU
e xa; = f. Agora, defina f:PU) — F por f(A) = xa,VA € PU).)
Seja f : A — B uma funcao sobrejetiva. Para z,y € A, definimos
e~y e f(z) = fy)

Mostrar que ~ é uma relagao de equivaléncia em A cujas classes de
equivaléncia sao as fibras de f.

Descreva as classes de equivaléncia e os conjuntos quocientes em relagao
a ~, associadas as seguintes fungoes:
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31.

32.

33.

34.

(a) f:R — R definida por f(z) = 2% — 5z + 6;

(b) f:Z — Z definida por f(z) = z? — 7Tz + 10;

(¢) f:R xR — R definida por f((z,y)) =y;

(d) f:R xR — R definida por f((z,v)) = V2% + 3>

Para z,y € R, definimos
r~YySxr—yE L.

Mostrar que ~ é uma relacao de equivaléncia em R e que existe uma
correspondéncia biunfvoca entre £ e S = {(z,y) € R? : 22 + 32 = 1},
(Sugestdao: Seja x € R. Entdo, tomando |z]| a fun¢do maior inteiro,
obtemos

z~zx—|z] e x—|z] €[0,1]

Assim, para cada x € R existe o = ¢ — |z| € [0, 1] tal que T = T, isto
€,
R
— =[0,1[.
Agora defina
f:[0,1[— S' por f(Zo) = exp(2miz),

onde % = —1.)

Seja f : Z — S' definida por f(n) = exp(2minx). Mostrar que f é
injetiva se e somente se x ¢ Q. Conclua que

{neZ:fn)=1}={km:ke€Z}="2Zm,
para algum m € Z fixado.
Seja € R. Mostrar que |z +n| = |z| + n, para todo n € Z.
Para (a,b), (z,y) € R x R, definimos
(a,b) ~ (z,y) & a—z,b—y € Z.
Mostrar que existe uma correspondéncia biunivoca entre

R xR

~J

e S' x S'.
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Sejam C[0,1] = {f :[0,1] = R : f é uma fungédo continua} e C*[0,1] =
{f :]0,1] - R : f(0) = 0e f € C[0,1]}. Mostrar que a funcio
D : C[0,1] — C'[0, 1] definida por D(f) = f' é bijetiva.

Sejam {A;}icr € {B}};es duas familias indexadas. Mostrar que:
Ai U Bj);
Ai X BJ),

—~
-
S
m
<
Sy
I
=
~.
:&_/.
m
~
X
<
—_~

N )

U (ﬂjeJ Bj) = ﬂ(z',j)elx,]
X ) = Neijyerss
x )

PR

UG, jyerxs

Dizemos que uma familia indexada {A;};c; é uma cobertura de A se
A C Ujer Ai- Sejam {A;}ier e {Bj}jes duas coberturas distintas de A.
Mostrar que a familia {A; N B;} i jjcrxs € uma cobertura de A.

Sejam {A;}icr e {B;},es particoes de A e B, respectivamente. Mostrar
que a familia {A; x Bj}(; jerxs € uma particdo de A x B.

Sejam f : A — B uma funcdo e {A;}icr, {B,}jes familias indexadas de
subconjuntos de A e B, respectivamente. Mostrar que:

(@) f(Mier Ai) = Nier f(As);
(b) f~Njes Bj) = Njes f71(By);
() f7'(Ujes Bj) = Ujes f71(Bj)-

Sejam f : A — B uma fungao sobrejetiva e {B;},c; uma particdo de
B. Mostrar que {f '(B;)};es é uma particao de A.

Sejam f : A — B uma fungao injetiva e {A;};c; uma particio de A.
Mostrar que {f(A;)}ier é uma partigio de f(A).



Capitulo 3

Conjuntos e Nimeros

Neste capitulo apresentaremos o Principio de Indugao Finita (1¢ e 2%
Forma), algumas defini¢oes e resultados cldssicos sobre conjuntos bem orde-
nados, finitos, infinitos, enumeraveis e nao enumeraveis que serao necessarios
para cursos subsequentes. O leitor interessado em mais detalhes deve con-
sultar [6, 16].

3.1 Conjuntos Ordenados

Definigao 3.1 Uma relagio R em um conjunto ndo vazio A é uma ordem
parcial em A se as sequintes condigdes sao satisfeitas:

1. 2Rz, Vx € A (reflezividade);
2. se xRy e yRz, entio © = y (anti-simetria);
3. se xRy e yRz, entdo xRz (transitividade).

Quando uma relagdo R em um conjunto A for uma ordem parcial, em
geral, adotaremos a notacao < em vez de R e dizemos que = é menor do que
ou igual a y ou x precede y. A notagao < significa que x < y e x # y, neste
caso < nao é uma relagdo de ordem parcial em A.

Exemplos:
1. Seja A =R Para z,y € A, definimos
Ty Ty,

onde “<” é a ordem natural em R. Entao é facil verificar que < é uma ordem
parcial em A.

43
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2. Seja A =R x R. Para (a,b), (c,d) € A, definimos
(a,b0) X (¢,d) ©a<coua=ceb<d.
Entao < é uma ordem parcial em A.
Solucao.
(i) (a,b) < (a,b), poisa=aeb<b;
(ii) Se (a,b) < (¢,d) e (¢,d) < (a,b), entdo

a<coua=ceb<d.

c<aoua=ced<hb.

Como a possibilidade a < ¢ e ¢ < a nao pode ocorrer, temos que a = c,
b<ded<b Logo, a=ceb=d. Portanto, (a,b) = (c, d).

(iii) (a,b) < (¢, d) e (¢,d) < (z,y) = (a,b) < (z,y). (Prove isto!)
3. Seja A = N. Para z,y € A, definimos
r =<y < x é um miltiplo de y.
Entao é facil verificar que < é uma ordem parcial em A.

4. Sejam A um conjunto nao vazio e P(A) o conjunto das partes de A. Para
X,Y € P(A), definimos
XY XY

Entao é facil verificar que < é uma ordem parcial em A.

Um conjunto parcialmente ordenado é um conjunto A equipado com uma,
ordem parcial. Se B é um subconjunto de A, entao A induz uma ordem
parcial em B do seguinte modo:

=<y, Ve,ye B& <y em A.

Um conjunto parcialmente ordenado A é totalmente ordenado ou uma cadeia
ou linearmente ordenado se

r=<youy=<zVry€ A,
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isto é, quaisquer dois elementos de A sdo compardveis. Por exemplos, N, Z,
Q e R sao totalmente ordenados pela ordem natural, enquanto os exemplos
3 e 4, acima, nao sao totalmente ordenados.

Sejam A conjunto parcialmente ordenado e X um subconjunto de A. O
menor (maior) elemento de X é um elemento a € X tal que a < z (z < a)
para todo z € X. Dizemos que X é limitado inferiormente ( superiormente)
se existir a € A tal que ¢ 2 z (z < a) para todo z € X. Note que o
elemento a nao necessariamente pertence a X. O elemento a é chamado de
cota inferior (superior) de X. Um subconjunto de A é limitado se ele é
limitado inferiormente e superiormente.

Exemplo. N contém um menor elemento 1 com a ordem natural, nao contém
maior elemento, pois a < a + 1 para todo a € N (cf. teorema 3.1 a seguir),
enquanto Z nao contém menor nem maior elemento.

Um conjunto parcialmente ordenado A é bem ordenado se todo subcon-
junto nao vazio de A contém um menor elemento.

Note que qualquer conjunto A bem ordenado é totalmente ordenado, pois
se a,b € A, entao o subconjunto

{a, b} C A
contém um menor elemento a ou b, isto é, a < b ou b < a.

Exemplo. Os conjuntos Z, Q e R com a ordem natural nao sdo bem orde-
nados, pois o subconjunto

X={..,-3-2-1,0}
¢ nao vazio mas nao contém menor elemento. Embora, sejam todos total-
mente ordenados. Portanto, ha conjuntos totalmente ordenados que nao sao

bem ordenados.

Um dos axiomas que sera usado implicitamente muitas vezes, é o seguinte:
Axioma 1 Todo subconjunto nao vazio de N contém um menor elemento.
Exemplo. Sejam a,b € N. Mostrar que existe n € N tal que na > b.

Solugao. Suponhamos, por absurdo, que na < b, Vn € N. Seja

X ={b—na:n €N}
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Entdo X # (). Assim, pelo Axioma 1, existe 79 = b—nga € X tal que zo < z,
Ve € X. Como b — (ny + 1)a € X, pois X contém todos os inteiros desta
forma, temos que

b—(no+1)a =z —a < xo,

0 que é uma contradigao.
Teorema 3.1 Sex,y € N comx <y, entaoxz+1<y.

Prova. Se r < y, entdo y — x > 0. Assim, basta mostrar que o conjunto
X ={r € N:0 <z < 1} é vazio. Suponhamos, por absurdo, que X # {.
Como X C N e N é bem ordenado temos, pelo Axioma 1, que existe g € X
tal que ¢ < z, Vo € X. Como zy € X temos que

O<zp<l=0<ai<zy<l.

Mas entdo z2 é um elemento de X menor do que que 7y, o que é uma

contradicao. Portanto, y —x > 1,isto é, z + 1 < y. [ |

Exemplo. Todo subconjunto limitado superiormente de N possui um maior
elemento.

Solucgao. Seja X subconjunto limitado superiormente de N. Seja
Y={aeN:z<aVre X}

Entdo Y # (). Assim, pelo Axioma 1, existe yo € Y tal que yo < y, Vy € Y.
Agora, vamos mostrar que g € X. Suponhamos, por absurdo, que yy ¢ X.
Entao = < yg, Vo € X. Assim, pelo Teorema 3.1, z < yo — 1, Vo € X. Logo,
Yo — 1 € Y, 0 que contradiz a minimalidade de .

Teorema 3.2 (Principio de Inducgao 1* Forma) Seja X um subconjunto
de N com as sequintes propriedades:

1. 1e X;
2. VxeN zeX=zx+1€X. Entio X =N.

Prova. SejaY = {y e N:y ¢ X} C N. Vamos mostrar que ¥ = .
Suponhamos, por absurdo, que Y # ). Entdo, pelo Axioma 1, existe yo € Y
tal que yp < y, Vy € Y. Como 1 € X temos que yy # 1 e, pelo Teorema
3.1, yo > 1, pois yg > 0. Logo, 0 < yo — 1 < 5. Pela escolha de y, temos
que yo — 1 ¢ Y ou, equivalentemente, yo — 1 € X. Assim, pela condigao 2,
Yo= (o — 1) + 1 € X, o que é uma contradigdo. Portanto, X = N. [ |
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Exemplo. Mostrar que

1424---4+n=—7"—",VYneN

Solugao. Seja
1
XZ{nEN:l—f—?—f--'-—i—n:M}gN.

Entao:

(i) 1€ X, pois

1= =1.

1(1+1)
2

(ii) Suponhamos, como hipétese de indugao, que o resultado seja valido
para algum £ > 1, isto é, k € X.

14244 k+(k+1) = 2 (g4
k(k+1)+2(k+1)

2
k+1)(k+2

2

Logo, k + 1 € X. Portanto, X = N.

Teorema 3.3 (Principio de Inducao 2¢ Forma) Seja X um subcon-
junto de N com as sequintes propriedades:

1. 1 € X;

2.VzeN, {1,2,...,2} C X =2z+1€ X. Entio X =N.

Prova. SejaY = {y € N:y ¢ X} C N. Vamos mostrar que ¥ = 0.
Suponhamos, por absurdo, que Y # (). Entdo, pelo Axioma 1, existe yp € Y’
tal que yp <y, Vy € Y. Como 1 € X temos que yy # 1 e, pelo Teorema
3.1, yo > 1, pois yp > 0. Logo, 0 < yo — 1 < yo. Pela escolha de y, temos
que yo — 1 ¢ Y ou, equivalentemente, £ € X, 1 < k < yo — 1, isto é,
{1,2,...,90—1} C X. Assim, pela condigao 2, 5o = (yo— 1) +1 € X, 0 que
¢ uma contradicao. Portanto, X = N. [ |

Exemplos. 1. Seja a seqiiéncia a1 =1, a3 =3 e a, = ap_1 + Gy_2, VN € N
com n > 3. Mostrar que

a, < (Z) ,Vn € N.



48 CAPITULO 3. CONJUNTOS E NUMEROS

Solugao. Seja
7 n
X={neN:qa, < (Z) }CN

Entao:
(i) 16X,p0isa1:1<£,

(ii) Suponhamos, como hipétese de indugao, que o resultado seja valido
para todo k, 1 < k < n, isto é, {1,2,...,n} C X.

TN (T\M A4 T\" 49 T\l o7y
=t <(y) +(g) =5(2) <6l -@)
Logo, n +1 € X. Portanto, X = N.

2. Mostrar que 2" — 1= (z —1)(z" '+ 2" 2+ ---+x+1),VneN.
Solugao. Seja
X={neN:z"-1l=(x-1)"'+2"2+..-+2+1)} CN
Entao:
(i) 1e X, poisz —1=x—1;

(ii) Suponhamos, como hipétese de indugdo, que o resultado seja vélido
para todo k, 1 < k < n, isto é, {1,2,...,n} C X.

" -1 = (z+1)(a"—-1) —z(z™t-1)
= @+)(@z-1)@E@" " +a" 7+ +1)-
zx — 1)@ 2+2" 3+ -+ +1)
= @-Dlz+ D" +2"2 -z 1)-
z(z" 2" 4z 4 1))
= (z—-1@"+z" 1+ +z+1).

Logo, n+ 1 € X. Portanto, X = N.
EXERCICIOS

1. Sejam R uma relacdo em A e D = {(z,z) : z € A}. Mostrar que R ¢é
anti-simétrica se, e somente se, RNR~' C D.
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. Seja a € Z. Mostrar que o conjunto X = {r € Z:a <z <a+1}é

vazio.

. Seja a € Z. Mostrar que a — 1 é o maior inteiro menor do que a.

Sejam a, b € Z tais que a? < b < (a+1)?. Mostrar que nao existe z € Z
tal que 22 = b.

. Para m,n € N, definimos

m < n< dk € N tal que n = km.

Mostrar que =< é uma ordem parcial em N que nao é total.

Seja
A={zeR0 <z <1}=]0,1]

com a ordem natural de R. Mostrar que A é totalmente ordenado e
nao contém menor nem maior elemento.

Seja {R;}icr uma familia indexada de ordem parcial em A. Mostrar
que N;er Ri é uma ordem parcial em A.

Seja
A={f:R—R: f é uma funcdo}.

Para f,g € A, definimos
f=2ge f(x) <g(zx),Vz eR
Mostrar que < é uma ordem parcial em A que nao é total.

Seja X um subconjunto de Z contendo uma cota inferior. Mostrar que
X contém uma quantidade infinita de cotas inferiores.

Seja X um subconjunto de Z contendo uma cota inferior. Mostrar que
o conjunto

Y ={a €Z:a éuma cota inferior de X}

é limitado superiormente. Conclua que X N'Y tem no maximo um
elemento.

Sejam X e Y dois subconjuntos de Z limitados inferiormente. Mostrar
que X NY e X UY sao subconjuntos de Z limitados inferiormente.
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Seja A =N x N. Para (a,b), (¢,d) € A, definimos
(a,b) 2 (c,d) a<coua=ceb<d.

Entao < é uma ordem parcial em A. Mostrar que A é bem ordenado.
(Sugestao: Seja X C Acom X # (). EntdoY ={a € N: (a,b) € X} #
feY C N, assim, pelo Axioma 1, existe ag € Y tal que ag < a,Va € Y.
Agora, seja V = {b € N: (ag,b) € X}. Entao V # @ e V CN; assim,
pelo Axioma 1, existe by € V tal que by < b, Vb € V. Finalmente,
Mostrar que (ag, by) é 0 menor elemento de X.)

Seja A um conjunto totalmente ordenado. Seja B C A e b € B; mostrar
que B contém um menor elemento se, e somente se, {x € A:z < b}NB
contém um menor elemento.

Seja A um conjunto totalmente ordenado. Mostrar que A é bem or-
denado se, e somente se, {r € A: x < a} é bem ordenado para todo
a € A. (Sugestdo: Use o exercicio precedente.)

Mostrar que N é bem ordenado. (Sugestao: Suponha, por absurdo, que
X é um subconjunto nao vazio de N sem menor elemento. Seja

Y={keN:k<z,Vze X} CN
Entao:

(i) 1 €Y, pois 1 é o menor elemento de N.

(ii) Suponha, como hipétese de indugao, que o resultado seja valido
para algum k£ > 1, isto é, k € Y e k < x para todo z € X. Como
k ¢ X, pois X ndo contém menor elemento, temos que k < x para
todo z € X. Pelo Teorema 3.1, k+1 < x para todo x € X; assim,
k+1 €Y. Logo, Y = N. Finalmente, como X NY = {) continue.)

Mostrar que todo subconjunto limitado inferiormente de Z é bem or-
denado.

Sejam A um conjunto bem ordenado, zg € A ¢ X um subconjunto de
A com as seguintes propriedades:

(1) xOEX;
(i) {reAd:z<a} CX = aec X. Mostrar que X = A.

Se m,n € N com m < n, entao existe um unico p € N tal que m+p = n.
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19. Para cada n € N mostrar que:

(@) 143+ +(2n—1)=

(b) 13+ 3%+ -+ (2n —1)3 = n?(2n* — 1);

(c) 1-2- 3+ 2-3-44---+n(n+ 1)(n+ 2) = nntln+2(ntd),
(d) L2 o n(n—|—1) =1- n—|—1’

(e) The ( 1)* (%;;)%:(-mm_;_?;

(f) 4™+ 15n — 1 é um multiplo de 9;

(g) n(n?+5) é um miiltiplo de 6.

20. Sejam a,b,n, k € Z tais que 0 < k£ < n. O coeficiente binomial é dado

pela férmula
n\ n!
k] kl(n—k)

onde 0! =1e (n+ 1)! = (n+ 1)n!. Mostrar que:

= (")
< (k+1) & 0 <k < 3(n—1); (Sugestao: (Z)% = (kil))

(c Z)z (Hl)@)kelmparek_%(n—n;

(
Q) k<n= (1) + ()= (D)
(

(1) n(73") = k+ D ():

(8) (a+0)" = 32 (3)am=s0k;

(h) 2(3) +n=n%YneNn >2;

() (6) + () +-+ (2o + () =27

@ () +20)++-1(,") +n(r) =n2"t.

21. Sejam aq,...,am,n € Z com n > 0. Mostrar que

n!
+...+ n: 7161"'(1,]%”.
(al am) kzi>0 kil k! m

k1+--+km=n
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22. Para cada n € N mostrar que:

(a) n < 2%
(b) n >4 = 2" <nl

+1\"
(c)n>2=nl< (”T) .
23. Para cada n € N mostrar que:

(@) 1-11+2-21+.--+n-nl=(n+1)—1;
n n _ n+1n(nt+l),
(b) 17 =27+37 —42 o (=1)" (= 1)+ (1) = (1) 205,

(€) 1+3+6+10+---+ 5 4 it - nlntlnt2),

24. Para cada n € N mostrar que:

(a) 12422 4. 4 p? = 2otlCntl),

6 )
2

(b) 13_1_23_*_..._,_”3:[@] :

(c) Encontre uma férmula para 1¥+2*+- - -4+-n* com k € N. (Sugestao:
(14+1)2=12+2-1-1+1%,...,(n+1)>=n?+2-n-1+ 12 agora
somando obtemos

n+1)2=12+21+2+---+n) +n.

Assim,
n(n+1)
—

(1+1)P=1>+3-12-1+3-1-1%+ 13, continue.)

1424 +n=

25. Seja P, um poligono regular com n lados (n > 3). Mostrar que a soma
dos angulos internos de P, ¢é dada por (n — 2)180°. (Sugestao: Note
que Ppy1 = P, U Ps.)

26. Seja f : N — N uma fung¢ao definida por

5 se n =2k
fn)=< 3n+1, se n=4k+1
3n—1, se n=4k — 1.

Mostrar que para todo n € N existe m € N tal que f™(n) = 1, onde
fm=frof.
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Sejam a,b € Z* e n € N. Definimos a poténcia n-éstima de a por

a" =a" 'a e a’ = 1. Mostrar que:

(a) a™a™ = a™t", VYm,n € N;
(b) (¢™)" =a™,VYm,n € N;
(c) (ab)™ = a™b"™, Vn € N.

Seja z = r(cosf +isinf) com r > 0. Mostrar

que

2" =r"(cosnb + isinnd),Vn € N.

Para cada n € N mostrar que

(nt+l)z

Sin 5

sin %

2 se x # 2km.

sinz +sin2x +---+sinnx = —
SlIlE

Para cada n € N mostrar que

: 1

2

cosT +cos2x +---+cosnr =

m Z
sm2

Para cada n € N mostrar que

k  k?

2 se x # 2km.

k 1\*
1+—g(1+—) <1+2+% vk1<k<n
n n n n

Para cada n € N mostrar que
1 n
2 < (1 + —) < 3.
n
Para cada n € N, com n > 6, mostrar que

(ni)nﬂ<n+1<(

w|3

Para cada n € N, com n > 6, mostrar que

2"n! < n™ < 3"nl.

Para cada n € Z mostrar que:

O O
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(a) (1+2)">14nz,Vz € R com z > —1;
(b) (1+z)*>1+2nz,Vr e R—{-1};
nn— n n znt!
(¢) T—z+---+ (-2 4 (-1)"am = B vz e R— {1} e

n impar;

(d) (1 +2)(1 +22)(1+2%) - (1+2%") = 12

—Z

on+1

,Vr € R — {1};

36. Para cada n € N mostrar que:

(a) 1+2 %-}-3 i+...+n.%%1:4_;zn—t2l;
) (1-5)(1-3) (1) =
@ 1+ (1+3)(1+L)=n+1

37. Ache a falha na seguinte “prova”. Mostraremos que quaisquer dois
elementos de N sao iguais. Seja

{ m, se n<m
max{m,n} =
n, sem<n.
Seja

X ={k e N:Vm,n € NNmax{m,n} =k = m = n}.
Entao:

(i) 1 € X, pois max{m,n} =1=m =n.

(ii) Suponha, como hipétese de inducdo, que o resultado seja valido
para algum k£ > 1. Seja m,n € N tais que max{m,n} = k + 1.
Entao max{m — 1,n — 1} = k. Logo, pela hip6tese de inducao,
m—1=n—1. Assim, m=nek+ 1€ X. Portanto, X = N.

38. Se A tem n elementos, entao P(A) tem 2" elementos para todon € Z,.
(Sugestao: Seja

X={n€Zi:P(A) tem 2" elementos} C Z,.
Entao:

i) 0 € X;

(ii) Suponha, como hipétese de indugdo, que o resultado seja valido
para algum k£ > 0, isto é, £k € X. Sejam B um conjunto com k+1
elementos e b € B. Entdo B = {b} U B — {b} continue.)
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3.2 Conjuntos Finitos e Infinitos

Nesta secao apresentaremos uma das distin¢oes fundamentais em mate-
matica, qual seja, entre conjuntos finitos e infinitos. A distingdo é intuitiva-
mente forcada, mesmo na auséncia de uma defini¢do precisa, ndo pode existir
qualquer duvida se um dado conjunto é finito ou infinito. Informalmente, um
conjunto ¢é finito se ele contém n elementos, com n € N. Entretanto, para
conjuntos infinitos a resposta depende da “aproximacao cardinal.” Dizemos
que dois conjuntos A e B tém o mesmo numero cardinal se existir uma, cor-
respondéncia biunivoca de A sobre B.

Para cada k € N, N; denota o subconjunto {1,2,... &k} de N, isto é,

Ny ={neN:1<n<Ek}.

Teorema 3.4 Sejam k,l € N. Se k < [, entdo ndo existe bije¢cio de Ny
sobre N;.

Prova. Vamos usar inducao sobre k.

(i) Se k =1, nada ha para provar.

(ii) Suponhamos, como hipétese de indugao, que o teorema seja valido para
algum k£ > 1 e todo | > k.

Seja Nyy1 = Ny U {k + 1} e suponhamos, por absurdo, que exista uma
bijecao
i Ne = N
para algum [ > k + 1. Sejam m = f(k+ 1) e h: N; = N, definida por
m, se n=I
h(n)=< I, sen=m

n, se n¢ {l,m}.

Se m = [, entao h = Iy,. Caso contrdrio, h o h = Iy,. Logo, h é uma funcao
bijetiva. Assim, a funcao

g=hof:N =N
é também bijetiva e g(k + 1) = [. Portanto,
g1 : Ny = N_; dada por g;(n) = g(n)

é bijetiva com k < [ — 1, o que contradiz a hipétese de inducao. |
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Lema 3.5 Seja k € N. Se f: N, — Ny € injetiva, entao f € sobrejetiva.
Prova. Vamos usar inducao sobre k.

(i) Se k =1, nada hd para provar.

(ii) Suponhamos, como hipétese de indugdo, que o lema seja vélido para
algum £ > 1 e consideremos f : Nyy; — Niy; injetiva.

Sejam k= f(k+1) e h: Ny;; — Niyy definida por

k, sen=k-+1
hin)=< k+1, se n==k
n, se n ¢ {k,k+1}.

Entdo g = ho f é injetivae g(k+1) = k + 1. Como Ny; = Ny U {k + 1}
temos que
g1 : Ny, = N, dada por ¢1(n) = g(n)
¢ injetiva. Logo, pela hipétese de inducao, g; é bijetiva e, assim, g também
o é. Portanto,
f=hlog=hog

é sobrejetiva. |

Definicao 3.2 Um conjunto A ¢ finito quando € vazio ou quando ele tem o
mesmo numero cardinal de Ny. Caso contrdrio, dizemos que A ¢é infinito.

Sejam A conjunto finito e f : Ny — A uma bijecao. Entao se existir
também uma bijecao g : N; — A, entao a funcao g 'o f : Ny — N, é bijetiva.
Logo, pelo Teorema 3.4, k = [. Portanto, para cada conjunto finito A existe
um tunico k£ € N tal que existe uma bijecao f : Ny — A, note que se k > 1,
entao existe mais de uma bijecdo. Chamamos k € N o numero cardinal de
A, em simbolos #(A) = k. Quando A = ) temos que #(A) = 0.

Observacao 3.1 Uma correspondéncia biunivoca
f Ny A
significa uma contagem dos elementos de A. Assim, fazendo
fQ) =x,..., f(k) =z

temos que
A={z,...,zx}
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Exemplos. 1. Todo subconjunto finito de Z possui um menor elemento.
Solugao. Seja
X ={keN:VACZ, com #(A) =k, possua um menor elemento} C N.
Entao:

(i) 1 € X, pois todo subconjunto unitdrio possui um menor elemento.

(ii) Suponhamos, como hipétese de indugao, que o resultado seja vilido
para algum k£ > 1, isto é, k € X.

Seja A = {x1,...,2,41} C Z. Entao, pela hipétese de inducao, o conjunto
A" = {x1,...,2} C Z possui um menor elemento, digamos zj. Assim,
xo = min{xy, zpr1} é tal que zy < x, Vo € A, isto é, A possui um menor
elemento. Logo, £k + 1 € X. Portanto, X = N. De modo andlogo, mostra-se
que todo subconjunto finito de Z possui um maior elemento. Assim, todo
subconjunto finito de Z é limitado.

2. N é um conjunto infinito.

Solugao. Suponhamos, por absurdo, que N seja um conjunto finito. Entao
existe um bijecdo f : N — Ni. Assim, f |n,,, ¢ injetiva. Logo, pelo exercicio
1 abaixo, k +1 = #(X) < #(Ny) = &, o que é uma contradigao.

3. O conjunto
A={reR:2?> - 4x+3 =0}

é finito, pois existe uma correspondéncia biunivoca de A sobre N.
Teorema 3.6 Sejam A e B dois conjuntos finitos e disjuntos. Entdo
#(AUB) = #(A) + #(B).

Prova. Suponhamos que #(A) = m e #(B) = n. Entao existem bijecoes
f:A—=-N,eg:B—N,. Sejah: AUB — N,,., definida por

| f(x) se € A
h(x)—{ m+g(z) se z € B.

Agora, é facil verificar que h é bijetiva (prove isto!). [ |
Corolario 3.7 Sejam A e B dois conjuntos finitos. Entdo

#(AU B) = #(A) + #(B) — #(AN B).
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Prova. Sejam C = A— (AN B) e D= B — (AN B). Entédo é claro que
A=CU(ANB) e B=DU(ANB)

sdo unides disjuntas. Assim, #(A) = #(C) + #(AN B) e #(B) = #(D) +
#(ANB). Como CNDCANBeCN(ANB) =0 temos que CN D = 0.
Portanto,

AUB=(CUD)U(ANB) e (CUD)N(ANB)=10.

Dai, #(AUB) = #(C U D) + #(AN B). Sendo #(C U D) = #(C) + #(D),
#(C) = #(A)—#(ANB) e #(D) = #(B)—#(ANB) temos que #(AUB) =
#(A) + #(B) — #(AN B). u

Teorema 3.8 Seja A um conjunto finito. Entdo f: A — A € injetiva se, e
somente se, ela é sobrejetiva.

Prova. Suponhamos que f : A — A seja injetiva. Entao, como A é finito
temos que existe uma bijecdo g : N, — A. Logo, h=¢g 'o fog: N, = N,
é injetiva. Assim, pelo Lema 3.5, h é bijetiva. Portanto, f = gohog™' é
sobrejetiva.

Reciprocamente, suponhamos que f : A — A seja sobrejetiva. Entao
existe uma funcdo g : A — A tal que f o g = I4; além disso, g é injetiva,
assim, pelo 0 mesmo argumento anterior, g é bijetiva. Portanto, f = g=' é
injetiva. |

Definicao 3.3 Um conjunto A é enumeravel quando existe uma corres-
podéncia biunivoca de N sobre A. Um conjunto A é contavel quando € finito
ou enumerdvel. Caso contrdrio, dizemos que A é nao contavel ou nao enu-
meravel.

Observacao 3.2 Uma correspondéncia biunivoca
fN—>A

significa que é possivel enumerar todos os elementos de A em uma seqiiéncia
infinita, de modo que cada elemento de A apareca exatamente uma vez. As-
sim, fazendo

fQ)==zq,..., f(k) =z, ...

temos que
A=Axy,...,z,...}.
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Exemplo. O conjunto Z é enumerdvel.

Solugao. Seja

f:N = Z dada por f(k) = (—1)’6[9,
onde || é a fun¢do maior inteiro. Dados k,l € N.
k !
£k = 1) = (~D* 5] = (-1'LL).

Assim, ou k e [ sdo ambos pares ou ambos impares. Se k = 2m e [ = 2n,
entao

(CDH )= (1) g) = Lml = In] > m=n=k=1

Sek=2m+1el=2n+1, entao

(‘DH%J = (—1)l[éJ = |m+ %J =|n+ %J =m=n=k=1.

Logo, f é injetiva. Dadon € Z. Entao n > 0 ou n < 0. Se n > 0, entao
existe k = 2n € N tal que f(k) =n. Sen <0, entdo existe k =2|n|+1 €N
tal que f(k) = n. Logo, f é sobrejetiva. Portanto, f é uma correspondéncia
biunivoca de N sobre Z.

Teorema 3.9 Se A é enumerdvel e x € A, entio A — {x} é enumerdvel.

Prova. Suponhamos que A seja enumeravel. Entdo existe uma bijecdo
f:N— A

Como f é sobrejetiva temos que existe n € N tal que z = f(n). Seja

5N A~ () dudapor o) ={ 10 ST

Entdo g é uma bije¢ao (prove isto!). Portanto, A — {z} é enumerdvel. [ |
Corolario 3.10 Para cada k € N, Ny, nao contém subconjunto enumerdvel.
Prova. Vamos usar induc¢ao sobre k.

(i) Se k =1, nada hé para provar.
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(ii) Suponhamos, como hipétese de indugdo, que o resultado seja valido
para algum £ > 1.

Agora, suponhamos, por absurdo, que Ny,; contenha um subconjunto
enumeravel X. Assim, se k+1 ¢ X, entdo X C N, o que é uma contradi¢ao.
Sek+1¢e X,entdo X —{k+1} C Ny e X — {k+ 1} é enumerdvel, o que é
uma contradicao. Portanto, Ny,; nao contém subconjunto enumeravel. W

Teorema 3.11 O conjunto A € infinito se, e somente se, A contém um
subconjunto enumerdvel.

Prova. Suponhamos que A seja infinito. Assim, basta mostrar que
fN—> A

é injetiva, pois f(N) é um subconjunto enuméravel de A (prove isto!). Dado
1 € A. Seja

X={keN:f(k)=ar e zy € A—{z1,...,251}} CN.
Entao:
(i) 1 € X, pois f(1) =z1 e 21 € A.

(ii) Suponhamos, como hipétese de indugdo, que o resultado seja vilido
para algum k£ > 1, isto é, k € X.

Como A é um conjunto infinito,
A— {xla"'axkl}

nunca pode ser vazio; assim, podemos sempre escolher

Tpr1 € A—{my, ... 2}

e definir f(k + 1) = zyy1; ou seja, k + 1 € X. Portanto, X = N.
Note que f assim definida é injetiva, pois dados k,l € N, k # [, digamos
k <, entao

f(l) € A— {.Z'l,. . .,.fl,l} (S f(k') € {,’131,...513]“. . .,.Il,l}.
Portanto, f(k) # f(1).

Reciprocamente, suponhamos que A contenha um subconjunto enumera-
vel B e que A seja finito. Entao existem bijecoes

f:N>Beg:N,— A,

respectivamente. Logo, h = ¢~! 040 f é uma funcio injetiva de N em N, o
que é, pelo Corolario 3.10, uma contradigao. |
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Corolario 3.12 Qualquer conjunto que contém um subconjunto infinito é
nfinito. [ |

Corolario 3.13 Qualquer subconjunto de um conjunto finito é finito. |

Corolario 3.14 Se A ¢ infinito e B € nao vazio, entdo A X B e B X A sdo
mfinitos.

Prova. Seja b € B fixado. Entao
g:A— A x B dada por g(x) = (x,b)
é claramente injetiva. Assim, se f : N — A é uma fungao injetiva, entao
fog: N> AxB

é injetiva. Portanto, A x B contém um subconjunto enumeravel, isto é, A x B
¢ infinito. [

Teorema 3.15 O conjunto A € infinito se, e somente se, existe uma bijecao
de A com um subconjunto préprio de A.

Prova. Suponhamos que A seja infinito. Entdo A contém um subconjunto
enumeravel, digamos

B:{xl,...,xk,...}.

Seja

x, se re A—B

f:A— A—{z} dada por f(fr)={ Tt1, se =i, Vk €N

Entdo f é uma func¢io bijetiva (prove isto!).
Reciprocamente, suponhamos que A seja finito. Entao existe uma bijecao

g: N, — A

Assim, pelo Teorema 3.4, nao existe uma bije¢cao de A com um subconjunto
proprio de A. [ |

Teorema 3.16 Qualquer subconjunto de N é contdvel.
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Prova. Seja B um subconjunto qualquer de N. Se B = (), entdo B é
claramente finito. Suponhamos que B # (). Como B # () e B C N temos,
pelo Axioma 1, que existe x; € B tal que z; < z, Vz € B. Suponhamos,
como hipotese de inducgao, que existam

T1,%9,...,T € B tais que 1 < 19 < -+ < X

Seja
X={zxeB:x¢{z1,29,...,2}}.

Entdo, se X = () temos que B é finito. Se X # (), entdo existe, pelo Axioma
1, 2o € X tal que 2o < z, Vz € X. E claro que z; < xy. Assim, tomando
Tg41 = To, obtemos

T1,L9y - ey Ty Tht1,--- € B talsque r1 < Ty < -+ <X < Tpyy < -+ -

Seja
f:N— B dada por f(k) = zy.

Entao f é uma bijegao (prove isto!). Portanto, B é enumerdvel. [ |
Teorema 3.17 O produto cartesiano N x N é enumerduvel.

Prova. Seja
f:Nx N — N definida por f((k,1)) =k+%(k+l—1)(k+l—2).

Entao, dado n € N, escolhendo m € N tal que

(m—21)m cn< m(m2+1),

obtemos que

Mm=Dm Neiloq_npymm+l)

N.
2 3 ©

k=n—

Assim, dado n € N existe (k,l) € N x N tal que f((k,l)) = n. Logo, f é
sobrejetiva.

Dados (k,1),(m,n) € N x N, se (k,l) # (m,n), entdo hd dois casos a
serem considerados:

(a) k+l=m+nek<m= f((k1)) < f((m,n));
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(b) k+l<m+n=k+1>2em+n>3. Note, pelo item 1, que
F((kD) < f((k+1-1,1)) e f((1,m+n—1)) < f((m,n)).
Assim, basta mostrar que
flk+1-1,1)) # f(Q,m+n—1)).
Pelo Teorema 3.1 temos que k+1 <m +n — 1. Assim,
(k+1-1)k+]) <(m+n—-2)(m+n-1).

Dai
(k+l-1)k+)—(m+n—-2)(m+n—-1) <2

Logo,
1 1
(k+l—1)+§(k+l—1)(/€+l—2)<1+§(m+n—1)(m+n—2),

isto é,
fk+1-1,1) < f((1,m+n—1)).
Portanto, em qualquer caso, f((k,1)) # f((m,n)), isto é, f é injetiva. [ |

Teorema 3.18 Seja {A,}°°, uma familia indezada de conjuntos enume-
rdveis. Entao

é enumerdvel.
Prova. Como os A, sdo enumeraveis existem bijecoes
fn N—= A,
para cada n € N. Seja
f:NxN—= A dada por f((m,n)) = f.(m).
Entao f é sobrejetiva, pois dado y € A existe n € N tal que y € A,,; assim,

existe m € N tal que y = f,(m), isto é, existe (m,n) € N x N tal que
y = f((m,n)). Pelo Teorema 3.17, existe uma bijecao

g:N—->NxN,
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logo
fog: N> A

é sobrejetiva. Para k,l € N, definimos
k~le foglk)=fog(l).

Entdo ~ é uma relagdo de equivaléncia em N associada a f o g (prove isto!).
Logo,

h N — A, definida por h(k) = f o g(k)

~Y

¢ uma funcao bijetiva. Pelo Teorema 3.16, % é contavel; assim, A é contavel.
Mas, pelo Corolario 3.12, A é infinito. Portanto, A é enumeravel. [ |

Corolério 3.19 Seja {A,}22, uma familia indezada de conjuntos contdveis.
Entao

A= 4,
n=1

é contdvel. [ |

Corolario 3.20 Sejam A e B dois conjuntos enumerdveis. Entao AU B ¢é
enumerdvel.

Prova. Podemos supor, sem perda de generalidade, que A e B sao disjuntos,
pois existem correspondéncias biunivocas de A sobre A x {1} e de B sobre
B x {2} com

Ax{1}nBx {2} =0.

Seja { X1, X5} uma partigdo de N, por exemplo,
X, ={2,4,6,..} e X, ={1,3,5,...}.
Assim, existem bijecoes
fi:Xi—=Ae fo: X9 B.
Logo, f : N — AU B definida por

| filn), seneX
f(n)—{ f;(n), se nEX;

é sobrejetiva. Portanto, pela prova do Teorema 3.18, AU B é enumeravel.ll

Exemplo. O conjunto QQ é enumeravel.
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Solugao. Basta mostrar que Q% ¢ enumerdvel, pois
Q=Q  u{o}uQ;.
Seja
m
f:NxN—=Q},, dadapor f((m,n))= p

Dados (k,1),(m,n) € N x N,
(k1) = (m,n) = k= m e l=n:>%= ™ S (kD) = F((m,m)

Logo, f é bem definida. Finalmente, dador = € @, , existe (m,n) € NxN
tal que

f((m,n)) =r.
Portanto, f é sobrejetiva. Assim, pela prova do Teorema 3.18, Q¥ ¢é enu-
meravel.

Teorema 3.21 O conjunto R € ndo enumerdvel.

Prova. Como

x

e
: R —]0, 1| definida por f(z)=
f 10, 1] por f(z) = 1 e
é uma fungao bijetiva (prove isto!), basta mostrar que o intervalo aberto |0, 1|
é ndo enumeravel. Suponhamos, por absurdo, que |0, 1] seja enumeravel, isto
é,
]0, 1[2 {.’131,372, ey Ty o - }

Vamos admitir como sendo conhecido o seguinte fato (cf. Apéndice B): todo
x €]0, 1] admite uma representagdo decimal da forma

z = 0,a1a0a3 - -,

onde a; € Ny U {0}. E claro que todo ntimero racional admite duas repre-
sentacoes desta forma, por exemplo,

1=O 200--- e 1:0 199---
) ’ ) ’
Assim,
z1 = 0,a11012013- -

zo = 0,ag1a20a93 -

Ty = 0,ap0r0a83 -
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Seja agora
bi € Ng U {0} e bz 7é Qg5 -
Entao
b=0,b1bybs--- €]0,1],
0 que é uma contradicao, pois b # x, Vk € N. [ |

EXERCICIOS

1. Mostrar que existe f : Ny — N; é injetiva se, e somente se, k£ < [.
(Sugestdo: Suponha que exista uma fungio injetiva f : Ny — N.
Agora, vamos usar inducao sobre /.

(i) Se !l =1, nada h4 para provar.

(ii) Suponhamos, como hipétese de indu¢ao, que o resultado seja vali-
do para [ — 1. Dado y € N;. Ha dois casos a serem considerados:
(1) Se y € f(Ng), entao existe um tnico z € Ny, tal que y = f(x),
pois f é injetiva. Sejam A = Ny — {z} e B = N, — {y}. Entao,
g: A — Bdadaporg= f |4 éinjetiva. Como #(B) = [—1 temos,
pela hipotese de indugao, que #(A4) =k —1 < #(B) =1—1, isto
é, k<l (2)Sey ¢ f(N;), entdo f(Ny) C B. Logo, f: Ny, — B
é injetiva. Como #(B) = | — 1 temos, pela hipotese de indugao,
que k <l—1,isto é, k <1.)

2. Mostrar que existe f : N, — N; é sobrejetiva se, e somente se, £ > [.
3. Seja A um conjunto finito. Mostrar que P(A) é um conjunto finito.

4. Seja A um conjunto finito. Mostrar que o niimero de relagoes em A é
finito.

5. Seja A qualquer conjunto contendo pelo menos dois elementos. Mostrar
que o conjunto P(A), equipado com a ordem parcial

X<Y&XCY,VX,Y € P(A),
nao é bem ordenado.

6. Mostrar que f : Ny x N; = Ny; definida por f((i,7)) =1(t —1)+j é
uma correspondéncia biunivoca.

7. Sejam A e B dois conjuntos finitos. Mostrar que #(A x B) = #(A) -
#(B).
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10.

11.

12.

13.

14.

15.
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Se a seqiiéncia 1, s, ..., Ty, ... forma uma P.A. de razdo r. Mostrar
que
Tp =1+ (n—1)r.

Seja S, = 1 + 29 + -+ + x, a soma dos n primeiros termos de uma
P.A. de razao r. Mostrar que

n(x, + x1)
Sp=—=.
2
Se a seqiiéncia 1, o, ..., Ty,... forma uma P.G. de razao q. Mostrar
que
_ n—1
Ty = 114 .

Seja S, = 1+ T2 + -+ -+ x, a soma dos n primeiros termos de uma
P.G. de razao ¢ ¢ {0,1}. Mostrar que

1 — Tnq
Sp = ——m.
l—gq
Seja a seqiiéncia 1,22, ...,Tp,... cOM T =7 €

Tp =Tp—1+2Tp_o+ -+ (n—1)x;.
Mostrar que =, é um multiplo de 7.

Mostrar que se A é um conjunto infinito e B é um subconjunto finito
de A, entao A — B ¢ infinito.

Mostrar que A é um conjunto infinito se, e somente se, para cada k € N,
A contém um subconjunto B que estd em correspondéncia biunivoca
com Nj.

Seja a € A. Mostrar que A é um conjunto infinito se, e somente se,
existe uma correspondéncia biunivoca de A — {a} sobre A. (Sugestdo:
Como A — {a} ¢ infinito, existe B C A — {a} enumerdvel. Logo,
BU{a} é enumeravel e existe uma bijegao de B sobre BU{a}, digamos
f: B — BU{a}. Agora, mostrar que a funcdo g : A—{a} — A definida
por

f(z), se x €B
g(x):{x’ se x ¢ BU{a}

é bijetiva.)
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16.

17.

18.

19.

20.
21.

22.

23.

24.

25.
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Mostrar que se A é um conjunto infinito ¢ B é um conjunto contavel,
entdo existe uma correspondéncia biunivoca de A sobre AU B. (Su-
gestao: Como A é infinito, existe C' C A enumeravel. Logo, CU(B—A)
é enumerdvel e existe uma bijecao de C sobre C' U (B — A),...)

Seja A C N um subconjunto infinito. Mostrar que existe uma tnica
bijecao crescente f: N — A.

Mostrar que A é um conjunto infinito se, e somente se, existem uma
quantidade infinita de relagGes de equivaléncia em A. (Sugestao: Sejam
a,b € A com a # b. Mostre que

Rav = {(z,y) € Az =1y, (2,9) = (a,b) ou (x,9) = (b,a)}
é uma relacdo de equivaléncia em A e Ry = Reqg < {a,b} = {c,d}.)
Mostrar que f : N — Z definida por

se n é par
se n é impar

n
fn) =19 1.
2
¢ uma correspondéncia biunivoca. Conclua novamente que Z é enu-
meravel.
Mostrar que o conjunto de todos os miiltiplos inteiros de 5 é enumeravel.
Mostrar que todo subconjunto de um conjunto enumeravel é contavel.

Seja A um conjunto enumeravel. Mostrar que A possui um subconjunto
enumeravel B tal que A — B é enumeravel.

Mostrar que o conjunto de decimais terminando em uma seqiiéncia
infinita que consiste exclusivamente em 9's é enumerdvel. (Sugestéo:
Por exemplo,

_n Tk > 9
0,21+ 24999 = T5 + +10k+n:§jk+110n,

onde z; € Ny U {0})

Seja J = {J;}ic; uma familia indexada de intervalos disjuntos aos pares.
Mostrar que J é contavel.

Mostrar que o conjunto de pontos no plano com coordenadas racionais
é enumeravel.
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26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.
33.

34.

35.

36.
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Seja f : A — B uma funcado sobrejetiva. Mostrar que se A é enu-
meravel, entao B também o é.

Seja f : A — B uma funcao injetiva. Mostrar que se B é enumeravel,
entao A também o é.

Sejam Aq,..., A, conjuntos enumeraveis. Mostrar que Ay X --- x Ay é
enumeravel.

Mostrar que a funcao
m
f:ZxN—Q, definida por f((m,n)) =—
n
é sobrejetiva. Conclua novamente que Q é enumeravel.

Seja
A={X CN:X éum conjunto finito}.

Mostrar que A é um conjunto enumeravel.
Seja A um conjunto enumeravel. Mostrar que
B={X CA:X éum conjunto finito}
é um conjunto enumeravel.
Mostrar que o corpo Q[v/2] = {a + bv/2 : a,b € Q} é enumersvel.

Mostrar que o anel dos inteiros de Gauss Z[i| = {a + bi : a,b € Z},
onde i? = —1, é enumerdvel.

Seja A um conjunto infinito. Mostrar que A é enumeravel se, e somente
se, existe uma correspondéncia biunivoca de A sobre B, para todo
subconjunto infinito B C A.

Sejam A um conjunto finito ndo vazio € B um conjunto enumeravel.
Mostrar que A x B é enumeravel.

Mostrar F = {f : N — {0,1} : f é uma funcdo} é ndo enumerdvel.
Conclua que P(N) é ndo enumerdvel. (Sugestdo: Suponha, por ab-
surdo, que F é enumeravel, digamos

f:{fl,fg,...,fn,...}.

Consideremos a fungao f : N — {0, 1} definida por f(n) =1 — fu(n).
E facil verificar que f # f,, Vn € N, o que é uma contradi¢do, pois

ferF)
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37.

38.
39.

40.

41.

42.

43.

44.

45.
46.
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Seja A qualquer conjunto contendo mais do que um elemento. Mostrar
F={f:N— A: f éuma funcio} é ndo enumeravel.

Seja A um conjunto enumerdvel. Mostrar que []72; A é ndo enumerdvel.

Seja A qualquer conjunto contendo pelo menos dois elementos. Mostrar
que ndo existe bijecdo de A sobre F ={f: A — A: f é uma fungdo}.

Mostrar que o anel Z[z] de todos os polinémios com coeficientes inteiros
é enumeravel. (Sugestao: Seja

n
Pup=A{f €Zlx]: f=) aiz" e |ao|+[ar|+-+|an|=m}.
i=0
Entao note que cada P, , ¢ um conjunto finito e

Zzl= U Pun)

(m,n)ENXN
Um numero algébrico é qualquer raiz real da equacao
ap +ax+ -+ a,z" =0,

onde os coeficientes a; sao inteiros. Mostrar que o conjunto A dos
nimeros algébricos é enumeravel. (Sugestdo: Defina para cada n € N

o conjunto
A, ={aeR: f,(a) =0}

Agora, note que cada A, é finito e

A= A

neN

Um nimero real é chamado transcendente se ele nao é algébrico. Mostre
que o conjunto dos nimeros transcendentes é nao enumeravel.

Sejam A um conjunto nao enumeravel. Mostrar que A x B é nao
enumeravel qualquer que seja o conjunto B # ().

Mostrar que f : [0, 1] —]0, 1] definida por

%, se x =0
f(z) = niQ, se m:%,nEN
z, sex¢{0,t},neN,

é uma correspondéncia biunivoca. Conclua que [0, 1] é ndo enumerdvel.
Mostrar que existe uma correspondéncia biunivoca entre [0, 1] e [0, 1].

Mostrar que S* = {(z,y) € R? : 22 + 2 = 1} é nao enumeréavel.



Capitulo 4

Teoria dos Numeros

A teoria dos numeros se dedica ao estudo das propriedades dos nimeros
inteiros Z. Neste capitulo faremos a apresentacao de algumas definigoes
e resultados sobre a teoria dos nimeros que Serao necessarios para Cursos
subsequentes. O leitor interessado em mais detalhes deve consultar [15].

4.1 Algoritmo da Divisao

Ja sabemos, desde a escola primdria, que o processo ordindrio de dividir
um inteiro positivo @ por um inteiro positivo b fornece um quociente g € um
resto r. Formalmente, isto corresponde a:

Teorema 4.1 Sejam a,b € Z com b > 0. Entao existem unicos q,r € 7 tais
que
a=qgb+7r, onde 0 <r <hb.

Prova. (Existéncia) Podemos supor, sem perda de generalidade, que a > 0,
pois o caso a < 0, reduz-se a este com a substituicao de a por —a > 0.

Quando a = 0, basta tomar ¢ = r = 0. Assim, podemos supor a > 1 e
a > b, pois se a < b, entao a = b ou a < b; assim, a = b basta tomar ¢ =1 e
r =0, e a < b basta tomar ¢ =0 e r = a. Agora, seja

X={aeN:a=qgb+r, onde 0 <r < b}.
Entao:
(i) 1€ X, pois 1 =1.1+0.

(ii) Suponhamos, como hipdtese de indugdo, que o resultado seja vilido
para todo k,com 1 < k <a—1,isto é {1,2,...,a— 1} C X.

71
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Como a > b > 0 temos que 0 < a — b < a e, assim, existem, pela hipdétese
de indugao, q;,r € Z tais que

a—b=qb+r, onde 0 <r <b.
Fazendo, ¢ = ¢; + 1, obtemos que
a=qgb+r, onde 0 <r <b.
(Unicidade) Suponhamos que existam ¢, go, 71,72 € Z tais que

a=qb+ry, onde 0 <r; <b.

e
a = qgab+ 1y, onde 0 <7y < b;
logo,
gb+ri=@b+r & (g —@)b=ry—11.
Note que
0<rs<be —b<—r<0=0< |7‘2—’f'1|<b.
Assim,

|Q1—QQ|b=|7"2—7'1|<b:>0§|CI1—Q2|<1-

Portanto, pelo Teorema 3.1, temos que |¢; — ¢2| = 0, isto é, g1 = ¢» e, assim,
r =To. [ |

Exemplo. Sejam a = —1.998 e b = 7. Determinar a divisao de a por b.
Solucgao.
1.998 = 285 -7+ 3 = —1.998 = (—285)7 + (—3) = (—286)7 + 4.

Logo, g = —286 e r = 4.

Corolédrio 4.2 (Algoritmo da Divisao) Sejama,b € Z comb # 0. Entdo
eristem unicos q,r € Z tais que

a=¢gb+r, onde 0 <r <|b.
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Prova. E suficiente considerar o caso em que b < 0. Entéo |b] > 0 e, pelo
Teorema 4.1, existem tnicos q;,r € Z tais que

a=gqy|b|+r, onde 0 <r<|b.
Como |b| = —b, fazendo, ¢ = —¢;, obtemos que
a=¢gb+r, onde 0 <r<|b|.
|
Exemplo. Sejam a = 2.466 e b = —11. Determinar a divisao de a por b.
Solugao. Como
2.466 = 224 - 11 + 2 = (—224)(—11) + 2
temos que ¢ = —224 e r = 2.

Sejam a,b € Z com b # 0, dizemos que b divide a ou b é um divisor de a
ou que a é um miltiplo de b, em simbolos b | a, se existir ¢ € Z tal que

a = be.

Caso contrério, dizemos que b ndo divide a, e denotaremos por b { a. Dizemos
que a € Z é um numero par se 2 | a e impar se 21 a.

Exemplos: 2| 4; —3|15; 5412 e b | 0 para todo b € Z*, pois 0 =0 - b.
Observagao 4.1 O inteiro ¢ é Unico, pois se ¢ € Z € tal que a = bc', entdo
0=bc—bd =blc—c)=c-—d=0=>c=".

Teorema 4.3 Seja a,b,c € Z*. Entao as sequintes condi¢oes sao satisfeitas:
1. £1 | a, +a | a;

b|1leb=+l;

blaea>0=b<a;

b|a< bl ac

blaealc=0b]c

6. blaeal|b=a==1b
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7. claec|b=c| (ax+by),Vz,y € Z.

Prova. Mostraremos apenas os itens 2 e 6.

2.b|1<3deZtal quebd =1 |bd| = |b| |d] = 1. Como b,d € Z* temos,
pelo Teorema 3.1, que [b| > 1 e |d| > 1. Assim, se |b| > 1, entao

[bd| = [b]|d] > [d| > 1,

o que é impossivel. Logo, |b| = 1. Portanto, b = +1.
6.Seb|aea|b, entdo existem d, e € Z tais que a = bd e b = ae. Logo,

b=ae =bde = de =1.
Por 2, temos que d = e =1 ou d = e = —1. Portanto, a = =%b. [ |

Observagao 4.2 A propriedade 1 diz que todo a € Z — {—1,0,1} possui
pelo menos quatro divisores, 2 diz que 0s unicos elementos invertiveis de Z
sao £1, 6 diz que os elementos a e b sdo associados em Z, enquanto 1 e
diz que a relacao de divisibilidade em Z € reflexiva e transitiva, entretanto,
nao € uma relacdo de equivaléncia nem de ordem parcial.

Teorema 4.4 Seja b € N com b > 1. Entdo para todo a € N existem inicos
n,r; € Z tais que

a=1pb" + 1y b b b = (T 1 T1T0)by
onder; €{0,1,....b—1},Vi=0,1,...,n en = |log,al.
Prova. (Existéncia) Seja
X={ae€N:a=rb"+r,_1b" 44+ rb" +reh°}.
Entao:
(i) 1 € X, pois existem n =0 e 7o = 1 tais que 1 = rob°.

(ii) Suponhamos, como hipétese de indugao, que o resultado seja vilido
para todo k, com 1 < k < q, isto é, {1,2,...a} C X. Pelo Teorema
4.1, existem q,ry € Z tais que

a+1=qgb+ry, onde 0 <ry<hb.
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Podemos supor que g > 0, pois quando g = 0 existem n =0erg =a+1
e, assim,a+1 € X. Comoa+1>0ery >0, temos que g < a, pois se
a < q, entao

a<qgel<b=a+1<qeq<gh=a+1<qgb=qgb+1ry<qb=10<0,

o que é impossivel. Assim, pela hipdtese de inducao, existem n,r; € Z tais
que
q=rpb" T O bt B0,

onde r; € {0,1,...,b—1}, Vi =1,2,...,n. Logo,
a+1=rb" + 7, 10"+ +11b" + b

isto é, a + 1 € X. Portanto, X = N.
(Unicidade) Suponhamos que existam m, n,7;, s; € Z tais que

a=Tmb™ + 7y 0™+ b+ b,
onde 0 <7r;<b,r,>1e
a=spb" 4 sp_1b" L+ 4 510t + sob°

onde 0 < s; <b, s, > 1.
Afirmacao: b™ < a < ™1,
De fato,
Tm21=>bm§7“mbm§a

Por outro lado, como r; < b temos, pelo Teorema 3.1, que r; < b — 1. Logo,

a Pond™ 4 T B 4 oo b 4 b

< =D+ (b= 1)b™ 4t (b= 1B + (b— 1)0°
= o1
< bm+1.

Portanto, m = n, pois se m < n, entao m + 1 < n e, assim,
P < b < g,
o que é impossivel. Logo,
Tpb™ + T 6" b+ b = 5, + s, BT+ s1b + sbl

Dai,
9 — So = bc
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para algum ¢ € Z. Como 0 < rg, sg < b temos que 0 < |rg — sg| < b; assim,
blef <b=0<c|]<1=c|]=0=c=0.

Logo, 19 = sg. Agora suponhamos, como hipétese de inducao, que r; = s;,
para todo 2 com 1 <1 < k e k < n. Entao

Tnbn + e+ Tk+2bk+2 + ’f’k_|_1bk+1 = Snbn +-- 4 8k+2bk+2 + Sk+1bk+1.
Dividindo ambos os membros por b¥!, obtemos que
b E T b rgab Ty = 5" e spab + sk

e, pelo mesmo argumento acima, ry,; = Sxy1. Portanto, r; = s; para todo
i=1,2,...,n.
Finalmente, como log é uma funcao crescente temos que

n = log, b" < log, a < log, b" ™' =n + 1.
Portanto, n = |log, a. [

Observagao 4.3 Dizemos que a = (rprn_1---T179)s € a Tepresentacao de a
na base b e que n+1 € o numero de digitos na base b, onde r, > 0 € o primeiro
digito e ro € o ultimo digito. A prova do Teorema fornece um Algoritmo
prdtico para representar um inteiro a em uma base qualquer b > 1, através
das sequintes relacoes:

a = C]ob+T0, 0<ro<b
o = @b+, 0<r <b
In—2 = anlb'i_ Tno1, 0< 1 < be In—1 < b.

Fazendo r, = q, 1, obtemos que
a=rpb" + 1y 1 b" 4 bt g,

Além disso, a adicdo, a subtragao e a multiplicacdo sao efetuadas pelo mesmo
processo usual.

Exemplo. Escreva 142 e 153 na base 4 e forme sua soma.

Solucgao.
142 = 35-442
3 = 8-443
8 = 2-440
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e 2 < 4. Logo,

(142), =2-4*4+0-4>+3-4+2-4° = 2032.

De modo anélogo, temos que

(153), =2-4*+1-4>+2-4+1-4° = 2121.

Soma

2 0 3 2
+ 21 21
1 021 3
24+1=3,3+4+2=11, escrevemos 1 e transportamos 1, 1 + 0+ 1 = 2, etc.

10.

EXERCICIOS

. Sejam a,b € Z tais que a = gb+r, onde 0 < r < b. Se a > 0, mostrar

que g > 0.

. Sejam a,b € Z tais que a = gb+r, onde 0 < r < b. Se a > b, mostrar

que 7 < %

Sejam a,b € Z tais que a = gb+ r, onde 0 < r < b. Mostrar que

q= 3]
Dado ¢ € Q. Mostrar que existe a € Z tal que a €]c, ¢+ 1].

Seja b € Z com b > 1. Mostrar que a equacao b = 1 nao tem solucao
em Z.

Sejam a,b € Z com b > 0. Mostrar que existem tnicos ¢,r € Z tais
que a = gb+ r, onde 2b < r < 3b.

Exprima 212 usando as bases 2, 3,4, 5, 7, 9 e 13.

21.000

Com quantos digitos se escreve o numero no sistema de repre-

sentacao decimal.

Sejam a,b € Z. Mostrar que, se 3 divide a? + ab + b?, entdo a e b tém
o mesmo resto quando divididos por 3.

Para todo n € N, mostrar que:

(a) 5% — 39" ¢ divisivel por 152;

(b) a™ — b™ é divisivel por a — b;
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.
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(¢) a™+ b™ é divisivel por a + b se n é impar;

(d) (n+1)" —1 é divisivel por n?;

(e) 5™ + 2.3~ + 1 é divisivel por 8;

(f) 10™ 4 3.4"*2 + 5 é divisivel por 9;

(g) (3++/5)"+ (3 —+/5)" é divisivel por 2";

(h) 3(1° + 2%+ --- +nd) é divisivel por 13 + 23 + ... + n3,

Sen € N, com n > 1 e impar, entdo 1"+ 2" +---+ (n — 1)" é divisivel
por n.

Mostrar que 197 + 297 4 397 4- 497 4 597 ¢ divisivel por 5.

Mostrar que nao existe n € N tal que n? + 2n + 12 seja divisivel por
121.

Mostrar que a soma dos cubos de trés inteiros consecutivos e positivos
¢ divisivel por 9.

Determinar todos os a € N tais que a? + 1 seja divisivel por a + 1.
Determinar todos os a € Z — {3} tais que a® — 3 seja divisivel por a — 3.

Seja n € N com n > 1. Mostrar que k divide (n + 1)! + &, onde
2<k<n+1.

Mostrar que se um nimero inteiro é simultaneamente um quadrado e
um cubo (64 = 8% = 43), entdo ele é da forma 7k ou 7k + 1, para algum
keN.

Mostrar que nenhum termo da seqiiéncia 11, 111, 1111, ... é um quadra-
do perfeito. (Sugestao: 111---111 =111---108 + 3 = 4k + 3.)

Sejam a = zyz e b = zyx dois inteiros positivos no sistema de repre-
sentacao decimal. Mostrar que a — b é divisivel por 99.

Sejam n = zyzuv e m = xyuv dois inteiros positivos no sistema de
representacao decimal. Determinar todos os n tais que

n
—€eN.
m

(Sugestao: Mostre que 9m < n < 11m.)
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22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.
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Determinar todos os inteiros positivos que comecam com digito 6 e
diminui 25 vezes quando este é descartado. (Sugestdo: Seja a € N.
Entdo a =6-10" + b e a = 25b, onde 0 < b < 10" — 1.)

Mostrar que nao existe um numero inteiro positivo que diminua 35
vezes quando seu primeiro digito é descartado.

Determinar o menor inteiro positivo que comeca com digito 1 e aumenta
3 vezes quando este digito é passado para o final. (Sugestdo: Sejaa € N.
Entdao a = 10" +be 3a =100+ 1, onde 0 < b < 10" — 1.)

Determinar o menor inteiro positivo cujo ultimo digito é 6, sabendo-se
que este nimero aumenta 4 vezes quando este ultimo digito é levado
para o inicio do nimero.

Cada um dos numeros 1 =1,3=1+2,6=14 2+ 3, ... representa o
nimero de pontos que pode ser arranjado igualmente em um triangulo
equilatero, por exemplo, o nimero 6 é representado como 3 na base
2 no meio e 1 no topo. Um nimero ¢ € N é chamado um niumero
triangular se existir n € N tal que t =1+ 2+ -- -+ n. Mostrar que:

(a) t é um numero triangular se, e somente se, t = @
n €N,

para algum

(b) Se t é um niimero triangular, entdo 8t+ 1 é um quadrado perfeito;

(c) A soma de quaisquer dois nimeros triangulares consecutivos é um
quadrado perfeito;

(d) Setéum nimero triangular, entdo 9t+1, 25t 43 e 49t 46 também
0 sao;

(e) Se t é um nimero triangular, entdo 4¢ + 1 é uma soma de dois
quadrados.

Seja T}, o n-ésimo numero triangular. Mostrar que:

_ [(n+1Y).
@) 7= ("3)
(b) Ty + Ty + - - - + T, = MO (Qugestao: Ty, 1 + Tj = k2.)

(C) T9n+4 — T3n—|—1 = 9(27'L + 1)2

Seja n € N. Mostrar que 2" pode ser escrito como uma soma de dois
quadrados.
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4.2 MDC e MMC

Nesta secao estudaremos formalmente os conceitos de maximo divisor
comum e de minimo multiplo comum de quaisquer dois inteiros ndo ambos
nulos, os quais podem, indutivamente, ser estendidos para quaisquer nimero
finito de inteiros nao nulos.

Definicao 4.1 Sejam a,b € Z com a # 0 ou b # 0. O maximo divisor
comum de a e b, em simbolos mdc(a, b), é um inteiro positivo d tal que:

1.d|aed]|b;
2. Secl|laec|b, entioc|d.

Observacao 4.4 A condi¢io 1 diz que d é um divisor comum de a e b, 2
diz que d € o maior divisor comum de a e b. Se a,b € Z* e mdc(a,b) eziste,
entao ele é unico. (Prove isto!)

Exemplo. Os divisores positivos de —12 sao 1,2,3,4,6,12, enquanto os
divisores positivos de 30 sao 1,2,3,5,6,10,15,30. Logo, os divisores co-
muns sao 1,2,3,6. Como 6 é o maior destes divisores comuns temos que
mdc(—12,30) = 6.

Teorema 4.5 Sejam a,b € Z com a # 0 ou b # 0. Entdo d = mdc(a,b)
existe. Além disso, eristem x,y € Z tais que d = ax + by.

Prova. Seja
X=A{ar+bs:r,s€Z e ar+bs>0}.

Entdao X # (), pois se a # 0, entdo |a| = a.1 + 5.0 ou |a| = a(—1) + 5.0
mostrando, assim, que |a| € X; e X C N. Logo, pelo Axioma 1, X contém
um menor elemento d > 0, isto é, existem x,y € Z tais que d = ax + by.

Agora, vamos mostrar que d = mdc(a,b). De fato, pelo Teorema 4.1,
existem ¢,r € 7Z tais que

a=qd+r, onde 0 <r <d.

Entao
r=a—qd=a(l—qz)+b(—qy) =r=0,

pois se r > 0, entao r € X, o que contradiz a escolha de d. Assim, a = qd
ou d | a. De modo andlogo, mostra-se que d | b. Finalmente, se ¢ | a e ¢ | b;
temos, pelo item 7 do Teorema 4.3, que c¢ | (ax + by), isto é, ¢ | d. [ |

Sejam a,b € 7Z*, dizemos que a e b sao relativamente primos ou primos
entre si quando mdc(a,b) = 1.
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Teorema 4.6 Sejam a,b € Z*. Entao a e b sao relativamente primos se, e
somente se, existem x,y € 7 tais que ax + by = 1.

Prova. Suponhamos que existam z,y € Z tais que ax + by = 1 e seja
d = mdc(a,b). Entdo temos, pelo item 7 do Teorema 4.3, que d | 1 e,
portanto, d = 1. A reciproca é imediata. |

Lema 4.7 Sejam a,b,c € Z*. Entdo mdc(ac,bc) = |¢| mdc(a, b).

Prova. Seja d = mdc(a,b). Entdo d | a e d | b. Logo, pelo item 4 do
Teorema 4.3, cd | ca e cd | cb e, assim, cd | mdc(ca, be), isto é, existe © € Z
tal que mdc(ca, bc) = zed. Dai, xed | ca e xed | cb e, pelo item 4 do Teorema
4.3, zd | a e xzd | b. Logo, por hipétese, zd | d, ou seja, = | 1 e, pelo item 2
do Teorema 4.3, x = £1. Portanto, mdc(ca, bc) = £ed = |c¢| mde(a,b). W

Exemplo. Sejam a,b € Z*. Se mdc(a,b) = 1 mostrar que
mdc(a +b,a —b) =1 ou 2.
Solugao. Seja d = mdc(a+ b,a —b). Entdo d | (a+b) e d| (a —b). Logo,

pelo item 7 do Teorema 4.3, d | 2a e d | 2b. Logo, d < mdc(2a,2b) =
2mdc(a, b) = 2. Portanto, d =1 ou 2.

Se ¢ | ab nao vale, em geral, que ¢ | a ou ¢ | b. Por exemplo,
6|3-4 mas 613 e 614.

Mas temos o seguinte:

Lema 4.8 (Euclides) Sejam a,b,c € Z*. Se ¢ | ab e mdc(a,c) = 1, entao
c|b.

Prova. Como mdc(a, c) = 1 temos que existem z,y € Z tais que ax+cy = 1.
Logo, abx + bey = b. Pela hipétese, ¢ | ab e ¢ | ¢; assim, pelo item 7 do
Teorema 4.3, ¢ | (abx + bey), isto é, ¢ | b. |

Lema 4.9 Sejama,b € Z*. Sea = qb+r, onde 0 < r < b, entdo mdc(a,b) =
mdc(b, 7).
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Prova. Suponhamos que mdc(a, b) = d. Entdo
dlaed|b=d|r

Logo, d | be d | r. Por outro lado, se ¢ | b e ¢ | r, entdo ¢ | a. Logo, c|ae
c | b; assim, pela hipétese, ¢ | d. Portanto, d = mdc(b, ). [ |

Embora o Teorema 4.5 assegure a existéncia do mdc(a, b), a sua demons-
tracao nao diz como achar o seu valor. Agora, apresentaremos um processo,
conhecido como Algoritmo Euclidiano, para determinar o maximo divisor
comum de dois inteiros nao nulos a e b.

Podemos supor, sem perda de generalidade, que a > b > 0, pois

mdc(a, b) = mdc(]al, |b])-
Pelo Teorema 4.1 existem ¢;,r; € Z tais que
a=qb+ry, onde 0 <ry <b.

Se 11 =0, entao b | a e mdc(a, b) = b. Se, ao contrério, r; # 0, entdo existem
g2, 72 € Z tais que

b= gori + 179, onde 0 <ry < ry.

Se ry = 0, entdo 71 | b e mdc(a,b) = mde(b,71) = 7. Caso contrario,
procedendo como antes, obtemos

1 = q3ro + 13, onde 0 < rg < ro,

e assim por diante até que algum dos restos seja igual a zero, digamos r,, 11 =
0, pois uma seqiiéncia
rE>reg> o>, >0

decrescente de inteiros positivos nao pode ser infinita pelo Axioma 1. Obte-
mos as seguintes relagoes:

a = qb+nr onde 0<ri <b
b = qri+nr onde 0 <7y <1y
re = q3ro+T3 onde 0 <r3 <7y
Thea = QuTn_1+71p, onde 0 <71, <r,_1
Tn—1 = dn+1Tn-
Portanto, mdc(a,b) = mdc(b,r;) = --- = mdc(ry,_1,7,) = 7r,. Podemos

representar estas relacoes pela Tabela 4.1.
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g1 | 92| q3 | - qn Qn+1
a | b |ri|re| | Thot| Tn
ri|re |3 | Ta || Th 0

Tabela 4.1: Algoritmo Euclidiano

Observacgao 4.5 O Algoritmo FEuclidiano pode também ser usado para re-
presentar o mdc(a, b) na forma ax + by, pois da peniltima equagdo, obtemos:

Tp = Tp—o+ (_Qn)rn—l-
Agora, substituindo o resto r,,_1 da equacdo anterior, obtemos:
Tn = (_Qn)rnf3 + (1 + annfl)ran
Prossequindo assim, podemos eliminar sucessivamente os restos
Tn—1,Tpn—25...,T2,T1

e expressar r, em termos de a e b, isto €, podemos encontrar x,y € Z tais
que
mdc(a, b) = ax + by.

Exemplo. Encontrar z,y € Z tais que
mdc(21, 35) = 21z + 35y.

Solucgao. De
3 = 1-21+14
21 = 1-14+7
14 = 2-740

obtemos que
7=2.21+(-1)35.

Portanto, mdc(21,35) = 7. Além disso, + = 2 e y = —1 sdo tais que
7=21x+35y. Como z = 2—35n e w = —1+21n, para todo n € Z, também
satisfazem, temos que x e ¥ nao sao Unicos.

Uma equacao algébrica com coeficientes inteiros chama-se uma equac¢ao
Diofantina se suas solucoes sao niimeros inteiros ou racionais.

Exemplo. Determinar todas as solugoes positivas da equacao Diofantina

39z + 54y = 6.000. (4.1)
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Solugao. De
54 = 1-39+15
39 = 2-15+9
15 = 1-9+6
9 1-6+3
6 = 2-340

obtemos que
7-39+ (—5)-54=3.

Portanto,
14.000 - 39 + (—10.000) - 54 = 6.000.

Assim, x = 14.000—18t e y = —10.000+13¢, para todo t € Z é a solucao geral
da equacao 4.1. Podemos também resolver a equacao 4.1 usando operacoes
elementares sobre as duas primeiras colunas do seguinte arranjo:

39 54 6.000 39 15 6.000
1 0 Co — Cy — Cq 1 -1 c1 — ¢ — 2¢o
0 1 0 1
9 15 6.000 9 6 6.000
3 —1 Co — Co — Cq 3 —4 Ci1 — C1 — Co
-2 1 -2 3
3 6 6.000 3 0 6.000
7 —4 Cy — Cy — 2¢1 7 —18 .
-5 3 -5 13

onde ¢; — ¢; +mc;, Vm € Z, significa a substituicao da coluna ¢; pela coluna
¢ +mej. Sejam z,w € 7Z as varidveis que estao implicitamente no ultimo
arranjo. Entao 3z = 6.000 ou z = 2.000. Assim,

r="Tz— 18w =14.000 — 18w e y = =52z 4+ 13w = —10.000 + 13w

¢ a solucao geral da equagao 4.1. Note que o termo constante da solucao
geral pode ser reduzido, por exemplo, fazendo w = k + 777, obtemos

r=14—18k e y =101 + 13k
Como queremos as solugoes positivas, temos que resolver as inequacgoes
14 — 18k >0 e 101 + 13k > 0.

Logo,
101 14

o <k<

13 — 7 18
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isto é, —7 < k < 0. Portanto, as solucoes positivas sao:
r=14—18k e y =101 + 13k
com k € {-7,—6,—5,—4,-3,-2,—1,0}.

Observacgao 4.6 O método de operacoes elementares visto acima pode ser
usado para resolver sistemas de equacoes Diofantinas com duas ou mais
varidvens.

Definicao 4.2 Sejam a,b € Z*. O minimo miltiplo comum de a e b, em
simbolos mmc(a, b), é um inteiro positivo m tal que:

1. a|lmeb|m;
2. Sealceb]|c, entiom|ec.

Observacao 4.7 A condicdo 1 diz que m é um maultiplo comum de a e b,
2 diz que m é o menor mailtiplo comum de a e b. Se a,b € Z* e mmc(a,b)
existe, entao ele é inico. (Prove isto!)

Teorema 4.10 Sejam a,b € Z*. Entao

|ab|
mdc(a, b)’

mmc(a, b) =
Prova. Basta verificarmos o caso em que a,b > 0. Seja d = mdc(a, b). Entao
existem u, v € 7Z tais que
a=ud e b=wvd.

Se md = ab, entdo m = ub e m = va. Logo, a | m e b | m. Por outro lado,
se a|ceb|c, entdo existem r, s € Z tais que

c=ra e c=sbh.

Como existem z,y € 7Z tais que

d = ax + by,
temos que
c cd  cax +cbs  absx + abry
R = =sz+ry € Z.
m  md ab ab

Logo, m | c. |
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Corolario 4.11 Sejam a,b € Z*. Entao mmc(a,b) = |ab| se, e somente se,
mdc(a,b) = 1. [
Exemplo. Calcule o minimo miltiplo comum de 21 e 35.

Solugao. Temos que

21-35  21-35
21,35) = = = 105.
mme(21,35) = LS o5~ 7

Exemplo. Sejam a,b € N. Dados d = mdc(a,b) e m = mmc(a, b), determi-
nar a e b.

Solugao. Como d = mdc(a, b) temos que existem z,y € Z tais que
a=dzr e b=dy,

onde mdc(z,y) = 1. Temos, pelo Teorema 4.10, que md = d?zy, ou ainda,
m = dxy. Assim, como d e m sao dados, podemos da equacao m = dxy
determinar todas as possibilidades para z e y tais que mdc(z,y) = 1.

EXERCICIOS

1. Calcular z,y € Z tais que mdc(a, b) = ax + by, nos seguintes casos:

(a) a=11e b= 15;
(b) a =167 e b = 389;
(¢) a=180e b = 252;
(d) a=2.464 e b = 7.469.
2. Sejam aq,...,a, € Z*. Mostrar que se
mdc(aq, ag) = dy, mde(dg, az) = ds, ..., mde(dy 1, a,) = dy,
entao

mdc(ag, ag, . .., an) = dy

3. Encontrar o mmc(a, b) no exercicio 1.

4. Sejam aq,...,a, € Z*. Mostrar que se
mmc(ay, ay) = mg, mmc(ms, asz) = mg, ..., mmc(My_1,G,) = My,
entao

mmc(ay, g, . . ., 0y) = My,
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5. Mostrar que existem infinitos a, b € Z tais que a+b = 100 e mdc(a, b) =
5.

6. Sejam a,b,c € Z* e mdc(a,b) = d. Mostrar que:
(a) A equacdo az+by = c tem solugdo em Z se, e somente se, d divide
c.

(b) Se zg,yo € Z é uma solugao particular da equagao ax + by = c,
entao

b a
r=x0+k-ey=y—k-,Vk € Z
0 d Y =10 d
também o é.
(c) Sed =1 e c> ab, entdo existem z,y € Z, tais que ax + by = c.

7. Determinar, se existir, a solucdo geral das seguintes equagdes:

(a) 15z + 51y = 41,
(b) 17z + 19y = 23;
(c) 10z — 8y = 12.

8. Em uma loja dois produtos custam R$71,00 e R$83,00, respectiva-

mente. Que quantidade inteiras de ambos podem ser compradas com
R$1.670,007

9. Um terreno retangular, com dimensoes 7.200m por 2.700m, respecti-
vamente, foi dividido em lotes quadrados. Determinar a maior area
possivel para estes lotes.

10. Sejam a,b € Z. Mostrar que mdc(a,b) = 1 se, e somente se, existem
u,v € Z tais que
det(l a b ]) = +1.
u v

11. Sejam a,b,c € Z*. Mostrar as seguintes afirmacoes:

b) = mdc(a, —b) = mdc(—a, b) = mdc(—a, —b);
mdc(a, b) = mdc(a, ar + b),Vr € Z;
b) = mdc(a, b, ar + bs),Vr, s € Z;
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(e) Se mdc(a,b) =1 e c divide a+ b, entdo mdc(a, ¢) = mdc(b, ¢) = 1;
(Sugestao: Seja d = mdc(a,c). Entdo d | a e d | ¢; assim d divide
(a+b) —a,isto é,d|b.)

(f) Se mdc(a,b) =1, entdo mde(a™, b") = 1,Vn € N.

Sejam ay,...,a, € N e m = mmc(a,...,a,). Mostrar que o resto da
divisao de km — 1 por a; é a; — 1 paratodoi=1,...,ne k € N.

Determinar o menor inteiro positivo que tem para restos 1, 2, 3,4 e 5
quando dividido, respectivamente, por 2, 3, 4, 5 e 6.

Sejam a,b € Z* e n € N. Mostrar que:

(a) Se a™ divide 0", entdo a divide b; (Sugestdo: Seja d = mdc(a, b).
Entao existem z,y € Z tais que a = dz e b = dy, onde mdc(z,y) =
1. Pelo item (f) do exercicio 10 temos que mdc(z",y") = 1. Agora
mostre que z = 1, de modo que a = d.)

(b) Se a™ divide 2b", entao a divide b.
Sejam a,b € Z*. Mostrar que as seguintes condicoes sao equivalentes:

(a) a divide b;
(b) mdc(a,b) = |a;
(c) mmc(a,b) = |b|.

Sejam a,b € Z*. Mostrar que mdc(a,b) = mmc(a,b) se, e somente se,
a=nh.

Sejam a, b € Z*. Mostrar que mdc(a, a + b) divide b.
Mostrar que mdc(a,a + 2) = 1 ou 2 para todo a € Z.
Mostrar que mdc(4a + 3,5a 4+ 4) = 1 para todo a € Z.

Sejam a, b, ¢ € Z* e mdc(a, b) = d. Mostrar que a | bc se, e somente se,
a
d | C.

Sejam a,b,c € Z*. Se mdc(a,b) =1,a|ceb]|c, entdo ab | c.
Mostrar que 10 divide 1™ + 8" — 3™ — 6™,Vn € N.

Mostrar que:
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(a) Dois inteiros consecutivos sdo sempre primos entre si;
(b) mde(2a +1,9a +4) = 1,Va € Z;

Sejam a,b € Z* tais que mdc(a,b) = 1. Mostrar que mdc(a + b, a? —
ab+ b?) =1 ou 3. (Sugestdao: Note que a* — ab+ b* = (a + b)* — 3ab.)

Determinar todos os possiveis a,b € N tais que mdc(a,b) = 10 e
mmc(a, b) = 100.

Sejam d,m € N. Mostrar que existem a,b € Z tais que mdc(a,b) = d
e mmc(a,b) = m se, e somente se, d | m.

Sejam d,m € Z com d > 0. Mostrar que existem a,b € 7Z tais que
mdc(a,b) = d e ab = m se, e somente se, d* | m.

Sejaxi =2,z =21+ 1,23 =21290+1,..., 2, =2 1To---Tp_1+ 1,...
uma seqiiéncia. Mostrar que se k # n, entdo mdc(zg, z,) = 1.

Seja 1, x2,...,T,, ... uma seqiiéncia definida recursivamente por z; =
1,20 =2 e xp19 = Tpt1 + x,. Mostrar que:

(a) mdc(zy, 2,41) = 1, para todo n € N;

(b) 225 = TpiaZpr + (—1)"T, para todo n € N. (Sugestao:

2 —
$n+2 — Tn4+3Tp4+1 = .7)”+2(.7)n+1 + xn) — Tp+3Tn+1
= (xn+2 - $n+3)$n+1 + Tni2Tn
— 2
= —1l(z;7, — Tpyaty).

Agora, repete 0 argumento com (z2_; — Tp42Ty)-.)
Sejam a, x1, o, ..., %, € Z* tais que
mdc(a, z1) = - - - = mdc(a, z,) = 1.
Mostrar que mdc(a, z122 - - - z,) = 1.

Seja 1,2, ...,Ty, ... uma seqiiéncia definida recursivamente por z1 =
2 € Ty = 22—z, + 1. Mostrar que mdc(zy,, Tny1) = 1, para todo
n € N. (Sugestdo: Mostre que Tp11 = TpTp_1- - Tox1 + 1.)

Escreva o nimero 300 como soma de dois inteiros positivos de tal forma
que um multiplo de 7 e o outro seja multiplo de 17.

Mostrar que nao existem a,b € N tais que a® + 113 = b2.
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Determinar todos os pares de inteiros a e b tais que a® + b = b + a.

Determinar todos os pares de ntimeros inteiros cuja soma seja igual a
seu produto.

Determinar todos os ternos de inteiros positivos a, b e ¢ tais que

(Sugestao: Primeiro mostre que pelo menos um dos inteiros a, b ou ¢ é
menor do que 4. Assim, se a < b<c,entdoa=2ea =3, poisa > 1.)

Determinar todos os ternos de inteiros a, b e c tais que a soma de um
deles com o produto dos outros dois seja igual a 2.

Determinar todos os ternos de inteiros a, b e ¢, dois a dois primos entre

si, tais que
a b ¢
—+-+-€Z.
b ¢ «a

Mostrar que a soma dos quadrados de cinco niimeros inteiros consecu-
tivos nao ¢ um quadrado perfeito de um nimero inteiro.

Sejam a, b, ¢ € Z tais que a? + b? = 2. Mostrar que:

(a) @ ou b é par;
(b) a ou b é divisivel por 3;

(¢) a ou b é divisivel por 4.

Mostrar que se os comprimentos dos lados e da diagonal de um retangu-
lo sao nimeros inteiros, entao a area do retangulo é divisivel por 12.
(Sugestao: Use o exercicio precedente.)

Mostrar que somando-se 1 ao produto de quatro niimeros inteiros con-
secutivos obtém-se um quadrado perfeito.

Ache um nimero com quatro digitos que é um quadrado perfeito tal
que os dois primeiros digitos sao iguais e dois ultimos digitos sao iguais.

A soma de um nimero de dois digitos e um nimero obtido com os
mesmos digitos na ordem inversa é um quadrado perfeito. Ache todos
estes nimeros.



4.2.

45.

46.

47.

48.

49.

90.

MDC E MMC 91

Mostrar que nao existe polindmio com coeficientes inteiros tais que

f(1)=2¢ f(3) =5.

Seja f(z) um polinémio com coeficientes inteiros. Se existem inteiros
distintos a, b, c e d tais que

fla) = f(b) = f(c) = f(d) =5,

entao mostre que nao existe inteiro n tal que f(n) = 8. (Sugestao:
Considere o polinomio g(z) = f(z) — 5.)

Se os coeficientes da equacao
2"+ 2" g s+ ag=0
sao inteiros, entao toda raiz racional desta equacdo é um inteiro.

Se n > 1 é um inteiro impar, entdo trés termos consecutivos z, y e z
de uma P.A. nunca satisfaz

xn + y’ll — Zn.
(Sugestao: Sejar =y —rez=y+r, onde 0 < r <y. Assim,

= +y" =+ e C -+ )=+

Agora, fazendo ¢t = £, obtemos a equacao
t—1)"+¢"=@t+1)"
e, use o exercicio precedente.)

Para que valores de n o nimero z = 28 + 2! 4+ 2" é um quadrado
perfeito.

Sem,n,k € Ne
1+m+nV3=(2+V3)*,
entdo m é um quadrado perfeito. (Sugestdao: Como

(2+V3)™ T+ (2 V3™

l+m—nV3=02-V3)* 1= 14+m= 5

Seja

_@2+Vv3)r 2= VB)

entdo f(k+2) = 4f(k+ 1) — f(k). Agora mostre que f(k) € Z e
(f(k))? =m.)
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Mostrar que o cubo de todo inteiro é a diferenca de dois quadrados.

Mostrar que todo inteiro n pode ser escrito com uma soma de cinco
cubos. (Sugestao: Note que

6g=(¢+1)°+ (¢ - 1)* + (=0)* + (-0)*, Vg € Z,
6q +r — (65 + 1) é divisivel por 6 e n = 6¢ +r, onde 0 < r < 6.)

Sejam ay,...,a, € Z com a; # 0 para algum i = 1,...,n. O maximo
divisor comum de ay, . . ., a,, em simbolos mdc(ay, - . ., a,), é um inteiro
positivo d tal que

(a) d|a; parai=1,...,n;
(b) Se c|a; parai=1,...,n, entdo c| d.
Mostrar que d = mdc(ay,-..,a,) se, e somente se, d é o menor

inteiro positivo tal que
d=2z101 4+ -+ 0,

para alguns z; € Z,com i =1,...,n.

54. Sejam a, b, c € Z. Mostrar que mdc(a, b, c) = 1 se, e somente se, existem

Ug, Vg, U3, U3, W3 € Z tais que

a b ¢
det(| ug vy 0 |)==+£1.
Uz V3 W3

4.3 Teorema Fundamental da Aritmética

Um numero p € Z é chamado primo (ou irredutivel) se as seguintes
condicoes sao satisfeitas:

1.

p é ndo invertivel (p # £1);

2. Se p=ab com a,b € Z*, entao a = +1 ou b = +1.

Um ndmero n € Z é chamado composto (ou redutivel) se as seguintes
condicoes sao satisfeitas:

1. n é nao invertivel (p # +1);
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2.n=abcoma,beZel<l|a <|n|,1<]b <|n|.

Como —p é primo se, e somente se, p é primo, nos restringiremos apenas
aos primos positivos. Por exemplo, 2, 3, 5, 7, 11 e 13 sao niimeros primos,
enquanto 4, 6, 8, 9, 10, 12 e 14 sao nliimeros compostos.

Teorema 4.12 Se a € Z, com |a| > 1, entdo exriste um nimero primo p que
divide a.

Prova. Podemos supor que a > 1, pois se a < —1, entao —a > 1. Seja
X={aeN:a>1 e gfa,Vqg primo}.

Entao X = 0, ao contrério, pelo Axioma 1, X contém um menor elemento
d > 0. Como d | d temos que d ndo pode ser um nimero primo. Logo, d = bc
com 1 < b,c < d. Consequentemente, b ¢ X e, assim, existe um nimero
primo p tal que p | b. Portanto, p | d e d ¢ X, o que é impossivel. Assim,
existe um nimero primo p que divide a. |

Teorema 4.13 Seja a € Z, com |a| > 1 um nimero composto. Entdo a
contém um divisor primo p tal que p < 1/|al.

Prova. Podemos supor que a > 1, pois se a < —1, entao —a > 1. Seja
X={aeN:a>1 e q|a para algum primo ¢}.

Entao, pelo Teorema 4.12, X # (). Assim, pelo Axioma 1, X contém um
menor divisor primo p. Logo, existe b € N tal que a = pb. E claro que p<b
e, assim,

p* < pb=a,

isto é, p < \/a. [ |

Exemplo. Seja a = 1.998. Entdo |v/1.998] = 44. Assim, para encontrar
um divisor primo de a é preciso experimentar com os primos menores do que
ou iguais a 44. Nao ¢é dificil verificar que

1.998 = 2.33.37.

Lema 4.14 Sejam a,b € Z*. Se p é um nimero primo e p | ab, entdo p | a
oup|b.

Prova. Suponhamos que p { a. Entdo mdc(p,a) = 1, pois se d = mdc(p, a),
entdo d | pe d | a. Como p é primo e d | p temos que d =poud=1. A
possibilidade d = p nao pode ocorrer. Logo, d = 1. Assim, pelo Lema 4.8,
p|ob. [ |
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Corolario 4.15 Se p é um nimero primo ep | pipa - - Pn, onde p1, P2, - - ., Dn
$a0 numeros primos, entao p = p; para algum i =1,2,...,n. |

Exemplo. Sejam a,b € Z* tais que mdc(a,b) = 1. Determinar todos os
possiveis valores de

d = mdc(3a — b,2a + b).

Solugado. Suponhamos que d > 1 e seja p um nimero primo tal que p | d.
Entao existem x,y € Z tais que

3a—b=pxr e 2a+b=py
ou, equivalentemente,
5a = p(x +y) e bb=p(3y — 2z).

Logo,
plbouplaep|dboup|b

ou, equivalentemente,
pl5ou(plaeplb).

Como mdc(a, b) = 1 temos que p | 5, isto é, p = 5. Assim, 5 é 0 Gnico nimero
primo que divide d e a maior poténcia de 5 que o divide é 5° = 1. Portanto,

mdc(3a — b,2a+b) =1 ou 5.

Teorema 4.16 (Fundamental da Aritmética) Todo a € Z — {-1,0,1}
pode ser escrito de modo unico na forma

a = Uupip2 - - -Pn,

onde u==+1 ep; < py <--- < p, $40 NUMEros primos.

Prova. (Existéncia) Basta mostrarmos o caso em que a > 1, pois se a < —1,
entdao —a > 1. Seja

X={aeN:a>1ea#ppr---pn}

Entao X = (). Caso contrario, pelo Axioma 1, X contém um menor elemento
b>1e bnao é um produto de numeros primos. Pelo Teorema 4.12, b = pc
para algum nimero primo p. Como ¢ < b temos que ¢ ¢ X; logo,

c=pip2---pp OU c= 1.



4.3. TEOREMA FUNDAMENTAL DA ARITMETICA 95

Assim,
b=ppip2-pn OU b=p.

Portanto, b é um produto de primos, o que é impossivel.
(Unicidade) Suponhamos que exista a > 1 tal que

G=pP1P2 - Pm € @ =4qG1G2" " Qqn-

Entao
Pl g g
e, pelo Corolario 4.15, temos que p; = ¢; para algum 2 = 1,2,...,n. Rein-

dexando, se necessério, de modo que p; | ¢;. Como ¢; é um niimero primo
temos que p; = ¢;. Logo,

D2p3 - Pm = G243 (4n

Agora, vamos usar indugdo sobre o max{m,n}.
Se m > n, entao

Dnt1Pn+2***Pm = 1,

0 que é impossivel. Se m < n, entao

1= gm+19m+2° * * dn,
o que é impossivel. Portantoo m=nep, =¢q;,1=1,...,n. |

Coroldrio 4.17 Todo a € Z — {—1,0, 1} pode ser escrito de modo inico na
forma
a = upy'py’ - P’

onde u==+1, py < py < --- < p, sdo numeros primos e r; € NU{0}. [ |

Embora o Teorema Fundamental da Aritmética assegure a existéncia da
fatorizacdo de um nimero inteiro a € Z —{—1,0, 1}, a sua demonstra¢ao nao
diz como achar a seu fatorizagdo. Agora, apresentaremos um Algoritmo (Fa-
torizagdo de Fermat), para determinar a fatorizagdo de um nimero composto
a€N.

Dado a € N composto, entao podemos sempre escrevé-lo na forma

a=2"b,

onde b é um nimero impar e r € NU {0}. Se b é um nimero primo, entao
nada h& para fazer. Se b é um niimero composto, entao faca iterativamente
0s seguintes passos:
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1 - Faga m = |vb];
2- Sem? —b=n? entdo b= (m — n)(m +n);

3 - Se m? — b # n?, entdo some 1 a m e volte para 2.

O numero de iteragoes deste Algoritmo ¢ finito, pois se b = rs, entao

- (5 - (5

Exemplo. Obtenha a fatorizacao do nimero 8.415.

Solucgao. E claro que 8.415 é um niimero impar, assim, sejam = [/8.415| =
91. Entao
m? — 8.415 = —134 = m?* — 8.415 # n°.

Assim,
(m+1)* — 8.415 = 49 = 7.

Logo,
8.415 =922 — 7 = (92 — 7)(92 4+ 7) = 85 - 99.

Agora, repete o Algoritmo com 85 e 99, para obter a fatorizacao
8.415=23%-5-11-17

Note que, se a € Ne a = pi'py” - - - p/» é sua fatorizacao em fatores primos
distintos com r; > 0, entdo todo divisor b de a é da forma b = pi'p3* - - - pi",
onde 0 < s; < 7;.

De fato, suponhamos que b divide a. Entao existe ¢ € Z tal que a = bc e,
portanto, todos os divisores primos de b aparecem na decomposi¢ao de a com
expoentes nao menores que os expoentes com que eles mesmos aparecem na
decomposicao de b. Logo b é da forma acima.

Assim, para cada 7, os possiveis valores de s; sao 0, 1, ..., r;, isto é, existem

r; + 1 possibilidades para s;. Portanto, a possui
(ri+1)---(r,+1)
divisores.

Lema 4.18 Sejam a,b € N tais que mdc(a,b) = 1. Se ab é um quadrado
perfeito, entao a e b também o sdo.



4.3. TEOREMA FUNDAMENTAL DA ARITMETICA 97

Prova. Seja p € N qualquer niimero primo tal que p | a. Entéo existe r € N
tal que p" | a e p"™ { a. Como mdc(a,b) = 1 temos que p” { b e, assim,
p" | ab. Logo, pela hipdtese, r é um niimero par. Portanto, a é um quadrado
perfeito. De modo analogo, mostra-se que b é um quadrado perfeito. |
Lema 4.19 Seja q € Q*. Entdo q = §, onde mdc(a,b) = 1.

Prova. Suponhamos que ¢ = § e mdc(a,b) = d. Se d = 1 nada ha para
provar. Se d > 1, entao existem r,s € Z tais que a = dr e b = ds. Como
existem z,y € Z tais que

ar +by=d

temos que
ax+by=d=drr+dsy=d=rr+sy=1.

Logo, mdc(r, s) = 1. Portanto,

onde mdc(r, s) = 1. [ |

Exemplo. Mostrar que ,/p ¢ um nimero irracional para todo niimero primo
.

Solugdo. Suponhamos, por absurdo, que ,/p seja um nimero racional.

Entao a
vP=71,

onde mdc(a,b) = 1. Logo, a®> = pb? e, assim, b | a®. Se b > 1, entdo,
pelo Teorema 4.12, existe um nimero primo ¢ tal que g | b. Logo, q | a® e,
portanto, ¢ | a, o que é impossivel, pois mdc(a,b) = 1. Portanto, b = 1 e
a®? = p, o que é uma contradicdo, pois se a = pips - * - Pm, entao

2

p=pips---p,

o que implica que o membro da direita cada fator primo aparece um niimero
par de vezes, no entanto o da esquerda o fator primo p somente aparece um
nimero impar de vezes.

Teorema 4.20 Se a € N com a > 2, entdo entre a e a! existe pelo menos
um nUmero primo p.

Prova. Seja b =a! — 1. Entao b > 1, pelo Teorema 4.12, existe um nimero
primo p tal que p | b. Claramente, p < b < a!. Suponhamos que p < a.
Entdo p é um dos fatores do produto 1-2-3---a = a!l e, assim, p | al. Logo,
p | (al —b), isto é, p | 1, o que é impossivel. Portanto, a < p < al. [ |
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Coroléario 4.21 (Euclides) O conjunto dos nimeros primos € infinito.

Prova. Suponhamos, por absurdo, que exista um numero finito de primos,
digamos

P1,P2,-- -, Pm-

Sejaa = pips---pm+1. Entao a > 2 e, pelo Teorema 4.20, existe um niimero
primo p tal que p > a. Portanto,

p7épzavll: 1a2a"'ama
0 que é uma contradicao. [ |

Exemplo. Seja n € N. Mostrar que o conjunto dos nimeros primos da
forma 4n + 3 é infinito.

Solugao. Suponhamos, por absurdo, que exista um nimero finito de primos,
digamos
7,11, ..., Pm-

Seja a = 4(7-11---p,,) + 3. Como todo nimero primo impar é da forma
dr+1loudr+3e

(4r+1)(4r+1)=4(4r* +2r)+1=4s+1

temos que existe um nimero primo p da forma 4n + 3 tal que p | a. E f4cil
verificar que p # 7,11 e p;, 0 que é uma contradicao.

EXERCICIOS

1. Verificar se 38.567 é um numero primo.

2. Sejam n € N e p um nimero primo. Mostrar que se p divide a", entao
p" divide a”.
3. Mostrar que se n € N e n > 1, entao existem n nimeros compostos

consecutivos.

4. Mostrar que:

(a) Se r é raiz da equagdo 10" = 2, entao r é irracional;

(b) Se n € N é livre de quadrado, isto é, ndo existe niimero primo p
tal que p? divide n, entdo /n é irracional;

(c) Se /n é racional, entdo /n é inteiro.
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Mostrar que p € um niimero primo se, e somente se, p possui exatamente
dois divisores.

Mostrar que n* + 4 é um nimero composto para todo n € N, com
n > 1.

Mostrar que n* +n + 1 é um nimero composto para todo n € N, com
n> 1.

Seja a € N, com ¢ > 1. Mostrar que a** + a*® + 1 é um nimero
composto para todo n € N.

Sejam a, b € Z. Mostrar que se mdc(a, b) = 1, entao mdc(a?, ab, b*) = 1.
Mostrar que:
(a) mdc(a + 2b,4a + 9b) = mdc(a, b — a),Va, b € Z*;
(b) mdc(a,b) =1 < mde(a® + ab + b?,a® — ab + b*) = 1,Va,b € Z*.
Mostrar que f: N x N — N dada por
f((m,n)) = 2™ *(2n — 1)
é uma correspondéncia biunivoca.

Defina uma funcao sobrejetiva f : N — N tal que, para cada k € N, o
conjunto f~*(k) seja infinito. (Sugestao: Sejan € Nen = p['py?---p;
sua fatorizacao em fatores primos distintos com r; > 0. Entao defina
f:N—= N por

1, se n =1 oun é primo

f(n) =

l
> ri, semn écomposto.
i=1

Agora mostre que f tem as propriedades desejadas.)

Obtenha uma decomposi¢ao

tal que os conjuntos A,, sejam infinitos e A4,, N A, = () para m # n.

Se 2" — 1 é um niimero primo, entao n também o é.
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Seja p é um numero primo. Entdo p = 3 — y> se, e somente se,
p=3n(n—1)+1.
Seja n € N. Mostrar que o conjunto dos numeros primos da forma

6n + 5 é infinito.

Mostrar que:

(a) Se p e 8p — 1 sao ambos nimeros primos, entdo 8p + 1 nao é um
nimero primo;

(b) Se p e 8? + 1 sdo ambos niimeros primos, entdo 8p®> — 1 é um
nimero primo.
Determinar todos os pares a,b € N tais que

ab _
a+b

p,

onde p é um nimero primo. (Sugestdo: Note que
ab — pa — pb = 0= ab — pa — pb+ p* = p* = (a — p)(b — p) = p*.)

Sejan € N, com n > 1 e impar. Entao n é um nimero primo se, e
somente se, n pode ser escrito de modo tinico como a diferenca de dois
quadrados.

Mostrar que se a” —1, com a,n € Ne a > 1, é um niimero primo, entao
a =2 en é um nimero primo.

Mostrar que se a” +1, com n € N e a > 1, é um niimero primo, entao
a € par e n € uma poténcia de 2.

Sejam m,n € N, com m > 1 e n > 1. Mostrar que se m* + 4™ é primo,
entao m é par e n é impar.

Mostrar que nao existem m,n € N tais que n® + (n + 1)? = m3.

Mostrar que quaisquer dois numeros da sequéncia x4, ..., Z,, ..., onde
n—1
T, =2 +1,

sao primos entre si. Conclua que existem infinitos primos. (Sugestao:
Mostre que
n—1 n—1
2 —1=(2"" +1)-2
é divisivel por x1,..., 2z, 1; isto implica que mdc(2, z;) = 1, para cada
i=1,...,n).
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25. Seja n € N. Mostrar que 22" + 1 pode ser escrito como uma soma de
dois quadrados.

26. Existem nimeros inteiros m e n tais que m? = n? 4+ 1.998?
27. Mostrar que nao existem numeros inteiros a, b e ¢ tais que

a’+ b2 — 8¢ =6.

28. Mostrar que nao existe um numero primo p tal que
pm = 271 - 13
onde m,n € N.

29. Mostrar que existe um nimero infinito de polinomios monicos irre-
dutiveis em F[z], onde F é um corpo qualquer. (Um polinémio f
chama-se irredutivel quando f é nao constante e nao se pode escrever
f=g-hcom 0 < grau(g) < grau(f) e 0 < grau(h) < grau(f).)

30. Sejam a,b € N e a = pi'p5? - --pl» sua fatorizacdo em fatores primos
distintos e r; > 0 para todo . Mostrar que:

(a) Se d(a) denota o nimero de divisores distintos de a, entao
dla) =(ri1 +1)(ro+1)---(rn + 1);

(b) Se mdc(a,b) =1, entdo d(ab) = d(a)d(b);

(c) Mostrar que a é um quadrado perfeito se, e somente se, d(a) é
impar;

(d) Se s(a) denota a soma dos divisores distintos de a, entao

o (AT (BT ()
pr—1 p2—1 pn—1

(Sugestao: Note que

pn—|—1 -1

s(p") =1+p+p’+-+pt = o

)

31. Sejam a,b € N e d = mdc(a,b). Mostrar que se ab é um quadrado
perfeito, entao existem r, s € N tais que

a=dr’ e b=ds’
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Um nimero n € N, com n > 1, é perfeito se a soma de seus divisores é
igual a 2n. Mostrar que se o nimero 2" — 1 é primo, entao o nimero
2n=1(2" — 1) é perfeito.

Sejam pi,p2,...,pn, 08 M primeiros numeros primos. Determinar o
menor n tal que a = pips - - -p, + 1 é um niimero composto.

Determinar o menor n tal que n, n+ 1, n+ 2, n+ 3, n+4, n + 5 sao
todos niimeros compostos.

Se p,, denota o n-ésimo numero primo, isto é, p; =2, ps =3, p3 =5, ...,
entao pp1 < pP + 1. (Sugestdao: Mostre que p1pa---p, +1 < pl+1.)

Se p, denota o n-ésimo nimero primo, entao
n—1
pn <227

(Sugestao: Mostre que ppi1 < pipe- - pn + 1.)

Sejam a,b € N, a = pi'py’>---pi» e b = pi'py” - - - pi» suas fatorizagoes

em fatores primos distintos, com r; > 0,s; > 0 para todo 7. Mostrar
que

mdc(a, b) = pPtpy?---per e mmc(a,b) = pi*ps? - - ppm,

onde u; = min{r;, s;} e v; = max{r;, s;}. Conclua que mdc(a,b) = 1
se, e somente se, r;s; = 0 para todo 1.



Capitulo 5

Aritmética Modular

Neste capitulo apresentaremos a definicdo de congruéncia médulo n € N
e os Teoremas Chinés do Resto, de Fermat e de Euler. O leitor interessado
em mais detalhes deve consultar [15].

5.1 Congruéncias

Sejam a,b € Z e n € N. Dizemos que a e b sdao congruentes mddulo n, em
simbolos a = b (mod n), quando a — b é divisivel por n. Caso contrario, dize-
mos que a ndo € congruente a b mddulo n e denotaremos por a # b (mod n).

Exemplo. 9* =1 (mod5), pois
9" —1=(9>-1)(9°+1)=5-1.312.

Teorema 5.1 Sejam a,b € Z e n € N. Entio a = b (modn) se, e somente
se, a e b possuem o mesmo resto quando divididos por n.

Prova. Suponhamos que a = b (modn). Entdo existe k € Z tal que
a—b=kn.
Agora, pelo Teorema 4.1, podemos encontrar ¢, € Z tais que
b=gn+r, onde 0 <r <n.

Logo,
a=b+kn=(¢+k)n+r onde 0<r<n.

Portanto, a e b possuem o mesmo resto quando divididos por n.

103



104 CAPITULO 5. ARITMETICA MODULAR

Reciprocamente, suponhamos que
a=qgn+reb=gn+r, onde 0 <r <n.

Entao
a—b= (fh - Q2)n§
isto é, n divide a — b. Portanto, a = b (mod n). [ |

Teorema 5.2 Sejam a,b,c,d,x € Z en € N. Entdao as sequintes condi¢oes
sao satisfeitas:

a = a (mod n);

2. a =b(modn) = b= a(modn);

3. a=b(modn) e b= c(modn) = a = c(modn);

4 Eb( odn) ec=d(modn) = a+c=b+d(modn) e
¢ = bd (mod n);

N
S
Il

b (modn) = axr = bzx (mod n);

6. Sea=0b(modn) e c=d (modn), entdo ax = ¢ (modn) &
bx = d (modn);

7. a = b (modn) = a* = b* (modn), Vk € N.
Prova. Mostraremos apenas os itens 4 e 7.

4. Suponhamos que ¢ = b (modn) e ¢ = d (modn). Entdo existem z,y € Z
tais que
a—b=2xn e c—d=yn.

Logo,
(a+¢c)—(b+d)=(a—b)+ (c—d) = (x +y)n;

isto é, a + ¢ = b+ d (modn).
ac —bd = (b+ zn)(d + yn) — bd = (by + dz + zyn)n;
isto é, ac = bd (mod n).
7. Suponhamos que a = b (modn) e seja
X ={k € N:d" =b" (modn)}.

Entao:
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(i) 1 € X;

(ii) Suponhamos, como hipétese de indugdo, que o resultado seja valido
para algum k£ > 1, isto é, k € X.

Como a = b (modn) e a* = b (modn) temos, pelo item 4, que a**!

b**! (modn). Logo, k+1 € X. Portanto, X = N. :
Exemplo. Mostrar que é divisivel 2.22255 + 55552222 por 3.
Solugao. Como 2.222 =740 -3 + 2 e 5.555 = 1.851 - 3 + 2 temos que
2.222 =2 (mod 3) e 5.555 = 2 (mod 3).
Sendo 2 = —1 (mod 3) temos, pelo item 3 do Teorema 5.2, que
2.222 = —1 (mod 3) e 5.555 = —1 (mod 3).

Assim, pelo item 7 do Teorema 5.2,

2.2225%% = —1 (mod 3) e 5.555*??? = 1 (mod 3).
Portanto, pelo item 4 do Teorema 5.2,

2.222°%%% 4 5. 555%%22 = () (mod 3).

As condigoes 1, 2 e 8 do Teorema 5.2 mostram que a relacdo de con-
gruéncia é uma relacdo de equivaléncia, sendo a classe de equivaléncia de
a € Z moédulo n dada por

@ = {beZ:b=a(modn)}
= {a+kn:kelZ}.

Agora, para todo a € Z temos, pelo Teorema 4.1, que existem ¢,r € Z tais
que
a=qgn+r onde 0 <r <n.

Entao qualquer a € Z é congruente médulo n a um dos elementos

0,1,...,n—1.

Além disso, estes elementos sao todos distintos. De fato: se ¢ = j, com
0 <2< j < n, entao

j=i(modn)en|j—i=j—i=0=j=i,
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pois, 0 < 7 — 7 < n. Portanto, o conjunto quociente

Z,=—={0,1,...,n—1}.

N

Agora vamos considerar as operacoes de adicao e multiplicagao no con-
junto quociente Z,. Uma operacdo bindria sobre Z, é qualquer funcao de
Zop X Ly, em Z,,. Dados @, b € Z,, vamos definir em Z,, as seguintes operacoes
bindrias:

a®b=a+bea®b=ab.
Assim, pelo item 4 do Teorema 5.2, estas operagoes estao bem definidas, isto
e7

G=ceb=d=a+b=c+d e ab= cd.

Estas operacoes satisfazem quase todas as propriedades das operagoes usuais
de adicdo e multiplicagdo em Z.

1. (@ob)eoec=ao® (b®7), Va,b,¢ € Z,, pois

(@@b)®c = (a+b)@®c=(a+b)+c
= at(b+c)=ad(b+c)=aa (bdo);

2. Existe 0 € Z, tal quea®0=0d a =a, VYa € Z,, pois

4. a®b=b®a, Va,b € Z,, pois
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7.0b=b0a, Va,b € Z,, pois
GOb=ab=ba=b0OT;

Il
=)
)
+‘
o
S

Il
S
)
7
gl
S

A lei do cancelamento nao vale, em geral, em Z,. Por exemplo,
14 = 8 (mod 6) mas 7 # 4 (mod 6).
Mas temos o seguinte:

Teorema 5.3 Sejam a,b,c € Z. Se ac = bc (modn) e mdc(c,n) = 1, entdo
a=0b(modn).

Prova. Se ac = bc (modn), entdo n | (a — b)c. Como mdc(c,n) = 1 temos,
pelo Lema 4.8, que n | (a — b). Portanto, a = b (modn). [ |

Teorema 5.4 Seja f(z) um polindmio com coeficientes inteiros. Se a =
b (modn), entdo f(a) = f(b) (modn).

Prova. Seja f(1) = rpa™ +rp 2™ '+ -+ + 11 + 19, com 7; € Z. Pelos
itens 5 e 7 do Teorema 5.2, temos que 7p,_;a™ " = rp_;b™* (modn), Vi =
0,1,...,m. Assim, somando membro a membro as m + 1 congruéncias,
obtemos f(a) = f(b) (modn). [

Dizemos que a é solugcdo ou raiz da congruéncia f(z) = 0 (modn) se
f(a) = 0 (modn). Assim, se a = b(modn) e a é solu¢do da congruéncia
f(z) =0 (modn), entdo b também o é, pois

f(®) = f(a) =0 (modn).

A teoria das congruéncias é uma ferramenta poderosa para evidenciar certas
regras praticas, tais como “critérios de divisibilidades.” E bem conhecido
que quando a soma dos digitos da representacdo decimal de um nimero r é
um multiplo de 3, entdo r também é um miltiplo de 3. Formalmente temos:

Exemplo. Sejam r = r,,10™ 4+ 7r,,_110™ ! 4+ --- 4+ 7,10 + 1 a representacao
decimal de r > 1,onde 0 <7r; < 10, e s=1r,, +7p_1+ ---+ 11 + 9. Entao
3| r se, e somente se, 3 | s.

Solugao. Seja f(x) = rpz™ +rm_12™ 1+ -+ 7z +19. Entdo r = f(10) e
s = f(1). Como 10 = 1 (mod 3) temos que f(10) = f(1) (mod 3). Portanto,
f(10) = 0 (mod 3) se, e somente se, f(1) = 0(mod3), isto é, 3 | r se, e
somente se, 3 | s.
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EXERCICIOS

. Mostrar que, para todo a € Z, a®> = 0 (mod4) ou a? = 1 (mod 4).

Mostrar que, para todo a € Z, a®> = 0 (mod8), > = 1 (mod8) ou
a®> = 4 (mod 8).

Mostrar que ¢ = 1 (mod 4) ou a = —1 (mod 4), para todo a € Z impar.
Mostrar que 27 + 3™ = 0 (mod 13).
Determinar o digito das unidades de 3%.

. 1L ;. . p 7
Determinar o tltimo digito de cada um dos seguintes ntimeros 77 e
9
9%,

Determinar o resto da divisdo de 7.8123% 4+ 5.770% + 3.5728 por 9.

. Determinar o resto da divisdo de 10 + 101" + .- + 101" por 7.

Determinar o resto da divisdo de 1!+ 2! +-- -4 100! por 12. (Sugestao:
Se n > 4, entao

n=n-(n—1)---6-5-4=n-(n—1)---6-5-0=0 (mod 12),
pois 4! =24 =0 (mod 12).)
Mostrar que:

31000 _ 4 & divisivel por 7;

(a)

(b) 2.2225°5° 4 5.555%222 § divisivel por T;

(c) 2.2225-555 4 55552222 ¢ divisivel por 11;

(d) 2.2225-555 + 5.555%222 ¢ divisivel por 231;
)

(e) /327328 4+ 329330 ¢ irracional.

Mostrar que se a = —1 (mod4) e b = 1 (mod4), entao va?* + bm é
irracional, Yk, m € N.

Seja r = 1, 10™ + 7,,_110™~! 4+ ... 4+ 7,10 + ry a representacao decimal
de r > 1, onde 0 < r; < 10. Mostrar que:

(a) 2| r se, e somente se, ry é par;

(b) 4| r se, e somente se, 4 | (10r; + 7p);
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(c) 5| r se, e somente se, 7o = 0 ou ry = 5;
(d) 7| r se, e somente se, 7o + 31 + - - - + 3™r,, é divisivel por 7;

e) 9| r se, e somente se, 7y + 1 + - - - + 7, € divisivel por 9;

)

)
(e)
(f) 11 | r se, e somente se, (ro + 7o+ ) — (11 + 73+ - - -) é divisivel
por 11.

13. Determinar os digitos a,b e ¢ dos nimeros abaixo, representados no
sistema decimal, tal que:

(a)
(b)
(c)

)

(d) 13ab45c seja divisivel por 8,9 e 11.

2a7b seja divisivel por 4 e 11;
28a75b seja divisivel por 3 e 11;

45ab seja divisivel por 4 e 9;

14. Mostrar que se 1 > 4 é nimero composto, entdo (n — 1)! = 0 (mod n).

15. Sejam a,b € Z. Mostrar que se a = b (modn), entdao mdc(a,n) =
mdc(b, n).

16. Sejam a, b, c € Z, mdc(c,n) = d e n = rd. Mostrar que ac = bc (mod n)
se, e somente se, a = b (modr).

17. Sejam a,b € Z. Mostrar que ¢ = b (modn) e a = b (modm) se, e
somente se, ¢ = b (mod mmc(m, n)).

18. Determinar o menor inteiro positivo que deixa restos 5,4, 3 e 2 quando
dividido, respectivamente, por 6,5,4 e 3. (Sugestao: Note que 5 =
—1 (mod6), 4 = —1 (mod5), 3= —1 (mod4), 2 =—1 (mod3) e use o
exercicio precedente.)

19. Seja n € N com n > 1. Mostrar que n = a? — b® se, e somente se,
n # 2 (mod4). (Sugestao: Use o exercicio 1.)

20. Mostrar que 1™ + 2" 4+ 3" + 4™ = (0 (modb) se, e somente se, n Z
0 (mod 4).

21. Mostrar que se um dos nimeros 2" — 1 e 2" 4+ 1, onde n > 2, é primo,
entao o outro é composto. (Sugestao: Considere o resto da divisao de
2™ por 3.)
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22. Mostrar que
(a+b—+ 0)333 _ 4333 _ 333 _ 333

¢ divisivel por
(a+b+c)’—a®—b* - ¢
(Sugestao: Note que
(atb+c) —a® =1 — = 3(a+b)(a+c)b+0c)
e mostre que
fla,b,¢) = (a+b+ 0)333 _ 4333 _ 333 _ 333
é divisivel por a +b, a +ce b+ c.)

23. Mostrar que
Q0999 4 8888 | 1111 4 g
¢ divisivel por
’+a®+ - +a+l.
(Sugestao: Note que a*% — a® = a*[(a'?)*® — 1],...)

24. A férmula abaixo determina o dia da semana correspondente a uma
data posterior a 1.582.

d=1-2C+D+N+ L%J+L%+ |2,6M —0,2] —(1+B)L]1W—1J (mod 7),

onde d é o dia da semana (d = 0 para o sdbado,..., d = 6 para a sexta-
feira), N é o dia do més, M é o més (M = 1 para o més de marqo,...,
M = 12 para o més de fevereiro), 100C + D corresponde ao ano, B = 1
corresponde aos anos bissextos e B = 0 corresponde aos anos nao
bissextos. Determinar o dia da semana que morreu Tiradentes, sabendo
que ele morreu no dia 21 de abril de 1.792.

5.2 Congruéncias Lineares

Nesta secao consideraremos o problema de encontrar todas as solucoes
inteiras x;,7 = 1,..., k, para a equacao Diofantina:

1T + -+ aQpTg =n, (51)
onde a; € Z*. Primeiro vamos considerar a congruéncia linear

ax = b (modn). (5.2)
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Note que a congruéncia linear 5.2 nem sempre tem solucdo em Z; por exem-
plo, a congruéncia linear

3z =4 (mod 3)
nao tem solucao em Z, pois

—14
3z =4 (mod3) & 5

-1
EZ@?EZ,

o que ¢ um absurdo. A ultima implicacdo é uma aplicacao do item 6 do
Teorema 5.2. Além disso, se xy € Z é uma solugao da congruéncia linear 5.2,
entao r = xy + kn, Yk € Z, também o é. Portanto, se a congruéncia linear
5.2 tem uma solucao em Z; ela tem uma quantidade infinita de solucoes em
7.

Uma solucao zy € Z da congruéncia linear 5.2, com 0 < x5 < n, é
chamada de solucdo principal. A solucdo geral da congruéncia linear 5.2 é
xr = x9+ kn, com k € Z.

Exemplo. Determinar as solucoes, se existirem, da congruéncia linear

3z = 2 (mod ).
Solugdo. 3z =2 (modb) < € Z tal que 3z —2 =5t ou z =t + 2 (%)
Assim, % € Z se, e somente se, t + 1 é um miltiplo de 3. Logo, xo = 4 é

a solucao principal da congruéncia linear. Portanto, x = 4+ 5k, k € Z é a
solugao geral da congruéncia linear.

Teorema 5.5 Sejam a,b € Z e mdc(a,n) = d. Entao a congruéncia linear
ax = b (modn) tem solu¢do em Z se, e somente se, d divide b.

Prova. Seja xy € Z uma solucdo da congruéncia linear ax = b (modn), isto
é, existe y € Z tal que azg+ (—y)n =b. Como d | a e d | n temos, pelo item
7 do Teorema 4.3, que d divide b.

Reciprocamente, Suponhamos que d | b e que existam r,s € Z tais que
ar +ns = d. Como existe t € Z tal que b = td temos que

b=td = a(tr) + n(ts),

logo (rt)a = b (modn) e, assim, o = rt € Z é solu¢do da congruéncia linear
ax = b (modn). [ |

Coroldrio 5.6 Sejam a,b € Z e mdc(a,n) = 1. Entdo a congruéncia linear
ax = b (modn) tem solug¢io zq € Z. Além disso,

S={zo+kn:keL}

€ o conjunto de todas as solucoes desta congruéncia linear.
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Prova. Seja x; € Z outra solu¢do da congruéncia linear ax = b (modn).
Entdo ax; = axy (modn). Logo, pelo Teorema 5.3, x; = z7 (modn). Por-
tanto, r; € S. [ |

Sejam a,b € Z e mdc(a,n) = d. Apresentaremos agora um Algo-
ritmo para determinar, se existirem, as solucdes da congruéncia linear ax =
b (mod n):

1 -

2 -

5-

Use o Algoritmo Euclidiano para encontrar r, s € Z tais que ar+sn = d.

Se d 1 b va para o Passo 5, caso contrério, multiplique ar + sn = d por
g, obtendo

ar— —+ sn— = b.

d d

zo = r% é uma solucdo particular da congruéncia linear az = b (modn)

e a solugao geral da congruéncia linear é da forma

x:x0+kg, k€.

Se xy é qualquer solugao da congruéncia linear ax = b (mod n), entao

n n
xo,x0+a,...,x0+(d—1)3

sdo todas as solugbes ndo congruentes (distintas) mdédulo n da con-
gruéncia linear. Fim.

A congruéncia linear ax = b (mod n) nao tem solu¢ao. Fim.

Exemplo. Determinar as solugoes, se existirem, da congruéncia linear

3152 = 12 (mod 501).

Solucao.
1- De

501 = 1-315+186
315 = 1-186+ 129
186 = 1-129+57
129 = 2-57+15
57 = 3-15+12
15 = 1-1243
12 = 4-340

obtemos que mdc(315,501) = 3 e 315 - 35+ (—22) - 501 = 3.
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2 - Como 3 | 12, multiplicando 315 - 35 + (—22) - 501 = 3 por 2, obtemos

315140 + (—88) - 501 = 12.

3 - x9 = 140 é solucao da congruéncia linear e
x =140+ 167k, k€ Z
é solucdo geral de 315z = 12 (mod 501).

4 - 140, 307 e 474 sao as solugoes nao congruentes moédulo 501 da con-
gruéncia linear 3152 = 12 (mod 501). Fim.

Note, pelo exemplo acima, que podem existir varias solucoes principais.

Sejam a, b € Z* e d = mdc(a,b). Temos, pelo Teorema 5.5, que a equagao
Diofantina

ar +ny=c (5.3)

possui uma solucao se, e somente se, d divide c¢. Podemos supor que d = 1,
pois (zo, Yo) € uma solucdo da equagdo 5.3 se, e somente se, (g, yo) é solugio
da equacao

Como a equagao 5.3 é equivalente a

ax = ¢ (modn),

cujas solugoes sao r = xy + kn,Vk € Z, temos que

c— axg
y:

— ka,
n

isto é,
S={(zo+kn,yo—ka) : k €Z}, yo = €~ A%

é o conjunto de todas as solugoes desta equagao.

Observacao 5.1 Sejam p,q,r,s € Z tais que ps — qr = 1. Entao € facil
verificar que
rT=pu+qu,y=ru—+svEZL & u,vE L.



114 CAPITULO 5. ARITMETICA MODULAR

Agora vamos resolver a equac¢ao
ar + by +cz =n, (5.4)

onde a, b, c € Z*. Seja d = mdc(a, b, c). Entao é ficil verificar que a equagao
5.4 possui uma solugao se, e somente se, d divide n. Podemos supor que
d = 1. Substituindo z e y da observacao acima na equacao 5.4, obtemos

(ap + br)u + (aq + bs)v + cz = n. (5.5)

Assim, (ug, v, 29) ¢ uma solugdo da equagdo 5.5 se, e somente se, (Zo, Yo, 20)
¢ uma solugao da equacgao 5.4. Logo, escolhendo

- er=-——"o
P= mdc(a, b) ~ mdc(a, b)

temos que mdc(p,r) = 1 e pelo Algoritmo Euclidiano obtemos os valores de
q e s. Portanto, esta escolha transforma a equacao 5.4 no seguinte sistema,

r = pu-+qu
Yy = ru-+sv
mdc(a, b)v +cz = n,

onde mdc(mdc(a, b),c) = 1. A solugao da dltima equagio é
v=1vy+ck e z=2y— mdc(a,b)k,Vk € Z.

Assim, as solucoes da equacao sao

x pu + qck + quy
y = ru-+ sck+ sy
z = Ou—mdc(a,b)k + 2o

para quaisquer u,k € Z. Usando este método de reducao e inducao finita
podemos encontrar todas solugoes da equacao 5.1

Exemplo. Determinar as solucoes, se existirem, da equacao
2r + 32+ 42 =1T.
Solucéo. E ficil verificar que mdc(2,3) = 1. Assim, p=3,r = —2¢

ps—qr=3s+2q=1=s=—1,q=2.
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Dai,
z = 3u+2v
y = —2u-—1lv
v+4z = 7.

A solucao da ultima equacao é
v=T+4k e z=0—k,Vk € Z.
Assim, as solucoes da equacao sao

z = 3u+8k+14
y = —2u—4k-17
z = Qu—%k+0

para quaisquer u, k € Z.

Teorema 5.7 (Chinés do Resto) Sejam by,...,by € Z e nq,...,np € N
tais que mdc(n;,n;) =1 com i # j. Entdo o sistema de congruéncias

x = by (modn,)
x = by (modny)
x = by (modny)

tem uma unica solugdo ry com 1 < xyg < n, onde n = ning---ng. Além
disso,
S:{x0+kn:k€Z}

€ o conjunto de todas as solucdes deste sistema.

Prova. E claro que

n n
— €Z e mde(—,n;) =1,
n; n;
para todo i = 1,2,..., k. Logo, pelo Corolario 5.6, para cada 7 existe r; € Z
tal que
n
—r; =1 (mod n;).
n;

Se j # i, entao é facil verificar que

iri = 0 (modn;).

Assim, pondo
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obtemos que
g = b; (modn;),Vi=1,2,...,k;

isto é, ry é uma solugao do sistema de congruéncias.
Sejam x1, s € Z duas solucoes do sistema de congruéncias com

1 <2 <29 < n.

Entao

1 = xo (modmn;),Vi=1,2,...,k
e, portanto, 1 = xs (modn), isto é, n | (z1 — z3). Como 0 < 1 — 29 < N
temos que x1 = xo. |
Observacao 5.2 Como mdc(ﬁ, n;) = 1 para todoi =1,2,... k temos, pelo
Coroldrio 5.6, que existe um menor r; € Z, com 0 < r; < ny, tal que

n

—r; = 1 (mod n;).

N
Para cada1=1,2,...,k seja e; = n%r, Entao
1. €2 = ¢; (modn);
2. e;je; = 0 (modn) se, e somente se, i # j;
3. Y% e, =1 (modn);

4. ¥ aie; = X8 bie; (modn) se, e somente se, a; = b; (modn;).

Exemplo. Determinar o menor inteiro positivo x tal que

x = 5(mod7)
x = 7(modll)
z = 3(mod13).

Solugao. Temos que by =5, by =7, b3 =3, n;y =7, ny = 11, ng = 13 e
n = 1.001. Como

1.001

mdc( ,7) = mdc(143,7) =1

temos, pelo Algoritmo Euclidiano, que 7-21 + (—2) - 143 = 1, isto é,

(—2)-143 =1 (mod 7).
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Assim, podemos escolher 1y = —2. De modo andlogo, podemos escolher
ro =4 e r3 = —1. Logo,

xg=11-13-(-2)-54+7-13-4-74+7-11-(—1)-3 =887
¢ a tunica solu¢do. Portanto, xqg = 887 é a menor solugdo positiva.

Exemplo. Resolver o sistema de congruéncias
T
3z

mde(5,6) =1|1 e mdc(3,8) =15

1 (mod 6)
5 (mod 8).

11l

Solugao. Como

temos que as congruéncias lineares admitem solucgoes particulares z; = 5 e
T9 = 7, respectivamente. Entao nosso sistema de congruéncias é equivalente
ao sistema de congruéncias

x

x

Sendo mdc(6, 8) = 2, ndo podemos aplicar o Teorema Chinés do Resto, mas
o sistema de congruéncias tem solugao particular ry = 23 e solucao geral
x =23+ k24, k € Z, ver exercicio 12 abaixo.

5 (mod 6)
7 (mod 8).

EXERCICIOS

1. Sejam a,b € Z e mdc(a,n) = d. Mostrar que se zo € Z é solucdo da
congruéncia linear axz = b (modn), entdo também o é da congruéncia
linear az = b (mod %).

2. Resolver as seguintes congruéncias lineares:

(a) 4z = 3 (mod 7);

(b) 3z +1 =4 (modb);
(¢) 9z = 11 (mod 26);
(d) 8z = 6 (mod 14);

(e) 330x = 42 (mod 273);

(f) 26z =1 (mod 17).
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Resolver os seguintes sistemas de congruéncias:

)ex =2 (modb);

mod3), z =1 (mod5) e z = 1 (mod 7);
) (mod 5) e z = 5 (mod 2);
), =0 (mod3) e x =5 (mod7).

Determinar o menor inteiro positivo que tem para restos 2, 3 e 2 quando
dividido, respectivamente, por3, 5 e 7.

Determinar o menor inteiro positivo que tem para restos 1, 4, 2,9 e 3
quando dividido, respectivamente, por3, 5, 7, 11 e 13.

Determinar o menor inteiro positivo que tem para restos 5, 4, 3 e 2
quando dividido, respectivamente, por6, 5, 4 e 3.

Determinar o menor miiltiplo positivo de 7 que tem para resto 1 quando
dividido por2, 3, 4, 5 e 6. (Sugestdo: Note que 7z = 1 (mod2),... e
use o exercicio 16 da Se¢do 5.1.)

Um grupo de 13 piratas obteve um certo nimero de moedas de ouro
que, distribuidas igualmente entre eles, sobravam 8 moedas. Imprevi-
sivelmente, dois deles morreram. Eles voltaram a repartir e sobraram
agora 3 moedas. Posteriormente, trés deles se afogaram. Repartindo
novamente as moedas, restaram 5 moedas. Quantas moedas havia em
jogo?

Determinar quatro inteiros consecutivos divisiveis por 5, 7, 9 e 11,
respectivamente.

Mostrar que, para todo n € N, com n > 1, existem n inteiros con-
secutivos que sdo divisiveis por quadrados maiores do que 1.(Sugestao:

Sejam pq,...,p, numeros primos distintos. Considere o sistema de
congruencias

r = 0 (mod p?)

r = —1 (mod p3)

r = —(n—1) (modp?)

e resolva.)
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11. Sejam aq,..., Gk, b1,...,bs € Z e ny,...,n, € N tais que mdce(n;, nj) =
1 com 7 # j. Mostrar que o sistema de congruéncias

a1z = by (modn)
asx = by (modny)
agz = by (modny)
tem uma solugao se, e somente se, mdc(a;,n;) | b; parai =1,2,... k.

Além disso,
S:{Io+kn21€€Z},

onde n = nq ---ng, é o conjunto de todas as solucoes deste sistema.

12. Sejam by,...,by € Z e ny,...,n; € N. Mostrar que o sistema de
congruencias
r = b (modn,)
r = by (modny)
x = by (modny)

tem uma solugdo se, e somente se, mdc(n;,n;) | (b; — b;) para i,j =
1,2,...,k. Além disso,

S:{Io+kn21€€Z},

onde n = mmc(nq,...,ng), é o conjunto de todas as solucoes deste
sistema.

13. Resolver os seguintes sistemas de congruéncias:

(a) =2 (modb) e 3z =1 (mod8);

(b) 3z =2 (modb) e 2z = 1 (mod 3);

(c) 62 =5 (mod11), 5z =6 (mod7) e x = 6 (mod 13);
) 7

(mod504), z = 31 (mod 35) e z = 33 (mod 16).

14. Determinar o menor inteiro positivo que tem para restos 3, 9 e 17
quando dividido, respectivamente, por 10, 16 e 24.
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5.3 Teorema de Euler

Defini¢ao 5.1 Um subconjunto {r1,...,ry} de Z é um sistema completo de
residuos médulo n se as sequintes condigcoes sdo satisfeitas:

1. Sei# j, entdo r; #rj (modn), Vi,j € {1,2,...,k};
2. Para todo a € Z eziste i € {1,2,...,k} tal que a = r; (modn).

Exemplo. O subconjunto {0,1,...,n — 1} de Z é um sistema completo de
residuos modulo n.

Solugao. Sejam a,b € {0,1,...,n— 1}, com 0 < a < b < n. Entao
b=a(modn)<n|(b—a) < b=a,

pois 0 < b — a < n. Agora, para todo a € Z temos, pelo Teorema 4.1, que
existem ¢,r € 7Z tais que

a=qgn—+r onde 0 <r <n.
Portanto,
a =7 (modn) onde r € {0,1,...,n—1}.

E facil verificar, pelo lema abaixo, que {k,k+1,...;k+(n—1)} é um
sistema completo de residuos médulo n para todo k& € Z. Assim, existe uma
infinidade de sistemas completos de residuos maodulo 7.

Lema 5.8 Sejam {ry,...,7x} e {s1,..., s} dois sistemas completos de resi-
duos mddulo n. Entio k =1 e (pelo exemplo acima, k = n).

Prova. Suponhamos que k£ > [. Entdo, reindexando se necessario, obtemos
que
r1 = 51 (modn),...,r = s (modn).

Como 741 € Z temos, pelo item 2 da defini¢ao, que existe i € {1,2,...,1} tal
que 741 = 8; (modn). Assim, r;4; = r; (modn), o que é uma contradigio,
pois [ +1 #i. Portanto, k£ < [. De modo andlogo, mostra-se que [ < k. N

Definigao 5.2 Um subconjunto {r1,...,rx} de Z é um sistema reduzido de
residuos moédulo n se as sequintes condigcoes sdo satisfeitas:

1. mde(r;,n) =1, Vie {1,2,...,k};

2. Sei#j, entdo r; Zr; (modn), Vi,j € {1,2,...,k};
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3. Para todo a € Z, com mdc(a,n) = 1, existe 1 € {1,2,...,k} tal que
a =r; (modn).

Pelo exercicio 16 da Secao 5.1 é facil verificar que se

{ri,...,m}

¢ um sistema completo de residuos modulo n e

{s81,---, 81}

sao todos os elementos de
{ri,...,m}

tais que mdc(s;,n) = 1, entdo

{s1,---, 81}

¢ um sistema reduzido de residuos médulo n, isto é, um sistema reduzido de
residuos médulo n pode ser obtido eliminando de um sistema completo de
residuos médulo n aqueles niimeros que nao sao relativamente primos de n.
Por exemplo,

{0,1,2,3,4,5}

¢ um sistema completo de residuos modulo 6. Assim,

{1,5}

é um sistema reduzido de residuos médulo 6. Além disso, pelo Lema 5.8,
todos os sistemas reduzidos de residuos médulo n tém a mesma cardinalidade,
que denotaremos por ¢(n). Esta funcdo é chamada de func¢ao ¢ de Euler.
Por exemplo,

$(6) = 2.
Teorema 5.9 Seja P, = {k € N:mdc(k,n) =1 e k <n}. Entao
¢(n) = #(Pn)
Prova. Como
{0,1,...,n—1}
¢ um sistema completo de residuos moédulo n, temos que P, é um sistema
reduzido de residuos médulo n. Portanto, #(P,) = ¢(n). |

Um elemento @ € Z,, é chamado invertivel se existir T € Z,, tal que

a0T=T0a=1
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ou, equivalentemente,
ax =1 (modn).

Seja Z; o conjunto dos elementos invertiveis em Z,,, isto é,
Zy ={a€Z,:a®T=TOa=1 para algum T € Z,}.
Note que se a € P,, entdo mdc(a,n) = 1. Logo, existem z,y € Z tais que
ar +ny =1
e, consequentemente,
ax =1 (modn) a7 =1.

Portanto, @ € Zj,.
Reciprocamente, se @ € Z;, entao existe T € Z,, tal que

aOT=TOa=1.
Logo, ax = 1 (modn), isto é, existe y € Z tal que
ax +n(—y) = 1.
Assim, mdc(a,n) = 1. Portanto, a € P,. Assim, a fungao
f:P,— Z, dada por f(a)=1a
é uma correspondéncia biunivoca. Neste caso,
b(n) = #(Z2),
isto é,
Ly, =AT1,. - To(m)}
onde

{ri,- - rem)}

¢ um sistema reduzido de residuos médulo n.
Exemplo. Seja p um nimero primo. Entao
Zy={1,2,....p—1}.

Solucgao. Sabemos que
{0,1,2,...,p—1}
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é um sistema completo de residuos médulo p e que 0 é o tinico elemento deste
conjunto que nao é relativamente primo com p. Logo,

P={1,2,....,p—1}
é um sistema reduzido de residuos médulo p. Portanto,
Z;:{T,Z...,p—l} e ¢o(p)=p—1.

Teorema 5.10 Se p € N € um nimero primo, entdo ¢(p*) = p*(1— %), para
todo k € N.

Prova. Note que se
ac{1,2,....p*} e mdc(a,p*) # 1,

entao a = pb com
be{1,2,....p" '}
Assim,
mdc(a,p*) #1 < a € {p,2p,...,pp* ' =p*},
isto é, existem p*~! ntimeros entre 1 e p* que sdo divisiveis por p. Portanto,

p(p*) =pF —p ! =pF(1 - %)-

Lema 5.11 Sejam a,b,n € Z. Se mdc(a,n) = mdc(b,n) = 1, entdo
mdc(ab,n) = 1.

Prova. Se mdc(a,n) = mdc(b,n) = 1, entdo existem r, s, z,y € Z tais que
ar+ns=1¢e bxr+ny=1.
Logo,
1=1-1=(ar+ ns)(bx + ny) = ab(rs) + n(ary + bsz + nsy) = abu + nv,
onde u = rs, v = ary + bsz + nsy € Z, isto é, mdc(ab,n) = 1. [
Lema 5.12 Seja a € Z, com mdc(a,n) = 1. Se
{ri,...,m}
é um sistema completo (reduzido) de residuos mddulo n, entdo
{ari,...,ary}

¢ um sistema completo (reduzido) de residuos mddulo n.
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Prova. Sabemos, pelo Lema 5.11, que
mdc(a,n) = mde(r;,n) = 1 = mdc(ar;,n) = 1.

Além disso,
#{r1,...,m}) = #{ar, ..., ary}).

Assim, basta mostrar que se ¢ # j, entdo ar; # arj(modn). Temos, pelo
Teorema 5.3, que

ar; = arj (modn) = r; = r; (modn) =i =j.

Portanto,
{ar,...,ar,}

é um sistema completo (reduzido) de residuos médulo n. |
Lema 5.13 Seja a € Z, com mdc(a,n) = 1. Entdo
{r,r+a,7+2a,...,7r+ (n—1)a}
€ um sistema completo de residuos modulo n para todo r € 7.
Prova. Temos, pelo Lema 5.12, que
{0,a,2a,...,(n—1)a},
é um sistema completo de residuos médulo n. Como
#({0,a,2a,...,(n—1)a}) =#{r,r +a,r+2a,...,7+ (n—1)a})

temos que
{r,r+a,7+2a,...,7r+ (n—1)a}

¢ um sistema completo de residuos moédulo n para todo r € Z. [ |
Teorema 5.14 Sejam m,n € N. Se mdc(m,n) = 1, entdo
d(mn) = B(m)d(n).
Prova. Consideremos o conjunto
X={gm+r:0<r<me0<qg<n}.
E f4cil verificar que #(X) =mn e a < mn para todo a € X. Logo,

X={a€Z:0<a<mn}.
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Pelo Lema 5.11 e mdc(m,n) = 1 temos que
mdc(a, mn) = 1 < mdc(a, m) = mde(a, n) = 1.

Logo, podemos analizar os elementos de X que sao relativamente primos com
m e n separadamente. Note que

mdc(r,m) =1 = mde(r,r +im) =1,Vi e {1,...,n—1}.

Assim, se
{7'1, .. -;T¢(m)}
¢ um sistema reduzido de residuos médulo m, entao, pelo Lema 5.13,

{rj,rj+m,r;+2m,...,r;+ (n—1)m},Vj e {1,...,6(m)}

¢ um sistema completo de residuos médulo n e contém um sistema reduzido
de residuos médulo n. Logo, existem ¢(m)¢p(n) nimeros da forma gm + r,
que sao relativamente primos com m e n, isto é, com mn. Portanto,

¢(mn) = ¢(m)¢(n).

[ |
Corolario 5.15 Sejan € N, com n > 1. Entao
" 1
o =nTl (1- ).
i=1 D;
onde pi,...,pr $G0 0s primos distintos que dividem n. [ |

Teorema 5.16 (Euler) Sejam m,n € N com mdc(m,n) = 1. Entdo
n?™ =1 (modm).

Prova. Seja
{7"1, ceay T¢(m)}
um sistema reduzido de residuos médulo m, entao, pelo Lema 5.12,

{nry, .. nrem)

¢ um sistema reduzido de residuos modulo m. Portanto, para cada i €
{1,...,0(m)}, existe j € {1,...,¢(m)} tal que

nr; = rj (modm).
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Assim, pelo item 4 do Teorema 5.2,

¢(m) ¢(m) B(m)
II »nri= [] rj (modm) = n% Hrz_ II i (modm).
i=1 j=1 i=1

Como mdc(r;,m) =1 parai=1,...,¢(m) temos, pelo Teorema 5.3, que

n®™ =1 (modm).

Corolédrio 5.17 (Fermat) Seja p € N um nidmero primo. Entdo
a’ = a (modp),Va € Z.

Prova. Se a = 0 nao ha nada para provar. Podemos supor, sem perda de
generalidade, que a > 0, pois o caso a < 0, reduz-se a este com a substitui¢ao
de a por b = —a > 0. Assim, héa dois casos a serem considerados:

(i) Se p| a, entdo

a =0 (modp) e a? =0 (modp) = a” = a (mod p).

(ii) Se pt a, entdao mdc(a,p) = 1. Logo, pelo Teorema de Euler,
a®® =1 (modp) ou ' =1 (modp).
Como a = a (mod p) temos, pelo item 4 do Teorema 5.2, que

a’ = a (modp).

Portanto, em qualquer caso, a”? = a (mod p). [ |

Observacao 5.3 O Teorema de Fuler pode ser usado para determinar o
inverso de todo elemento @ € Z;, pois

a®™ =1 (modn) & a™! = a®™~! (modn).

Exemplo. Determinar os ultimos trés digitos do nimero 7% no sistema
de representagao decimal.

Solucao. Basta encontrar o resto da divisao de 7°-9% por 1.000, isto é,

7799 = r (mod 1.000), onde 0 < r < 1.000.
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Como mdc(7,1.000) = 1 temos, pelo Teorema de Euler, que
790:900) = 1 (mod 1.000) = 7*°° = 1 (mod 1.000),

pois

1 1
$(1.000) = $(2%5%) = $(2%)o(5%) = 2° (1 - 5) 53 (1 - g) — 400.
Sendo 9.999 = 24 - 400 + 399 segue-se que
79999 = 739 (1m0d 1.000).

Assim,
7'% =1 (mod 1.000) = 7% . 7 = 1 (mod 1.000).

Logo, devemos resolver a congruéncia linear
7z =1 (mod 1.000).

E f4cil verificar que o = 143 é a solucao principal desta congruéncia linear.
Portanto, a representacao decimal de 7%%% termina em 143.

Exemplo. Mostrar que
a*® = a (mod561),Va € Z.
Solugao. Note que 561 = 3-11-17. Assim, basta mostrar que
a®® = a (mod 3),a*® =a (mod11) e a°* = a (mod17).

Se 561 | @ nao hé nada para fazer. Assim, suponhamos que mdc(561,a) = 1.
Pelo Teorema de Euler,

> = 1(mod3) = a°® =1 (mod3) = a** = a (mod 3);
a'® = 1(mod1l) = ¢°° =1 (mod11) = ¢°** = a (mod11);
a'® = 1(mod17) = a*® =1 (mod17) = ¢! = a (mod 17).

Portanto, a reciproca do Teorema de Fermat é falsa, isto é,
a*® = a (mod561),Va € Z,
mas 561 nao é um numero primo.

Denotaremos por My(Z,) o conjunto das matrizes 2 X 2 com entradas
sobre Z,,.
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Teorema 5.18 Sejam

-|

Entao as sequintes condicoes sao equivalentes:

€ My(Zy,) e D=ad—bc € Z.

ol Q|

b
d

1. mdc(n, D) = 1;
2. A tem uma matriz inversa;

3. A funcgdo
T T
T :Zy X Ly, — Ly, X Lo, dadaporT(ly]) :Aly]
€ uma correspondéncia biunivoca;

4. SeT ouy €L}, entao

n’

Prova. (1) = (2) Suponhamos que mdc(n, D) = 1. Entao existe D ez,
tal que

DoD =1.
Portanto,
1 D'd -D'b
AT = —-1 —-1
-D ¢ D a

é a matriz inversa de A. E fécil verificar que (2) = (3) e (3) = (4). Assim,
resta mostrar que (4) = (1), Suponhamos que mdc(n, D) = k > 1 e seja
m = 7. Entao hd trés casos a serem considerados:

(i) Se todas as entradas de A sdo divisiveis por k, entdo pondo

3]+ (2] e (7)) [1]

(ii) Se a e b ndo sao ambos divisiveis por k, entdo pondo
0
6 )

HEE =B

pois n divide Dm.
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(iii) Se ¢ e d ndo sdo divisiveis por k, entdo pondo

HE R !

pois n divide Dm. [ |

< 8
| O

Lema 5.19 Sejam a,n € N, com mdc(a,n) = 1. Se r,t € N sdo tais que
rt =1 (mod ¢(n)), entao

a™ = a (modn).

Prova. Como rt = 1 (mod ¢(n)) temos que existe s € N tal que
rt =1+ so(n).
Logo,

at =gttt = g . g2 = ¢ (a¢(”))s =q-1° = a (modn).

Coroldrio 5.20 Sejam n,r,t € N. Se mdc(t,¢(n)) =1, entdo a funcdo
f: %, — Z, dada por f(T)=7"
¢ uma correspondéncia biunivoca com f~H(T) =T, onde rt = 1 (mod ¢(n)).

5.4 Triangulos Pitagorianos

Nesta secao consideraremos o problema de encontrar todas as solucdes
inteiras positivas z, y e z para a equacao Diofantina:

22 97 =22 (5.6)
Suponhamos que z,y,z € N é uma solugdo da equacao 5.6. Seja d =
mdc(z,y). Entdo d* | 22 e d® | y? e, assim, d* | 2? + y?, isto é, d* | 22

Temos, pela unicidade do Teorema Fundamental da Aritmética, que d | z.
Portanto,

mdc(z,y) = mde(z, z) = mde(y, z) = mde(z, y, 2).
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Assim, se z,y,z € N é uma solugdo da equagio 5.6 e d = mdc(z,y), entdo

é uma solucao da equagao 5.6 com mdc(a,b) = 1, chamamos (a,b,c) uma
solugao primitiva, por exemplo, 3, 4 e 5 e 5, 12 e 13 sao solucoes primitivas
da equagao 5.6. Assim, todo tridngulo Pitagoriano é similar a um triangulo
Pitagoriano primitivo. Portanto, basta considerar o problema de encontrar
todas as solugoes primitivas da equagao 5.6.

Seja x, y e z uma solu¢ao primitiva da equacgao 5.6. Entao x e y nao pode
ser ambos pares e também nao pode ser ambos impares, pois

7> =1(mod4) e y* =1 (mod4) = 2> = 2 (mod 4),

o que é impossivel. Como z e y aparece simetricamente na equacao 5.6,
podemos supor, sem perda de generalidade, que x é par e y e z sao impares.
Note que

x

x2+y2=22@$2=(Z+y)(z—y)@(§)2:(

Z2+y

z—y
)

2

e a ultima equacao tem sentido, pois =, z + y e 2 — y sao pares. Afirmagao:

Z2+y z—y)zl
2 7 2 '

mdc(

De fato, seja d = mdc(Z%,%5%). Entdo d | y e d | z. Dai, por hipGtese,

d = 1. Logo, pelo Lema 4.18, existem r,s € N tais que

G
(VRS

E facil verificar que r e s tém paridades distintas com mdc(r,s) =1 e r >
s > 0 (prove isto!). Finalmente, das equagbes acima, temos que

x=2rs, y=r>—s> e z=r>+s°,Vr,s €N,

onde r e s tém paridades distintas com mdc(r,s) =1 e r > s > 0, sdo todas
as solucoes primitivas da equacao 5.6.

EXERCICIOS

3400

1. Determine os ultimos dois digitos do niimero no sistema de repre-

sentacao decimal.
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. Mostrar que

{2,22,...,2%}

forma um sistema reduzido de residuos méodulo 27.

Mostrar que
{3%,3',...,3'%}

forma um sistema reduzido de residuos médulo 17.

. Seja p € N um ntiimero primo. Mostrar que

{ap+1L,ap+2,...;ap+ (p—1)}

é um sistema reduzido de residuos médulo p para todo a € Z. (Su-
gestdo: Se b € Z é tal que mdc(b, p) = 1, entdo existe k € P, tal que
b =k (modp). Como ap = 0 (modp) temos que b = ap + k (mod p).)

. Seja m € N um nimero impar. Mostrar que

{2,4,...,2m}
¢ um sistema completo de residuos modulo m.
Seja m € N, com m > 2. Mostrar que
{12,2%, ..., m*}
nao é um sistema completo de residuos médulo m.
Seja p € N um nimero primo. Mostrar que se
{ri,r9, ..., rp_1}

é um sistema reduzido de residuos moédulo p, entao
p—1
I 7= -1 (modp).
i=1

Sejam p € N um ntimero primo impar,

{ri,ra,...,rp} € {s1,82,...,5,}

dois sistemas completos de residuos modulo p. Mostrar, com um
exemplo,
{ris1,7289,...,7pSp}

pode nao ser um sistema completo de residuos médulo m.
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9.

10.

11.
12.

13.

14.

15.

16.

17.
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Sejam k,p € N, com p um numero primo. Mostrar que
{1k: Zk, ey (p - 1)k}

¢ um sistema reduzido de residuos médulo p se, e somente se,
mdc(k,p—1) = 1.

Sejam k,n € N e
{Tl,T'Q,...,T'm}

é um sistema reduzido de residuos médulo n, onde m = ¢(n). Mostrar

que

kE k k
{ri,r5,...,1,

¢ um sistema reduzido de residuos médulo n se, e somente se,
mdc(k,m) = 1.

Determinar os elementos invertiveis de Zg, Z7, Z1g, %13 € Zioa.

Seja p € N um nimero primo. Mostrar que mdc(k!,p) = 1, para todo
kcoml<k<np.

Seja p € N um numero primo. Mostrar que

@ = 0 (mod )

para todo £ com 1 < k£ < p. Mostrar que isto é falso se p ndo é um
nimero primo.

Sejam m,n,p € N, com p um nimero primo. Mostrar que p" =

1 (mod(p™ — 1)) se, e somente se, m divide n.
Sejam a,b € Z e p € N um nimero primo. Mostrar que
a? = b’ (mod p) = a? = b (mod p?).
Sejam a,b € Z e p € N um nimero primo. Mostrar que
(a+0)? = d” + b (mod p).
Seja p € N um numero primo. Mostrar que a fungao
f:Z,— Z, dada por f(z)=7"

satisfaz as seguintes condigoes:
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18.

19.

20.

21.

22.

23.
24.

25.

26.

27.
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Sejam p € N um nimero primo e a € Z. Mostrar que se mdc(a,p) = 1
e n=m (mod(p — 1)), entdo

a" = a™ (mod p).

Determine o tltimo digito do ntimero 2190909 no sistema de repre-
sentacao de base 7.

Sejam n € N e a € Z. Mostrar que se mdc(a,n) = 1 e k 0o menor inteiro
positivo tal que m = k (mod ¢(n)), entao

a™ = a* (modn).

Sejan € Num produto de dois niimeros primos distintos p e ¢. Mostrar
que podemos calcular ¢(n) de p e ¢, e reciprocamente, calcular p e ¢

de n e ¢(n).

Mostrar que:

(a) 2" — 1 é um ntimero composto;
(b) 22% — 1 é um nimero composto;

(c) 2! —1 ¢ um niimero composto.

Seja a € Z. Mostrar que se mdc(a,7) = 1, entdo a®* =1 (mod 7).

Sejam a € Z en € N. Mostrar que se mdc(a,n) =1ea™ ! # 1 (modn),
entdo 7 nao é um numero primo.

Mostrar que 232 + 1 é um nimero composto. (Sugestao: Note que

5-2" = —1 (mod641) e 5* = —2* (mod 641).)

Sejam p, q € N dois niimeros primos distintos. Mostrar que
pTt +¢?7! =1 (mod pg).

Sejam m,n € N com mdc(m,n) = 1. Mostrar que

m®™ 4+ ™™ =1 (modmn).
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28. Resolver o sistema de congruéncias

2z +3y = 1 (mod26)
7r+8y = 2 (mod26).

29. Resolver o sistema de congruéncias

{ x + 4y 29 (mod 143)

—84 (mod 143).

2x — 9y

30. Seja n € N. Mostrar que

n=>_¢(d).

(Sugestao: Seja
X ={1,2,...,n}

e para cada divisor d de n seja

Xq =1k € X : mdc(k,n) = d}.

Entao
X=JXge XyNnX,=0sed#e.
dln
Portanto,
n=>y #(Xa).
dln

Agora mostre que a fungao

f:Xqg— Z’g dada por f(k) = k

U

¢ uma correspondéncia biunivoca.)

31. Seja pp: N — {—1,0,1} a fungao (de Mdbius) definida por

1, se n=1
p(n) =< 0, se p? | n para algum primo p
(=1)%, se n é um produto de k primos distintos.

Mostrar que:

(a) Se mdc(m,n) =1, entdo pu(mn) = p(m)u(n);
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32.

33.

34.

35.

36.

37.

(b) ¢(n) =X u(d)3.

dln

Seja n € N. Mostrar que se ¢(n) = 0 (mod(n — 1)), entdo nao existe
nenhum niimero primo p tal que p?> = 0 (modn). (Sugestdao: Suponha
que exista um niimero primo p tal que p? = 0 (modn). Entéao

_ ko ki k
n=pp-p,

onde k > 2, k; € N e py,...,p, sdo primos distintos.)
Seja n € N. Mostrar que se n nao é um quadrado perfeito e
n—ni<d(n)<n-—1,

entdo n é um produto de dois nimeros primos distintos. (Sugestdo:
Primeiro mostre que n nao é um nimero primo, depois suponha, por
absurdo, que n nao é um produto de dois niimeros primos distintos,
entao n é um produto de trés ou mais nimeros primos, nao necessari-
amente distintos. Seja p o menor dos niimeros primos. Entao p < ns e

¢(n) <n(l-3).)
Seja n € N. Mostrar que

a" = a"*™ (modn),Va € Z.

Seja p € N um ntimero primo. Mostrar que:

(a) k* =1 (modp) & k = +1 (mod p);
(b) Sel1<k,l<pek#+1(modp), entdo k-1 =1 (modp) = k # .
Seja m € N com m > 1. Mostrar que m é um numero primo se,

e somente se, (m — 1)! = —1 (modm). (Sugestdo: Use o exercicio
precedente.)

Sejam k, m,n € N. Mostrar que:

a) Se m > 2, entdo ¢(m) é par;

(
(b) Se m é impar, entao ¢(2m) = ¢(m);
(

)
)
(c) Se m é par, entao ¢(2m) = 2¢(m);
d) Se m =0 (mod 3), entdo ¢(3m)
) )

3¢(m);
(e) Se m # 0 (mod 3), entdo ¢(3m) = 2¢

(m);
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(f) ¢(m) =2 se, e somente se, m = 2F;
(g) Sen|m, enta0¢( ) | ¢(m);
(h) ¢(mdc(m,n))é(mn) = mde(m, n)é(m)d(n);
(i)
38. Mostrar que se n € N tem k fatores primos impares distintos, entdo 2*
divide ¢(n).

¢(m)é(n) = ¢(mdc(m, n))¢(mme(m, n)).

39. Sejan € N, com n > 1. Mostrar que

)

0<k<n

onde mdc(n, k) = 1. (Sugestdo: Note que

mdc(n, k) =1 < mde(n,n — k) = 1.)

40. Determinar todas as solugdes inteiras da equagdo ¢(n) = 12.
41. Mostrar que a equagao ¢(n) = 14 nao tem solugao inteira.

42. Sejam k,n € N, com k fixado. Mostrar que a equagao ¢(n) = k
tem somente um nimero finito de soluges inteiras. (Sugestao: Se
n=pi"---pd é a decomposicdo em fatores primos distintos, entao

nH(l—Z%)_k@n— sz
i=1 ¢ H( —111

i=1

Assim, os inteiros d; = p; — 1,7 = 1,...,r, podem ser determinados
) 7 ) 7 )
pelas seguintes condicoes:

(a) di [ k;
(b) d; + 1 é um nimero primo;

(c) =

H d; =1
i=1




Capitulo 6

Criptografia

Neste capitulo aplicaremos nossos conhecimento de Aritmética Modular
para apresentar uma introdugdo aos sistemas cldssicos de criptografia (mo-
delos simétricos), bem como o sistema de criptografia com chave piblica RSA
(modelo assimétrico). Nao trataremos aqui dos problemas de seguranca,
complexidade, etc. o leitor interessado em mais detalhes pode consultar
[9, 10].

6.1 Cripto-sistemas

Nesta secao apresentaremos alguns resultados basicos sobre sistemas clas-
sicos de criptografia.

Criptografia é a arte ou ciéncia de escrever mensagens em cifra ou em
cédigo, de modo que somente a pessoa autorizada possa decifrar e ler as
mensagens.

A criptografia é tao antiga quanta a prépria escrita, ja estava presente no
sistema de escrita hieroglifica dos egipcios. Os romanos utilizavam codigos
secretos para comunicar planos de batalhas. O mais interessante é que a
tecnologia de criptografia nao mudou muito até meados deste século. Depois
da Segunda Guerra Mundial, com a invensao do computador, a area real-
mente floresceu incorporando complexos algoritmos matematicos. Durante
a guerra, os ingleses ficaram conhecidos por seus esforcos para decifracao de
mensagens. Na verdade, esse trabalho criptografico formou a base para a
ciéncia da computagao moderna.

A mensagem para ser enviada é chamada de tezto-original (plaintext) e
a mensagem codificada é chamada de texto-cifrado (ciphertext). O texto-
original e o texto-cifrado sao escritos em algum alfabeto F consistindo de um

137
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certo numero n de simbolos; isto é,
#(F) = n.

O processo de converter um texto-original para um texto-cifrado é chama-
do de codificacdo ou cifragem, e o processo de reverter é chamado de decodi-
ficacdo ou decifragem.

O texto-original e texto-cifrado sao divididos em mensagens unitdrias.
Uma mensagen unitdria poder ser um bloco de k simbolos do alfabeto F. O
processo de codificagdo ¢ uma funcdo que associa cada mensagem unitdria u
do texto-original a uma mensagem unitaria ¢ do texto-cifrado. Mais precisa-
mente, sejam P o conjunto de todas as possiveis mensagens unitarias u do
texto-original e C o conjunto de todas as possiveis mensagens unitdrias ¢ do
texto-cifrado. Entao a correspondéncia biunivoca

f:P—C tal que f(u)=c
é o processo de codificagdo. A correspondéncia biunivoca
f71:C— P talque f7'(c)=u

é o processo de decodificacao. Assim, temos o seguinte diagrama

—1
p-Liclop
Cripto-sistema

Um Cripo-sistema é qualquer bijecao de P sobre C.

E ttil substituir os simbolos de um alfabeto F por numeros inteiros
0,1,2,..., para tornar mais facil a construcao do cripto-sistema f. Uma
correspondéncia natural entre o alfabeto

F={ABC,...K,...,X,Y,Z, espaco = L}
e o conjunto de niimeros inteiros
Zor ={0,1,2,...,10,...,23,24,25,26}

¢ dada pela tabela:

S
— <
o< Q)
o =
53 be
P =<
S N
K> T
—~
(@))

[t
N—
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Em geral, podemos rotular mensagens unitdrias, com blocos de £ simbolos,
de um alfabeto F de n simbolos, por inteiros do conjunto
Ly = {0,1,...,nF — 1}
do seguinte modo:
(Tp—1,. .., 21,20) €ZF & zp_ 014 zin + 20n° € Ty,

onde cada x; corresponde a um simbolo do alfabeto F. Por exemplo, a
mensagem unitdria com bloco de quatro simbolos

“AQUI”
corresponde ao inteiro
0-272+16-272 +20-27+8-27° = 12212 € Zyp.

Teorema 6.1 Sejam n € N e a,b € Z, fizados. Se mdc(a,n) = 1, entio a
funcao
f:Zy— Z, dada por f(x)=ax+b

€ um cripto-sistema.

Prova. Como mdc(a,n) = 1 temos que existe a’ = a~' € Z? tal que a-a’ = 1.

Assim,
fz)=dz+0,
onde b = —a'b, é tal que
foft=f"of=1Iz,;
isto é, f~! é a funcdo inversa de f. [ |

Observacgao 6.1 O cripto-sistema
flz)=azx+b

é chamado de transformacgdo afim. O par (a,b) é chamado de chave de
codificacao ou chave secreta. Quando n = 27, a = 1 e b € Zsy; 0 cripto-
sistema

fz)=xz+0b

¢ chamado de Cifra de César, pois Julio César a utilizava. Quando b =0 o
cripto-sistema

f(z) =azx

¢ uma transformacao linear.
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Exemplo. A correspondéncia biunivoca entre o alfabeto F e nimeros in-
teiros é dada pela Tabela 6.1. Seja o simbolo x € Zy; correspondendo uma
mensagem unitaria, com blocos de um simbolo, do texto-original. Assim,
coma =13 e b =9, temos que a funcao

f : Zoy — Zor dada por f(x) =13z +9
¢ um cripo-sistema. Portanto, para codificar o texto-original

“A MATEMATICA E LINDA”,

primeiro calculamos
f(0)=09,f(26)=23,...,f(3) =21, f(0) =9,

logo a mensagem cifrada é

“JXDJNHDJNFIJXHXRFQV.J”.
Para decodificar a mensagem cifrada, primeiro calculamos

fH(z) =25z + 18
e depois
f7H9)=0,f7(23)=26,..., f1(21) =3, F71(9) = 0.

logo a mensagem decifrada é

“A MATEMATICA E LINDA”.

Agora suponhamos que nossos texto-original e texto-cifrado sao divididos
em mensagens unitdrias, com blocos de dois simbolos. Isto significa que o
texto-original é dividido em segmentos de dois simbolos. Se o texto-original
tem um numero impar de simbolos, entao para obter um ntiimero inteiro de
blocos com dois simbolos adicionamos um simbolo extra no final; escolhemos
um simbolo que nao é provavel para causar confusao, digamos espago.

Exemplo. Vamos primeiro estabelecer uma correspondéncia biunivoca entre
o alfabeto ' e niimeros inteiros, pela tabela:

ABC - --K - XY Z
K A R R (6.2)
01 2 --

10 --- 23 24 25.



6.1. CRIPTO-SISTEMAS 141

Seja o simbolo
226 +y € Zers

correspondendo uma mensagem unitaria, com blocos de dois simbolos, do
texto-original, onde x € Zgyg corresponde ao primeiro simbolo da mensagem
unitaria e y € Zgg corresponde ao segundo simbolo da mensagem unitaria.
Assim, com a = 159 e b = 580, temos que a funcao

[ Zers — Zegre dada por f(z) = 159z + 580
é um cripo-sistema. Portanto, para codificar o texto-original

L(AMOR” ,

primeiro dividimos o texto-original em blocos de dois simbolos e fazemos a
correspondéncia numérica

AM OR
1
12 381

Agora, calculamos
f(12) =460 =17-26+18 e f(381) =319 =12-26+7,

logo a mensagem cifrada é
“RSMH”.

Um modo alternativo de transmitir mensagens unitdrias, com blocos de
dois simbolos, é fazer cada bloco de dois simbolos corresponder a um vetor

X:lx]EZi-
Y

Teorema 6.2 Sejamn € N e D =ru — st € Z. Se mdc(n, D) =1, entio a
funcao
f:72 - 72 dada por f(x)= Ax + B,

€ um cripto-sistema, onde

€ Z2.

A:“ Z]EMQ(Zn) eB:lZ
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Prova. Temos, pelo Teorema 5.18, que a funcao
f:7Z2 — 72 dada por f(x)= Ax+ B,
¢ uma funcao invertivel com inversa
f1:722 - 72 dadapor fl(x)=A'x— A 'B.

[ |
Exemplo. A correspondéncia biunivoca entre o alfabeto F e nimeros inteiros
¢ dada pela tabela 6.2. Seja o vetor

T
X = €72
e,

correspondendo uma mensagem unitaria, com blocos de dois simbolos, do
texto-original, onde x € Zgyg corresponde ao primeiro simbolo da mensagem
unitaria e y € Zoyg corresponde ao segundo simbolo da mensagem unitéria.
Assim, com

7 8 11

temos que a funcao
f:Z% — Z3 dada por f(x) = Ax+ B
¢ um cripto-sistema. Portanto, para codificar o texto-original
T A7,

primeiro fazemos a correspondéncia do texto-original com o vetor

x:lg € Zsg

e depois calculamos

ﬂ@=[32][3]+lﬁ]:[£]’

logo a mensagem cifrada é
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Observagao 6.2 Para codificar um texto-original, com m blocos de dois
simbolos, podemos escrevé-la como uma matriz 2 X m, onde cada coluna

corresponde a um vetor de Zfb, e usar o sequinte cripto-sistema

f : M2><m(Zn) — MQXm(Zn)
dado por
f(lx: -+ xp])=[Ax1+B -+ Ax,, +B].

Exemplo. Vamos continuar o exemplo acima. Assim, para codificar o texto-
original
“AMANDA”,

primeiro fazemos a correspondéncia do texto-original com a matriz 2 x 3
0 0 3
12 13 0
e depois calculamos
£( 0 0 3 ) = 17 20 13
12 13 0|7 |18 11 6 |’

logo a mensagem cifrada é
“RSULOF”.

Por varios séculos um dos métodos mais populares de codificacao foi a
Cifra de Vigenere. Neste sistema de codificacdo, primeiro escolhemos um

vetor
b € ZF,

onde b corresponde a uma palavra de facil memorizacgao, chamada de palavra-
chave e depois usaremos o cripto-sistema

f:ZF — ZF dado por f(x) =x+h.

Exemplo. A correspondéncia biunivoca entre o alfabeto F e niimeros inteiros
é dada pela tabela 6.1. Agora escolhemos uma palavra-chave, digamos

“AMO”
a qual corresponde ao vetor

b = (0,12, 14) € Z3,.



144 CAPITULO 6. CRIPTOGRAFIA

Assim, usando a Cifra de Vigenere para cifrar o texto-original
“ROSANGELA ADORA FERNANDA”,
obtemos a mensagem cifrada

“‘RUFAZUEXO U MROCOURSRZONPO”.

Os sistemas classicos de Criptografia, como a Cifra de César e de Vigenere,
sao todos simétricos; isto é, a chave usada para a codificagao é igual a chave
usada para a decodificacdo ou, equivalentemente, a partir de uma delas a
outra € obtida facilmente. Nestes sistemas, conhecendo a chave de codificacao

(a,b)
podemos calcular a chave de decodificacao
(a™' modn*, —a~'bmod n*)

pelo Algoritmo Euclidiano. Note que, estes sistemas sao dificeis de ser “que-
brados”, pois a chave é usada apenas uma vez para cada texto-original.
Portanto, os sistemas simétricos sao interessantes quando um transmissor
conversa apenas com o mesmo receptor. Caso um transmissor converse com
varios receptores e a chave de codificagao é mantida constante, entao todos
os receptores estarao aptos para decodificar o texto-cifrado. Caso a chave
de codificacao nao seja mantida constante, entao o sistema torna-se inviavel.
Na préxima segao apresentaremos um sistema de criptografia em que um
transmissor conversa com varios receptores, onde chave de codificagao nao é
mantida constante.

EXERCICIOS

1. Seja o alfabeto
F={AB,....Y,Z U}

com correspondéncia numérica,
Zor = {0,1,...,24,25,26}.
Suponhamos que interceptamos o texto-cifrado
“ZKLXZBKPKWTYOZ”.

Sabendo que foi cifrada usando a Cifra de César, com chave b = 11,
deteminar o texto-original.
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. Seja o alfabeto

F={AB,....Y, Z U}
com correspondéncia numeérica
Zyr = {0,1,...,24,25,26}.

Use o cripto-sistema de Zo; sobre Zs7, com chave a =7 e b = 12, para
cifrar a mensagem

“JOSE AUGUSTO E INTELIGENTE”.

Determinar uma férmula para o nimero de diferentes cripto-sistemas
da forma
f:Z,— 7Z, dado por f(x)=ax+b.

Uma mensagem unitaria de um texto-original u é dita fizada por um
cripto-sistema f se f(u) = u. Seja o cripto-sistema

f:Z,— Z, dado por f(z)=azx+b, com a# 1.
Mostre que:

(a) Se n é um nimero primo, entdo existe exatamente um simbolo
fixado;

(b) Se b =0 e n qualquer, entdo existe pelo menos um simbolo fixado;
(c) Se b =0 e n par, entdo existe pelo menos dois simbolos fixados;

(d) Dé exemplo de um cripto-sistema sem simbolos fixados.

. Determinar uma férmula para o nimero de diferentes cripto-sistemas

da forma
f:Zy2 — Z,2 dado por f(z) = azx +b.

Seja o alfabeto
F={A,B,...,Y,ZU}

com correspondéncia numérica
Zor ={0,1,...,24,25,26}.
Suponhamos que interceptamos o texto-cifrado

“JANJRMFCFDNHMDVPADSTEPXAFDPZPUUJ”.

Sabendo que foi cifrada usando um cripto-sistema de Zro9 sobre Zizag,
com chave a = 614 e b = 47, deteminar o texto-original.
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7. Seja o alfabeto
F={AB,....Y, Z 1,71}

com correspondéncia numeérica
Zyg ={0,1,...,24,25,26,27,28}.
Suponhamos que interceptamos o texto-cifrado

“QBHOUUNQLFMY BLOWJ?ICHEY ZOXAC?I 17",

Sabendo que foi cifrada usando um cripto-sistema linear de Z3, sobre

Z3,, com chave
37
=[]

deteminar o texto-original.

6.2 Sistema RSA

Nesta secao apresentaremos um sistema de criptografia com chave publica
proposto por Rivest, Shamir e Adleman em 1978.

Sistemas criptograficos com chaves ptblicas foi proposto por Diffie e Hell-
man em 1976. Os sistemas criptograficos com chaves piublicas se caracterizam
por duas chaves diferentes: a chave (chave de codificagdo) da transmissora
é publica e a chave (chave de decodificacdo) da receptora é secreta. Por-
tanto, os sistemas criptograficos com chaves piiblicas possui uma estrutura
assimétrica; isto é, a obtencao de uma chave a partir da outra, se constitui
em um problema nao realizavel.

Os sistemas criptograficos com chaves publicas opera do seguinte modo:
um usudrio u; desejando se comunicar com um usudrio u; de maneira secreta,
envia uma solicitagao para inicio de comunicacao. O usudrio u; determina
um par chaves k. ; e kq; tais que

kijokej(u)=u e k.;jokq;j(u)=1u

onde a chave kq; é mantida secreta e usada para a decodificagao, enquanto a
chave k. ; é tornada publica e usada para a codificacao. O usudrio u; obtém
a chave publica k. ; e, assim, passa a codificar mensagens unitdrias para o
usudrio u;, pois s6 este conhece a chave secreta kq;. Estes processos de
codificacao e decodificagao deverao satisfazer as seguintes condigoes:

1. O célculo do par de chaves k. ; e ky; deve ser simples;
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2. O usuério (transmissor) u; deve realizar a operagdo de codificacao facil-
mente; isto é,
¢ = ke,j(u);

3. O usudrio (receptor) u; deve realizar a operagao de decodificacao facil-
mente; isto €,
u = kg ;(c);

4. E praticamente impossivel descobrir kq; a partir de k. ;. E claro que
dada k. ; temos uma maneira de descobrir k4 j(c), basta codificar toda
mensagem unitdria u e quando ¢ = k. ;(u), teremos que u = ky;(c)
mas isto torna-se inviavel.

Em um sistema de criptografia com chave publica RSA, cada usudrio u;
escolhe dois nimeros primos distintos extremamente grandes p; e ¢; (com
aproximadamente 100 digitos cada) e aleatoriamente um nimero ¢; tal que

A seguir u; calcula
n; = pigi e d(ni) = ¢(pi)p(pi) = ni +1— (pi + qi),

e também
ro =" (mod g(ny)).

Agora, o usudrio u; torna publico a chave de codificagao
kei = (ni, )
e mantém secreta a chave de decodificagao
kai = (ng,ri).
O processo de codificacao é dado pela funcao
f %, = L, f(zx)=2"
e, pelo Corolario 5.20, o processo de decodificacao é dado pela funcao
1%y, — 7, flx)=a2a".

Seja IF um alfabeto com n simbolos. Na pratica queremos trabalhar com
P # C. Assim, vamos dividir nosso texto-original em mensagens unitarias
com blocos de k simbolos, os quais sao vistos como um inteiro

r=x 0 Pt an+aon® € Zor, . € {0,1,...,n — 1},
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e cada um destes blocos sera codificado em um sé bloco com [ simbolos, onde
k < . Para fazer isto cada usuario u; escolhe dois niimeros primos distintos
p; € g¢; de modo que n; = p;q; satisfaca

nk <n; < nt.

Entao qualquer mensagem unitaria u do texto-original; isto é, um inteiro
menor do que n¥, corresponde a um elemento de Z,, e, como n; < n', a
imagem f(u) € Z,, poder ser escrita de modo tinico como um bloco de
[ simbolos. Note que nem todos os blocos de [ simbolos sao usados, mas
apenas aqueles correspondendo aos inteiros menores do que n* para cada
usuario u;.

Exemplo. A correspondéncia biunivoca entre o alfabeto F e niimeros inteiros
¢ dada pela tabela 6.2 e escolhemos £ = 3 e [ = 4. Para enviar o texto-original

“AMO”
para um usudrio u; com chave de codificacao
ke = (46927, 39423),
primeiro determinamos a equivaléncia numérica

AMO

!

326
e entao calculamos
326%'% (mod 46927) = 41309.
Como
41309 = 2-26° +9-26% +2- 26 + 21

temos que o texto-cifrado é

“CICV”.

O receptor u; conhece a chave de decodificacao
kq; = (46927,26767)

e assim calcula
4130926767 (mod 46927) = 326.
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Como
326 =0-26%+12-26+ 14

temos que o texto-original é
“AMO” .

Observacgao 6.3 Como o usudrio u; gerou suas chaves? Primeiro ele mul-
tiplicou os niumeros primos p; = 281 e g¢; = 167 para obter n;; entdo escolheu
t; aleatoriamente tal que

mdc(t;, p;) = mde(t;, ¢;) = 1.
Finalmente determinou

r; = ;! (mod(p; — 1)(g; — 1)).
Note que os numeros p;, q; e r; permanecem secretos.

Notamos que uma desvantagem dos sistemas de criptografia com chave
publica é que s@o bem mais lentos do que os sistemas de criptografia classicos,
pois eles usam poténcias ao invés de somas em compensagao, por iSso mesmo,
sao mais seguros. Note, também, que um modo de calcular a chave secreta
(n,r) a partir da chave publica (n,t) é fatorar n em fatores primos e depois
recupera r tal que

rt =1 (mod ¢(n)).

O ponto importante nesse procedimento é que nao se conhece um algoritmo
rapido para determinar a decomposicao de n

EXERCICIOS

1. Seja o alfabeto
F={AB,....Y,Z 1,“” 7.8$0,...,9}
com correspondéncia numérica
Zy ={0,1,...,24,25,26,27,28,29,30,...,40}.

Suponhamos que as mensagens unitarias do texto-original e do texto-
cifrado sao blocos de dois e trés simbolos, respectivamente.
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(a) Envie o texto-original
“ENVIE R$25000,00”.
para um usudrio u; cuja chave de codificacao é
ke; = (2047,179).
(b) Fatore n; = 2047, calcule r; e decodifique o texto-cifrado.
2. Sejam a,b € Z tais que
b=a" (mod91) e mdc(a,91) =1.
Determinar r € N tal que
b" = a (mod91).
Se b =53, 0 que é a (mod91)?

3. Sabendo que n = 3552377 é um produto de dois niimeros primos dis-
tintos e que ¢(n) = 3548580. Determinar a fatorizacao de n.

4. Sejam n € N livre de quadrados e r,t € N tais que rt — 1 é divisivel
por p — 1 para todo ntiimero primo p que divide n. Mostrar que

a" = a (modn),Va € Z,
que a tenha ou nao fator comum com n. (Sugestdo: Basta mostrar que

a"® = a (modp),Va € Z.)



Apéndice A
A origem das fracoes

O primeiro conjunto numérico a surgir foi o conjunto dos nimeros na-
turais N. Este conjunto tinha, originalmente, a capacidade de represen-
tar “todas” as quantidades e, posteriormente, com o advento das operacoes
elementares, em particular a adicao e a multiplicacao, foi possivel somar e
multiplicar dois niimeros quaisquer de N, obtendo-se um nimero de N, o
que em linguagem moderna significa dizer que em N é fechado em relacdo a
soma e a multiplicacdo. Com a subtracdo surgiu um problema, que era o da
impossibilidade de se subtrair um nimero do outro quando o primeiro era
menor do que o segundo ou de resolver equagoes do tipo x + 2 = 0. Dai a
necessidade de se construir um conjunto contendo uma “cépia” de N e onde
pudéssemos, além de somar e multiplicar, subtrair um elemento do outro sem
qualquer restricao.

Sejam M =NU {0} e A= M x M. Para (a,b), (c,d) € A, definimos

(a,b) ~ (¢,d) & a+d=b+c

(para uma melhor compreensao devemos pensar, intuitivamente, (a,b) como
a —b). Entao ~ é uma relacdo de equivaléncia em A (prove isto!).
Vamos equipar % com as seguintes operacoes bindrias:

1. (a,b) + (¢,d) = (a + ¢, b+ d);
2. (a,b) e (c,d) = (ac+ bd, ad + bc);
3. (a,b) — (¢,d) = (a+d,b+c).

Mostraremos apenas que a operacao 2 esta bem definida, ficando as outras
COmMO um exercicio.
Suponhamos que

(a,0) = (z,y) e (¢,d) = (z,w).

151
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Entao devemos provar que

(ac + bd, ad + be) = (xz + yw, zw + yz).

De fato. Como

(a,b0) = (z,y) ©a+y=b+z e (¢,d) =(z,w) S ct+tw=d+=z
temos que

(ac + bd) + (zw + yz) — [(ad + bc) + (xz + yw)] =
alc—d)+bd—c)+z(z—w)+ylw—2) =
(@ —b)(c—d) - (z—y)( w;

Yy
(@ —y)(z—w) - (z-y)(z —w

z —
z —

Portanto,
(ac+ bd) + (zw + yz) = (ad + be) + (zz + yw),

isto €,

(ac + bd, ad + be) = (xz + yw, zw + yz).

E evidente que (0,0) é o elemento neutro da adicio em 2 e que (1,0) é o
elemento neutro da multiplicacao em %. Além disso, se a > b, entao

a+0=b+(a—0b) < (a,b) = (a—0b,0).

e se a < b, entao

a+(b—a)=b+0<« (a,b) =(0,b—a)

Portanto, todo elemento de 2 é da forma (n,0) ou da forma (0,7), os quais
denotaremos, com abuso de notacao, por n e —n, respectivamente.
A verificacdo de que a soma e o produto de dois elementos de % da forma

(n,0) é um elemento desta forma permite-nos afirmar que N se idendifica
com os elementos de % da forma (n,0), isto é, a funcao

f:N— é dada por f(n) = (n,0)

¢ uma imersao que preserva as operacoes de N e %. Denotaremos o conjunto
quociente 2 por Z.

Esta formalizagao dos niimeros inteiros Z permite-nos justificar com clare-
za a regra dos sinais tanto na soma quanto na multiplicagao de nimeros
inteiros. Vejamos dois exemplos:
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(1) Na soma de dois niimeros inteiros com “sinais” diferentes subtrai-se o que
tem modulo menor do que tem médulo maior e atribui-se ao resultado o sinal
do niimero que tem moédulo maior. Justificativa:

n>m=n+(—m)=(n,0)+ (0,m) = (n,m) = (n —m,0).

(17) O produto de um nimero “positivo” por um nimero “negativo” resulta
em um naimero “negativo”. Justificativa

ne (—m) = (n,0)e(0,m) = (n0+ 0m,nm +0) = (0,nm).

No conjunto Z nao temos problemas com a subtracao, isto é, podemos
subtrair um elemento qualquer de outro sem qualquer restricao, mas surge
a impossibilidade de se efetuar a divisao de certos niumeros inteiros ou de
resolver equagoes do tipo 2¢ — 1 = 0. Para contornarmos este problema
agiremos como acima.

Seja B = 7Z x Z. Para (a,b), (¢,d) € B, definimos

(a,b) ~ (¢,d) & ad = be

(para uma melhor compreensido devemos pensar, intuitivamente, (a,b) como
). Agora surge um inconveniente, pois ~ nao ¢ uma relacao de equivaléncia
em B, visto que

(2,1) ~ (0,0) e (0,0) ~ (3,1) mas (2,1) = (3,1).
Para contornarmos esta situagao consideremos o seguinte subconjunto de B
C={(a,b) € B:a#0 ou b#0}

e, dizemos que
(a,b) ~ (¢,d) < ad = be.

Agora ~ é uma relagao de equivaléncia em C' (prove isto!).

Vamos equipar € com as seguintes operacdes bindrias:

1. (a,b) + (¢,d) = (ad + be, bd);
2. (a,b) e (c,d) = (ac, bd);
3. (a,b) — (c,d) = (ad — bc, bd).

Estas operacoes nao estao bem definidas, a menos que troquemos C' por

D =7 x 7Z* e definimos estas operagoes em g. Assim, podemos equipar g

com mais uma operacao bindria:
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4. (a,b) + (c,d) = (ad, bc).

E evidente que (0,1) é o elemento neutro da adicio em 2 e que (1,1) é o
elemento neutro da multiplicagao em %. Além disso,

(a,b) = (a,1) e (1,b).

Portanto, todo elemento de 2 é o produto de um elemento da forma (m, 1)

por um da forma (1,7n), os quais denotaremos, com abuso de notacao, por m

e 1 respectivamente.
n

A verificagao de que a soma e o produto de dois elementos de 2 da forma

(n,1) é um elemento desta forma permite-nos afirmar que Z se idendifica
com os elementos de 2 da forma (n, 1), isto é, a funcao

f:7Z— g dada por f(n) = (n,1)

é uma imersao que preserva as operacoes de Z e % Denotaremos o conjunto
quociente % por Q.

Esta formalizacao dos niimeros racionais Q permite-nos justificar com
clareza o processo de divisao de fracoes. Justificativa:

= (a,b) = (¢, d) = (ad, be) = (a,b) ® (d, c) = %. ‘g.

QIO

a
b



Apéndice B
Decimais

Inicialmente formalizaremos o conceito de decimais. Quando lidamos com
nimeros do tipo
0,47
trata-se de
47 4 7

100 > 70 T 100

que é um nuimero racional.
Entretanto, quando encontramos expressoes da forma

0,33...
logo dizemos que ¢é igual a
3
e, portanto um numero racional. Mas

0,33...
é, na verdade
3.3,
10 100 ’

que é uma série (soma infinita) de niimeros racionais que, em geral, ndo é
um numero racional, como é o caso de

0,1010010001 ...

A expressao
a=aga " p_10y,b1by - -

155
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com 0 < a;,b; < 10, é chamada de decimal, isto é, uma funcao
f:Nu{o}—{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}

e significard

o0

b.
a=aol0"+a;10" "' + -+ a,110+ an + > ﬁ'
j=1

A decimal
a = ol Ap_10p, b1 - -

serd uma dizima periodica se existirem p,q € N tais que
bj = bj1q:Vj 2 .

Quando temos uma dizima periédica podemos escolher p e ¢ minimos e a
dizima sera dita simples se p =1 ou composta se p > 1. O ntimero p — 1 serd
dito o comprimento da parte nao periddica ou o comprimento do periodo.
Em ambos os casos usaremos a notagao

a = Qoay - - - Ap_10Qqy, b1b2 tet bpflbp cee bp—|—q71-

Seja
a=apQy - Ap_10n, biby ---b,c1 ¢,

uma dizima periédica. Entao

biby---b, 0,c1 ¢

a=aai - ap_10pn + G + 07
Mas .
0,616 TosCt "G GG
isto €,
(10° = 1)0,¢1 ¢ =¢1- - Cs,

logo,

0,c Cs = GG

» C1 S 105 — 1

e, assim,

(108 - 1)(a0a1 e an_lanl()r + b1b2 e br) +CrCs
107(10% — 1)

a—=

Consequentemente, podemos dizer que toda dizima periddica é igual a um
nimero racional. Antes de provarmos a reciproca, veremos o seguinte:
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Pelo Teorema 4.1 temos que, dados a,b € Z com b > 0 existem 1nicos
q,r € 7 tais que
a=qgb+r, onde 0 <r <b.
Assim,
a r
5:q+5’ e 10r =q¢1b+r; onde 0 <ry <b.
Como r < b temos que

q1b+ 71 = 10r < 100,

donde ¢; < 10.

Se r1 = 0, entao
r o q a
510 P
Se r1 # 0, entdo
107 = gob+ 79 onde 0 <79 < b.

Se o = 0, entao

a
b =4¢, 0192
e, prosseguindo assim, obtemos
a
b =¢q,q1q2- -+ onde ¢ = apay -+ -y 10y.

Teorema B.1 Todo nimero racional € igual a uma dizima peridédica.

Prova. Como vimos acima, o processo para se obter a representacao decimal
de um numero racional consiste no seguinte:

a = qb+ry, 0<1rg<b
10rg = qib+r, 0<ri<b e 0<q <10;
10r; = QQb-f-T'Q, 0<rs<b e 0 < g <10,

e assim por diante. Como
{ri:i e NU{0}} C{0,1,...,(b—1)}
temos que r; = r; para algum par %, j. Sejam

p =min{i € NU{0} : r; = r; para algum j > ¢}

s =min{j : 7, =r; com j > p}.
Entao a
E =Qapa1° - Ap-10n,49192° " " qp—14p " " 4s—1-
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Tendo em vista a unicidade de p, s, g; e 7;, a representacdao decimal de todo
numero racional é unica. |
Exemplo. Calcular a representacdo decimal do nimero racional 16—1.

Solucao. De

11 = 1-6+5, gg=1¢e rg=>5;
10-5 8-64+2, ¢z=8¢e r =2;
10:2 = 3642, ¢g=3¢e ro=1r1 =2,

obtemos que
11

F = 1, 83
Observacao B.1 Pela prova do Teorema acima, os restos encontrados no
processo da representagao decimal do numero racional &, com a < b e

b’
mdc(a,b) =1, sdo
a,10-a,10* - a,...,10° - a (modb).

Em particular, se b = 2"5° e p = max{r, s}, entdo 10° = 0 (modb) e, neste
caso, temos que a representacao decimal do nimero racional § € exata, isto
é, tem zeros a partir da p-ésima posi¢io. Agora, se mdc(10,b) = 1, entdo
10 € Z3, assim, seja p o menor inteiro positivo tal que 10° = 1 (modb).
Entao a representacao decimal do nimero racional § € periddica de periodo
.

Exemplo. Mostrar que o nimero de digitos no periodo da representagao

decimal do numero racional 170609090 é 7.698.

10.000 _ 2.301 . , . 2.301
709 = 1+ 2500 basta considerar o ndmero racional Xl

E f4cil verificar que 7.699 é um nimero primo e mdc(10,7.699) = 1. Assim,
pelo Teorema de Fermat,

Solugao. Como

107%%® =1 (mod 7.699).

Portanto, pela Observagao acima, o niimero de digitos no periodo da repre-

sentacao decimal do niimero racional 170609090 é 7.698.

Teorema B.2 Sejam x € [0,1] e b € N. Entao para cada n € Z. eziste

uma unica expressao
Qo a1 Qp—1 Qnp,
r=—=+—+--+ +
b B2 pn pn+1

onde 0 < a; <b el <d, <z

+ dy,
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Prova. Seja a = |b""'z|. Entdo
a€Z, eb" Mz =a+c,

para algum ¢, tal que 0 < ¢, < 1. Assim, pelo Teorema 4.4, existem tinicos
a; € 7 tais que

a=ab"+ab" '+ +ap_1b+ an,

onde a; € {0,1,...,b—1}, Vi =0,1,...,n. Portanto,

Qo a1 Un—1 Qn
T= Dl
b b2 b’n bn+1

+ dn,

onde 0 <a; <be0<d, =32 <t [ |

A reciproca do Teorema acima vale, mas a sua prova esta fora dos obje-
tivos deste trabalho.

EXERCICIOS

1. Determinar se a representacao decimal dos nlimeros racionais abaixo é
exata ou periddica:

(a) 35;
(b) &5
(©) 7
(d) Z;
(e) 15;
(f) &

2. Calcular a representacao decimal do niimero racional %

3. Calcular a representagao decimal do nimero racional ;

=

4. Determinar o nimero racional da dizima periédica 8, 17.

5. Determinar o ntimero racional da dizima periédica 2, 318.

=2}

. Mostrar que o nimero 0,1010010001 ... nao é racional.

\]

. Mostrar que o niimero V2 4+ /3 néo é racional.



160

APENDICE B. DECIMAIS

8. Determinar o nimero de digitos no periodo da representagao decimal

, . 1.955
do ndmero racional To97-

Seja § nimero racional com a < b e mdc(a,b) = 1. Se b = 2"5°d com
mdc(10, d) = 1, entdo a representacdo decimal de § é da forma

0,9192 - - - 4,q1 Gk,

onde p = max{r, s} e 10* = 1 (mod d). (Sugestdao: Note que 107 = 2-5¢
¢ 107 ¢

b d
com mdc(e,d) = 1, assim, a partir da p-ésima posi¢do, comegam o0s
digitos da expancao decimal de §.)
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