CODIGO DE IDENTIFICAGAO DO CANDIDATO:

ANALISE NA RETA

Prova do Processo Seletivo PPGMat-UFPB 2025.1

1. (2,0) Sendo a > 2, considere a sequéncia dada por

a; =+a e an =+/a++Ja,, para n=12,...
Mostre por indugao que a, < a para todo n > 1, seguindo os passos abaixo:

a) Prove que a(a — 1) > 0 para todo a > 2.

b) Prove que y/a < a para todo a > 2.

c) Mostre que se a,, < a, entao a,; < \/%.

d) Nas condigdes de c), mostre que a,,; < a para todon =1,2,...

e) Conclua o resultado.

2. (2,5) Dizemos que (a,) é uma sequéncia de Cauchy se, para todo € > 0, existe ng € N tal que
|Tm — x,| < € sempre que m,n > ng.
a) (1,0) Prove que toda sequéncia de Cauchy ¢é limitada.
b) (1,5) Prove que uma sequéncia (a,) em R é convergente se, e somente se, é de Cauchy.

3. (1,5) Mostre que se > |a,| converge, entdo a série Y~ a, também converge, isto é, toda

série absolutamente convergente é convergente em R. Forneca um exemplo de que a reciproca

desse resultado nao é verdadeira.

4. (1,5) Seja f : [0,1] — [0, 1] uma fungao continua. Prove que f possui um ponto fixo, isto é,

existe a € [0, 1] tal que f(a) = a. (Dica: use o Teorema do Valor Intermediario)

5. (1,5) Seja f : [a,b] — B continua, derivavel em (a,b), exceto possivelmente num pondo

¢ € (a,b). Mostre que se lim,_,. f'(z) = M, entdo f'(c) existe e vale exatamente M.

6. (1,0) Considere a fun¢ao de Dirichlet f : R — R dada por f(z) =0sex € Qe f(z) =1 se

x ¢ Q. Justifique por que a fun¢ao f nao é Riemann-integravel.



