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Capitulo 5

Retas

5.1 Introdugdo

Neste capitulo estudaremos e definiremos as retas,
através de suas equacdes vetoriais e algébricas, utili-
zando de vetores e de suas operagdes e produtos.

Uma das possibilidades para a defini¢do de uma
reta é a interse¢io de dois planos néo paralelos (pense
na intersecéo do plano do chio com o plano de uma
parede: é uma reta).

Sempre que possivel, tente desenhar, fazer um

4 |



Sérgio de Albuquerque Souza | Vetorial - Retas

esboco, de uma reta, como sera exibido aqui, mas
mesmo se ndo tiver habilidades no desenho, imagine
sempre as retas, aqueles que estdo ao seu redor, como
quinas das paredes, pois serd muito importante ob-
servar, ou pensar, de como essas reatas podem estar
dispostas no espaco tridimensional.

5.2 Problematizando a Temdatica

Trataremos varios problemas geométricos, como por
exemplo, posicdes relativas entre as retas, bem como
calcularemos o angulo, distancias e interse¢des en-
tre estes elementos, utilizando as facilidades dadas
pelas propriedades encontradas nos vetores e suas
operacdes elementares e seus produtos, com suas
respectivas caracteristicas geométricas e algébricas.
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5.3 A Reta

Uma reta pode ser definida de trés modos distintos,
bastando observar os dados que se dispde para defini-
la, mas esses modos, observando com atencdo, se
reduzem a um s, ou seja:

(1) Por 2 pontos ou
(2) Por um ponto e um vetor niao nulo ou
(3) Por dois planos.

Para tanto, vamos encontrar uma relacdo que um
ponto /” = (1,1, 2) € R? qualquer do espaco tridi-
mensional, tenha que satisfazer para que pertenca a
uma reta definido por um dos modos acima.
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Figura 5.1: Representagdo de uma reta r.
r_-

Sempre em mente que utilizaremos as ferramentas
e as ideias dadas pelos vetores (e sistemas) e planos
estudados nos capitulos anteriores. Usaremos letras
latinas minusculas para representar as retas, como
por exemplo:

a,b,...,r,8,...

Vamos representar a reta graficamente por um
“pedaco”, por um segmento, pois seria impossivel
representa-la em um espaco limitado, pois a reta é
infinita (Figura|s.1).

7 ‘ 71
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5.3.1  Dois Pontos

Considere dois pontos distintos A e B quaisquer do
espaco tridimensional R?, como na Figura

Figura 5.2: Representacdo de uma reta r definida por dois pontos

AeB.
/

B

=

A

Observe que a condi¢do para que um ponto qualquer
P=(z,y,2) € R3 pertencer & reta r é que os vetores
AB e AP sejam paralelos, ou seja, sdo linearmente
dependentes, logo sdo multiplos e portanto existe um
numero ~ que resulta a seguinte equacio vetorial:

G

8 71
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Definicao 5.1 (Vetor Diretor)
Qualguer vetor ndo nulo, que da a dire¢do de uma reta
r, é chamado de vetor diretor da reta r.

Em um sistema de coordenadas do espacgo tridi-
mensional R3, considerando a reta r definido por
dois pontos néo distintos dados por:

A= (A, Ay, A)
B = (B, By, B:)

e um ponto genérico /” = (r, 1, ~) da reta r. Defi-
. — D A0
nindo os vetores ¥ = AB e A/° teremos:

—

7 =AB = (rg,1y,72)

AP = (1= A,y — Ay, = — A2)

Portanto, da equagéao vetorial (5.1), teremos:

(0 —Ag,y—Ay, 2 —A,) =K (rg,1y,72)

—_— —

A 7=AB

o | m
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ou seja, escrevendo cada coordenada da equagéo ve-
torial acima separadamente, teremos:

— A, = rk
— Ay = ryK
— A, = 1.k
logo isolando as variaveis , y e =, temos o seguinte

sistema de equacdes, chamado de sistemas de equa-
cOes paramétricas da reta r ou simplesmente de
equacdes paramétricas da reta:

= A, + 1k
r: = A, + mys (5.2)
= A, + r.s

Se nenhuma das coordenadas do vetor diretor 77 =
—
AB for nula, podemos isolar o pardmetro ~ de cada
uma das equagdes (5.2) acima, obtendo
— A, - A, —A,
R = _ K = _—, R= —
Ty Ty T,

10‘71
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ou seja, teremos a seguinte igualdade

A, y—A, —A,

Ty Ty Tz

Definic¢ao 5.2 (Equacdes Simétricas)
O sistema de equacgoes

A, y—-A, - —A,

= (5-3)
Ty Ty T,

¢ chamado sistema de equacdes na forma simé-
trica da reta r, ou simplesmente equagdes simétri-
casdaretar.

11 71
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Exercicio 5.1 Determinar as equagbes parameétricas e
simétricas da reta r que contém os pontos A = (3,0, 1)
e B =(2,1,2), e verificar se o ponto E = (1,2,3) e
a origem do sistema pertencem d retar.

Solugao: Seja P = (r,v,~) um ponto qualquer da
reta r e definimos os vetores:

—

P=AB=(2-31-02-1)=(-1,1,1)
AP = (1 —3,y—0,-—1)= (r —3,1,- — 1)

e Da equacéo vetorial (5.1) temos:

(r=3,uy,2—1)=r(-1,1,1)
— pes
A T

que resulta nas equagdes paramétricas da reta 7:

— 1k
1k

3
T =0
1 1k

+
+

12 71
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Isolando o pardmetro ~ das equagdes acima, obtemos
as equagdes simétricas da reta 7:

-3 -0 -—1
T = =
—1 1 1

ou simplificando

(ri3—z=y=2:-1]

e Para verificar que o ponto F = (1,2, 3) e a origem
O = (0,0,0), pertencem a reta 7, basta substituir as
trés coordenadas dos pontos nas equacdes simétricas
da reta, se as igualdades forem satisfeitas, o ponto
pertence a reta, caso contrario, ndo pertence, logo:

+ Para a origem do sistema de coordenadas, o
ponto O = (0,0, 0) temos:

=32 )-0: (©0)-1

como 3 # 0 # —1, entdo a origem .

13‘71
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« Para o ponto E = (1,2, 3) temos:

(1)-32 (20 (3)-1

-1 1 1
=2 = =

como 2 = 2 = 2, entdo ponto .

14 71



Sérgio de Albuquerque Souza ‘ Vetorial - Retas

5.3.2 Um Ponto e Um Vetor

Considere um ponto A qualquer do espaco tridimen-
sional e um vetor 7°, ndo nulo, como na figura

Figura 5.3: Representagdo de uma reta r definida por um ponto A

R
e um vetor r.
/

=l

A

Observe que a condi¢do para que um ponto qualquer

= (7,1,2) € R3 pertencer a reta 7 é a mesma
utilizada anteriormente para uma reta definidas por
dois pontos, pois s6 foram _ut)ilizados, de fato, o ponto
A e o vetor diretor 7 = AB.



Sérgio de Albuquerque Souza ‘ Vetorial - Retas

5.3.3 Dois Planos

Considere dois planos concorrentes « e /3 quaisquer,
ou seja, ndo paralelos e ndo coincidentes, como na

figura

Figura 5.4: Representacdo de uma reta r definida por dois planos

aef.
Ty ng
N\ B

A
B

Para determinar a reta r intersecédo destes dois pla-
nos « e (3, vamos considera-los definidos pelas suas
equagdes normais:
a:ar+by+c:+d=0
B:pr+qy+rz+s5=0
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logo a reta r é definida como a solucéo do sistema:

ar+by+cz+d=0
pr+qy+rz+s=0

Lembre-se que para definir uma reta, sdo necessa-
rios 2 pontos ou 1 ponto e um vetor diretor.
e Dois Pontos:

Neste caso podemos determinar duas soluc¢des para
o sistema acima, ndo necessariamente tendo que re-
solver o sistema.

Sera que esta reta tem algum ponto com
a primeira coordenada sendo 0?

« Fazendo = = 0, o sistema acima, fica apenas
com duas variaveis, que é bem mais facil de
resolver, ou seja,

by+cz+d=0
qu+rz+s=0

17 71
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Se tiver solucdo, achamos o primeiro ponto,
caso contrario, faca y = 0 ou = = 0 ou qual-
quer outro valor para uma das coordenadas.

« Para achar um segundo ponto, siga a mesma
procedimento de achar o primeiro ponto.

e Um ponto e um vetor diretor:

Neste caso determinar um ponto como anterior-
mente. Observe que um vetor diretor 7 da reta r é
perpendicular aos vetores normais dos planos « e [3,
ou seja,

— — — —
r 1L g, e r L g

logo podemos determinar um vetor diretor 77 como
sendo o produto vetorial:

T = Mo X 15

18 71
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Exercicio 5.2 Determinar as equagdes paramétricas
e simétricas da reta r dada pela interse¢do dos planos

a:lr+1y+12+1=0
B:2r+3y+2=0

Solucdo:

1° Vamos primeiro determinar esta reta r, como so-
lugéo do sistema (.5) abaixo:

r + 1y + 12 = -1
(S){z + 3y + 1

Il
o

Para resolver este sistema (.S) vamos usar o mé-
todo do escalonamento, com as operagdes linhas-
equivalentes na matriz ampliada do sistema (.5).

19 71
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As operacdes chamadas linhas-equivalentes sio
operacdes basicas realizadas nas linhas da matriz:

(1) Trocar a linha L; pela linha L;:

(2) Multiplicar uma linha L; por um escalar nio

nulo x:

(3) Somar uma linha L; com o multiplo da linha
Lj:

[Li + k- Lj — Li]

Seguindo esses passos podemos escalonar qual-
quer sistema e determinar as solucdes do sistema.

Aplicando o escalonamento na matriz ampliada
do sistema (5), teremos:

20 71
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111 -1
(S)N 3 1 Olb 2Ly — Ly
_1 1 1 1| -5 1

01 -1 2

10 2 -3

1 -1 2

Resultando no sistema equivalente ao sistema (S)
de resolu¢io mais simplificada:

+ 2z = =3
_ - 9

escolhendo = k) e substituindo no sistema
equivalente, obtemos as equagdes paramétricas
da reta

= -3 — 2k
r = 2 4+ 1k
= 0 4+ 1x
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e destas, obtemos as equacgoes simétricas da reta

2° Se ndo gostar de escalonamento, podemos entéo
determinar dois pontos da reta r, atribuindo valo-
res para uma das variaveis, por exemplo:

* Para a variavel , reduzimos o sistema (.5)

para o sistema:

+ = -1
20 + = 0
tendo como solucgido [ = 1] e [ = —2], ou seja,

um primeiro ponto da reta r serd dada por

A=(1,0,-2)}

* Para a variavel , reduzindo o sistema (.5)

para o sistema:

+ oy = -1
20 + 3y = 0

22 71
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tendo como solugio [ = —3} [ ] ou seja,

um segundo ponto daretar serd| B = (—3,2,0) |

Logo um vetor diretor da reta r é o vetor

= AB = (—4,2,2)

e portanto, as equagdes paramétricas da reta sdo:

= 1 - 4k
T = 0 + 2x
= -2 4+ 2r

e destas equacdes, obtemos as equacdes simétricas

=1y 42
T T 2T T

Pode-se também determinar um ponto e um vetor
diretor da reta.

Para encontrar um ponto, fazemos como
anteriormente, logo vamos utilizar o ponto
A=(1,0,-2)|

23‘71
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* Para determinar um vetor diretor da reta r, basta
calcular o produto vetorial entre os vetores nor-
mais dos planos « e 3, ou seja:

?:ﬁ)aXﬁg
T 7k
=1 1
2 3 1

[?:47+7+ﬂ

Portanto as equacdes paramétricas da reta sdo:

= 1 —= 2k
T = 0 4+ 1x
= -2 + 1x

e destas, obtemos as equacdes simétricas

1 +2}
T =2 =
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Observacio 5.1 Apesar das equagdes paramétricas e
simétricas da reta r, encontradas no exercicio acima,
serem diferentes, elas representam a mesma reta r, o
que as diferencia é a escolha de um ponto inicial e de
um “novo” vetor diretor, multiplo do vetor diretor obtido
anteriormente.
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5.4 Posigdo Relativa entre Retas

Para o estudo de posicdes relativas, é importante
“enxergar” as retas e os planos, juntamente com os
elementos que o definem, ou seja, FACA vérios es-
bogos, por exemplo, duas retas paralelas, uma reta
perpendicular a um plano, etc.

Para resolver problemas, como angulos, distancias
e interse¢Oes, envolvendo retas, ndo como eles estdo
definidos pelas suas equagdes, mas genericamente, é
necessario saber como eles estdo dispostos no espago,
ou seja, em que posicdo um esta em relagéo ao outro.

Existem quatro possibilidades para a posi¢do rela-
tiva entre duas retas, ou seja, as retas podem ser:

(1) Coincidentes;
(2) Paralelas;
(3) Concorrentes ou

(4) Reversas.
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Vamos considerar, para efeito de estudos das posi-
¢Oes relativas:

« A reta r definida pelo ponto R = (R, Ry, R>)
e pelo vetor diretor 77 = (14, 7y,72) €

« Areta s definida pelo ponto S = (5, 5, 5-)
e pelo vetor diretor & = (s, 5y, 52).
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5.4.1 Retas Coincidentes

Figura 5.5: Representagdo de duas retas coincidentes 1 e s.

Observando as duas retas r e s paralelas coincidentes
na figura|[s.s| concluimos que:

» Representam a mesma reta;

. —> b d ~
+ Os vetores diretores 1 e s sdo paralelos, ou
seja,
T =K

« O ponto e o ponto ;

28‘71
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_—>
« O vetor RS é paralelo aos vetores diretores 7°
es;

+ A intersecdio entre as retas r e s é a propria
reta, ou seja,

rNs=r(=s)
+ O angulo entre as retas 7 e s é nulo, ou seja,

(r,s

« A distancia entre as retas r e s é nula, ou seja,

d(r,
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5.4.2 Retas Paralelas

Figura 5.6: Representagdo de duas retas paralelasr e s.
. S
S

S r

=l

R

Observando as duas retas r e s paralelas distintas na
figura[5.6] concluimos que:

. —> - ~
« Os vetores diretores " e s sdo paralelos, ou

seja,
— —
r =KS

+ O ponto e o ponto ;

30‘71
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—>

« O vetor RS nao é paralelo aos vetores direto-
- -
resT e s;

+ A area do paralelogramo formado pelos vetores
—>
7 e RS é positiva, ou seja,

H?X}TS)H >0

« A intersecio entre as retas r e s € vazia, ou
seja,

{rﬂs:{}ZVJJ

+ O angulo entre as retas r e s é nulo, ou seja,

« A distancia entre as retas r e s é positiva, ou
seja,
d(r,s) >0

31‘71
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5.4.3 Retas Concorrentes

Figura 5.7: Representagdo de duas retas concorrentesr e s.
S iy

=l
0y

R S

Observando as duas retas r e s concorrentes na figura
concluimos que:

. —> - ~ ~
+ Os vetores diretores 7 e s nao sao paralelos,

ou seja,
T #KS

> > a3
« Osvetores 7, s e SR podem ser representados
em um plano, logo sio LD;
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« O volume do ga_r)alelepipedo formado pelos ve-
tores 77, 5 e SR é nulo, ou seja,

[?, ?,S_R’} —0

A intersecgdo entre as retas r e s é um ponto,
ou seja,

+ O angulo entre as retas r e s é agudo, reto ou
obtuso, ou seja, esti entre

[00 < (r,s) < 18()0}

« A distancia entre as retas r e s é nula, ou seja,

d(r,s

33 71
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5.4.4 Retas Reversas

Figura 5.8: Representagdo de duas retas reversasr e s.

Observando as duas retas r e s reversas na figura|s.8]
ou seja, as retas estdo em planos paralelos distintos,
concluimos que:

« Os vetores diretores 7’ e s nio sio paralelos,

ou seja,
T #KS

—> — B o~
« Os vetores 7, s e RS ndo podem ser repre-
sentados em um plano, logo séo LI;
34 ‘ 71
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« O volume do ga_r)alelepipedo formado pelos ve-
tores 77, 5 e RS é positivo, ou seja,

[?,?,E@’Hm

A intersecdo entre as retas r e s é vazia, ou
seja,

[rﬁsz{}z@]

+ O angulo entre as retas r e s é agudo, reto ou
obtuso, ou seja, esti entre

[00 < (r,s) < 18()0}

« A distancia entre as retas r e s é positiva, ou
seja,

d(r,s) >0
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5.5 Posicdao Relativa entre Retas e
Planos

Existem trés possibilidades para a posicéo relativa
entre uma reta e um plano, ou seja, eles podem ser:

(1) A reta contida no plano;
(2) A reta paralela ao plano ou
(3) A reta concorrente ao plano.

Vamos considerar, para efeito de estudos das posicdes
relativas:

+ A reta r definida pelo ponto R e pelo vetor
diretor 7’ e

« O plano « definido pelo ponto A e pelo vetor
normal 77, ou pelo ponto A e dois vetores
diretores @1 e @o.
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5.5.1  Reta Contida no Plano

Figura 5.9: Representagdo de uma reta r contida no plano .
Nq

A i

T

Observando a reta r paralela e contida no plano « na
figura[s5.9] concluimos que:

« O ponto R pertence ao plano «, ou seja,
(Rea)

— — ~ .
« Os vetores 7° e 7, sdo perpendiculares, ou

seja,
Telia=0

37‘71



Sérgio de Albuquerque Souza ‘ Vetorial - Retas

=7 . . —>
« O vetor RA é perpendicular ao vetor 7 ;

—> —
« Osvetores 7, a1 e a2 podem ser representa-
dos em um plano, logo sdo LD;

+ O volume do paralelepipedo formado pelos ve-
tores 7, @1 e @9 é nulo, ou seja,

[?7 ?;17 ZL}Q} =0

+ A intersecdo entre a reta r e o plano « é a
propria reta r, ou seja,

ria=r

« O angulo entre a reta r e o plano « é nulo, ou
seja,

+ A distancia entre a reta r e o plano « é nula,
ou seja,
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5.5.2  Reta Paralela ao Plano

Figura 5.10: Representagdo de uma reta r paralela ao plano .

R 7

o
r

ﬁa

Observando a reta r paralela ao plano « na figura

concluimos que:

« O ponto R nao pertence ao plano «, ou seja,
(R}

—> — ~ .
« Os vetores 7 e 17, sdo perpendiculares, ou
seja,

Tena=0

39‘71
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- . .
« O vetor AR nao é perpendicular ao vetor 7 ,;

—> —>
« Os vetores 7, a1 e a2, podem ser representa-
dos em um plano, logo sdo LD;

+ O volume do paralelepipedo formado pelos ve-

3 — —> . .
tores AR, a1e a9 é positivo, ou seja,

“:Zﬁ, 31,32} >0

« A intersecdo entre a reta r e o plano « é vazia,
ou seja,

[rﬂa:{}ZQJ

+ O angulo entre a reta r e o plano « € nulo, ou

seja,

« A distdncia entre a reta 1 e o plano « é positiva,
ou seja,
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5.5.3 Reta Concorrente ao Plano

Figura 5.11: Representagdo de uma reta r concorrente ao plano c.

Observando a reta r concorrente ao plano a, ou seja,

que o intercepta em apenas um ponto, na ﬁgura
concluimos que:

. Os vetores 7 e 71, ndo sdo perpendiculares,

logo

. Os vetores 7, @1 e @2, ndo podem ser repre-
sentados em um plano, logo séo LI;
i
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« O volume do paralelepipedo formado pelos ve-
tores 7, @1 e @ é positivo, ou seja,

(7, @1, ]| > 0

« A intersecio entre a reta 7 e o plano « é um
ponto, ou seja,

« O angulo entre a reta r e o plano « é agudo,
reto ou obtuso, ou seja, esta entre

(0% < (a,7) < 180°

« A distancia entre a reta r e o plano « é nula,
ou seja,

d(a,7)=0
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5.6 Angulos

Para determinar angulos entre as retas e entre as
retas e os planos, é necessario primeiro, saber qual é
aposicao relativa entre eles, pois dependendo do caso,
o angulo é nulo e nada para se fazer, mas quando néo
for nulo, o 4ngulo sera calculando, usando o célculo
do angulo entre dois vetores.
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5.6.1 Angulo Nulo

O angulo entre as retas r e s ou entre areta r e o plano
«, serdo nulos, ou seja, (r,s) = 0° ou (r,a) = 0°,
quando:

 Asretas r e s forem paralelas ou coincidentes

+ A reta r for paralela, ou estiver contida no
plano a.

i
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5.6.2  Angulo Néo Nulo

O angulo entre as retas r e s ou entre a reta r e o
plano «, serdo nao nulos, ou seja, (7,s) # 0° ou
(r,a) # 0°, quando:

« Asretas r e s forem concorrentes ou reversas.

Neste caso, diremos que o dngulo entre as retas
7 e s, denotado por (7, s), serd o menor angulo
A - > —> —>

entres os angulos (77, §) e (=7, 3).

+ A reta r for concorrente ao plano o
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Neste caso, o éngulo enfrearetareo plano
«, denotado por («, ), é igual ao angulo com-
A > >
plementar do menor angulo ¢ entre (77, 77) e
- - .
(=7, T), ou seja,

[(a, r) =90° — 9]

46 71



Sérgio de Albuquerque Souza ‘ Vetorial - Retas

5.7 Intersecoes

As intersecdes entre as retas, entre as retas e os pla—
nos, dependem da posicéo relativa. Se a intersecio
for vazia, nada a fazer, se nao for vazia, deve-se, basi-
camente, resolver sistemas, para encontrar a solugéo.

5.7.1 Interse¢do Vazia

A intersecao entre as retas r e s ou entre a reta r
e o plano «, serdo vazias, ou seja, rN's = { } ou
rNa = { }, quando:

« Asretas r e s forem paralelas distintas ou re-
versas:
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« A reta r for paralela ao plano a.
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5.7.2 Intersecdo Ndo Vazia

A intersecdo entre as retas r e s ou entre a reta r e
o plano «, serdo nao vazias, ou seja, r N's # { } ou
rNa # { }, quando:

« Asretas r e s forem coincidentes, e neste caso,
a intersecéo sera a propria reta r (ou s), ou seja,
rNs=r(=s)}
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- Asretas r e s forem concorrentes:

Neste caso, a interse¢do sera um ponto I, ou
seja,

rns

Considere as retas r e s definida pelas seguintes
equacdes paramétricas

=R, +1rzk =Sy + 8,7
T =Ry+rys e s: =Sy + syT
=R, +r,k =S5, + 5.7

O ponto / de intersecédo das retas é um ponto
que deve satisfazer as duas equagdes paramé-
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tricas, ou seja,

I = (Rm + ek, By +ryr, R, + rsz) Er
I= (SL + 5,7, Sy + 5,7, 5, + SZT) €s

Portanto, basta resolver o seguinte sistema, nas
incognitas x e 7:

Rm + rpk = S:I: + SxT
I':§ Ry +ryr =95, + syT
R,+r,x=5,+s,7

Uma vez determinado o valor do parametro
 ou de 7, basta substituir na equacdo da reta
correspondente ao pardmetro, obtendo o ponto
de intersecéo /.
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« A reta r estiver contida no plano a:

Neste caso a intersecdo sera a propria reta 7,
ou seja,
ra=r

+ A reta r for concorrente ao plano a:

Neste caso a intersecdo serd um ponto /, ou

seja,
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Considere a reta r definida pelas equacdes pa-
ramétricas

=R, + 1.k
T = Ry + ryk
=R, 4+ 1.k

e o plano « definida pela equacgéo geral
arar+by+cz+d=0

O ponto / de intersecdo daretar com o plano «,
¢ um ponto que deve satisfazer as equagdes pa-
ramétricas da reta r e a equagio geral do plano
«, ou seja, basta resolver a seguinte equagao,
do primeiro grau, na incognita ~:

a(Ry 4+ rer) + b (Ry + ryr) +
+c(R,+7,5)+d=0

Uma vez determinado a solugéo, ou seja, o valor
para r, basta substituir esse valor na equacgao
da reta r, obtendo o ponto de intersegdo /.
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5.8 Distancias

As distancias entre as retas, entre as retas e os pla-
nos, também dependem da posicdo relativa pois, se a
distancia for nula, nada a fazer, se nao for nula, deve-
se, basicamente, calcular comprimentos (produto in-
terno), areas (produto vetorial) e volume (produto
misto).

5.8.1  Distancia Nula

A distancia entre um ponto () e a reta r, entre as
retas r e s ou entre a reta r e o plano «, serdo nulas,
ou seja, d (Q,7) = 0,d(r,s) = 0oud(r,a) =0,
quando:

« O ponto ) qualquer pertencer a reta r, ou
seja,

d(Q,r)=0
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« As retas r e s forem coincidentes ou concor-
rentes:

d(r,s)

« A reta r estiver contida ou for concorrente ao
no plano a:
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5.8.2 Distancia Nao Nula

A distancia entre um ponto () e areta r, entre as retas
r e souentre aretar e o plano ¢, serdo nao nulas, ou
seja, d (Q,r) #0,d (r,s) #0oud(r,a) # 0. Para
tanto, vamos considerar antes de definir as demais
distincias nao nulas, a distincia entre um ponto ()
e uma reta 7, pois os outros casos restantes recaem

neste caso.

5.8.2.1  Distancia entre um ponto e uma reta

Figura 5.12: Representacdo de uma reta r e um ponto

?
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A distancia entre um ponto /” e uma reta r sera en-
contrada através do céalculo de uma determinada area.

+ Lembre-se: a area de um paralelogramo ¢é igual
a base vezes altura.

. Da figura temos que a rea dﬂ)}a,ralelo-
gramo formado pelos vetores 7 e R/’ é dada
pela norma do produto vetorial:

N R
e AN
—— =~
— base altura
Area

logo a distancia do ponto /” a uma reta r, é
dada por:
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5.8.2.2  QOutros casos de distancias ndo nulas
« Asretas r e s sdo paralelas e distintas:

Neste caso a distincia entre as retas r e s é
igual a distdncia do ponto S € s areta r, que
é igual a distancia do ponto R € r areta s, ou
seja:

[d(T, s)=d(S,r) = d(R, s)]

« Asretas r e s sdo reversas:
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Neste caso a distdncia entre as retas r e s é
igual a distancia do ponto S € s ao plano «
(definido pelo ponto R € 7 e pelos vetores 7
e ), que é igual & distancia do ponto R € r
ao plano [ (definido pelo ponto S € s e pelos
vetores 7 e 5), ou seja:

(d(r,5) = d(S,0) = d(R, 3))

« A reta r paralela ao plano a:

Neste caso a distancia entre a reta r e o plano
« € igual a distancia do ponto R € r ao plano
«, ou seja:

{d(r, a) =d(R, a)}
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5.9 Exemplos

A partir deste momento iremos revisar, via exerci-
cios e exemplos, todos os conhecimentos anteriores,
como definir retas, determinar a posigdo relativa, a
intersecdo, o dngulo e a distancia entre eles, sem-
pre considerando o sistema de coordenadas do R3
definido.
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Em todos os exemplos a seguir consideraremos:

+ Os pontos:

(4=(3,01][B=(212)]C=(0,-13)]

« O ponto genérico: I’ = (r,1, ~)

+ A reta r definida por:

— 3 - ]./1
T = + 1k
== ]. + 1/1

+ O plano « definido por:

[a:Q +1y+3 —6:0]
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Exemplo 5.1 Determinar a reta s, que passa por C' e
é paralela a reta r.

Para determinar a reta s, ou seja, determinar as equa-
¢Oes desta reta, vocé tera que achar um vetor diretor
da mesma.

Como fazer isso?
«+ Esboce duas retas paralelas r e s quaisquer;

+ Represente o ponto R e o vetor 7 naretare
os pontos C' e /” na reta s;

+ Observe que, para definir a reta s, so6 falta de-
terminar o vetor diretor;

« Escolha como vetor diretor parareta s o mesmo
da reta r, ou seja, 5 = 7;

[[Porque posso escolher esse vetor?ﬂ
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« Temos que a reta s sera definida pelo ponto
C = (0, -1, 3) e pelo vetor diretor § = 7 =
(_17 17 1)5

. ComoCl e 7 sio paralelos (LD), temos a equa-

¢do vetorial
P

CP=kr7

+ Escrevendo as equacdes paramétricas da reta
s, temos

= 0 - 1r
S: = -1 4+ 1k
= 3 + 1r

« Escrevendo as equagdes simétricas (isolando ~
em cada uma das equagdes paramétricas) obte-
mos:
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ou simplificado:

(s: —w=y+1=2-3]

Exemplo 5.2 Determinar o plano [3 que passa C' e é
perpendicular a reta r.

Para determinar o plano 3, ou seja, determinar as
equagdes deste plano, vocé tera que achar um ponto
e um vetor normal para o plano [3.

Como fazer isso?

« Esboce um plano e uma reta perpendicular
quaisquer;

« Represente o ponto R e o vetor 7 naretare
os pontos C' e /” no plano [3;

+ Observe que, para definir o plano [, s6 falta de-
terminar um vetor normal, logo escolha como
vetor normal do plano /5 o mesmo da reta r, ou
seja,
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L{Porque posso escolher esse vetor?ﬂ

« Temos, portanto que, o plano [ é definido por
C=(0,-1,3)erns=7=(-1,1,1);

v — . > —
« Como C'/” L 7 oproduto interno C'/°- 7 = 0;

 Logo a equacéo normal do plano /3 é dado por:

[8:—1 +1y+1 —2:0]

« Para escrever as equagOes paramétricas do
plano [ partindo de sua equacdo normal, temos
pelo menos duas possibilidades:

Determinar dois vetores diretores do plano,
para tanto, determinaremos outros dois pontos
do plano /3, como por exemplo os pontos

Cy=1(0,0,2) e (Cy=(-2,0,0)
e encontrando os dois vetores diretores:

CCr=(0,1,-1) e CCh=(-21,-3)
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logo teremos uma equagdo paramétrica do
plano [ dada por:

= 0 + 0Ork1 — 2ro
R = -1 + 1r1 + 1rs
= 3 — 1H71 — 3H72
2* Considerar y = 71 e 2 = 79, logo da equagéo

normal do plano /3, temos que:
=-241y+1

logo teremos uma equacgio paramétrica do
plano 3 dada por:

= -2 4+ 11 + 1n

B = 7
= ’7'2
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ou na forma completa:

-2 + 1 + 1n
B = 0 + I + Om
= 0 4+ 0 + 1n
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Exemplo 5.3 Determinar a posi¢do relativa, o dngulo,
a distancia e a intersecdo ente o plano (3 e a reta s.

Para determinar o 4ngulo, a distincia e a intersecéo,
verifique, antes de qualquer coisa, a posi¢éo relativa
entre o plano [ e a reta s, pois dependendo do caso,
ndo sera necessario fazer contas.

Como fazer isso?

+ Pense nas trés possibilidades que existem, com
relagio a posicgo relativa entre uma reta e um
plano.

Pense na sua mesa como um plano (infinito)
e o seu lapis como uma reta (infinita)!

(1) Coloque o lapis sobre a mesa (primeira

possibilidade);

(2) Afaste da mesa paralelamente o lapis (se-

gunda possibilidade);
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(3) Encoste apenas a ponta do lapis na mesa
(terceira possibilidade).

+ Esboce um plano e uma reta quaisquer;

—>
» Represente o ponto r e o vetor 7 naretar o
—> Vs
ponto C' e vetor 7.3 no plano /3;

. —>  — . .
« Verifique se os vetores 7° e 7, 5 sdo perpendicu-
lares, ou seja, calcule o produto interno 7« 77 5;

« Como o resultado 7° - 77 3 = 3, os vetores nio
sdo perpendiculares, portanto a reta s6 pode
ser concorrente ao plano;

« Como sio concorrentes a distincia entre a reta
r e o plano /3 sera:

« Observe que 775 = 7 = (—1,1,1), logo o
angulo entre a reta r e o plano /3 sera:
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portanto sdo perpendiculares;

« Finalmente para determinar a interse¢io, que
ja sabemos que é um ponto /, basta pegar um
ponto qualquer da reta s definida por:

= 0 - 1r
S: = -1 + 1x
= 3 4+ 1x

logo o ponto de intersecéo / € s sera:
I=0-1k,-1+1x,34+1r) = (—r,—1 4+ ~,3

portanto basta substituir as coordenadas do
ponto / na equacio geral do plano /3, ou seja:

~ = —— —
—1(=r)+1(-14+r)+1(B3+K)—2=0

Resolvendo a equagio em relacéo a variavel x,

teremos como solugédo , logo a ponto

intersecao sera:

[s ng=1=(, —1,3)}

70 | 7




Sérgio de Albuquerque Souza ‘ Vetorial - Retas

5.10 Avaliando o que foi construido

Foram introduzidos, nesta unidade, as retas e
os planos e como olhar estes elementos de uma
maneira geométrica.

Definimos também as equagdes paramétricas
e simétricas das retas.

Foi bastante enfatizado que determinar a po-
si¢do relativa entre as retas e entre as retas e
os planos é, de fato, muito importante, pois
facilita a compreensdo dos problemas e princi-
palmente a sua resolugéo.

Mostramos também como determinar angulos,
intersecdes e distancias entre as retas e entre
retas e planos.
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