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Prefacio

Este texto foi concebido para a disciplina de Geometria Analitica do
curso de Licenciatura em Matematica da UFMA na modalidade a distan-
cia ou semi-presencial, os pre-requisitos para seu estudo nao vao além
da matematica do Ensino Médio. O conteudo que apresentamos nas pa-
ginas seguintes faz uma revisao profunda e detalhada dos conceitos da
Geometria Analitica abordados no Ensino Médio e serve como base para
estudos posteriores de Calculo Diferencial e Integral, Geometria e Alge-
bra Linear.

Nosso objetivo é o de abordar os conceitos fundamentais da Ge-
ometria Analitica ndo apenas do ponto de vista formal, mas também
através de diversos exemplos e exercicios cuidadosamente resolvidos ao
longo do texto. Muitos outros exercicios sdo propostos no final de cada
capitulo, devendo o leitor tomar conta deles cuidadosamente para fixar
o conteudo apresentado, respostas para todos os exercicios propostos
sdao também colocadas logo em seguida para facilitar a conferéncia por
parte do leitor.

Na Bibliografia que sugerimos no final do texto o leitor pode en-
contrar diversos titulos cuja leitura ou consulta ajudara a expandir os
assuntos aqui expostos ou vislumbra-los com outro enfoque

Somos muito gratos ao NEAD/UFMA pela oportunidade que nos foi
apresentada para participar do curso de Licenciatura em Matematica do
projeto de Ensino a Distancia, inicialmente, através deste texto. Em par-
ticular agradecemos imensamente ao Professor Artur Silva Santos pela
paciéncia e motivacao para que este texto fosse concebido.
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Quaisquer sugestdes e/ou criticas que nos permitam melhorar o
conteudo do presente texto serao muito bem recebidas no endereco

J.delgado.g@gmail.com.

Niteroi-R]J , marco de 2011

Katia Frensel
Depto. de Geometria
IME-UFF

Jorge Delgado
Depto. de Matematica Aplicada
IME-UFF
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Capitulo 1

Coordenadas na reta e no plano

A Geometria Analitica introduzida por Pierre de Fermat e René
Descartes, por volta de 1636, foi muito importante para o desenvolvi-
mento da Matematica. Através da representacao de pontos da reta por
numeros reais, pontos do plano por pares ordenados de niumeros reais
e pontos do espaco por ternos ordenados de niimeros reais, curvas no
plano e superficies no espaco podem ser descritas por meio de equacoes,
tornando possivel tratar algebricamente muitos problemas geométricos
e, reciprocamente, interpretar de forma geométrica diversas questoes
algébricas.

Neste Capitulo vamos associar coordenadas numeéricas a pontos de
uma reta e de um plano, veremos como determinar a distancia entre
pontos numa reta e num plano. Caracterizaremos também os conceitos
de ponto médio de um segmento, mediatriz e circulo.

Ao longo destas notas, admitiremos que o leitor tenha conheci-
mento dos principais axiomas e resultados da Geometria Euclidiana no
plano e no espaco, relativos aos seus elementos basicos: pontos, retas
e planos. Por exemplo: por dois pontos distintos passa uma, e somente
uma reta; por trés pontos do espaco nao situados na mesma reta passa
um, e somente um plano; fixada uma unidade de medida de compri-
mento, a cada par de pontos A e B corresponde um numero real nao-
negativo, denominado distancia entre os pontos A e B ou comprimento
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do segmento AB, que designamos por d(A,B) e satisfaz as seguintes
propriedades:

(a)

B) >

d(A
(b) d(AB)—O(z)A B.
(c) d(A,B) =d(B,A).
(d d(A,B) <d(A,C) +d(C,B) (desigualdade triangular).

(e) d(A,B)=d(A,C)+d(C,B)
< A, B e C sao colineares e C esta entre A e B.

o o o
A C B

Fig. 1: O ponto C esta entre A e B, logo d(A,B) = d(A,C) + d(C,B).

1. Coordenadas na reta

Uma reta v € orientada quando sobre ela se escolheu um sentido
de percurso dito positivo. O sentido oposto é denominado negativo.

r
|

Fig. 2: Escolha de um sentido de percurso na reta 7.

Sejam A e B pontos na reta . Dizemos que B esta a direita de A
(ou que A esta a esquerda de B) quando o sentido de percurso de A para
B coincide com o sentido positivo escolhido na reta v.

L ° SN -

A B

Fig. 3: B esta a direita de A na reta orientada v.

Um eixo E é uma reta orientada na qual ¢é fixado um ponto O, cha-

mado origem.

0] E
® -

Fig. 4: Origem O escolhida no eixo E.

Todo eixo E pode ser posto em correspondéncia biunivoca com o
conjunto R dos numeros reais da seguinte maneira:

E— R

K. Frensel - J. Delgado
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(a) a origem O do eixo faz-se corresponder o nimero zero.

(b) a cada ponto X de E a direita de O corresponde o nimero real
positivo x = d(0O, X).

(c) a cada ponto X de E a esquerda de O corresponde o numero real
negativo x = —d (0, X). O numero real x, correspondente ao ponto
X, € chamado a coordenada do ponto X no eixo E.

3
x=-d(X,0)

X
x=d(X,0)

E
=

=N ol

Fig. 5: Coordenada de um ponto X do eixo E em relacao a origem O.

Proposicao 1
Sejam X e Y dois pontos sobre o eixo E com coordenadas x e 'y respec-

tivamente. Entao,

ax,Y) =1y -x|=|x-yl

Prova.

Se X =Y, nao ha o que provar.
Suponhamos que X # Y. Para fixar as idéias, vamos assumir que X esta
a esquerda de Y, isto &, x < .

Temos trés casos a considerar:

Caso 1. X e Y estdo a direita da origem. Isto é, 0 < x < y.

X

_E

=Y Ne]
< @

X
Fig. 6: Caso 1: 0 < x < y.
Como X esta entre O e Y, d(O,X) = x e d(O,Y) = vy, temos, por
a(0,Y)=d(0,X) +d(X,Y), que
y=x+d(X,Y).
Portanto,
AX,Y) =y -x =y -x|.
Caso 2. X e Y estao a esquerda da origem. Isto é, x < y < 0.

K. Frensel - J. Delgado
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_E

@ K
N X
=¥ Yo

Fig. 7: Caso 2: x <y < 0.

Neste caso, Y estaentre X e O,d(0,X) = —x e d(0,Y) = —y.
Logo,

d0,X)=4d(X,Y)+d(Y,0) = -x=d(X,Y) — v,
ou seja,

ax,Y)=y-x=1y—x|.

Caso 3. X e Y estao em lados opostos em relacao a origem. Isto é,
x <0<y.

X O Y E
o L 2 @ -
X 0 y

Fig. 8: Caso 3: x <0 < y.
Como O estaentre XeVY,d(X,Y)=d(X,0)+d(0O,Y).
Além disso,
d(X,0) =—-x e d(0,Y) = y.
Logo,
aAaxX,Y)=—-x+y=y-x-= Iy—xl..

Observacao 1

e Se X estiver a direita de Y, a demonstracao é feita de maneira similar.

e Sejam X e Y pontos de coordenadas x e y, e M o ponto médio do
segmento XY, de coordenada m. Entdo,

_x+y
2

_E

> @ M
=K X4
< @

Fig. 9: Sendo M o ponto médio do segmento XY, temos d(M,X) = d(M,Y).

De fato, suponhamos que X esta a esquerda de Y. Como o ponto médio
M esta entre X e Y, temos x < m < y. Logo,

dAdM,X)=dM,Y) = |x-m|=|y-mlm-x=y-m
X +y

S2m=x+y sSm-= >

K. Frensel - J. Delgado
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2. Coordenadas no Plano

« Designamos por R? o conjunto formado pelos pares ordenados (x, y),

onde x e y sdao numeros reais.

RZ={(x,y)Ix,y €R}

O numero x é a primeira co-
ordenada e o numero y é a se-
gunda coordenada do par orde-
nado (x,y).

e Um sistema de eixos ortogo-
nais num plano 7T é um par de
eixos perpendiculares OX e OY
contidos em 7T que tém a mesma
origem O.

O eixo—OX é o eixo-horizontal e
0 eixo— QY ¢é o eixo-vertical.

Fig. 10: Sistema OXY no plano 1.

e Um plano m munido de um sistema de eixos ortogonais se corresponde

com o conjunto R?:

m — R?

De fato, se P € 11, tomamos as
retas r e s tais que:

o 7 |eixo—OY e Per,
o s |eixo—OX e Pes.

Se o ponto X onde a reta r in-
tersecta 0 eixo-OX tem coorde-
nada x no eixo—OX e o ponto
Y de intersecao da reta s com o
eixo-0OY tem coordenada y nesse
eixo, associa-se ao ponto P o par
ordenado (x,y) € R2.

Fig. 11: Coordenadas do ponto P € 1t

K. Frensel - J. Delgado
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Reciprocamente:
Dado o par ordenado (x,7y) € R? temos que, se:
o X é o ponto do eixo—OX de coordenada x;

o Y é o ponto do eixo—OY de coordenada y;
v é areta paralela ao eixo—OY que passa por X;

o

o

s é areta paralela ao eixo—OX que passa por Y,

entdo {P} =r ns.
¢ Os numeros x e y chamam-se as coordenadas cartesianas do ponto P

relativamente ao sistema de eixos ortogonais fixado.

A coordenada x é a abscissa de P e y é a ordenada de P.

Observacao 2

No eixo—0OX, os pontos tém coordenadas (x,0).

No eixo—0QY, os pontos tém coordenadas (0, y).

Observacao 3
Os eixos ortogonais decompdem o0 plano em quatro regides chamadas

quadrantes:

Primeiro Quadrante
={(x,y)|x>0ey >0}
Segundo Quadrante
={(x,y)Ix<0ey >0}
Terceiro Quadrante
={(x,y)|x<0ey <0}
Quarto Quadrante
={(x,¥)|x>0ey <0}

Fig. 12: Quadrantes e eixos ortogonais no plano.

Cada ponto do plano pertence a um dos eixos ortogonais ou a um dos
quadrantes.

K. Frensel - J. Delgado
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Observacao 4
Dados dois eixos concorrentes quaisquer, o processo acima descrito per-

mite estabelecer também uma correspondéncia biunivoca entre os pon-
tos do plano e pares ordenados de niimeros reais.

De fato (veja a figura 13), cada ponto P do plano é o ponto de in-
tersecao de duas retas paralelas aos eixos coordenados. A paralela ao
eixo—O0Y que passa por P intersecta o eixo—OX num ponto cuja coor-
denada nesse eixo é a primeira coordenada x de P. Analogamente, a
paralela ao eixo—OX que passa por P intersecta o eixo—OY num ponto
cuja coordenada nesse eixo é a segunda coordenada y de P.

Fig. 13: Sistema de eixos nao-ortogonais.

3. Distancia entre dois pontos no plano

Sejam 7t um plano munido de um sistema de eixos ortogonais
OXY, P, = (x1,y1) e P, = (x2,y2) dois pontos do plano 1T e seja
Q = (x1,¥2). Como d(P1,Q) = |y2 — 1l e d(P,,Q) = [x2 — x1| te-
mos, pelo Teorema de Pitagoras (ver Fig. 14),

d(P1,P2)? = d(P2,Q)? + d(P1,Q)? < d(P1,P2)? = |x2 — x11%> + |yv2 — y1|° =

d(Py,P;) = \/(Xz - x1)%+ (2 = >1)?

K. Frensel - J. Delgado
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OY A

Fig. 14: Distancia entre dois pontos no plano.

Observacao 5
Sejam OXY um sistema de eixos concorrentes nao-ortogonais, que se

intersectam segundo um angulo 0, e P, = (x1,Vy1), P> = (x2,y?2) dois
pontos do plano.

Pela lei dos cossenos, a distancia entre P; e P, é dada por:

d(P1,P2)? = d(P1,Q)% + d(P>,Q)? — 2cos(1r — 0)d(P,Q) d(P>,Q) <

d(Py, Py) = \/|X2 = X112+ [y2 = 2112 + 2¢cos(0) [x2 — x1] [y2 =y

A complexidade dessa formula
para calcular a distancia entre
dois pontos num sistema de ei-
X0S nao-ortogonais é uma mo-
tivacdo para a preferéncia pe-
los sistemas de eixos ortogo-
nais, no qual a formula para
o calculo da distancia é bem
mais simples.

Definicao 1

Fig. 15: Distancia num sistema nao-ortogonal do plano.

Dados um ponto A num plano 71 e um namero * > 0, o circulo C de

centro A e raio v > 0 é o conjunto dos pontos do plano 1t situados a

K. Frensel - J. Delgado



Geometria Analitica - Capitulo 1 9

distancia * do ponto A, ou seja:
C={Pem|d(P,A) =71}.

Seja OXY um sistema de eixos ortogonais no plano 1T e sejam a e b as
coordenadas do centro A nesse sistema de eixos. Entao,

PeC=dP,A)=r = dP,A)? =1’ =

(x —a)’+ (y—-b)>=7r?

oY/

Yy
b

R @------
S
\

Fig. 16: Circulo de centro A = (a,b) e raio v > 0.

Assim, associamos ao circulo C uma equacdo que relaciona a abs-
cissa com a ordenada de cada um de seus pontos. Uma vez obtida a
equacao, as propriedades geométricas do circulo podem ser deduzidas
por métodos algébricos.

Exemplo 1
Determine o centro e o raio do circulo dado pela equacao:
@ C:x?>+y?—-4x +6y =0.
Completando os quadrados, obtemos:
x?—4x +y2+6y =0
(x? —4x+4) + (2 +6y+9) = 0+4+9
(x —2)2+ (¥ +3)?=13.

Portanto, o circulo C tem centro no ponto A = (2,—-3) eraior = +/13.

K. Frensel - J. Delgado
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(b) C:x*>+y?>+3x-5y+1=0.

Completando os quadrados, obtemos:

x2+3x+y?-5y=-1
9 25 9 25
2 v 2 _ =) = I R
(x +3x+4>+(y 5y+4> 1+4+4
e 2) D) -2
2 Y=o) T4
35 V30

Assim, C é o circulo de centro no ponto A = (_5’ 5) e raio o
Exemplo 2
Dados A e B dois pontos distintos do plano 1T, seja R o conjunto dos
pontos equiidistantes de A e B, ou seja:

R={Pem|d(P,A) =d(P,B)}

Vamos mostrar algebricamente que R ¢ a mediatriz do segmento AB,
isto é, R é a reta perpendicular ao segmento AB que passa pelo ponto
médio M de AB.

Fig. 17: Mediatriz e ponto médio de AB. Fig. 18: Escolha do sistema de eixos OXY.
Para isso, escolhemos um sistema de eixos ortogonais OXY de modo
que o eixo—OX seja a reta que passa pelos pontos A e B, com origem

no ponto médio M do segmento AB, orientada de modo que A esteja a
esquerda de B (figura 18).

Nesse sistema de eixos, A e B tém coordenadas (—xg,0) e (xg,0), res-
pectivamente, para algum numero real xo, > 0. Entao,

K. Frensel - J. Delgado
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P=(x,v) €R <= d(P,A) =d(P,B) < d(P,A)?> =d(P,B)?
= (X = (=x0))* + (¥ = 0)? = (x — x0)* + (¥ — 0)*
= (X +x0))* + ¥% = (X = x0)* + ¥*
= X2 +2xx0 + X5 + y? = x% - 2xx0 + X3 + y?

= 2xXg=-2xXx9g = 4xx0=0<=x=0< P € eixo — 0OY.

Portanto, R = {(x,y) € R?|x = 0} = eixo — OY, que ¢, geometrica-
mente a reta perpendicular ao segmento AB que passa pelo ponto médio
M desse segmento, como queriamos provar.

Observacao 6

O exemplo anterior ilustra como métodos algébricos resolvem proble-

mas geometricos.

Exemplo 3
Dado o ponto P = (x,y), considere o ponto P’ = (—-y,x).
oY A -
P, ----- X
: V@ - P
. o -
-y (6] X 0X

Fig. 19: Posicdo dos pontos P e P’ no plano.
Primeiro observe que o triangulo APOP’ é isOsceles, pois:
d(P,0)* = (x - 0)? + (¥ = 0)* = x* + y*
dP',0)> = (-y -0)?+ (x —0)% = y? + x2.

Além disso,

K. Frensel - J. Delgado
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AP,P)> = (=Y —x)°+(x —¥)> = y?> +2xy + x°> + x> =2xy + y?

= d(P,P’)? =2(x*> +y?) = d(P,P")> =d(P,0)?> +d(P’,0)?.

Pela lei dos cossenos, o triangulo isosceles APOP’ é retangulo em O.

Isso significa que o ponto P’ é obtido a partir do ponto P por uma rota-
cao de 90° do segmento OP em torno da origem.

oY A - oY | .
/
E ----- @ X
i 2 T P 177 J—
; ; \‘ L ;y é >
-y (6] X (0):¢ (0} ! X (0):¢
el . j}(i"'_';','} I]3//

rr

Fig. 20: P rotacionado de 90° até coincidir com P’. Fig. 21: P rotacionado de 90° até coincidir com P"’.

Consideremos agora o ponto P’ = (y,—x). De maneira analoga, pode-
mos provar que P’ é também obtido a partir do ponto P por uma rota-
cao de 90, no sentido oposto ao anterior, do segmento OP em torno da
origem (Fig. 21).

Convencionamos que a rotacao de 90° que leva o ponto P = (x,y) no
ponto P’ = (—y,x) tem sentido positivo, e que a rotacao de 90° que
leva o ponto P no ponto P” tem sentido negativo.

Exemplo 4

Seja OXY um sistema de eixos ortogonais e considere os pontos
Py = (x1,¥1) € P> = (x2,)2).

Entao,

(X1t X2 Y1t )2
M‘( 2 72 )

¢ 0 ponto meédio do segmento P, P».

De fato, sendo M = (xp, Ym), Q1 = (xXm, V1) € Q2 = (Xp, V2), OS triangu-
los AP\MQ; e AP,MQ>, sao congruentes (critério AAL).

K. Frensel - J. Delgado



Geometria Analitica - Capitulo 1 13
Logo,
OYA
e d(P1,Q1) = d(P2,Q2) n
= |xm-—x1]=Ix2— xuml
< X € o ponto médio entre
X1 eX»p
X1+ X2
= Xy=—".
2 ! !
*d(Q1,M) =d(Q2,M) . 5 . -
_ (0] X1 Xy X, 0X
= |yu—x1l=1y2-yul 2
< Yum € o ponto médio entre
yie)2
= yy= Y1 ; y2 _ Fig. 22: M é o ponto médio do segmento P, P».

Assim, as coordenadas do ponto médio M do segmento P; P, Sao 0S pon-
tos médios das respectivas coordenadas dos pontos P; e P».

4. Exercicios de revisao

1. Considere os pontos A = (1,0), B = (3,2), C = (4,4), D = (-2,3),
E = (-3,-5). Calculando apenas distancias entre pontos do plano

responda:

(a) Quais dos pontos C, D e E se encontram na regiao delimitada pelo

circulo & que passa pelo ponto A e tem centro no ponto B?

(b) Quais dos pontos B, D e E se encontram na regiao delimitada pelo
circulo B que passa pelo ponto C e tem centro no ponto A?

(c) Faca um esboco da situacao para comprovar suas respostas.

2. (a) Seja R o retangulo de vértices consecutivos ABDC (percorridos no

sentido anti-horario). Sabendo que A = (-1,1) e D = (2,2) sao vérti-
ces opostos e que R tem seus lados paralelos aos eixos coordenados,
determine os vértices B e C. Verifique que as diagonais se intersectam

ao meio. O retangulo R é um quadrado?

K. Frensel - J. Delgado
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(b) Responda as questoes do item (a) se D = (11, 3717/2).

3. Determine a equacao cartesiana do circulo de centro C e raio » onde:
(@ C=(1,2),r =3
(b)C=(1,-1),r =/11;
(c)C=(1,0),r =2;

4. Determine o centro e o raio do circulo dado pela equacao cartesiana:

@ x%+y2+2x+6y +10—- 2 =0;

2 2
(b)%+y7+2x—3y+6=0;

(€) x? + y? = 21tx + 210y + 0% = 0;
5. Um circulo C de raio r > 0 tem seu centro A = (xg, Y9) NO primeiro

quadrante do plano (xo > 0, yo > 0). Determine as condicOes sobre
0S numeros Xy, Yo € ¥ de modo que C:

(a) nao intersecte os eixos coordenados;

(b) intersecte 0 eixo-x em exatamente um ponto;

(c) intersecte 0 eixo-y em exatamente um ponto;

(d) intersecte o eixo-y em dois pontos;

(e) intersecte 0s eixos cartesianos em exatamente um ponto;

(f) intersecte o eixo-x em dois pontos e 0 eixo-y em um ponto;

(g) intersecte 0 eixo-x em exatamente um ponto e nao intersecte o
eixo-vy;

6. Sejam A e B pontos arbitrarios no plano. Determine as coordenadas
do ponto C, em termos das coordenadas dos pontos A e B obtido a
partir do ponto B:

(a) por uma rotacao de 90° em torno do ponto A.

(b) por uma rotacao de —90° em torno do ponto A.

K. Frensel - J. Delgado
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4.1. Respostas

1. (a) O raio do circulo « é d(B,A) = +/8 = 2+/2. Temos que d(B,C) = /5 < /8, d(B,D) = /26 >
V8 e d(B,E) = /85 > /8. Portanto, C se encontra na regido delimitada por «. (b) O raio do circulo B é
d(A,C) = 5. Temos que d(A,B) = 2.2 < 5,d(A,D) =32 <5ed(A,E) = /41 > 5. Portanto, B e D se

encontram na regido delimitada por S.

2.(@B=(2,1),C=(-1,2);Map = 3(~1+2,1+2) = 3(1,3) e Mpc = 3 (2+(~1),1+2) = 5(1,3),
logo as diagonais AD e BC se intersectam ao meio. Como d(A,B) = 3 ed(A,C) = 2, o retangulo ndo é um
quadrado. (b) B = (1,1), C = (~1,37/2); Map = 3 (-1 +m,1 +31/2) e Mgc = 3 (1 + (~1),1 + 37/2),
logo as diagonais AD e BC se intersectam ao meio. Como d(A,B) = m+1 # d(A,C) = 3w/2-1,0
retangulo nao é um quadrado.

3.@xXx2+9y2-2x -4y +2=0;b)x2+y2-2x+2y-9=0;(c) x2 +y2 -2x -3 =0.

4.(@C=(-1,-3),r=v2,(0) C=(-2,3), v =1;(0) C = (1, -m), ¥ = .

5.@Q v <xper < yo;(b)yo=7;(c) xo=1;() xo <7;(e) xo =110 =1;E) yo <r =x0;(g
Yo =71 < Xo;

6. Indicacdo: transporte o problema para a origem, ou seja, resolva o problema com A =origem

e P = B — A para obter o ponto rotacionado P’. O ponto procurado sera B" = P’ + A.

K. Frensel - J. Delgado
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Capitulo 2

Retas no plano

Nosso objetivo é determinar a equacao algébrica que representa
uma reta no plano. Para isso, vamos analisar separadamente dois tipos
de reta: reta vertical e reta ndo-vertical.

1. Retas verticais e nao-verticais

Definicao 1
Uma reta v € vertical quando coincide com o eixo—OY ou quando é

paralela ao eixo—0OY (isto é, ¥ Nneixo — OY = O).

oY,
Note que todos os pontos per- A

tencentes a reta vertical v tém
a mesma abscissa, ou seja, se
r neixo — 0X = {(x0,0)},

entao
r ={(x0,) |y € R}.

Neste contexto, dizemos que a (zo,0) "

equacdo daretarv é x = xp e
escrevemos Fig. 1: v é vertical e a sua equacao é v : x = xg.

YiIX = Xo

17
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Designamos por 7y, a reta vertical que intersecta o eixo-OX no
ponto de abscissa xy.

Definicao 2
Uma funcao f : D — R definida num subconjunto D C R é uma lei que a

cada numero real x € D associa um unico numero real f(x), chamado
a imagem de x pela funcao f.

O grafico da funcdo f : D — R é o subconjunto G(f) c R? definido por:

G(f)=1{(x,¥)eR?|xeDey=f(x)}

OY A

v D 0X

Fig. 2: Grafico da funcdo f : D — R.

Um critério para verificar se uma curva C no plano é o grafico de
uma funcao f:D — R é:

Uma curva C no plano é o grafico de uma funcao f se, e so-
mente se, as retas verticais intersectam C em no maximo um
ponto. Isto é:

CN¥y, =9
C é grafico de uma funcao < 4ou

CNry =1P}, VxoeR

Ou, de modo equivalente:

C nao ¢é grafico de uma funcao se, e s6 se, para algum
Xo € R, C N 7y, consistede dois ou mais pontos.
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OY A

L2} R (0, 0)
™

- e
o D 0OX

Fig. 3: A curva C é grafico de uma funcao, pois as retas verticais
intersectam a curva em exatamente um ponto ou em nenhum ponto.

D

ovj

Flao)rg----

[

o OX

Fig. 4: A curva C nao é grafico de uma funcdo, pois existem retas
verticais que intersectam a curva em mais de um ponto.

De fato, se C = G(f), onde f é uma funcao de D em R, entdo, para
todo xp € D, ¥y, N C = {(x0, f(x0))}, e paraxp ¢ D, ¥x, N C = D.

Reciprocamente: se C é uma curva que intersecta as verticais em
no maximo um ponto e D = {xy € R |7y, N C # D}, entdo C é o grafico
da funcdo f : D — R dada por f(xg) = Yo, onde (xg, o) é o ponto de
intersecao de C com 7y, para todo xo € D (veja a figura 3).

Exemplo 1
Um circulo C de centro A = (a,b) e raio v > 0 nao é o grafico de uma
funcao.

De fato, a intersecao Cnv, = {(a,b —7v),(a,b + r)} do circulo C com a
reta vertical x = a possui dois pontos distintos.
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Fig. 5: Vertical 74 : x = a intersectando C em mais de um ponto.

Exemplo 2
Uma reta vertical vy, : X = xo também nao ¢ grafico de uma funcao, pois

a intersecao 7y, N ¥y, = ¥x, = 1(x0,¥) |y € R} possui uma quantidade
infinita de pontos.

ovp
Exemplo 3 rar Ty -
Uma reta ndo-vertical v é o gra- /
fico de uma funcao f definida //
em todo o conjunto D = R dos /
numeros reais. De fato, para //
qualquer xy € R, a intersecao
v m ¥'x, POSSul um, l'llm'co ponto, m - - =
pois, caso contrario, ¥ = ¥y,

ourN¥y, = @, ou seja, 7 seria Fig. 6: Cada vertical intersecta a reta ndo-vertical » em
um unico ponto.

uma reta vertical.
Definicao 3
Uma funcao f : R — R chama-se afim, se para todo x € R, f(x) = ax+b,

onde a e b sao numeros reais. Quando b = 0, a funcao diz-se também
linear.

Teorema 1
O grafico de uma funcao afim é uma reta nao-vertical e, reciprocamente,

toda reta nao-vertical é o grafico de uma funcao afim.
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Prova.
e Sejam f:R — R, f(x) = ax + b, uma funcao afim e seja
G(f) ={(x,ax +Db)|x € R}
seu grafico.
Para provar que G(f) é uma reta, basta verificar que trés pontos quais-
quer de G(f) sao colineares.
Sejam P, = (x1,ax; + b), P, = (x2,ax> + b) e P3 = (x3,ax3 + b) trés
pontos de G(f) tais que x; < x» < X3.
Como

d(P1,Py) = (x2—x1)%+[(axz + D) — (ax1 +D)]?
= Jx2—x1)% + (axz — ax))?
= (2 —x)V1+a?

A(Py,P3) = +(x3—x2)?+[(ax3 +Db) - (ax; + b)]?
= J(x3 —x2)2 + (ax; — axz)?
= (x3—x2)V1 +a?,

d(P1,P3) = (x3—x1)? + [(ax3 + b) — (ax1 + D)
= Jx3 —x1)2 + (ax; — axi)?

= (x3—-x1)V1+a?,

obtemos que:
d(Py,P3) = d(Py,P;) + d(P, P3).
Portanto, P;, P> e P5 sao colineares.
e Considere, agora, uma reta  nao-vertical.
Devemos verificar que existem numeros reais a e b tais que v = G(f),
onde f: R — R é a funcao afim dada por f(x) = ax + b.
Para isso, tome b como sendo a ordenada do tunico ponto (0, b) onde a
reta v (que nao é vertical) intersecta o eixo—OY e sejaa = po;b’ onde

(x0, Y0) € um ponto qualquer de v distinto de (0, b).

Observe que x( # 0, pois, caso contrario, (xg, yo) pertenceria ao eixo —
OY e r seria, entdo, uma reta vertical.

Ja provamos que o grafico da funcado f : R — R, f(x) = ax + b, ¢ uma
reta nao-vertical.
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Como f(0)=be

Yo—b

f(xo) =axo+Db = X0+ b = yo,

obtemos que (0,b) € G(f) e (xo, Vo) € G(f).
Logo v = G(f), pois r e G(f) sdo duas retas que contém os pontos (0, b)
e (X0,20).- m

Observacao 1
Toda reta » nao-vertical se representa por uma equacao do 1° grau da
forma y = ax + b, onde:

e b é a ordenada do ponto onde 7 intersecta o eixo—OY. Se b = 0, entao
¥ passa pela origem.

e a é arazao entre o acréscimo de y e o acréscimo de x quando se passa
de um ponto a outro sobre a reta.

De fato, se xo # x1, Yo = axo+ b e y; = ax; + b, entdo
yi—-Yo _(ax1+b)—(axo+b) a(x1-Xxo) —a
X1 — X0 X1 — X0 X1 — X0

e O numero a chama-se inclinacao daretar :y = ax + b.
Além disso,

o Se a > 0, afuncdao y = ax + b é crescente, isto é, se x; < X, entao
Y1 =ax,+b <y, =ax,+ b (ver Fig. 7).

oy}
Y24

Fig. 7: Paraa > 0, v = ax + b é crescente. Fig. 8: Paraa < 0, ¥ = ax + b é decrescente.

o Se a < 0,afuncao y = ax + b é decrescente, isto é, se x; < X2, entao
Yy =ax,+b >y, =ax, + b (ver Fig. 8).
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¢ Se a = 0, a funcao y = ax + b é constante, pois y = b para todo
x € R. Neste caso, dizemos que 7 : v = b é uma reta horizontal.

oY A

s
8
-
=

G BEEEEEEE

L 2 0Xx

Fig. 9: Paraa = 0, y = ax + b é constante.

e Seja 0 o angulo que aretar : vy = ax + b faz com o semi-eixo—0OX

positivo. Entao,

tgf=a

De fato, veja as figuras 10, 11 e 12:

-0
a—L—th
X2 — X1
Fig. 10: Caso 0 < 0 < T = 90°.
\
p Y1
a = 0-»n
X2 — X1
- —tg(m-0) -
= tgo |
i T—0 g -

Fig. 11: Caso 5 = 90° < 0 < 1T = 180°.
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oY

0=0=a=0=tgo.

Fig. 12: Caso 6 = 0 = 0°.

Exemplo 4

Determine as equacOes das retas que contém os lados do triangulo de

vertices nos pontos A = (1,1),B=(4,1) e C = (1, 3).

Solucdo.
e A reta r; que contém o lado AC é vertical, pois A e C tém a mesma
abscissa 1. Assim, 77 : x = 1.
e A reta 7> que contém o lado AB é horizontal, pois A e B tém a mesma
ordenada 1. Portanto, 7> : y = 1.

3-1

e A reta 73 que contém o lado BC tem inclinacao a = i —%. Assim,

a equacao de 13 é da forma:
Y31y = —%x + b.
A

N

1

:

Fig. 13: Triangulo de vértices A, B e C.
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Determinemos o valor de b: como B = (4,1) € 73, temos, substituindo x
por 4 e v por 1 na equacao anterior:

2 8 11
1——§'4+b:>b—1+§—?.
Portanto,
rg:y=—3x+£,
3 3

¢ a equacao da terceira reta. o

2. Retas paralelas

Definicao 4
Se duas retas ¥ e ¥’ estdo contidas num plano e nao se intersectam,

dizemos que sao paralelas. Nesse caso escrevemos v || v'.

Assim, se r e ¥’ sdo retas contidas num plano, v || ¥’ < rnr’ = O@.

Note que se v || ', entdo r é vertical se, e somente se, v’ é vertical.

Proposicao 1

Sejamv :y =ax +bev’':y =a'x+ b’ duas retas nao-verticais.

Entdor | v’ se, e somente se,a=a’ eb #b’.

Isto é, duas retas ndo-verticais sao paralelas se, e somente se, tém a
mesma inclinacdo e cortam o eixo—OY em pontos diferentes.

Prova.

(a) Verifiquemos primeiro que se v || ¥’ entaioa =a’ e b # b’'.

Ser || ', entdo b # b’, pois, caso contrario, (0,b) = (0,b’) € ¥ n¥’, uma
contradicao, jaque r nv’ = J.

Além disso, a = a’, pois se a # a’, as ordenadas axo+ b e a’'xg + b’

4

. b . . .
dos pontos sobre as retas v e v’ de abscissa xy = " seriam iguais

_a”

e, consequentemente, ¥ N v’ # . De fato,
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axo+b = ab—b/+b:a(b—b)+b,(a—a):ab—ab+a{9—ab
a-a a-a a-a
_ab'-a'b _ab'+a’b'-a'b’-—a'b -a’'b+a’b’" +ab'-a’b’
- a-a a-a B a-—a
_ a(b—b)+b,(a—a):a,b—b,+b,a—a,
a-a a-a a-a
= a’b_kf+b’:a’x0+b’

(b) Suponhamos, agora, que a = a’ e b + b’, e verifiquemos que r || v'.
Como b # b’, temos ax +b # ax +b’, para todo x € R. Logo, rnr’ = @,
isto é, ¥ e v’ sdo paralelas. m

Exemplo 5
Determine a equacao da reta v’ que passa pelo ponto A = (1,4) e é

paralela a reta
r:y=3x+2.

Solucgdo.

Como 7’ é paralela a reta ndo-vertical r, temos que v’ é, também, nao-
vertical.

A equacdo de v’ é da forma v’ : v = 3x + b’, pois r e ¥’ tém a mesma
inclinacao a = 3.

Além disso, como A = (1,4) € 7/, as coordenadas x = 1 e y = 4 desse
ponto devem satisfazer a equacao de r’, isto é,4 = 3 - 1 + b’. Portanto,
b"=4-3=1e7r :y =3x+1 ¢éaequacao procurada. g

3. Retas perpendiculares

Duas retas sao perpendiculares quando o angulo entre elas é de
T . ~ .
90° (ou > radianos). Quando 7 e v’ sdo retas perpendiculares escreve-

mos7v L v'.
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. . OYA ’
Sejam 7 e v’ retas perpendiculares. "
Se ¥ é horizontal, g
T
rY:y =b, b
entao v’ é vertical,
r'ix =c,
e vice-versa. - >~
. Fig. 14: Toda reta horizontal é perpendicular a
Proposicao 2 toda reta vertical.

Sejam v e v’ retas ndo-verticais e ndo-horizontais. Isto é,
r:y=ax+b e v :y=mx+n,
coma#0em # 0.

Entao v e v’ sdo perpendiculares se, e somente se, ma = —1.

Prova.

e Caso particular: Suponhamos que v e v’ passam pela origem, isto
é&r:y=axer :y=mx.

SejaP = (1,a) €.

Observe que, fazendo uma rotacao de 90° em torno da origem, no sen-
tido positivo, o ponto P vai cair sobre o ponto P’ = (—a, 1).

Logo as retas sao perpendiculares se, e sO se, o ponto P’ pertence a v/,
isto é, as coordenadas de P’ satisfazem a equacao de r’'. Assim,

ryi1rvr' <1l=m(-a) < ma-=-1.

Fig. 15: Retas perpendiculares que se intersectam na origem.
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Fig. 16: Retas perpendiculares que ndo se intersectam na origem.
e Caso geral: Sejamr : y =ax +b er’ :y = mx + n retas perpendicu-
lares. Consideremos asretas v : v = ax e ¥’ : y = mXx que passam pela
origem e sao paralelas, respectivamente, as retas v e v’.
Entdo, v L v <7 L7V < ma=-1.nm

Exemplo 6
Determine a equacao dareta v’ que passa pelo ponto A e é perpendicular

areta v, onde:

@r:x=2, A=(573); b)r:y=4x+5, A=(41).

Solucdo.
(@) Como r é vertical, ¥’ deve ser horizontal e a sua equacdo da forma
v':y=h.
Sendo que A = (5,3) € v, devemos ter 3 = b e, portanto, v’ : y = 3.

oY} r

7! ]

il R L LCE TR

Fig. 17: Reta v’ horizontal, v’ L v, A = (5,3) € v’.
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(b) Como r é nao-vertical e nao-horizontal, a equacao de v’ deve ser da

. . 1
formar’:y =ax + b, com 4a = —1 e b por determinar. Isto é, a = ~1
, 1
er’iy =-— x+ b.

Para determinar o valor de b usamos que A = (4,1) € r’. Ou seja, as
coordenadas de A devem satisfazer a equacao de v':

Fig.18: Retar:y =4x+5, v L7r,A=(4,1) er’.

. , 1 . ~ '
Assim, v’y = X + 2 € a equacao procurada de r’. o

Exemplo 7

Determine a mediatriz do segmento AB, onde A = (1,5) e B = (5,3)

Solucdo.
A reta v que passa pelos pontos A e B é nao-vertical e tem inclinacao
a_3-5_ 2 1

5-1 4 27

Entaor:y = —%x+b.

C0m0A=(1,5)er,temosS=—%-1+b,istoé,b=5+%=%.
Portanto, v : y = —%x+%.

A mediatriz do segmento AB é a reta ¥’ que passa pelo ponto médio
M de AB e é perpendicular a . Entdo a reta v’ tem inclinacao m =
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—é = —_11/2 = 2 e sua equacdo é v’ : y = 2x + b. Além disso, como
M=(1;5,5;3)=(3,4)ew,4:2.3+b,ouseja,b=4_6:_2_

Portanto, a equacdo da mediatriz do segmento AB é v’ : y = 2x — 2. O

Fig. 19: Mediatriz " do segmento AB.

4. Equacao cartesiana da reta

Consideremos o plano munido de um sistema de eixos ortogonais
OXY. Uma reta r no plano pode ser:

e Vertical quando coincide com o eixo—OY ou ¢ paralela a esse eixo.
Nesse caso, a equacao de v é x = d, onde d € R é uma constante. Mais
precisamente, a reta v, caracterizada pelo numero d € R, é o conjunto

r={(x,y)eR|x=d}

e Ndo-vertical. Nesse caso, existem m,n € R tais que v : y = mx + n,
ou seja, areta  é o conjunto

r=1{x,y)eR|lmx -y =-n}

Assim, é facil verificar que toda reta » do plano se expressa na
forma:

r:ax+by=c (1)
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onde a, b, c € R, sendo a e b nao ambos iguais a zero. A equacao (1) é a
equacao cartesiana da reta r.

Reciprocamente, dada a equacao (1), onde a e b nado sao simultane-
amente nulos, temos que:

(@) se b = 0, entdo ¥ é uma reta vertical e sua equacao é v : x = %
(lembre que se b = 0, entdo, necessariamente, a # 0).

Note que, se fizermos variar ¢ em R, mantendo a # 0 fixo na equa-

~ c L. . .
Cdo X = a, obtemos todas as retas verticais posSssivels.

(b) se b # 0, entdo a equacao (1) representa uma reta nao-vertical e

se escreve na forma:
riy=-2x+%
: 5, b

P ) e a .
Isto é, ¥ é ndo-vertical, tem inclinacdo m = 5 e corta o eixo—0Y

no ponto (O, ;) .

Observe que, variando a e ¢ em R e mantendo b # 0 fixo, a equacao
a c
YET Ty

Assim, a equacdo (1), onde pelo menos um dos coeficientes a ou b é

representa todas as retas nao-verticais do plano.

diferente de zero, representa todas as retas do plano.

Exemplo 8
Determine a equacao cartesiana das retas perpendiculares a reta v que

passa pelos pontos A = (1,0) e B=(—1,3).

Solucgdo.
. 1. ~ 3-0 3 .
A reta v tem inclinagdo m = — -1~ o As retas perpendiculares
a v devem, portanto, ter inclinacdo m’ = B Logo a
, D : C =~ = 32 = 3 Log

equacao de uma reta perpendicular a v é

rg’l:y=§x+d.
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Variando d € R obtemos a equacao de qualquer reta perpendicular a
reta r.

Fig. 20: Reta passando pelos pontos A e B e algumas retas da familia rﬂ’l :2x — 3y = ¢, (exemplo 8).
Escrevemos o valor d como sub-indice em 7 para indicar que a reta
em questao depende do valor d. Ou seja, mudar o valor de d significa
considerar outra reta, também perpendicular a r.

A equacdo da reta 7} se escreve na forma cartesiana como:

ré:—§x+y=d, ou, ainda, vy:2x -3y =-3d.

Nessa equacdo, d é um numero real qualquer, assim como —3d. Por-

tanto, fazendo ¢ = —3d, a equacao da reta pode ser escrita na forma:
ry:2x -3y =c,

onde ¢ € R é um numero real arbitrario. o

Observacao 2

e A condicao de que pelo menos um dentre dois numeros a e b seja

diferente de zero é equivalente a a® + b? # 0.

e Seax + by =c éumareta, e A # 0 é um nimero real, entdo a equacao

Aax + Aby = Ac representa a mesma reta, pois, se um ponto (x,y) do

plano verifica uma dessas equacoes, entdao, necessariamente, verifica a

outra.

Observacao 3

A equacao cartesiana da reta » que corta o eixo-horizontal no ponto de

abscissa a e o eixo-vertical no ponto de ordenada b, com a e b diferentes
Y 1.

., X
de zero,é = + =— =
a b
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0y,
De fato, como A = (a,0) e B = A
(0, b) sao pontos distintos e a >

~ X Y
equacao — + L= 1 representa
r
uma reta que passa por A e B,
concluimos que a equacao de
) Xy . .

¥ € exatamente E+Z = 1, pois 0X
por dois pontos distintos passa
uma Unica reta. Fig. 21: Reta passando pelos pontos (a,0) e (0, b).

Exemplo 9
Uma reta v que passa pelo ponto P = (2,4/3) forma com os semi-eixos

coordenados positivos um triangulo de perimetro 12. Determine sua
equacao.

Solucgdo.
Sejam a e b nimeros reais positivos tais que
{(a,0)} =rneixo—0X e {(0,b)} =7rn eixo— OY.

Pela observacao anterior, 7 : g + % = 1 é a equacao cartesiana de 7.
oYp
Como P = (2,4/3) € r, temos:
E+i=1<:>6a+4a=3ab. by
a 3b
Além disso, o perimetro do trian- @22 P
gulo AAOB é 12, ou seja:
a+b++a?+b2=12, : - >
O a 00X
onde A = (a,0) e B=(0,b).

Temos entdo, que resolver o sis-
Fig. 22: Reta passando pelos pontos (a,0) e (0, b).
tema

6a +4b = 3ab
a+b+-+a?2+b?2=12.

Elevando ao quadrado a segunda equacao, obtemos que:
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a’?+b’=(12-(a+Db))?
= a’+b?>=144 -24(a + b) + (a® + 2ab + b?)
< 24(a+b) =144 + 2ab
< 12(a+b)=72+ab.

Assim, o sistema (2) é equivalente ao sistema:

12(a+b) =72+ ab -36(a+b)=-3-72-3ab
= (3)
4a + 6b = 32ab. 4a + 6b = 3ab

Somando as duas equacoes, obtemos que:

108 —16a

-32a-30b=-3-72 < 16a+15b =108 < b s

(4)

Substituindo b = w na equacao 6b + 4a = 3ab, temos:
6 3
E(lOS —16a) + 4a = Ea(lOB —16a)
< 6(108 —16a) + 60a = 3a(108 — 16a)
< 2(108 —16a) + 20a = —16a* + 108a
< 16a’-108a —32a +20a +216 =0
= 16a’-120a+216=0
= 2a°-15a+27=0
15+225-216 15++9
— dad = =
4 4
= a= 18_9 oua =3
4 2 '

Portanto, se a; = 9/2, entao, por (4),
_108-16-9/2 108 -72 36 12

by 15 - 15 15 5
eaequa(;éodaretarlé%c+%=l(:8x+15y:36.
Se a, = 3, entdo b, = w = % = 4, e a equacao da reta 7, é
§+%:1<:>4x+3y=12.

Assim, o problema tem duas solucoes:
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r1:8x +15y =16 e 1 :4x+3y =12.0

Fig. 23: Retas 77 e 77.

5. Exercicios de revisao

1. Sejam A =(-1,-2),B=(3,1) e C = (1,4).
(a) Determine as equacoOes das retas que contém os pontos A, B e C.

(b) Determine as equacoes das retas que contém os pontos médios C’,
B’ e A’ dos segmentos AB, AC e BC, respectivamente. Qual a relacao
entre as inclinacoes dessas retas e as retas do item anterior?

(c) Sejam P, Q e R pontos nao-colineares do plano. Verifique que os
lados do triangulo cujos vértices sao os pontos médios dos segmen-
tos PQ, PR e QR sao paralelos aos lados do triangulo APQR.

Indicacdo: dados os pontos ndo-colineares P, Q e R escolha um sistema ortogonal
de coordenadas de modo que P = (p,0), Q = (0,q) eR = (,0),comp <0 < 7.
Basta comparar a inclinacdao da reta que contém o lado PR com a inclinacdo da
reta que contém o segmento R’, P’, onde R’ é o ponto médio de PQ e P’ é o ponto
médio de QR.

2. Determine a mediatriz do segmento AB, onde A = (2,3) e B = (5,4).

3. Determine a equacao da reta paralela a reta y = 2x + 1 que passa
pelo ponto médio do segmento AB,onde A = (1,—-1) e B= (2,3).

K. Frensel - J. Delgado



36

Geometria Analitica - Capitulo 2

10.

. Verifique que as intersecoes das retas 5x — vy —6 =0, x + 5y = 22,

5x -y =32ex+ 5y +4 =0 sdo os vértices de um quadrado.

. Umareta que passa pela intersecao dasretas 7x—-2y =0edx—-y =1

¢ perpendicular a reta 3x + 8y = 19. Determine sua equacao.

. Determine a equacao da reta:

(a) paralela a reta 2x + 5y = 1 que passa pelo ponto (1, 2).
(b) perpendicular a reta y = 3x + 1 que passa pelo ponto (—3,1).

(c) perpendicular a reta x = 3 que passa pelo ponto (2, 0).

Sabendo-se que o circulo C tem seu centro no ponto A = (1, 3) e passa
pelo ponto P = (1, —-1), dé a equacao da reta » tangente a C que passa
pelo ponto P, isto é, a reta * que passa por P e é perpendicular ao
segmento AP. Determine, também, a outra reta tangente a C paralela
ar.

Seja C o circulo de centro no ponto A = (0,3) e raio 1.

(a) Determine as retas tangentes ao circulo C que passam pela origem.
Isto é, se ¥ é uma reta que passa pela origem e é tangente a C no
ponto Q € C, entao v é perpendicular ao segmento AQ. Este tipo de
situacOes sera mais explorada no capitulo seguinte.

(b) Por simetria, determine as retas tangentes ao circulo C que passam
pelo ponto (0,6).

. Verifique que os pontos P = (2,5), Q = (8,-1) e R = (-2,1) sdo

veértices de um triangulo retangulo.

Sejam ¥ uma reta no plano e P um ponto que nao pertence a 7. Seja
Q € r o ponto onde a reta r* perpendicular a r que passa por P
intersecta . O simétrico ou refletido do ponto P em relacdo a uma
retar ¢ o ponto P’ € v+ tal que d(P,Q) = d(P’, Q). Determine:

(a) o simétrico do ponto P = (a,b) emrelacdo aretar : y = 2x + 1.

(b) areta § simétricadaretas:y =4x —3 emrelacao aretar :y =
2x + 1.
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5.1. Respostas

1. (@) As retas sdo rap: Yy = %x - %, vac:y =3x+1,1r3C:y = —%x + % (b) C" = (1,-1/2),
=(0,1) e A’ = (2,5/2) sdo os pontos médios dos lados AB, AC e BC, respectivamente. As retas sio:
Yapg iy = %x +1; varcr i 3x — %; Yty = x + 1, paralelas, respectivamente, as retas vap, ¥ac €

¥pc pois tem as inclinacdes correspondentes iguais. (c) Desenvolva a indicacdo.
2.y = =3x + 14.
3.y =2x-2.
4. Quadrado de lado /26 e vértices (2,4), (7,3), (1,-1) e (6,2).
5.8x -3y =-5.
6.@2x+5y=12.b)x+3y=0.(0) ¥y =

7.v:y=-1,aoutraretaéy =7.

8. (a) As retas 1] e r2 procuradas passam pela origem e pelos pontos (%? %) e (—i §),
respectivamente. Logo, 1 : ¥ = 2/2x e r2 : y = —2+/2x. (b) Por simetria, as retas r3 e r4 que
passam pelo ponto (0,6) e sdo tangentes ao circulo C passam pelos pontos (Z\F, 130> e ( 2f, 130)
respectivamente. Logo, 13 :y = —2/2x +6erg:y = 2:/2x + 6.

9. O triangulo APQR é retangulo no vértice P, a inclinacao do lado PQ é —1 a do lado PR é 1.

10. (a) (4”37“4 3"*47””2) (b)§:13x — 16y = 33.
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Capitulo 3

Retas e circulos

Vamos caracterizar de forma algébrica a posicao relativa de duas
retas no plano e de uma reta e de um circulo no plano. Iremos também
calcular a distancia de um ponto a uma reta.

1. Posicao relativa de duas retas no plano

Sabemos que duas retas * e ¥’ no plano podem estar em trés posi-
coes relativas (uma em relacao a outra):

(a) coincidentes: v =7’

(b) paralelas: ¥y nv' = Q@;

(c) concorrentes: ¥ N v’ = {P}.
Ainda no terceiro caso, as retas podem ou nao ser perpendiculares.
A partir das equacoes cartesianas de r e ', determinaremos quando

ocorre cada uma dessas situacoes.

Teorema 1
Sejam v e v’ retas no plano dadas por:

r:ax +by=c e r:ax+b'y=c.

Entaor ev’ sdo paralelas ou coincidentes se, e somente se, existe A € R,
A # 0, tal que

4

Aa=a e Ab=Db".
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Prova.

Parte 1. Suponhamos primeiramente que » e v’ sdo paralelas ou coin-
cidentes e verifiquemos a existéncia do nimero A # 0 que satisfaz as
condicoes do enunciado.

Temos duas situacoes a considerar:

(i) » e ' sdo ambas verticais ou horizontais;

(ii) e ¥’ nao sao verticais nem horizontais, intersectando, assim, ambos
0s eixos coordenados.

Na situacao (i), quando as retas sao verticais (b = b’ = 0), basta tomar

4

a ~ . . ,
A= e quando as retas sao horizontais (a = a’ = 0), basta tomar

b/
2\—?.

Na situacao (ii), os numeros a, a’, b e b’ sao todos diferentes de zero e
as retas se escrevem:

4 4

) a c . a c .
T.yZ—EX‘i‘E, e T.y=—?x+;
Como as retas sao paralelas (ou coincidentes), elas tém a mesma inclina-
a a/ al 4
cao: = Logo 2= que é o numero A procurado (verifique!).

Parte 2. Suponhamos agora que Ada = a’ e Ab = b’, onde A # 0, e
verifiquemos que as retas devem ser paralelas ou coincidentes.
Como A # 0, das condicoes acima, temos b = 0 < b’ = 0. Ou seja, v é
vertical (b = 0) se, e somente se, v’ é vertical (b’ = 0), e, portanto, r e v’
sao paralelas ou coincidentes.
Suponhamos, agora, que b £ 0 e b’ # 0.
Sendo assim, a equacao de v’ é:

r':(Aa)x + (Ab) y =¢’,
ou seja,

4 4

/. Aa C _ a " L
Ab Ab b Ab’
enquanto a equacao de r pode ser escrita na forma:

. a C
TIy:_EX+E-

N a . o
Como 7 e v’ tém inclinacao 5 essas retas sao paralelas ou coinciden-

tes. m
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Corolario 1
Asretas v :ax +by =c e v’ :a'x+ b’y =c" sidocoincidentes se,

e somente se, existe A € R, A £ 0, tal que
Aa=a, Ab=Db’ e Ac =c’.

Prova.

Pelo Teorema anterior, se as retas sao coincidentes, entao existe A # 0

talquea’ = Aa e b’ = Ab.

Seja (xg, o) um ponto dareta r. Como » = r’, as coordenadas x = xg e

Y = 7y, satisfazem também a equacao de v’. Logo,
c¢'=a'xo+Db'y)=2Aaxyg+ Abyy = Ac,

isto é ¢’ = Ac.

Reciprocamente, se existe A € R, A # 0, tal que Ada = a’, Ab = b’ e

Ac = ¢’, entdo é claro que as equacoes de v e ¥’ representam a mesma

reta,isto é, v =7v'. m

Corolario 2
Asretas v :ax +by =c ev' :a'x+ b’y = ¢ sdo paralelas se, e

somente se, existe A € R, A # 0, tal que
Aa=a, Ab=D' e Ac #c'.

Prova.
Se as retas v e v’ sdo paralelas, pelo Teorema anterior, existe A # 0,
talque,a’ = Aae b’ = Ab. Como r Nn7v’' = @, temos que, se (xo, Vo) €7,
entao (xo, yo) € v'. Isto ¢,

c'#a'xy+ b yy=2Aaxy+ Abyy = Ac,
ou seja, ¢’ # Ac.
A reciproca é evidente (justifique!). @

Exemplo 1
Verifique se as retas
ri2x+y=1, m:6x+3y =2 e r3:4x+2y =2,

sao paralelas ou coincidentes.
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Solucdo.

Multiplicando a equacao de r; por 3, obtemos 7, : 6x + 3y = 3 e, como
3 # 2, temos 11 || 7.

Multiplicando a equacao de ¥; por 2, obtemos a equacao de r3. Logo
= 73.

Além disso, > || 3. O

Vejamos agora como caracterizar a perpendicularidade entre duas
retas dadas na forma cartesiana.

Teorema 2
Asretas v :ax +by =c er':a'x + b’y = ¢’ sdao perpendiculares se,
e somente se,

aa’ + bb" = 0.

Prova.

(a) Provemos primeiro que se v é perpendicular a v’ entao aa’ + bb" = 0.
Se v é vertical (b = 0), entdao v’ é horizontal (a’ = 0) e aa’ + bb’ = 0.
Analogamente, se ¥ é horizontal (a = 0), entao r’ é vertical (b" = 0) e
aa’ + bb" = 0.

Suponhamos, agora, que v e ¥’ sao retas perpendiculares que cortam
ambos os eixos coordenados (isto €, nao ocorrem as duas possibilidades
anteriores).

Entdo os numeros a, a’, b e b’ sao todos diferentes de zero, e as retas
se expressam na forma,

. a c . a c
T.yZ—EX'i‘E e T.yz—ﬁX'i‘;.
Como 7 e v’ sdo perpendiculares, temos
a _ 1
b a’
v

4

Ou seja, —% = % e, portanto, aa’ + bb’ = 0.

Com isso provamos que: ¥ L ¥ = aa’ + bb’ = 0.
(b) Reciprocamente, suponhamos que aa’ + bb’ = 0 e provemos que 7 e
¥’ sdao perpendiculares.
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Se a = 0, ou seja, ¥ é horizontal, entdao bb’ = 0. Como a e b nao podem
ser simultaneamente iguais a zero, devemos ter b # 0 e, portanto b’ = 0,
isto é, v’ é vertical. Logo v 1L v'.

Analogamente, se b = 0, isto é, v é vertical, podemos verificar que, ne-
cessariamente, a’ = 0, ou seja, ¥’ é horizontal. Portanto » L v'.
Suponhamos, agora, que a # O e b # 0. Entdo a’ # 0, b’ # 0 e as
equacoes reduzidas de r e v’ sdo, respectivamente,

4 ’

riy=-2x+5¢ e riy=-Lx+<
V=TT Y =T X Ty
Como aa’ + bb’ = 0, temos:
e e @_ b a1
aa’ = bb<:>b— prA i N “a
bl

mostrando assim que as retas v e ¥’ sao perpendiculares. Isto termina a
prova do Teorema. m

Exemplo 2
Determine a equacao da reta s que passa pelo ponto (1, 2) e é perpendi-

culararetar:x + 3y = 1.

Solucgdo.

Seja s : ax + by = c uma reta perpendicular a 7. Pelo Teorema anterior,
a+3b =0.

Fixando b = —1, obtemos a = -3b = —-3(—1) = 3.

Portanto, a equacao de s deve ser da forma s :3x — y = c.

Se a reta s passa pelo ponto (1, 2), entdao as coordenadas x =1ley =2
devem satisfazer a equacao de s,isto é,3-1 -2 =c. Logoc =1ea
equacao procurada daretas é 3x —y =1. g

2. Posicao relativa de uma reta e um circulo

Em Geometria Plana, aprendemos que um circulo C e uma reta » no
plano podem estar em trés posicoes relativas (uma em relacao a outra):
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(@) » N C consiste de dois pontos: a reta » é dita secante ao
circulo C.

(b) ¥ N C consiste de exatamente um ponto: a reta v é dita
tangente ao circulo C. Neste caso, o ponto de intersecao
¢ chamado ponto de tangéncia de » com C.

(c) ¥y nC = @: areta r é dita exterior ao circulo C.

No seguinte Teorema estabelecemos uma propriedade importante
da tangéncia a um circulo.

Teorema 3
Se a reta r é tangente no ponto P (ponto de tangéncia) ao circulo C de

centro A e raio x > 0, entao a reta que passa por A e P é perpendicular
aretavr.

Prova.

Seja OXY o sistema de eixos ortogonais
que tem origem no ponto A e eixo—0X
positivo contendo o ponto P. A escolha
desse sistema de eixos ortogonais visa
facilitar a demonstracao do Teorema.
Neste sistema de coordenadas, A = (0,0)
eP=(x0).

Para demonstrar o Teorema, basta mos-

trar que a equacao da reta » no sistema

Fig. 1: Escolha do sistema de coordenadas.

de coordenadas escolhido é
riX = Q.
Suponhamos, raciocinando por absurdo, que v nao é vertical. Isto é,
r:y=ax+b.ComoP = (x0) € r,devemos ter 0 = a x + b.
Logo b = —a «, e a equacao de r é
Yiy=ax —a«, ou seja, r:y=a(x-u«o.
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Consideremos o sistema:

{y=a(x—o<) )

X2+ 2= o2,

onde x? + y? = &* é a equacao do circulo C no sistema de coordenadas
escolhido.

Um ponto é comum a reta v e ao circulo C se, e somente se, suas coor-
denadas satisfazem as duas equacoes do sistema (1).

Substituindo y da primeira equacao na segunda, obtemos:

2 = Xt +at(x-x%=0

X% +a%(x - 0=«
= (x-0x+x)+a’(x-—0?>=0

= (x-a) [x+o<+a2(x—(x)]=0.

Entao
X=«& ou X+ax+a’(x-«x) =0,
isto é,
x(a?-1)
X =« ou X=—-
1+ a?
Logo, o sistema (1) tem duas solucdes: P = (x,0) correspondente a
, x(a®—-1) 2ax ) x(a?—-1)
X=o0n;eP = ,— correspondente a x = ———=
( 1+ a? 1+ a? P 1+ a?

Mas isso é absurdo, pois a reta v e o circulo C sao tangentes e P’ # P.
Assim, a hipotese de que 7 é uma reta nao-vertical é falsa. Isto conclue
a prova do Teorema. m

Exemplo 3

Sabendo-se que o circulo C esta centrado em Q = (1,3) e que o ponto
P =(1,-1) € C, dé a equacao da reta » tangente a C que passa por P.
Encontre, também, a outra reta tangente a C e paralela a 7.

Solucdo.

A equacao do circulo C é
C:(x-1)?+(y-3)?°=«x?,
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onde & > 0 é o raio.
Como P = (1,-1) € C, temos
(1-1)2+(-1-3)2=0«%, ouseja «*=(—4)%=16.
Portanto, C tem raio ¢ = 4 e sua equacao é
C:(x-1)>+(y-3)2=16.
Pelo Teorema anterior, a reta ¥ que € tangente a C no ponto P € perpen-

dicular a reta s que contém os pontos Q e P.

, . . oy
A reta s é vertical, pois os A

pontos Q e P tém abscissas
iguais, e sua equacao é

s:x=1.

Consequentemente, a reta v
deve ser horizontal. gl
Como P = (1,-1) € 7, to-
dos os pontos de r devem
ter ordenadaigual a —1. Isto

é, v :y = -1 €éaequacao \
1

procurada da reta r.

Seja v’ a outra reta tangente
aC paralela aretar. Fig. 2: Circulo C e tangentes horizontais.
Como v’ : v = a, para algum a € R, e ¥ N C consiste de apenas um
ponto, a equacao

(x —1)?>+ (a—3)% =16,
deve ter apenas uma solucao para x. Mas isso ocorre somente quando
16—(a—-3)2=0,isto é,a—3 = +4,ouseja,a=3+4=7oua=3-4=
—1. A segunda possibilidade coresponde areta v : v = —1 e a primeira
aretar’:y =7 procurada. O

3. Distancia de um ponto a uma reta

Dados um ponto P e uma reta » no plano, ja sabemos calcular a
distancia de P a cada ponto P’ € 7.
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Definicao 1

Definimos a distancia, d(P,7), do ponto P a reta v por

d(P,rv) = min{d(P,P’) | P’ € r}

Dizemos que um ponto P* € 7 realiza a distancia de P a reta r, se
aP,P*) <d(P,P'), paratodo P’ €.

Usando o Teorema de Pitagoras vemos
que o ponto P* que realiza a distancia
do ponto P areta r € o pé da perpen-
dicular a v que passa pelo ponto P.

Assim,

d(P,r) = min{d(P,P’) |P' €1}
=d(P,P*).

Fig. 3: P* realiza a distancia de P areta r.

Ha outra maneira de ver a distancia de um ponto P a uma reta r:
e Se P € r, a distancia de P a r é igual a zero.
e Se P ¢ v, consideremos os circulos Cy de centro P e raio « > 0.

Se x é pequeno entao CuNr = O,
e se «x é grande entao Cy N ¥ consiste
de exatamente dois pontos.

Portanto, existe um unico valor
«* > 0 tal que Cy+ é tangente a reta v
num ponto P*. Isto é, Cy~ N v = {P*}.

Pelo Teorema 3, a reta que passa
por P e P* é perpendicular a ». Logo
o* é a distancia de P a 7, ou seja:

Fig. 4: 1 < «* =d(P,7r) < 2.

«* =d(P,r)

No seguinte Teorema, estabelecemos uma formula para o cdlculo
da distancia de um ponto P a uma reta v no plano.

Teorema 4
Sejamv :ax+by = c umaretaeP = (xy, o) um ponto no plano. Entao
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a distancia de P ar é dada por

| axo+byo—c|

JaZ 1 b2

d(P,v) =

Prova.
Se P € v, entdo as coordenadas de P satisfazem a equacao de 7, ou
seja, axo + byy = ¢, e, portanto,

| axo+byo—c| 0 A
JaZiE Va0 T AR

e 0 Teorema esta provado neste caso.
Suponhamos agora que P ¢ 7, e consideremos, para todo « > 0, o sis-
tema de equacoes
ax +by=c, )
(X =x0)* + (¥ =»0)* = &*, >0,

onde a primeira equacao € dareta v e a segunda equacao € do circulo Cy
de centro no ponto P e raio « > 0.

Vamos determinar « para o qual a solucao do sistema ¢é unica. Isto é,
para o qual o circulo C, de raio « é tangente a reta r.

e Se b # 0, entdo a primeira equacao de (2) nos da
_a c
y = —E X + E .
Em particular, a reta » nao é vertical. Substituindo essa expressao de y
na segunda equacao do sistema (2), obtemos:
2
(x —x0)% + (—x+— ) = «

2
= (x —x0)%+ <—1[ax—c+y0b

Ny

2
= (x—x0)2+(—;;) [ax —c+yob]° = o2
— (x—xo)z+%(ax—c+yolo)2 = 2
= Db?%(x — x0)° + (ax—c+yob)2 = o®b?
= b%(x —x0)% + (ax—ax0+axo+byo—c)2 = o?b?
= b%(x —x0)°+ (a(x —xo) + [axo +byy—c )2 = o®b?
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Fazendo x" = x — xp e Qo = axo + byy — ¢, temos:
b2(x)2 + (a(x') +Qo)° = «2b?
= b%(x')?+a®(x)?+2ax' Qo+ Q3 = o?b?
= (a’>+Db?) (x')?+2aQox’ + (Q% ~ o<2b2) = 0.
Esta ultima equacao (de grau dois) tera uma unica solucdo para x’ (e,
portanto, uma unica solucao para x) se, e somente se, o seu discrimi-
nante € igual a zero:

A = (2aQo)* -4 (a? + b?) (Q3 - o?b?) = 0.
Ou seja

4a°Q3 — 4a’Q3 + 4a’b*x® - 4b%Q35 + 4x’b* =
4a’b?o® — 4b%Q5 + 40Pb* =
4p? (a2a2 - Q3+ (xzbz) =
a’o® — Q3+ a’b? =
o (a® +b*) -Qf =

o (@) = G}
2 Q5

o= S,
a? + b?
Lembrando que Q¢ = axo+byo—c e extraindo araiz quadrada, obtemos:

S O O O O

o laxo +byo —c|
JaZ+b?
Na situacdao em que a reta v € vertical (b = 0), ¥ : x = ¢, temos Qg =
Xo — C, € 0 sistema (2) fica

X =cC, (3)
(x —x0)2+ (¥ —y0)? = &®.

Substituindo a primeira equacao na segunda, obtemos
(c=x0)* + (¥ = Y0)* = &
Essa equacao tera uma unica solucao para y se, e somente se,
«? = (c — x0)2.
Logo,
|1x0 + 0o — ¢l

0(=|XO—C|=|QO|= m ’

concluindo a demonstracao do Teorema. m
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Observacao 1

Na demonstracao do Teorema anterior observamos que o sistema (2):

- ~ . axg+byy—-c
e ndo tem solucaose A <0, ouseja, «< laxo X0 |;
va? + b

laxo + byo — c|

Vaz+bz 7

e tem duas solucoes se A >0, ouseja, &>

Fica provado, portanto, o seguinte Teorema:

Teorema 5
Sejam v uma reta e C um circulo de centro A e raio x > 0. Entao,

@Cnr=90 <= dA,r) > .
(@) C N7 consiste de um unico ponto < d(A,r) = &.

(@) C n 7 consiste de exatamente dois pontos < d(A,r) < «.

Fig. 5: d(A,7) > «. Fig. 6: d(A,7) = «. Fig. 7: d(A,7) < .

Exemplo 4

Calcule a distancia do ponto P = (1,—1) aretar : x + 2y = 1.

Solucdo.
Vamos resolver o problema de trés maneiras:
(1) Usando a férmula obtida no Teorema 4: sendo xo = 1, Yo = —1,
a=1,b=2 e c=1,temos
11 42-(-1)=1] [1-2-1] 2

dip.m) NT5 2 i 5

(2) Determinando « > 0 de modo que o sistema
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x+2y=1

(x -1+ (y+1)?%=0ac,
tenha uma unica solucao.
Substituindo x = 1 — 2y na segunda equacao, obtemos:

1-2y -1+ (y+1)* =,

Entdo 4y? + y?> + 2y + 1 = &2, isto é,

59242y + (1 -« =0.
Essa equacao possui uma unica solucao se, e somente se, o seu discrimi-
nante é igual a zero:

A=22-4.5-1-% = 0
4-201-?) = 0
1-5(1-a%) = 0
1-54+4562 = 0
= 2 = x=Z
5 V5
Portanto,
d(P,r)zaz%.

(3) Seja v’ a reta que passa pelo ponto P = (1,—1) e é perpendicular a

retar:x +2y = 1.

Como 7 tem inclinacao m = - areta v’ tem inclinacao
1 1
nN=s-—=—-——=2
m -1/2

Logo a equacao de v’ deve ser v’ : y = 2x + d.
SendoP =(1,-1)er’,temos -1=2-1+d=>d=-1-2=-3.
Assim, v’ : vy = 2x — 3. Note, também, que a equacao de v se escreve:
riy= —lx + l.

2 2
Sejar nr’ = {P*}.

SeP*=(x,y),entéo2x—3=—;x+§,ouseja,(2+;)x=+3
2 7 7 7 1
Portanto, X_§'§_§ e y—2-§—3——§.
7 1
L P =\ -=
080 <5, 5>e
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d(P,r)

Il
S
S
"U
Il
—
Uﬂ\l
}—‘
I\J
+
/—\
m\r—l
+
p—
—
nNo

concluindo, assim, o Calculo desejado.

4.

Exercicios de revisao

. A distancia da reta 4x — 3y + 1 = 0 ao ponto P é igual a 4. Se a

ordenada de P é 3 determine a abscissa de P.

. Determine as equacOes das retas que passam pelo ponto (2,—1) e

formam, cada uma, um angulo de 45° com areta 2x — 3y + 7 = 0.

. Determine, quando possivel, o numero A € R para que d(Q,7r) = 3

onde
@r:x—y=3eQ=(AA),A=0.
b)r:Ax=yeQ = (2,V/3).

. Determine a equacao do lugar geométrico descrito por um ponto que

se movimenta no plano de maneira que sua distancia areta 4x —3y +
12 = 0 é sempre igual a duas vezes sua distancia ao eixo O X.

. Areta x +y + 12 = 0 é tangente a um circulo C de centro (-2, —4).

Calcule a area do disco delimitado por C.

Calcule o perimetro do triangulo determinado pelas retas y = 2x + 1,
2y = x—1e y+x = 1. Determine sua altura em relacdao a reta
v + x =1 e calcule sua area.

. Determine (se for possivel) A € R, de modo que as retas x + 2y =1,

3x —y =2ex+ Yy = A seintersectem duas a duas, em trés pontos
que sejam o0s vértices de um triangulo de area 4.
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8.

10.

Considere o sistema nao-linear:
y-2x+2=0
(x=-3)2+(y+1)?=7r

onde » € R. Faca uma analise do numero de solucdes desse sistema
em funcao do parametro r.

Sejam C e D circulos centrados em P e Q com raios a e b, respecti-
vamente, e seja ¢ = d(P, Q). Mostre que:

@QCnD=Cse,esose,c>a+boub>a+coua>b+c.

(b) C nD consiste de um ponto se,esOse,a+b =coua+c =>bou
b+c=a.

(c) C n D consiste de dois pontos se, esdose,c <a+b,b<a+ce
a<b+ec.

Um ponto se movimenta de maneira que sua distancia ao ponto (1, —1)
€ sempre igual ao dobro de sua distancia a reta 3x — 2y + 6 = 0. De-
termine a equacao do lugar geométrico descrito pelo ponto. Ou seja,
determine a equacao que devem satisfazer as coordenadas do ponto
em questao.
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4.1. Respostas

l.x=7o0ux = -3.

2.y=5x—1ley=—éx—%.

3. (a) Nao existe A. (b) Nao existe A.

4. E o conjunto dos pontos (x,y) € R? tais que 16x2 — 24xy — 91y2 + 96x — 72y + 144 = 0.
5. 1872,

6. Perimetro= /2 + 2+/5; altura= #; area= %

7. A = 01 gy o 6-4Td

8. O sistema tem uma Unica solucdo se v = 5, duas solucdes se ¥ > 5 e nao tem solucao se r < 5.

9. Escolha um sistema de eixos ortogonais OXY tal que P = (0,0), Q = (c,0), isto é C : x? +y2 =
a’eD:(x—-c)?+y2 =02

10. Trata-se do conjunto dos pontos (x,y) € R? tais que 23x2 — 48xy + 3y2 + 170x — 112y +

2
118 =0, isto é,9 (3x -2y + %) 73(2x+3y+1)2 = 222, No final do texto veremos que se escolhermos
um sistema de eixos ortogonais O’ XY’ de modo que O'Y’ é aretar :3x — 2y + ? =0, 0'X’ é areta
2x + 3y + 1 = 0 orientada de tal modo que o ponto P = (1,—1) tem abscissa x" = d ((1,-1),r) =
% > 0,istoé P = (%, 0) nas coordenadas x’, »’. O conjunto acima é igual ao conjunto dos pontos
AL L

(x’,»") € R? tais que ﬁ ( > )2 =1, que é a equacao de uma hipérbole no plano.
3V13 3V13
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Capitulo 4

Distancia entre duas retas.
Regioes no plano

Veremos primeiro como calcular a distancia entre duas retas para-
lelas no plano. Para isso, lembramos que, no Capitulo anterior, calcu-
lamos a distancia de um ponto P de coordenadas (xg, yp) a uma reta
v :ax + by = c e obtivemos a seguinte formula:

_ laxo+byo—c|

Va2 + b?

Para entender melhor a argumentacao feita no Capitulo anterior,

d(P,r)

iniciaremos apresentando outros exemplos.

Exemplo 1
Faca uma analise do numero de solucdes do sistema nao linear

{y=2x+1,

de » € R.
(x-22+(y-D2=r, 007

em funcao do parametro r.

Solucgdo.

Sejam a reta de equacdao s: y =2x +1eoponto C = (2,1).

Como (x —2)?+ (y —1)? = 0, a equacdo (x —2)%+ (y —1)? = r ndo tera
solucao quando r < 0.

55
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Por outro lado, como C nao pertence a reta s (porque?), podemos con-
cluir que o sistema nao tem solucao, também, para r = 0.
Finalmente, no caso » > 0 a equacao (x — 2)? + (v — 1)2 = r representa
o circulo de centro no ponto C = (2,1) e raio /7.
Pelo Teorema 5 do Capitulo anterior, basta calcular d(C, s) para comple-
tar a analise do niumero de solucdes do sistema.
Como a equacao cartesianade s é 2x —y = -1, coma =2,b = -1 e
¢ = —1, temos:
2-2—-1-1+1]| 4

V2 (D25

, . _ ~ 16
Concluimos que o sistema dado tem uma Unica solucdao quando r = =

a(c,s) =

~ 16 ~ ~ 16
tem duas solucoes quando r > < e nao tem solucao quando » < =0

Exemplo 2
Determinar as retas que passam pelo ponto (2,7) e sao tangentes ao

circulo C de centro A = (3,0) e raio 3.

Solucdo.

Seja ¥ uma reta tangente ao circulo C : (x — 3)? + y? = 9 que passa

pelo ponto P = (2,7).

e Se v fosse vertical, x = 2 seria sua equacao, pois a abscissa de P é 2.

Como r n C possui dois pontos, ¥ nao pode ser tangente a C. De fato,

(x,y) €rnC se esomentese, x =2¢e(2-3)2+y>=09,isto é, x = 2

ey ==/8=+2.2.

¢ Pelo visto acima, ¥ ndao pode ser vertical, e, portanto, v : v = ax + b,

istoé,v:ax —y =—-b. Como P = (2,7) € r, temos 7 = 2a + b, isto &,

b =7-2a e, portanto, v : ax —y = 2a — 7. Além disso, devemos ter

d(A,r) = 3 para que ¥ seja tangente a C, ou seja,

a-3+(-1)-0-Qa-7)| _
JaT+ (-1)?

Essa identidade é satisfeita se, e somente se:

la+71=3Va?+1 < (a+7)>=9(a>+1)

= a’+14a+49=9a°+9 < 8a’-14a-40=0

3.
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- 4a2—7a—20=0<=>a=é(7¢\/49+320)=%(7i3ﬁu)
Logo,

rl:yzé<7+3\/ﬁ)x+<7_§(7+3m))’
e
ey = g (730 o+ (7 (7-340)),
ou seja,
n:y=(7+§;m)x+(21_fm>’
e

= () (209),

sdo as retas tangentes ao circulo C que passam pelo ponto P = (2,7). O

OY A

4 I

/

Fig. 1: Tangentes a C passando por P = (2,7).

1. Distancia entre duas retas no plano

Definimos a distancia entre duas retas r e ¥’ como sendo a menor
distancia entre um ponto de * e um ponto de r’. Isto é,

dr,r'") =min{d(P,P')|PereP v’}
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Entao d(r,r’) = 0 se r e ¥’ sdo coincidentes ou concorrentes.

Ql

Fig. 2: Distancia entre duas retas paralelas.

Sejam 7 e v’ retas paralelas.

Sabemos que, dado P € v, existe um unico ponto P* € r’, pé da

perpendicular a v’ tracada por P, tal que
d(P,P’) >d(P,P*), paratodoP €7v'.

Como r || r’, temos d(Q,Q*) = d(P,P*), quaisquer que sejam
P,Q €r,jaque QPP*Q* é um retangulo.

Entao d(Q,Q’) = d(Q,Q*) = d(P,P*) = d(P,r’), quaisquer que
sejam Q €r e Q' €7r'.

Logo,

dr,r')=d(P,r’), qualquer queseja P ecr.

Como conseqtiencia do Teorema 4, temos o seguinte corolario.

Corolario 1
Sejamvr :ax + by =c evr’ :ax + by = ¢’ retas paralelas (c # c') ou

coincidentes (c = c¢'). Entao,

lc—c|

A, r) =g

Prova.
Seja P = (x0,Yo) um ponto da reta . Entao

’ ’ |axo+by0—C'|
d =d(P =
(r,r") =d(P,7r) 7
lc —c’|

Jazipz' ™

Como axg + byy = ¢, obtemos d(v,r’) =
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Exemplo 3
Determine as equacoOes das retas paralelas a reta v : 2x + y = 1 que

distam 3 unidades de r.

Solucdo.
Seja s : 2x + v = ¢ uma reta paralela a reta . Temos,
_ -1 _ _
d(r,s) =3 = —0s =3 = lc—1] = 3+/5.

Logoc =1+3+/50uc=1-3./5, ou seja, as retas
s1:2x+y=1+3/5 e s:2x+y=1-3.5,
sao as retas paralelas a ¥ que distam 3 unidades da reta 7.
Vejamos outra solu¢ao do mesmo pro- 1
blema sem usar a formula da distan-

cia entre duas retas paralelas.
. 1 .
Sejat:y = 5X a reta perpendicular

areta v que passa pela origem.

Logor nt = {P},onde P = (?,;) \

Sejam (2y,y) 0s pontos pertencen-
tes areta t que distam 3 de 7, ou seja, 7

ofenn. (21))

Entao,
1 2 1 2 B2
i(r-5) +(-35) =0

Fig. 3: Retas a distancia 3 de r.

=

Portanto (y—l)z _ 9 ou seja, y = +i+l
’ 5 - 51 ) _—\/§ 5'

Como t : x = 2y, os pontos ao longo de t que estao a distancia 3 de P
Sao:

O A I S S (RUE S |

V5 575 5 V5 5 V5 05

Consideremos agora as retas s; e s, paralelas a reta » que passam por
P, e P,, respectivamente.
Como d(s1,v) = d(P1,P) = 3 e d(s,v) = d(P>,P) = 3, s; e s sdo as
retas paralelas a » que distam 3 unidades de 7, e suas equacoes sao:
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6\/§+2)+3ﬁ+1:15ﬁ+5:3£+1

31:2x+y=2< 3 3 3

_6f+2)+—3\/§+1 :_15£+5:_3ﬁ+1_ -

S1:2x+y=2< 3 3

2. Esboco de regioes no plano

Consideremos aretar : ax +by = c e areta s que passa pelos pon-
tos (0,0) e (a,b). Entdo s : bx —ay = 0, pois (0,0) e (a,b) satisfazem
a equacao de s.

Afirmativa 1: As retas v e s sao perpendiculares.

De fato,a - b + b - (—a) = 0. Logo, pelo Teorema 2 do Capitulo 3,
temos v L s (Fig. 4).
oYh

N

b___ |

s:br —ay=0

riax+by =c

Fig. 4: Retas r e s perpendiculares.

Afirmativa 2: Por cada ponto (xo, o) do plano passa uma unica
reta v’ paralela a reta r (Fig. 5).

De fato, basta tomar v’ : ax + by = ¢, onde ¢ = axg + byy.

\OY‘

Fig. 5: Retas v e v’ paralelas.
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Afirmativa 3: O plano 1T é unido de retas paralelas a uma reta dada:

m=J {(x,») lax+by=c}.

Fig. 6: Plano 7T visto como unido de retas paralelas.

Afirmativa 4: Consideremos as retas paralelas r; :ax + by =c; e
o :ax + by = cy, e 0s pontos P; e P,, tais que
{Pi}=r1nse{P} =1rnNs,

onde s :bx —ay = 0.

Fig. 7: Retas paralelas 71 e 72 com perpendicular s passando pela origem.

O sentido de percurso de P; para P, na reta s coincide com o

sentido de percurso de (0,0) para (a,b) em s se, e S0 se, ¢; < Co.

De fato, basta analisar a situacao nos quatro casos seguintes:
Caso 1. b = 0.
Caso 2. a = 0.
Caso3.a>0eb #0.
Caso4.a<0eb #0.
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C1 2
Caso 1. b = 0. Neste caso: TI:X:E’ rg:x=E es:y=0.
ovk L g RAl T R B
Il Il Il Il
8 8 8 8
S (a/vo) P1 P2 o o A(avq) P2 p1 S
S ox 0x
Fig.8: Casob=0ea > 0. Fig. 9: Casob=0ea < 0.
Sea>0,entéo%<%2<=>c1<cz. Sea<0,ent&oc—2<%=>c1<cz.
C1 2
Caso 2. a = 0. Neste caso: 1 :y = X rz:y=? es:x=0.
OYA (07 \
As
7"2:y:%2
B Py ley:%
rl:y:%1
B P, Ty y:%
$(0,0)
0x 0x
$(0,0)
Ys
Fig. 10: Casoa =0e b > 0. Fig. 11: Casoa =0e b < 0.
Seb>0,ent&0%<%‘2=>c1<cz. Seb<0,entéo%2<%<:>c1<cz.

Caso3.a>0eb #0.SeP, =(x1,Y1), temos
P1€s<:>y1=§x1 e Per <= ax,+by =c.

Logo,

b2

aci
ax;+ —X;=C < | X1 =
a

a? + b?

Analogamente, se P> = (x2,Y2) € § N 12, entao

acy

X = ——>
27 a2+ b2
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Subcaso a > 0 e b > 0. Pelas formas das abscissas x; e x», temos
acy < acy
a’?+b? " a’+b?

X1 < Xp < — C1 < (2.

Fig. 12: a > 0 e b > 0. O sentido de percurso em s é de x crescente.

Subcaso a > 0 e b < 0. Fazendo uma analise como no subcaso anterior:
X1 < X2 < (C1 < (C».
Aoy

Fig. 13: a > 0 e b < 0. O sentido de percurso em s é de x crescente.

Caso 4. a < 0e b # 0. As abscissas x; de P; e x» de P> satisfazem as
mesmas relacoes que no caso anterior.

Subcasoa <0 e b > 0. Como a < 0, temos,
A2 5, =2 L <o
a? + b? ' a2+ p? e

OYA r

Xo =

g
Q
=

Fig. 14: a <0 e b > 0. O sentido de percurso em s é de x decrescente.
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Subcaso a < 0 e b < 0. A analise é similar ao subcaso anterior.
ovk

Fig. 15:a <0 e b < 0. O sentido de percurso em s é de x decrescente.

Exemplo 4
Faca um esboco detalhado da regiao R do plano cujos pontos tem suas

coordenadas satisfazendo simultaneamente as desigualdades do sistema

y <2x
XxX+y=1.

Solucdo.
A regiao R procurada ¢ a intersecao das regioes R; e R, dadas por:
Ri={(x,y)2x -y =0} e Ro={(x,¥)Ix+y=1}.
(a) Determinando a regiao R,
Considere a reta
ri:2x —v =0.

N OY
O ponto (a,b) = (2,—1) pertence a ' ;
reta s; perpendicular a 7, que passa
pela origem e 0 numero ¢ = 2x — of--

v aumenta conforme se avanca ao
longo da reta s; seguindo o sentido

---{=

da origem para o ponto
(a's b) = (21 _]-)-
Portanto, a regiao R; € o semi-plano

determinado por 7; que fica abaixo

Fig. 16: Regido R1.a=2>0e b=-1<0. O

de 71, COMO vemos na ﬁgura ao lado, sentido de percurso em s; € de x crescente.

incluindo a propria reta 7.
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(b) Determinando a regiao R,
Para determinar a regiao R», consideremos agoraaretar,:x +y = 1.

Nestecaso,a=1>0eb =1 > 0. orp

O ponto (a,b) = (1,1) pertence a
reta s, perpendicular a ¥ que passa » R
pela origem e, como no item ante-
rior, o nimero ¢ = x + y aumenta !

conforme se avanca ao longo dareta a OX
s» seguindo o sentido da origem s
para o ponto (a,b).

Assim, as coordenadas de um ponto

pertencente a uma reta X + 3 =€ gy 17 pegiso Ry a=1>0eb=150. 0
satisfazem a desigualdade X+y = sentido de percurso em s ¢ de x crescente.

1 se, e somente se, a reta esta contida na regiao sombreada indicada na
figura ao lado. Ou seja, a regidao R, é o semi-plano determinado por 7>
que fica acima de 7», incluindo a reta r».

(c) Determinando a regiao R oy

. .~ T
Finalmente, a regido R procurada y ..I

¢ a intersecdo das regioes R e R, ...I

formada pelos pontos do plano que
pertencem ao semi-plano abaixo da
reta r; e ao semi-plano acima da 1 X

DO

reta 7», simultaneamente. A regidao
R é esbocada na Fig. 18. o

Exemplo 5 Fig. 18: Regido R = R1 N R do Exemplo 4.
Determinar e esbocar a regidao R do plano dada pelo sistema

<x-1
R - |y
X—-y>2.
Solucdo.
A regiao R é a intersecao de duas regioes R, e Ro.
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A primeira regiao, R, consiste dos pontos do plano cujas coordenadas
satisfazem a primeira desigualdade:

Ri={(x») Iyl <x-1}.
A segunda regiao R, consiste dos pontos do plano cujas coordenadas
satisfazem a segunda desigualdade:

Ro={(x,y)|x—-y>2}.
(a) Determinacao da regiao R,

v, sey=0

Comecamos lembrando que |y| =
-y, sey<O0.

Portanto, a desigualdade |y| < x — 1 equivale a duas desigualdades
condicionadas:

¢ Na condicao y = 0, temos |y| = y.

Logo a desigualdade |y| < x—1 equivalea y < x—1,ouseja,x —y > 1.
Designamos por S; o conjunto dos pontos do plano cujas coordenadas
satisfazem, simultaneamente, as desigualdades y >0 e x — y > 1:
x-y=1

S1={x,¥)ly=0 e x-y=1}, ouseja, 51:{),20_

oY)

V)

Fig. 19: Regido S; determinada pelas desigualdades x —y >1e y > 0.

¢ Na condicao y < 0, temos |y| = —y.

Logo a desigualdade |y| < x—1 equivalea —y < x—1,0u seja, x+y > 1.
Designamos por S, o conjunto dos pontos do plano cujas coordenadas
satisfazem, simultaneamente, as desigualdades y <0e x + y > 1.

x+y=1

So={x,)|y<0 e x+y=1}, ouseja, 82:{y<0_
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A\

Z
Zo—

Qv

Re

Fig. 20: Regido S» determinada pelas desigualdades x + ¥y =1 ey <O0.
Finalmente, a regiao R, consiste dos pontos que pertencem a regiao S;
ou a regiao S,. Ou seja,

Ri={x,»)lyl=x-1}=85US>.

ovk oYh

b=—1f--

Fig. 21: Regido R1 = {(x,¥)|ly| < x —1}. Fig. 22: Regidao R = {(x,y) | x —y > 2}.
(b) Determinacao da regiao R
Como a regiao R, consiste dos pontos cujas coordenadas (x, y) satisfa-
zem x — y > 2, temos que, um ponto de coordenadas (x, y) pertence a
regiao R, se, e somente se, pertence a uma reta de equacao x —y = ¢
com ¢ > 2. Portanto, a regiao R, procurada consiste dos pontos do
semi-plano que fica abaixo da reta 73, excluindo os pontos da propria
reta (Fig. 22).
(c) Determinacao da regiao R
Finalmente, um ponto pertence a regiao R se, e somente se, pertence
as regioes R, e R, simultaneamente. Isto é, R = Ry N R,. Na Fig. 23
esbocamos a regidao R. O
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oY A

Fig. 23: Regido R determinada pelas desigualdades [y| <x-1lex —y = 2.

Exemplo 6
Determine e esboce a regiao R do plano dada pelo sistema:
x?2+y?<1
R:{ x—-—y=<-1
x+vy=0.

Solucdo.
A regiao R consiste dos pontos do plano cujas coordenadas satisfazem
as trés inequacoes do sistema dado.
Logo, R = R; N R, nR3, onde
Ri = {(x,y)Ix*+y* <1},
R, = {(x,»)Ix—-y=<-1},
Rs = {(x,¥)[x+y=0}.

OYA
N
7
Ra A
<
>
1
a=1 L
71 0x
b==1f""""" :
S
Fig. 24: R é o circulo de centro na origem e raio 1. Fig. 25: R> é o semi-plano em cima da reta 7.
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(a) Determinacao da regiao R,

Os pontos do plano cujas coordenadas satisfazem a equacdo x>+ y? = ¢
formam o circulo de centro na origem e raio /c, para c > 0. Se ¢ = 0,
P = (0,0) é o unico ponto que satisfaz a equacdo x> + y? = 0.

Assim, um ponto pertence a regiao R, se, e somente se, 0 ponto é a
origem ou pertence a um circulo de raio /c < 1. Portanto, R; é o disco
de centro na origem e raio 1 (Fig. 24).

(b) Determinacao da regiao R.
Sejar; : x —y = —1. Como (a,b) = (1,-1), R, é o semi-plano acima da
reta v, incluindo a propria reta (Fig. 25).

oY A

OY,

Fig. 26: R3 é o semi-plano em cima da reta 7». Fig. 27: Regiao R = R1 N R2R3.

(c) Determinacao da regiao Rs.

Raciocinando de maneira similar aos casos ja tratados, vemos que a re-
gido R3 € o0 semi-plano acima da reta 7, : x + y = 0, incluindo a reta 7»,
pois (a,b) = (1,1) (Fig. 26).

Esboco da regiao R.
Para esbocar a regidao R sdo considerados apenas os pontos do plano
que pertencem simultaneamente as trés regioes anteriores (Fig. 27). o

Exemplo 7
Determine e faca um esboco da regiao R do plano dada pelo sistema de
inequacoes
(x-1)+y>=>4
R:i41 x+y=1
xX+y<1+2J2.
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Solucdo.

A regido R procurada é a intersecao das trés regides abaixo:

R1
Ror =
R3y =

(a) Determinacao da regiao R,

{(x,¥) | (x —1)% + y? > 4},
{x, ) Ix+y =1},
{(x,y)|x+yv<1+2/2}.

Para determinarmos a regiao R, consideremos o circulo C dado por

C:(x-1)2%+y%2=4.

Observamos que

Ce:(x—-1)?2+y?2=c?c¢c>0
¢ a equacao do circulo de centro no
ponto (1,0) e raio c.
Assim, se ¢ < 2, os pontos do cir-
culo C. estao contidos na regiao li-
mitada pelo circulo C, e se ¢ > 2, 0s
pontos do circulo C. sao exteriores
ao circulo C.

OYA

R1

—®
S
=

Fig. 28: Regido R1 = {(x,y) | (x —=1)2 + y2 > 4}.

Portanto, a regiao R, consiste dos pontos (x,y) que sao exteriores a C

ou pertencem ao proprio circulo.

(b) Determinacao das regioes R, e R3
Observe que as retas 7] e ¥», abaixo, sao paralelas:

r:x+y=1 e

oY)

Rs
b—Tk~~

Fig. 29: Regido Ro = {(x,¥) |x +y = 1}.

oYA

4y

ix+y=1+2/2

Fig. 30: Regido R3 = {(x,¥) |x+ vy <1+ 2.2}.

Como (a,b) = (1,1), o valor ¢ aumenta na equacao x + y = ¢ quando

nos movimentamos ao longo da reta s, perpendicular a 7, no sentido

da origem para o ponto (a,b).
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Portanto, a reta 7>, com valor ¢ = 1 + 2+/2 maior, fica acima da reta r;,
com valor ¢ = 1. Veja as regides R, e R3 nas figuras 29 e 30.

(c) Determinacao da regiao R

Finalmente, a regidao R procurada ¢ a intersecao das trés regioes obtidas
anteriormente e cujo esboco apresentamos na Fig. 31.

Observe que a reta v, é tangente ao circulo C, pois

C1+0-1-2V2]
é igual ao raio de C e areta r; é secante a C, pois
[1+0-1]|
a((1,0),1r1)=—=0<2.0
((1,0),71) 7

Fig. 31: Regido R = R1 nRp N R3.

3. Exercicios de revisao

1. Calcule a distancia daretax + y =2 aretax + y = 3.

2. Determine as equacoOes das retas paralelas aretar :2x +3y —-1=0
que distam /13 de 7.

3. Determine condicOes sobre os numeros a e b para que as retas 2y =
ax +b ey =2x + a sejam paralelas mas nao coincidentes.

4. Determine as equacoOes das retas tangentes ao circulo de centro C =
(1,0) eraio 2 que sejam paralelasaretax +y —1 = 0.
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Considere os pontos A = (1,1), B = (2,2), D = (4,2) e areta v que
passa pelos pontos A e D. Determine os pontos C € » de modo que
a area do triangulo ABC seja igual a 2.

. Esboce as regioes definidas pelos sistemas de inequacoes:

y <2x Yy < 2x ly] <2x
(@) (b) C
xX+y=1 XxX+y=0 x| < |y|+2

. Esboce a regiao definida pelo sistema de inequacoes:

x| =1yl <1
x>+ (y-1)?<4

. Esboce a regiao definida pelo sistema de inequacdes:

x+y+1<0
(x+12+(y-12%=9

Determine os circulos tangentes as retas 7; : 4x + 3y =1 e 1 :
3x —4y = 2, com centro sobre aretar : 2x + y = 2.
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3.1. Respostas

1.

S

2.2x+3y =14e2x + 3y = -12.
3.a=4eb #8.
4.x+y=14+2/2,x+y=1-22.

5.C=(4,2)=DouC = (-2,0).

¥ b )
/
/
y=2x y=2x /1
/
’
’
2
’
.
/
’
/
1 1 ’
.
2 .
3 .
.
’
§ 1 x 1 x
xy=l
xty=0
(@ (b)
.,
g
y=—x-1 F=x-1
N /
N .
N
N ,
g
\
/ N
k \
\
A/ !
| >
T T -
\ 1 2, X
\ i
\ /
\ ’
\ /
, N
.
.
G ~
L7 y=x+l N y=-x]
L, $

y
y=2x -
7 B x
x4y=2
o2
(0
Yk
\\
.
D) H-1)%=9
(-11)
B

'
'
i

!

x+y+1=0
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Capitulo 5

Equacoes parametricas da reta

Na Geometria Euclidiana aprendemos que por dois pontos dados
no plano passa uma unica reta, neste capitulo vamos caracterizar essa
reta por meio de duas equacoes dependentes de um parametro e por
isso chamadas equacOes paramétricas da reta.

1. Reta passando pela origem e por um ponto P

Definicao 1
Se P = (a,b) é um ponto no plano e t é um numero real, designamos

por tP o ponto do plano cujas coordenadas sao obtidas multiplicando
as coordenadas de P pelo numero t:
tP = (ta,tb).

Com essa definicao vamos descrever, em termos de um pardmetro
t € R, areta que passa pela origem e por um ponto P dado.

Proposicao 1
Seja P = (a,b) um ponto do plano diferente da origem e seja {p a reta

que passa pela origem e pelo ponto P. Entao:
{p={tP|teR}={t(a,b)|t € R}
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Prova.

De fato, se P = (0,b), com b # 0, entdo a reta fp é o eixo—OY e o
ponto tP = (t0,tb) = (0,th) pretence também ao eixo—OY para todo
t € R. Reciprocamente, todo ponto X do eixo—OY é da forma X = (0, y)

para algum y € R. Logo,
X_(O’y)_<b0’bb> b(O,b) tp,

Comt=Z

b
Se P = (a,b), coma + 0, entdo areta £p contém a origem, nao é vertical,

. 1 ~ b ~ b
tem inclinacdo m = 4 & eduacdo y = “x.

Dado t € R arbitrario, temos que o

b .
th = 4 ta, ou seja, as coordena- ; P

das do ponto i E
X = tP = t(a,b) = (ta, th) © o

Lp

satisfazem a equacao de ¥p.
Portanto, o ponto X = tP per-
tence a reta p, para todo t € R.

Fig. 1: Ponto X = tP nareta fp

. ~ b
Reciprocamente, se X = (x,y) € ¥p, entdo y = X = gb e, como

X
x="a, temos

X = (x,y) = (Za, ;‘b) = @b =%p=tp,

X
ComtzaeIR{..

Assim, se P = (a,b) é um ponto do plano diferente da origem e
X = (x,y) é um ponto pertencente a reta £p que passa pela origem e
pelo ponto P, entdo as coordenadas x e y de X satisfazem x = ta e
v = tb para algum numero real t. Dizemos entao que

x=ta FeR
y:tb’ b

sao equacdes paramétricas da reta £p. Nessas equacoes, o numero t é
chamado pardametro. Segundo a proposicao anterior, as equacoes pa-
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ramétricas de £p estabelecem uma correspondéncia biunivoca entre os
pontos da reta £p e o conjunto dos numeros reais (parametros), isto é,
a cada numero real t corresponde exatamente um ponto na reta p e
reciprocamente.

Na Fig. 2 mostramos a localizacdo do ponto X = tP na reta £p em
relacao ao parametro t. Note que, set = 0, entdao X = 0P = O;set =1,
entdo X = 1P = P;set = —1,entdao X = —1P = —P ¢é o0 simétrico de P em
¥{» em relacdo a origem; se 0 < t < 1, entdo X = tP percorre o segmento
de extremidades O e P na reta ¥p etc.

oY A £p
t>1
A I X=tP
0<t<1 i
9] @ 0X
_]3. —1<t<0
t<—1

Fig. 2: Localizacao do ponto X = tP em termos do parametro t.

Observacao 1

Se P e Q sdo pontos diferentes da origem e Q € ¥p, entdo ¥p = ;.

Isto é, a reta que passa pela origem e pelo ponto P é a mesma que a reta
que passa pela origem e pelo ponto Q. Consequentemente, as equacoes
paramétricas de ¥p e de {( caracterizam o mesmo conjunto de pontos
do plano.

De fato, como Q € fp é um ponto diferente da origem, existe um niamero

real A # 0 tal que Q = AP, equivalentemente, P = %Q. Logo,
thpegp<:>X=t%Q<:>X=SQ€€Q’C0m5:§’

e,se P =(a,b) eQ = (c,d), as equacOes paramétricas

Op : , teR b : : R 1
P{yztb < ¢ QJ|y=sd 5 € v

descrevem a mesma reta.
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Reciprocamente, se existe um namero A € R, A # 0, tal que ¢ = Aa e
d = Ab entdo as equacoes parameétricas (1) descrevem a mesma reta,
isto é, £p = {q.

Exemplo 1

Determine equacOes paramétricas para a reta £p que passa pela origem

e pelo ponto P = (2,3). O ponto Q = (-3, 1) pertence a £p? E o ponto
R = (-1,-3/2) pertence a {p?

Solucdo.
A reta £p se expressa na forma paramétrica como:

x =2t
gpl‘| , teR.

v =3t
Para o ponto Q = (-3, —1) pertencer a £p deve existir um numero t € R
-3 =2t -
tal que { _? _ 3 Da primeira equacao obtemos t = —%, mas esse

valor ndo verifica a segunda equacdo. Portanto Q ¢ {p.

Analogamente, para o ponto R = (-1, -3/2) pertencer a £p deve existir
-1=2t
-3/2 =3t
obtido na primeira equacao, satisfaz também a segunda equacdo. Por-
tanto R € ¥p. O

um numero t € R tal que { . Neste caso, ovalor t = —1/2

Proposicao 2

Dois pontos P = (a,b) e Q = (c,d) do plano, diferentes da origem, sao
colineares com a origem se, e sO se, o determinante cujas linhas sdo as
coordenadas de P e Q, respectivamente, é igual a zero, ou seja:

a b

=ad —bc = 0.
4l =4 c

Q=(C,d)€€p<:>

Prova.
(=) SeQ = (c,d) € ¥p, existe A € R tal que Q = AP:

c=Aa

G _\p = ad-bc=alb-ba=0.

(c,d) = Ala,b) = (Aa,Ab) = 5(
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(<) Suponhamos agora que ad — bc = 0.
Caso a = 0: Neste caso bc = 0, ou seja, b = 0 ou ¢ = 0. Logo:
e b = 0nao pode ocorrer, pois supomos P # (0,0).

« c=0e b#o:(o,d)=%(0,b):>5:%P.

Caso a # 0: Neste casoad —bc =0=d = b%. Logo:

Cc Cc

C C
aP = a(a,b) = <aa,ab> = (C,d) = Q

Portanto, em qualquer caso, Q € {p. m

Exemplo 2
Consideremos novamente a reta £p que passa pela origem e pelo ponto

P = (2,3) como no exemplo anterior. Determinemos, usando a Proposi-
cdo 2, se os pontos Q = (-3,—1) e R = (-1,-3/2) pertencem a ¥p.

Solucdo.
Para o ponto Q:

2 3
=2(-1)-3(-3)=-2+9=7+#0.
-3 -1
Logo, Q ¢ ¥p.
Para o ponto R:
° 3 =2(-3/2)-3(-1)=-3+3=0
-1 -3/2| B e

Logo, R € ¥p. O

Observacao 2

Se P = (a,b) é¢ um ponto do plano diferente da origem e seja

x =ta
yp.{yztb, t € R,

a reta que passa pela origem e pelo ponto P.

Vejamos como obter a equacdo cartesiana da reta p a partir das equa-
cOes parameétricas:
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(a) Se a reta ¥p é vertical, isto é, a reta é o eixo—OY, entdo a = 0 e a
equacao carteisna de €p é x = 0.

(b) Se £p» nao é vertical (a # 0), eliminamos o parametro t nas equacoes
paramétricas para obter a equacio cartesiana de €p: da primeira equacao

X . X .
obtemos t = ” e, subtituindo na segunda, y = Eb’ ou seja,

ﬁp:yzgx ou ¥Up:bx—-—ay=0
é a equacao cartesiana de £p. Em particular m = Z é a inclinacéo de ¥p.

Observacao 3

Seja Q = (b,—a) o ponto cujas coordenadas sao os coeficientes de x e
¥ na equacdo cartesiana €p : bx —ay = 0 e seja £ areta que passa pela
origem e pelo ponto Q:

x=tb
yQ.{y:_ta, t € R.

e a .
A reta £ tem inclinacdo m’ = -+ Como mm’ =

¥p e £ sdo perpendiculares (reveja a Proposicao 2 d

SHASY

_7“ = —1 as retas
Capitulo 2).

]

ovh
Observacao 4

Lp
Seja £ : ax + by = 0 uma reta nao ol e
vertical que passa pela origem. Entao, ? ! -
b # 0 e a equacao de ¥ se escreve na g | “ ox
a |
forma y = —Bx. Tomando x como !

parametro, vemos que £ se representa
pelas equacoes paramétricas:

x =1 £q
{: , teR.
y=-7t
Fig. 3: Retas perpendiculares £p e £o

SR

Outra maneira de escrever equacoes paramétricas para £: partindo
a

A X .
bX, tomamos o parametro t = —. Com isso:

da equacao y = — Y
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#:{Xth , teR.
y =-—at

Preste atencdo narelacao entre os coeficientes de t nestas equacoes
paramétricas da reta £ e nos coeficientes da equacao cartesiana de £.

Finalmente, lembre que uma reta dada se representa tanto na forma
parameétrica quanto na forma cartesiana de uma infinidade de maneiras
diferentes, porém, equivalentes.

Exemplo 3
Determine equacOes paramétricas para areta v : 3x + 2y = 0 e para a

reta v+ perpendicular a r.

Solucdo.
1 1 1
Tomando t = 3x, obtemos x = §t ey = —§3x = _Et' Obtemos as-
sim as equacoOes parameétricas:
1 r YA
x =t
v 3 1 , te R. rd
==t
y 2 2 .Q//
Entdo, v é a reta que passa pela ori-
_ (11 3 ) p
gem e pelo ponto P = (3, 2).Como 1 —
, 1 1
¥ contém Q = 6P =6 (, — ) = (2,-3),
37 2 v —2
obtemos as equacoes paramétricas: . Q
x =2t
v _ a3 t e R.
y=- Fig. 4: Retas v e r+.

Os pontos Q" = (—3,—-2) e seu simétrico Q"' = (3,2) pertencem a reta
¥+ que passa pela origem e é perpendicular a . Logo, ¥+ se escreve na
forma parameétrica como:

x =3t

rt: , teR.

vy =2t
Na Fig. 4 visualizamos a localizacao dos pontos P, Q, Q' e Q" emrelacao
asretasr ert. g
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2. Reta passando por dois pontos dados.

Sejam O = (xo, yo) € Q = (x,y) pontos no plano dados em termos
de suas coordenadas no sistema de eixos OXY. Seja o sistema de eixos
O XY com origem no ponto O e eixos paralelos e com a mesma orien-
tacdo que os eixos do sistema OXY (Fig. 5). As coordenadas (x,7) de
Q no sistema O X Y se relacionam com as coordenadas (x,y) de Q no
sistema OXY pelas relacoes de mudanca de coordenadas:

X =X — Xo ou X =X+ Xo
Y=Y-X y=y+y

Sejam agora P = (xg, o) € Q = (x1, Y1) pontos do plano.

No sistema PXY o ponto Q tem " "

coordenadas
(X1,1) = (X1 — X0, Y1 — Y0)

Y v o P

e, no sistema PX Y, areta £pq que passa
por P e Q é dada parametricamente . Q

z x
pelas equacoes:
X =Xt
#p : , teR. >
Usando as relacoes de mudanca
de coordenadas, essas equacoes para- Fig. 5: Sistemas OXY e QXY.

meétricas se escrevem, no sistema OXY,
na forma:

X —Xo=(x1 —Xxp)t
EPQZ 0 ( ! 0) , teR.
Y —=Yo=(y1—yot

Dizemos que

teR

X = Xo + (X1 — xo)t
EPQZ ,
Y=Y+ (1 — Yot

sdo equagoes paramétricas da reta £po que passa por P = (xo,)0) €
Q = (x1,y1) no sistema OXY.
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Observacao 5
Lembrando que duas retas sao paralelas quando nao se intersectam, isto

¢, quando tem inclinacoOes iguais, a reta

X = xo + (x1 — x0)t
BPQ!{ o+ (x1 —X0) teR,

Y =Yo+ (V1 —2o)t

que passa pelos pontos P = (xg, o) € Q = (x1,y1) € paralela a reta

{7;{ X = (x1 — xo)t

, T €R,
y = (-t

que passa pela origem e pelo ponto (x; — xo, V1 — Vo). Em particular, se

X1 # Xo, entao as retas ¥pg e £ ndo sdo verticais e tém inclinacdo

Y1 - 2o yo
X1 — X()

m =

Se {pp ndo é vertical, isto é, xo # x1, sua equacao cartesiana é
lpg 1y =mx + b,

onde b se determina com a implicacao x = 0 = y = b, ou seja:

0=x=x0+(x1 —x0)t = t=—x1x_0x0
= b=y - (-
_ Y1=20
= l’)—y() X1 — XO

= b =1y)—mxy,

logo,

lpg:y =mx +b =mx+ (yy— mxp) = m(x — xo) + Yo,
ou seja,

EPQ 1Y — Yo = m(x — xo),
Y1 —2Yo = . ~ .
com m = , € a equacdo cartesiana da reta nao-vertical £p
1— X0’

Exemplo 4

Determine equacOes paramétricas para a reta ¥ que passa pelos pontos

P=(-1,-2)eQ = (3,1), sua inclinacao e a equacao cartesiana.
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Solucgdo.
Como —1 # 3 areta v ndo é vertical, suas equacoes paramétricas sao:
T_[x=—1+6—w—nn
y=-2+(1—-(=-2))t
1-(-2) 3

. _ 3,
m—g,logo,r-y—(—2)—4(x (—1)).

x =4t -1
, t €R.

, t R, ouseja 7r:
y=3t-2

A inclinacao de v é m =

Portanto, 7 : y +2 = %(x +1),our:3x—4y =5 ¢éaequacao cartesiana

dET.D

Definicao 2
Dados pontos A = (a,b) e B = (¢, d) definimos

e 0 ponto A + B como sendo o ponto cujas coordenadas sao a soma das
coordenadas correspondentesde AeB: A+B=(a+c,b +d);

e 0 ponto —A como sendo o0 ponto cujas coordenadas sao os simétricos
das coordenadas de A: —A = (—a, —b).

Escrevemos B — A para designar o ponto B+ (—A): B—A = (c—a,d—Db).

Proposicao 3
Se A e B sdo pontos do plano tais que A+ B, A+ O,B+0 eC=A+B,

entao o quadrilatero OACB é um paralelogramo.

Prova.
Sejam A = (a,b),B = (c,d),C=(a+c,b+d)e

e {1 areta que passa pela origem e pelo ponto A;

e U, areta que passa pelos pontos B e C;

e {3 areta que passa pela origem e pelo ponto B;

e {4 areta que passa pelos pontos A e C.
Para verificar que o quadrilatero O ACB é um paralelogramo, basta verifi-
car que as retas ¥; e £»> sao paralelas e que as retas ¥3 e ¥4 sdo paralelas.
Se a = 0 areta ¥; é vertical (igual ao eixo—QOY). A reta
92:{ x=c+(((0+c)-o)t

y=d+((b+d)-dit

¢ também vertical.

teR i L x=¢ teRr
, , ou seja, : ,
P2 d bt
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e , b e
Se a # 0, ainclinacao dareta 1 é m; = 2 e a inclinacao da reta

X =c+at
, T €R,

0, x=c+ ((a+c)—-co)t
2 y=d+bt

, t €R, ja, o
yed+(b+d) —dyp > S ousen 2{

, , b
é, também, m», = P

Portanto, ¢; e ¥» sdo paralelas.
Analogamente se verifica que as retas f3 e £4 sdo paralelas. Portanto, o
quadrilatero OACB € um paralelogramo. m

Observacao 6
Sejam P = (x¢,»0) € Q = (x1,)1), um ponto R = (x,y) pertence a £pq

se, e sO se, suas coordenadas satisfazem as equacoes paramétricas

X =Xo+ (X1 —Xxpo)t
BPQ:{ o Xt

Yy =%+ (1 -yt ’

Ou seja, para algum t € R:

(x,¥) = (x0+ (x1—x0)t,¥0 + (V1 = Y0)l)

= (X0, Y0) + t(x1 — X0, 1 — )0).
Assim, as equacgdes paramétricas de £p se sintetizam na forma:
lpg:R=P+t(Q-P), teR.
Também podemos escrever as equacoes paramétricas da reta £pq assim:
R = (x,y) € {pq < existet € R tal que:

(x,») = (xo+ (x1—x0)t, 0+ ()1 —Y0)t)
(tXl + (1 — t)xo,ty1 + (1 — t)yo)
= (1 -1)(x0,¥0) +t(x1,)1).

Ou seja, as equacgdes paramétricas de £po também se escrevem na forma:
lpg:R=(1-1)P+tQ, teR.

Nestas expressdes paramétricas de £p, entendemos que o ponto R varia
quando o parametro t varia em R. Isto é,
lpg ={P+t(Q—-P)|teR}={(1-t)P+tQ |t € R}.
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Observacao 7

Seja  a reta dada pela equacao cartesiana ax + by = ¢, com ¢ # O.

(@) Se b =0, areta v é vertical e x = 2 = X € sua equacao cartesiana.
Como os pontos P = (x(,0) e Q = (xo, 1) pertencem a reta v, obtemos:
X = Xo

, L € R, ouseja, r:{ , L eR,

o X =Xx0+ (Xg—Xx0)t
: Yt

y=0+(1-0)t
- - . . c
sao equacoes paramétricas da reta vertical v : x = x¢ = 2

(b) Se b # 0, areta r nao é vertical, tem inclinacdo m = —%.

Tomando x = 0 e x = 1, vemos que 7 passa pelos pontos P = (O, C) e

b
c—a c
Q= (1, 3 ) Fazendo y, = E,temosP =(0,y0) e Q = (1,y9 +m).
Logo,
x=0+(1-0)t
v , teR,
Y=o+ ((yo+m)—yo)t
ou seja,
x =1
r:{ , teER,
vy =mt+ yy

sao equacoes paramétricas da reta nao-vertical v : ax + by = ¢, onde

b#0,v0 =7 =

3 ¢ a ordenada na origem e m = — Y

¢ a inclinacao de r.

Proposicao 4
Seja A € R uma constante ndo-nula e ¥ e ¥’ retas dadas parametrica-
mente pelos sistemas de equacoes:

X =X+ at X =X + Aas
{: , teR, e {: , SER.
v =y + bt Y =Y+ Abs

Entao ¥ = {'.
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Prova.
As retas € e £’ sdo paralelas, pois ambas sdo paralelas a reta

x =at

£ : <| , teR
y = bt

que passa pela origem e pelo ponto de coordenadas (a, b).

Como ¥ e £’ passam pelo ponto (xg, V), obtemos £ = £’ (por cada ponto
do plano passa uma unica reta paralela a uma reta dada). m

Exemplo 5

Determine equacoes paramétricas para areta £ :3x — 2y = 1.

Solucdo.
A reta ¥ nao é vertical e nem passa pela origem.

~ . 3
A equacdo cartesiana de £ se escreve na forma y = 5% - 1. Tomando x

como parametro, ou seja x = t, vemos que:

x=t
{: 3 , tER,

y:Et—l

sdo equacoes paramétricas para a reta £.
A reta £ pode também se expressar pelas equacoes paramétricas:

X =28
{: , SER,
y=3s-1

(tome A = 2 na Proposicao 4). o

3. Mais sobre as equacoes da reta

Definicao 3
Sejam A, B, P e Q pontos do plano tais que A # Be P # Q. Se as

retas {pg e {ap sdo paralelas dizemos que os segmentos AB e PQ sdo
paralelos e que o segmento AB é paralelo a reta £p.
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Exemplo 6
Determine equacdes paramétricas para a reta £ que passa pelo ponto

A = (1,4) e é paralela ao segmento que liga o ponto P = (5,2) com a
origem.

Solucgdo.
. , X =5t
A reta que passa pela origem e pelo ponto P é ¥p : y=2t" t € R.
, x=1+5t
Portanto, a reta procurada é £ : ,teR. g
=442t

Observacao 8
Sejam A = (x1,¥1), B = (x2,)2), P = (x],)1) e Q = (x3,);) pontos do
plano tais que A # Be P + Q.

e Se x1 = X, areta £ € vertical e s sera paralela a reta {p, se esta
ultima foér também vertical, isto é, x| = x5.

e Se x1 # X, a reta ndo-vertical {45 é paralela a reta £p; se e somente
se, ¥po for também ndo-vertical (x| # x5) e tiver inclinacdo igual a incli-
nacao da reta £45. Como as inclina¢des das retas {45 e £p; sdo, respec-
tivamente,

_ Y= e mfz.')’z_.')ﬁ

m 7 T
X2 — X1 X5 — X1

temos que as retas nao-verticais 45 e £pg sdo paralelas se, e s se,

4 7
m = 22 .')’1:3’? y,lzm’.
X2 —X1 Xy — X

ou seja, se, e SO se,

Ye—y1=m(x2—x1) e ¥;—y;=m(x;—x7).
Portanto, as retas ndo-verticais £45 e ¥py sdo paralelas se, e so se, 0s
pontos B— A = (x2 — x1,Y2 — Y1) e Q — P = (x) — x|,y — 1) sdo
colineares com a origem, isto é, se, e soO se,
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X2 —X1 Y2—D1
14 4 14 14
Xo = X1 Yo— D1

Note que se as retas 3 e ‘gpQ sao verticais, entdao as entradas na pri-
meira coluna do determinante acima sao iguais a zero e, portanto, o
determinante é igual a zero.

Sintetizamos as conclusoes da Observacao 8 da seguinte maneira:

Proposicao 5
Sejam A = (x1,»1), B = (x2,)2), P = (x],¥1), Q = (x3,¥5) pontos do

plano tais que A # B e P # Q. A reta {3 que passa pelos pontos A
e B é paralela a reta {p que passa pelos pontos P e Q se, e s6 se, 0
determinante cujas linhas sao as coordenadas dos pontos B— A e(Q — P
é igual a zero, isto €,

X2 —X1 Y2—D1

=0
14 14 4 14
Xo = X1 Yo—D

g | Upg =

Exemplo 7
Determine se a reta {43 que passa pelos pontos A = (1,-1) e B = (3,1)
¢ paralela a reta

x=2-t
{: t € R.
v =4+2t

Solucdo.
A reta £ passa pelos pontos P = (2,4) e (tomando t = 1) Q = (1,6).

ComoB-A=(3-1,1-(-1))=(2,2)eQ—-P=(1-2,6—-4) = (-1,2):
2 2

=4+2=06+0,
-1 2 7

as retas {45 e £ ndo sao paralelas. o

Exemplo 8
Determine se os pontos P = (3,-4), Q = (-1,0) e R = (—4,3) sao

colineares.
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Solucdo.

Os pontos P, Q e R sdo colineares se, e soO se, 0s segmentos PQ e PR sao

paralelos (ou seja, as retas ¥pq e £pr sdo coincidentes). Como
Q—-P=(-1-3,0-(-4)) =(-4,4),
R-P=(-4-3,3-(-4)) =(-7,7)

-4

€l_7 7

= 0, concluimos que os pontos P, Q e R sao colineares.

Outra solucdo: como as inclinacoes mpq e mpg das retas £pg e {pg sdo:

0- (-4 4 3-(-4 /
meq = —1(—3):—71:_1 € mPR:%—;:T?:_l'

0s pontos sdo colineares.

Da Proposicao 5 obtemos um critério pratico para determinar quando
trés pontos dados sao colineares:

Proposicao 6
Os pontos P = (x1,y1), Q = (x2,Y2) e R = (x3,Y3) sdo colineares se, e
SO se,
X1 X2 X3
Y1 Y2 y3| =0.
1 1 1
Em particular, a equacado cartesiana da reta que passa por P e Q é:
X1 X2 X

yi 2 y|=0.
1 1 1

Prova.
Com efeito, da Proposicdao 5 temos que P, Q e R sdo colineares se, e
so se {pq || pr (na verdade, as retas sdo coincidentes), isto &, se, e s0 se:

X2 —X1 Y2—D1
X3—X1 Y3—D1
= X2)Y3— XeY1— X1Y3+ X111 — YeX3 + YVoXy + YVi1X3 — ViXy

= x1)2l+xy31+x3)21 —x3)21—x131 —x201 1
que é exatamente o desenvolvimento do determinante do enunciado. m

0

=(x2—x1) (3 —x1) — ()2 — y1)(x3 — x1)
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Exemplo 9
Determine a equacao cartesiana da reta £ que passa por A = (1,-2) e
B = (3,-4).

Solucdo.

Temos que:
1 3 x
-2 -4 y|l=—-4+3y-2x+4x -y +06=2x+2y + 2.
1 1 1

Pela Proposicdo 6, a equacdo procurada é £ : 2x + 2y + 2 = 0. Isto é,
{:x+y+1=0.Q0

Observacao 9

Os pontos P’ = (-b,a) e P’ = —P = (b, —a) pertencem a reta perpen-
dicular a reta que passa pela origem e pelo ponto P = (a,b) (reveja a
Secao 3, Capitulo 1).

Assim, dados P = (a,b) e Q = (c,d), a reta ¥ que passa pelo ponto Q
e é normal, ou seja, perpendicular, ao segmento OP é dada parametrica-
mente pelas equacoes:

1x=c—bt
L - , I €R,
v =d+ at

ou, equivalentemente,

1x=c+bt
{: , t ER.
v =d-—at

Multiplicando a primeira equacdo por a, a segunda por b e somando,
obtemos a equacao cartesiana
{:ax +by =D,

onde D = ac + bd, também chamada equacdo normal da reta € que
passa pelo ponto Q = (c,d) e é perpendicular ao segmento OP, com
P =(a,b).

Na equacdo normal da reta £ observe que os coeficientes a e b de x
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e y, respectivamente, sao as coordenadas do ponto P = (a,b) tal que
OP 1 ¥, e que o valor de D é determinado conhecendo as coordenadas
do ponto Q € 4.

Exemplo 10
Determinar a equacao cartesiana da reta » que passa por A = (2,3) e é

normal ao segmento OP, onde P = (1,2).

Solucdo. 3‘
Como OP L v,temosvr :x +2y = c. S A
Sendo que A = (2,3) € r, obtemos oL/
c=2-1+3-2=2+6=8. . <
Portanto, a equacao procurada é 7 : 1 2 Ox
x+2y=8.10

Fig. 6: Exemplo 10.
Exemplo 11

Determinar a equacao cartesiana da reta * que passa por B = (2,3) e é

paralela ao segmento OP, onde P = (1,2).

Solucdo. oY

Conhecer um ponto de v e um segmento pa-
ralelo a reta equivale a dar as equacoes para-

ol ---
xX=2+t :
T ;o teR. )

v =3+2t :

meétricas

Como OP || v, com P = (1,2), temos

OP” 1L r,comP” =(2,-1) )
Portanto, v : 2x — y = c. Fig. 7: Exemplo 11.
JaqueB = (2,3) € r,obtemos: c =2-2-3 = 1.
Logor:2x -y =1. o

Exemplo 12

X=2-5
Determine a equacao cartesiana da reta £ : ;s e R.
y=1+3s
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93

Solucdo.
Das equacoes paramétricas vemos que £ é pa-
ralela ao segmento OP,onde P = (—1,3) e que
Q=(2,1) €.
Se P’ = (3,1), o segmento OP’ é perpendicular
ao segmento OP e, portanto, normal a .
Logo a equacao cartesiana de £ é:
£:3x+y =c.
ComoQ = (2,1) € ¥, obtemos: ¢ = 3-2+1 = 7.
Portanto, a equacao cartesiana de £ é
{:3x+y=7.0

Exemplo 13

Fig. 8: Exemplo 12.

Determine equacoes paramétricas para aretav :4x + 3y = 12.

Solucdo.

Precisamos determinar um segmento OP paralelo a ¥ e um ponto de

r. Da equacao cartesiana, temos que, se P’ = (4, 3):

OP 1. r = OP | r,
onde P = (3, —4).
Para determinar um ponto de 7, tomamos
x = 0 na equacao cartesiana de * e calcula-
mos o valor correspondente de y:
x=0 = 4-0+3y=12
= 3y=12= 1y =4.

@)

1
h

3

Portanto, Q = (0,4) € v e obtemos as equa-
coes parameétricas:

x =3t
v ; teR.
y=4-4t O

Fig. 9: Exemplo 13.
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4. Bissetrizes de duas retas concorrentes

Definicao 4 i 0
A reta s €¢ uma bissetriz das retas v e v’ T
no plano quando os angulos entre v e s e o - . P
entre v’ e s sao iguais (Fig. 10). o &

7’
Proposicao 7 o

Se s e s’ sdo as bissetrizes das retas con-
Fig. 10: Bissetrizes s e s” dasretas v e +'.

correntes v e r’, entao

sus' ={P|d(P,r) =d(P,r')}

Prova.

(=) Seja s uma bissetriz das retas v e ¥’ que se cortam no ponto O.
Seja P € s um ponto arbitrario. A reta perpendicular a ¥ que passa por
P intersecta ¥ no ponto Q e a reta perpendicular a ¥’ que passa por P
intersecta v’ no ponto Q' (Fig. 10).

Consideremos os triangulos retangulos APQO e APQ’O.

Sendo s bissetriz de v e ', os angulos POQ e POQ’ tém a mesma me-
dida e, como os angulos PQO e PQ’O sao retos, concluimos que o0s

angulos O/P\Q e O/P\Q’ tém a mesma medida.

Portanto, os triangulos APQO e APQ’'O sdao congruentes, pois tém o
lado OP em comum.

Em particular, as medidas d(P,r) = |[PQ| e d(P,r’) = |PQ’| sao iguais.
Como P € s foi escolhido arbitrariamente, concluimos que os pontos de
s sdo equidistantes de r e v’

(<) Reciprocamente, vejamos que se P é um ponto equiidistante de r e
¥, entdo a reta s que passa pelos pontos O e P é uma bissetriz de » e v’.
Usando ainda a figura 10, a nossa hipotese equivale a |[PQ| = |PQ’|.
Como os triangulos APQO e APQ’O tém o lado OP em comum, obte-
mos, pelo Teorema de Pitagoras, que os lados OQ e OQ’ tém a mesma
medida e, portanto, os triangulos retangulos AOPQ e AOPQ’ sao con-
gruentes.
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~ = - = ~ - - ’
Logo os angulos QOP e Q’OP tém a mesma medida e, assim, a reta s é
bissetrizder ev’. m

Equacoes das bissetrizes de duas retas concorrentes
Pela Proposicao 7, as bissetrizes s e s’ de duas retas concorrentes
r:ax+by=c e r:ax+by=c
sao caracterizadas da seguinte maneira:

P=(x,y)esus < d(P,r)=d(P,7r")
lax + by —c| la'x+b'y—c'|

Vaz+ b2 Janz+ w2

Ou seja:

P=(x,y)esus e XFby-c_ axtby-c

va? + b? _«/(a’)2+(b’)2 )

Tomando nessa identidade o sinal positivo, obtemos a equacao de
uma das bissetrizes e, tomando o sinal negativo, obtemos a equacao da

outra bissetriz.

Exemplo 14

Determinar as bissetrizes dasretas v : 2x + y =1er' :3x +2y = 2.

Solucdo.
Sejam s e s’ as bissetrizes de r e v'.
Entao:

2x+y -1 3x+2y -2

I+

P=(x,y)esus <

V22412 32422
2x+y -1 _+3x+2y—2
V5 T V13

- 2x+y—1=i1/1—53(3x+2y—2).

Assim,
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s:2x+y—1=1/1%(3x+2y—2)
’ 5
s :2x+y—1=—1/1—3(3x+2y—2),

[o_3 |2 o (2 )10 |2
5.(2 3 13)x+(1 2 13))/—1 2 13
. |5 > _ >
s.(2+3 13)x+(1+2 13)y—l+2 13

sao as equacoes das bissetrizes procuradas. g

s’ oYk
\\\”
,rl

ou seja,

<

Fig. 11: Exemplo 14.

Bissetriz de um angulo

Definicao 5
Sejam O, P e Q pontos nao-coli-

neares do plano e seja ¥ uma reta
passando pelo ponto O. A reta r

bissecta o angulo P/O\Q se, dado um
ponto R € r, R # O, as medidas

~ — = - = ~ - -
dos angulos POR e QOR sao iguais. Fig. 12: Bissectando o angulo POQ.
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Como determinar a bissetriz do dngulo P/O?Q?

Sejam O, P e Q pontos nao-colineares e consideremos um sistema
ortogonal de coordenadas com origem no ponto O.

Sejam p = d(O,P) = |OP| e g = d(0,Q) = |0Q|. Se P’ = qP e
Q' = pQ, os segmentos OP’ c ¥p e 0Q’ C ¥ sdo congruentes. De fato,
se P = (xo0,)0) € Q = (x1,»1), temos:

|OP'| = d(0,P) = d(0,qP) =/(ax0)? + (4)0)?

= lalx§+ ¥ =qd(O,P) =qp,

Analogamente, verificamos que |0Q’| = pq.

Se R =P +Q = (gqxo + px1,qYo + py1) entao o quadrilatero
OP’'RQ’ é um losango, pois os segmentos OP" e OQ’ sao congruentes.
Assim, o segmento OR, que é uma diagonal do losango OP'RQ’, bissecta

o angulo P’/Oa’ = ﬁz Portanto, a reta v que passa pelos pontos O e

R bissecta o angulo ﬁ)?z
oyl

|
Exemplo 15
Sejam A = (1,-1), B = (1,1) e r
C = (2,1). Determine a reta r 1 B{ /C
que bissecta o angulo BAC. 5 1 5 >
Solucgdo. — b
Sejam P = B-A = (0,2) eQ =

C-A=(1,2). Temosp = |OP| =
2eq=10Q]| = \/g Fig. 13: Reta r bissectando o angulo POQ.
Pelo visto acima, a reta ¥’ que passa pela origem e pelo ponto R dado
por:

R=qP+pQ=45(0,2)+2(1,2) = (2,2 (2+5)) = (2,4 + 2V5)
¢ paralela a reta » que bissecta o angulo BAC.
Finalmente, como

v’ x =2t teR
| y=@+2V5t " ’
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temos que:

x=1+2t e R
r: , :
y=-1+4+2/5t

¢ a equacao da bissetriz procurada. o

5. Exercicios de revisao

1. Dé as equacOes paramétricas e faca um esboco da reta que passa pelo
ponto A e é paralela ao segmento OB, onde:

@A=(1,2)eB=(-1,-2).
(b) A=(0,-1)eB=(2,3).

2. Dé as equacoOes parameétricas das retas determinadas por A e B, onde
@A=(1,3)eB=(2,-1).
(b) A= (5,4) e B=(0,3).

3. Determine as equacoes paramétricas das seguintes retas:

(@ 2x -5y =3.
(b) x -3y =0.
() x = 4.

4. Dadas as equacOes paramétricas, dizer quais delas representam a
mesma reta.

x=3t+1

@7 : ‘'t €R.
y=-2t+2
X =-6t-2

(b) 1, : ;e R.
y=4t+4
x=-3t+2

(©) r3: t € R.
y =2t
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. Determine as equacoOes cartesianas das seguintes retas:

X=t+5

(@7r:- it eR.
vy =2t+4
x=2t-1

(b) 7 : - it eR.
y=-t+1
x=1-t

(o) r: it €R.
y =3t

. Verifique se as retas dadas em cada item sdao ou nao paralelas:

-

x=2t—-1
(@ 7r:- ;teRes:3x+y=1.
y=1-1t
x=2t-1
(b) v : A ;teRes:x+y=0.
y=-t+1
x =2t ]
. Suponha que areta 7 : , ste R, tangencia o circulo C de
y=3t—§

centro no ponto (2, 3).

(a) Calcule o raio do circulo C.

(b) Calcule o ponto de tangéncia da reta ¥ com o circulo C.

(c) Determine a outra reta tangente ao circulo C e paralela a reta v.

. Para que valores de m € R os pontos A = (m,1), B = (2,m) e a
origem sdo colineares.

. Determine A € R de modo que o ponto (1,A) esteja na reta
x=t-1

T ;teR.
y=t+2
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10.

11.

12.

13.

x =3t
Calcule a distancia do ponto (3,5) areta 7 : ; t € R.
y=1-2t
x=2t-1 )
Suponha que aretar : ; t € R seja tangente ao circulo C
y=1-t

centrado no ponto (3,1). Calcule o raio de C e o ponto de tangéncia.

Determine as equacOes parameétricas e cartesiana da reta s que passa
pelo ponto P e é perpendicular a reta v, onde:

x =2t
(@7r: iteReP=(1,3).
y=1-2t

b)r:2x -5y =3eP=(1,2).

Determine, em cada item, a intersecao das retas dadas:

@7r:4x+y=4es:3x -2y =5.

x=t+2
b)r:2x+6y+2es: it eR.
y=-3t+1
x =3t+2 X=-t-5
©r: teRes: it eR.
vy =2t-4 y=2t+1
x=t-1
dr:x-2y=0,s:y=4xel: ;t €R.
y=2-2t

er:2x+y=1,s:3x+4y=2el:y—-5x=5.

x=t-2
®r:x=2t+1, y = 2-3t s : , st eRe
y=1—§t
x=t-1
L 't € R.
y =4t +2
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14.

15.

16.

17.

Determine as equacOes paramétricas das retas tangentes ao circulo
C:(x—-1)>+(y+1)? =5 que sdo perpendiculares a7 : x —2y = —9.
Considere as retas
x =2t
r:d4x-y=0, m:d4x-y=1, e 1r3: ;. teR.
y=-t
(a) Determine o conjunto dos pontos equidistantes de 7, e 7.
(b) Determine a equacao do circulo de centro num ponto da reta r3
que é tangente as retas 7, e 1.
Seja AABC um triangulo retangulo em B de area 5 tal que AB C 7} e
x=2t-1 )
ACCr,onder :x+y=2er: ; t € R. Determine
y =3t-2
os vértices A, B e C.
Considere as retas
rn:ix+2y=2, mn:2x+y=4 e s:2x+3y =06.
(a) Determine o conjunto dos pontos equidistantes das retas 7 e 1»

(b) Determine os pontos que distam /13 da reta s.

(c) Determine as equacoOes dos circulos de raio /13 que sao tangentes
areta s, cujos centros equidistam das retas r; e 7.
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5.1. Respostas

x=t x =2t
1. (@) r: ;teR. (b)r: teR.
y =2t y=3t-1
x=t+2 x =5t
2.(@7r: ;teR. (b)r: teR.
y=—-4t-1 y=t+3

y =2t = =

x:5t+% x =3t x=4
3.(@7r: ;teR.(b)r: . ;teR. (0)r: ;teR.

4.1 =1r2er] || r3 (com 1] # 13).
5@2x -y =6.b)x+2y=1.(0)3x+y=3.

6. (a) Nao sao paralelas. (b) Sao paralelas.

7.@1/v13. ) (3.3%). ©3x -2y = -1

11. O raio é % e (%, —%) é o ponto de tangéncia.
12. @y —x =2.(b) 5x +2y =9.

13.@ (B, -5)-0(3.-3). © (-8 -2). @ ©,0. @rnt = {(-2,%)], masrnsnt = .

11
Hrns= {(?,—%)},masrmsr\#:@.

x =1 x=t
14. 11 : ;teER e 1o s teR
y=-2t+6 y=-2t-4

15. (@) O conjunto dos pontos equidistantes de 77 e 72 é a reta s paralela a 77 e ¥ dada por s :

_ sc— (L _L 5 ; ; 1)2 1y _ 1
8x -2y =1. (b)OcentroCesﬂrgeC—(9,—18)eaequacaodocu"culoe(x—9) +(y+18) = 53"

16. Ha dois triangulos, um com vértices A = (1,1), B = (0,2) e C = (5,7); outro com vértices
A=(1,1),B=(2,0)eC =(-3,-5).

17. (a) O conjunto é formado pelasretas By : x—7y = 2e B> : x+ 7 = 2, que sao as bissetrizes das

retas ¥1 e 12. (b) O conjunto é formado pelas retas paralelas s; : 2x+3y =19e s» : 2x+3y = —-7. (c) Os

2 2
circulos sao: C1 : (x=5)2+(y-3)2 =13,C : (x+ %) +(y + %1) =13,C3: (x+13)2+(y—-15)2 =13

eCq:(x—13)2+(y+11)2=13.
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Capitulo 6

Retas, circulos e regioes: exemplos
de revisao

Neste Capitulo vamos rever diversas questOes geomeétricas atraves
de exemplos envolvendo todos 0s conceitos e técnicas introduzidos até
agora, muitas dessas questoes ja foram postas como exercicios de revi-
sao.

Exemplo 1
Dado o ponto A = (0,3) easretasv : x+y =-les:x -2y = =5,
encontre:

(a) As coordenadas dos pontos C € s cuja distancia a  é /2.

(b) Ache as coordenadas do ponto A’ simétrico de A em relacao a reta r.

Solucdo.
(a) Da equacao da reta s, vemos que um ponto C pertence a reta s se, e
sO se, C = (2y —5,y) para algum y € R.

Entao,
2y =5) +y + 1|
ac =2 =2
(C,r) =2 <= s V2
3y —4=2 y=2
—= |3y —-4|=2< 4 ou — 4 5
3y —4=-2 y=§
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Fig. 1: Retas v e s e pontos C1 e C».
Para y; = 2, calculamos x; = 2y; — 5 = 2(2) — 5 = —1, e obtemos o
ponto C; = (—1,2) € s.

Para y, = %, calculamos x, = 2y, -5 = 2 - % -5 =
obtemos C, = (—131, é) € s.

(b) Seja ¥ a reta perpendicular a
¥ que passa por A. O ponto A’
simétrico de A em relacao a r é
o ponto da reta ¥, distinto de A,
tal que d(A',v) = d(A,r).

Seja P = (1,1). Como v 1L OP,
temos que £ || OP.

Logo, se P’ = (—1,1), temos que

£ 1 OP’ e a equacdo de ¥ é da Fig. 2: Ponto A’ simétrico de A em relacio a .

forma ¢ : —x + y = ¢, onde ¢ se determina sabendo que A = (0,3) € ¥:
-0+3=c=c=3="¥:-x+y=3.

Seja M o ponto de intersecdo das retas £ e r. Entdo M é o ponto médio

do segmento AA’. Para determinar M resolvemos o sistema formado

pelas equacoes de £ e 7:

-x+y=3
Emr:{ Y :
xX+y=-1

Somando as equacdes, obtemos 2y = 2, ou seja, vy = 1 e, substituindo
esse valor na segunda equacao, obtemos x = —2. Portanto, M = (-2, 1).

Sendo M = %(A + A’), concluimos que
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A'=2M-A=2(-2,1)-(0,3) =(-4,2) - (0,3) = (-4,-1).

Exemplo 2

Seja C o circulo de centro no ponto de intersecao das retas

x=t+3

it eR,
y=-t+1

r:x+2y=1 e rz:Jl

que é tangente aretav : x + 2y = 2.

Determine a equacao de C e o ponto de tangéncia da reta r com C.

Solucgdo.
Seja P o ponto da intersecao de »; com 7. Entao P = (t +3, -t + 1) € 1o,
para algumt € R, e, como P € 7y, temos que:
(t+3)+2(-t+1)=1= -t+5=1=t=4= P = (7,-3),
€ o centro de C.
Como 7 é tangente a C, o raio de C é
l7+2(-3)-2] 1

R=d(P,r) —.
( V12 4+ 22 V5
Portanto, a equacao de C é
C:(x—7)2+(y+3)2=%.

O ponto de tangéncia de ¥ com C ¢é o ponto de intersecao de » com a
reta £ que passa pelo centro P e é perpendicular a r.
Sejam P = (1,2) e P’ = (-2,1). Como * L OP, temos que ¥ || OP e,
portanto, £ L OP’.
Assim, £ : —2x + y = ¢, onde o valor de ¢ é determinado sabendo que
P = (7,-3) € ¥, ou seja,

c=-2(7)—-3=-14-3=-17.
Logo,

{:-2x+y=-17.

O ponto Q de tangéncia é o ponto da intersecao £ Nnr. Para determina-lo,
devemos resolver o sistema que consiste das equacoes de £ e de 7:
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—2x+y=-17
{nr: Y
X +2y=2.
Multiplicando a segunda equacao por

2 e somando a primeira, obtemos 5y =

—13, ou seja, ¥y = —%. Substituindo

esse valor na segunda equacao, temos:
x=2—2(—13) _p4 20 _36

-3

5 5 5 Fig. 3: Ponto Q de tangéncia de v com C.
. , 1

Portanto, o ponto Q de tangéncia entre v e C € Q = (356 —53>
Exemplo 3
Faca um esboco detalhado da regiao R do plano dada pelo sistema de
inequacoes:

x<y+1

R:qy x=-y

x?+ 2> 1.

Solucdo.

A regido R ¢ a intersecao das regioes:

Ri:x<y+1, Ro:ix=-y

Determinando a regiao R,

Aregido R consiste dos pontos (x, y)
taisque x <y + 1, 0u seja, x —y < 1.
Consideremos a reta 7] : x —y = 1
perpendicular ao segmento OP, onde
P =(1,-1). Como as coordenadas do
ponto P nao satisfazem x < y + 1, a
regiao R, € o semi-plano determinado
pela reta r; que nao contém o ponto P
como se ilustra na figura 4.

a2 21
e Ry:x“+y<>5.

oY

R

-

Fig. 4: Regido R.
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Determinando a regidao R,

A regiao R, consiste dos pontos (x, V)
tais que x > —y, ou seja, x +y > 0.

Aretar, : x +y = 0 é perpendicu-
lar ao segmento OP, onde P = (1,1).
Como as coordenadas de P satisfazem

X = -y, aregiao R, é o semi-plano

determinado pela reta r» que contém
o ponto P como indicado na figura 5.

Fig. 5: Regidao R».

. . oY
Determinando a regiao R; A
A equacio C: x2 + y2 = L representa Rs
quac : y 5 Iep

0 circulo de centro na origem e raio

1 ’, \l
—. Para um ponto (x, estar na re- t S >
7 p (x, ) e 0X
gido R3, 0 quadrado da sua distancia a N

. . 1 .

origem deve ser maior que > ou seja,

deve estar na regiao exterior ao circulo

C, que mostramos na figura 6. Fig. 6: Regido R3.

Para esbocarmos corretamente a regiao R devemos determinar a inter-

secao de r; com 77»:

> = 1
y 2 -

x-y=1 1
riINy: =2x=1=x==
x+vy=0 2

. . 1 1
Assim, as retas se intersectam no ponto de coordenadas (2, —2>, que
) C(1)? 12 1011
pertence ao circulo C, pois (=] + (- =

2 2) TatiT
Além disso, observe que a reta r; € tangente ao circulo C, pois
d(0,0),r) = 12=9=1 _ 1 _p

J1z4(cnz V2

Na figura 7, mostramos a regido R = R1 N Ry N R3 O
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Fig. 7: Regido R, Exemplo 3.

Exemplo 4
Determine os pontos C e B de modo que a projecao ortogonal do seg-

mento AB sobre a reta v : x + 3y = 6 seja o segmento CD, onde
A=(1,1), D = (3,1) e AB ¢ um segmento contido numa reta paralela
ao segmento OP,onde P = (2,1).

Solucdo.
Primeiramente determinemos a reta £ que contém os pontos A e B.
Seja P’ = (—1,2). Como o segmento AB é paralelo ao segmento OP,
temos que os segmentos AB e OP’ sao perpendiculares.
Assim, ¥ : —x + 2y = c e, sendo que A € £, obtemos: ¢ = -1 + 2(1) = 1.
Logo¥:—x+2y =1.
Seja agora 7; a reta perpendicular a » que passa por D = (3,1).
Sejam Q = (1,3) e Q" = (-3,1), sendo » L OQ, temos r; || OQ e
1 L OQ' e, portanto, a equacao de 7, tem a forma: 7, : -3x + y = c.
Como D = (3,1) € r;, obtemos: ¢ = —3(3) + 1 = —8.
Assim, 7, : —3x + y = —8.
Para determinarmos o ponto B (r;n¥ = {B}), devemos resolver o sistema
formado pelas equacoes de 7 e £:
-3x+y=-8 -3x+y=-8
= = -5y = —-11
-x+2y =1 3x -6y =-3
22 17

= y=%:x=2y—1=?—1=?.
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Logo B = (17 11).

5’5

O ponto C procurado, além de
pertencer a reta v, deve per-
tencer a reta 7, perpendicular ox

a 7 que passa por A. =7 / T /3 o —
TQ T.l

Como 1 || 72, a equacao de 1»
deve ser da forma

Fig. 8: Projecao CD do segmento AB sobre 7.
ro:-3x+y=c

ondec =-3(1)+1=-2,pois A= (1,1) € 1.
Logor,: -3x+y=-2e{Cl=rNn7r:

-3x+y=-2 -3x+y=-2
= = 10y =16
X+3y=6 3x +9y =18
8 24 6
= y—§:>X—6—3y—6—?—5.

Portanto, C = (g, g) € 0 outro ponto procurado. O

Exemplo 5
Seja P o paralelogramo ABDC cujas diagonais estao sobre as retas

x=t+1 x=-25s+1
7 ;teR e o : ; s € R,
y=—-t+1 V=542

e seja P = (2,1). Sabendo que A = (1,1) e que AB C 7, onde » é uma
reta paralela ao segmento OP, determine os vértices B, C e D de P.

Solucdo.
Sabemos que num paralelogramo as diagonais cortam-se num ponto M,
que é ponto médio de ambas. Em nosso caso, {M} = 7 N r»:
t+1=-2s+1 t+2s=0
riNry: = = 5 =1.
-t+1=5+2 -t-s=1

LogoM = (-2-1+1,1+2) =(—1,3) é o ponto médio das diagonais AD
e BC. Em particular,
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M 5 2M = A+ D
= D=2M-A=(-2,6)—-(1,1) =(-3,5).
Como A e D pertencem areta r; (t = 0 e t = —4, respectivamente), 0s

pontos B e C pertencem a reta 7». Além disso, {B} = v N 1.

OYR

Fig. 9: Paralelogramo 7 = ABDC, Exemplo 5.
Determinemos a reta r.
Sabemos que r passa por A e é paralela ao segmento OP, com P = (2,1).
Logo, se P’ = (—1,2), temos v L OP’ e, portanto, v : —x + 2y = C.
Sendo que A = (1,1) € v, obtemos: ¢ = -1 + 2(1) = 1.
Assim, 7 : —x + 2y = 1.

Determinemos agora o vértice B.
ComoBerniy, B=(-2s+1,s+2),paraalgum s, e
—(-25s+1)+2(s+2)=1 = 2s—-1+2s+4=1

= 4s5=-2=5=—-=

2’
1 1 3
LOgOB— <—2 (—2) +]_,—2+2) = (2,2>

Finalmente, para determinar C, usamos de novo o ponto médio:
B+C 3 9

5 :>C—2M—B—(—2,6)—(2,2>—<—4,2>,
concluindo assim a determinacao dos vértices de 2 (Fig. 9). o

M =

Exemplo 6
Ache a equacao do circulo C circunscrito ao triangulo de vértices
A=(7,3),B=(1,9)eC=(5,7).
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Solucdo.
O centro D do circulo C circunscrito ao triangulo AABC é o ponto de
intersecao das mediatrizes dos lados desse triangulo. Além disso, como
A/B,Ce(C,oraioR de Cé

R=d(A,D)=d(B,D) =d(C,D).
Para determinar o ponto D, basta achar e intersectar duas mediatrizes.
Ja vimos que a mediatriz do segmento AB, ou seja, 0 conjunto

map = {P|d(P,A) =d(P,B)}

¢ areta perpendicular ao segmento AB que passa pelo ponto médio M p
desse segmento.

Como My = 5((7,3) +(1,9)) = (8,12) = (4,6) e ¥ L AB, com B~ A =
(—6,6) se, e somente se, ¥ L OQ, com Q = (—1,1), a reta mp tem
equacao:

Map:—X+ Y =C.
Sendo Mg = (4,6) € mup, obtemos ¢ = —4 + 6 = 2 e, portanto,

Mpap: —X +y = 2.

ovh

o~ 00

b

Fig. 10: Exemplo 6.
Determinemos a mediatriz mpc do segmento BC, isto é, a reta perpen-
dicular ao segmento BC que passa pelo seu ponto médio Mp(:

Myc = 2((1,9) + (5,7)) = 3(6,16) = (3,8).
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ComoC—-B = (4,-2)empc L BC = m L OT,comT = (2,-1),
a equacao da mediatriz mpc € da forma mpc : 2x — y = ¢, onde c é
calculado sabendo que Mpc € mpc, ou seja, ¢ = 2(3) — 8 = —2 e, temos:
Mpc:2xXx —y = —2.
Para determinar D, devemos resolver o sistema formado pelas equacoes
de m p e mpc:
{ -X+y=2
S (—x+2x)+(y-y)=2-2=x=0.
2x -y =-2
Logo v =2 + x = 2 e, portanto, D = (0,2) é o centro de C.
Além disso, R = d(D,A) = J(0-7)2+(2-3)2 = /49+1 = /50, é 0
raio de C. Finalmente,

C:(x—02+ (v -2)2=(450)%,

ou seja, a equacao de C é:
C:x%+(y—-2)°=50.

O
Exemplo 7
Considere as retas
r:4x -y =0, m:idx-y=1 e 1/3:{;22_tt; t € R.

(a) Determine o conjunto dos pontos equidistantes de 77 e 7.

(b) Determine o circulo C com centro em 73 e tangente as retas r; e 7».

Solucdo.
(@) Temos que: P = (x,y) equidistade r; e r» < d(P,r;) = d(P,1?)

= AP = Gy T @

= [4dx-y|l=4x-y -1l =4x -y =xdx -y —-1)

dx -y =4x -y -1 0=-1
— ou — ou
dx -y =—-4x+y +1 8x -2y =1

Sendo a primeira dessas alternativas impossivel, a segunda deve aconte-
cer. Isto é,
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P = (x,y) equidista de 7, e 1

= 8x—2y:1(:>4x—y=%.

Portanto, o conjunto dos pontos equidistan-
tes das retas paralelas v, e 7, € a reta, para-

lela a ambas, que tem por equacao:

s 4x — y = % . Fig. 11: Esquema do Exemplo 7.

(b) Seja C o centro do circulo C.

Como C deve ser tangente a ¥; e a 72, o centro C deve ser equidistante
de 7 e r,. Entao, pelo resultado do item (a), C € s.

Além disso, por hipotese, C € r3. Portanto, {C} = s N 73.

Como C € 73, devemos ter C = (2t,—t), paraalgumt € R, e como C € s,

as coordenadas x = 2t e y = —t de C, devem satisfazer a equacao de s:

C=(2t,—t)63@4(20_(_”:%@%:1(:” 1

2 T 18
2 1 1 1
LOgO C = (18, _18) = <9, _18>

Para determinar o circulo C devemos calcular, também, o seu raio R.
Sendo 7, e 1, retas tangentes a C, temos que R = d(C,7r,) = d(C,1»).
Assim,

Roaic,m < - Cwl 5
U T ey (—n2 V17 217

Portanto, a equacao de C é:
exled) o) - (ah) -
' 9 Y*18) T \eviz) Tes' o

Exemplo 8
(a) Mostre que as retas
rix—-y=2 e mn:x+y=2
sdo tangentes ao circulo C : x? + y? = 2, e determine os pontos de
tangéncia.

(b) Usando o item (a), faca um esboco detalhado da regidao R do plano
dado pelo seguinte sistema de inequacoes:
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x2+y2<4
X2+ % =2
X+ |yl =2
x=1.

Solucdo.

(a) Sabemos que uma reta * é tangente a um circulo C quando a dis-
tancia do centro de C a v é igual ao raio de C.

Temos que C : x? + y? = 2 é o circulo de centro na origem C = (0,0) e
raio R = /2. Para mostrar que as retas r; e r» sdo tangentes a C devemos
verificar que d(C, 1) = d(C,12) = /2.

Com efeito,
0-0-2 2 ,
d(Cﬁ)ZJﬁzﬁz 2=R = 1 étangentea C.
_10+0-2| 2 _ B ,
d(C,1) = ST 2=R = 1, étangentea C.

Lembre que o ponto de tangéncia de uma reta + com um circulo C de
centro C é a intersecao da reta ¥ com a sua perpendicular que passa pelo
centro C.
Assim, para determinar os pontos de tangéncia de 7, e 1, respectiva-
mente, com C, devemos achar as retas s; e sy, tais que,

s1L1r, e Ce€sy; SS1Lr, e CeEsy.
Os pontos de tangéncia procurados sao os pontos das intersecoes s; N
e So N 1o.
Determinando s; e o ponto de tangéncia »; N C:
Sejam P = (1,-1) e P = (1,1). Como 77 L OP, temos que s; || OP e,
portanto, s; L OP’. Logo, a equacao de s; é da forma x + y = ¢, onde
c=0+0=0,pois (0,0) € s;.
Portanto, s; : x + y = 0.
Para achar o ponto P; tal que {P;} = 1 n C = r; N s, devemos resolver
o sistema formado pelas equacoes de 7; e sy:

X—-y=2
= (X+x)+(-y+y)=2+0=2x=2
x+y=0

= xXxX=1=y=-x=-1.
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Portanto, P; = (1,-1).

Determinando s, e o ponto de tangéncia 7> N C:

Como 7, L (1,1), temos s» || (1,1) e, portanto, s, L (1,—1).

Assim, a equacaode s, é x — y =c,onde c = 0+ 0 = 0, pois (0,0) € s,.
Ou seja, s : x —y = 0.

Para achar o ponto P, tal que {P>} = » N C = 1> N $», resolvemos o
sistema formado pelas equacoes de 1 e s,:

X+y=2 _ _
{x—yzo = (X+x)+(y-y)=2+0=2x=2
= x=1=y=x=1.

Portanto, P> = (1,1).

(b) Observe que R = R1 N Ry N R3 N Ry, onde:
Ri:x>+y?<4,
Ro:x>+y2=>2,
Ry:x+|y|l=2,
Ry:x = 1.

oY,

2

// ”

NN
L

N

N

Fig. 12: Regido R1. Fig. 13: Regido R»>.
Determinando R ;.
Note que C; : x2 + y? = 4, é o circulo de centro na origem e raio 2. Os
pontos que satisfazem a primeira inequacao sdo os pontos interiores a
esse circulo.
Determinando R,.
Note que C; : x? + y? = 2, é o circulo de centro na origem e raio /2. Os
pontos que satisfazem a segunda inequacdo sao 0s pontos exteriores a
esse circulo, incluindo o proéprio circulo.
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Determinando Rs.

ComoRg:lyIZZ—xe|y|={

uniao de duas regioes S; e So:

OYA

v, sey >0

~y, sey=<0 , temos que Rj3 é a

oY A

Fig. 14: Regido S;.

Fig. 15: Regido S».

e aregido S; que é a intersecao do semi-plano (y > 0) com o semi-plano

acima daretax +y = 2:

Si={P=(x,y)|ly=0ex+y =2}
e aregido S, que é a intersecao do semi-plano (y < 0) com o semi-plano

abaixo dareta x —y = 2:

So={P=(x,y)|y<0ex—y=2}.
A regido R3 € a unido das regioes S; e S», como mostra a figura abaixo.

OYR

Fig. 16: Regidao R3.
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Determinando R ;.
A regiao R4 consiste dos pontos P = (x,y), com x > 1, isto é, dos
pontos a direita da reta vertical x = 1.

ovg

Fig. 17: Regido R4 . Fig. 18: Regido R.
Determinando R.
Finalmente, a regido R procurada ¢ a intersecao das quatro regides an-
teriores. O

1. Exercicios de revisao

1. Determine os vértices A e B do triangulo AABC, retangulo no vértice
C = (1,1), cujos catetos nao intersectam o eixo-OY, de modo que
AC seja paralelo a reta que passa pela origem e pleo ponto (3,1),

x=1
d(A,C) =+/10e B e ¥,onde {: t € R.
y=2t-6
x=-t+3
2. Considere as retas v : ; teRes:3x—y=4.
y=2t—-5

Determine o raio, o centro e a equacao do circulo C, tal que:

e v € tangente a C no ponto A = (1,—-1).
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e s N C consiste de dois pontos que formam uma corda de compri-
mento d = /10 totalmente contida no semi-plano x > 1.

Obs: verifique que A € s.
3. Considere asretas 7, :3x -2y =1;1:2x-3y=-1;¥;:2x+y =1
elr:2x+y =3.
(a) Determine o conjunto dos pontos equidistantes de 7, e 7.
(b) Determine o conjunto dos pontos equidistantes de 1 e ».

(c) Determine o(s) ponto(s) C do plano que equidistam de 7; e » e de
¥, e ¥», simultaneamente.

(d) Calcule d(C,77) e d(C,1>.

(e) Verifique se existe um circulo C que seja tangente a vy, 1o, 1 e ¥,
simultaneamente. Em caso afirmativo, determine a equacao desse(s)
circulo(s), em caso negativo, justifique a ndo-existéncia.

4. Determine a equacao cartesiana da reta 7>, de modoque s : x +y =2
seja uma das bissetrizes das retas r; e 7>, onde ¥} : x + 2y = 5.
Sugestao: suponha primeiro que 7 é vertical e depois que 2 : v = ax + b.

5. Determine os veértices A, B, C e D e a area do paralelogramo ABDC,

tal que B— A = (2,1) e suas diagonais AD e BC estejam contidas

x=t+2 x=3s+4
nas retas 7 : ;t e Rerp: ;s € R,
y =-2t y=-s+1

respectivamente.
6. Considere aretar : x — 3y = 3.

(a) Determine o conjunto dos pontos do plano que distam d = /10
daretar.

(b) Determine os vértices A, B e C do triangulo AABC sabendo que:

e A, Be C distam d daretar.
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10.

e O lado AB é parelelo ao segmento da origem até o ponto (2,1),
o lado AC é paralelo ao segmento da origem até o ponto (2,3) e
M = (3,0) pertence ao lado AB.

e A pertence ao terceiro quadrante.
Faca um esboco detalhado da regidao R definida pelo sistema:
x2+y2>1
R:i2x+|y—-2| <2

x| <1

2
. Determine a intersecao do circulo C : (x - %) +y?% = % com as retas

ri:x+y=1er :x — 7y = 1. Faca um esboco detalhado da regiao
R do plano dada pelo sistema de inequacoes:
2
(x-3) +y2=}
R:i{ix+|yl=<1
vl<3

Sejam A = (2,2),B= (4,4), 1 :3x -2y =1ery:2x — 3y = —1.
(a) Determine o conjunto dos pontos equidistantes de 7} e 7.
(b) Determine o conjunto dos pontos equidistantes de A e B.

(c) Determine o(s) ponto(s) C do plano que equidista(m) de 7, e 7, e
de A e B simultaneamente.

(d) Para os pontos C do item anterior calcule d(C,7,) e d(C,A).

(e) Use os itens anteriores para verificar se existe um circulo C que
seja tangente as retas 7; e 7, e que passe pelos pontos A e B. Em caso
afirmativo, determine a(s) equacao(coes) desse(s) circulo(s) e, em caso
negativo, justifique a nao-existéncia.

Considere os pontos A = (1,2) e B=(3,0),earetar:2x — 3y = 1.

(@) Determine os pontos C e D de modo que CD C 7 seja obtido
projetando ortogonalmente o segmento AB sobre a reta 7.

(b) Mostre que ADBC é um paralelogramo (as diagonais sao AB e CD).
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11.

12.

13.

14.

15.

Considere asretas 1, : x +y =2e1, : X —y = —2 e 0s circulos
Cr:x>+y2=9eCr:x?+y?=2.

(a) Verifique se as retas 7, e ¥, sdo tangentes, secantes ou exteriores
aos circulos C; e C,. Determine a intersecao das retas 7 e 1.

(b) Faca um esboco detalhado da regidao do plano dada pelo sistema
de inequacoes:

x?+vy?<9

X2+ y2>2

R:i{x+y=<2

xX—-y>=2

y = -2,

Considere os pontos A = (5,1),B = (7,—-3) earetar :3x+4y = —31.
(a) Determine equacoOes parameétricas da mediatriz do segmento AB.

(b) Determine o centro P, o raio R e a equacao do circulo C que passa
pelos pontos A e B e é tangente a reta 7, sabendo que o centro se
encontra no quarto quadrante.

(c) Determine o ponto Q onde a reta » tangencia o circulo C.

xX=t+2 x=25s+1
Sejam as retas 7 : ;teRery: ;s €R.
y=2t-3 y=3s-3
Determine os vertices do paralelogramo ABDC sabendo que AB C 11,
AC C 13, MD 1 OP,onde P = (2,-1) e d(A,M) = 3/5, M é o ponto
médio do segmento AD e pertence ao primeiro quadrante.

SejaA=(1,6) easretasr : x +2y =3 e :x + 7y = 5. Determine
os vértices do paralelogramo A’BB’C sabendo que A’ e B’ sao 0s pon-
tos simétricos, respectivamente, de A e B em relacdo a reta v, A'B é
paralelo a diagonal principal y = x e B € {.

Determine os vértices B e C do triangulo isosceles AABC, com A =
(5,3) e base BC de comprimento 2/5 contida nareta v : x — 2y = 4.
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1.1. Respostas
1. A=(4,2)eB=(2,-2).
2. Centro (3,0), raio /5 e equacdo: (x — 3)2 + y2 = 5.

3. (@ R = {PelRizld(P,rl) :d(P,rz)} = s Usy,onde 5] : x+y =2es2:x—-y =0.
(b) Rz = {P € R2d(P, £1) = d(P,{2)} = {3, onde £3:2x +y = 2. () C1 = (0,2) ou Cz = (3,3),
onde 511 3 = {C1} e 521 03 = {C2}. (D) d(CL,1) = A(C1,72) = 355 d(C1, 4) = d(Crl2) =
d(Ca, 1) =d(Ca,12) = ﬁ; A(Co, 1) = d(Ca,¥2) = % (e) Ndo existe um circulo tangente as retas

11, 2, Y1 e 2. Caso existisse, seu centro C seria equidistante de r; e > e de £ e £2,isto é C = C;

ou C = Co. No entanto, pelos céalculos do item anterior, d(C2,71) # d(C2,¥1).
4. 1 2x+y=1.
5. A=(2,0),B=(4,1),C=(-2,3)eD = (0,4).

6. () {P € R%|d(P,r) = VI0} =i Uz onder; 1 x -3y =13 ey 1 x -3y = 7. (b) A = (~17,-10),
B=(23,10)eC=(-2,-10).

7. Ver figura abaixo.

8. Cnr = {(1,0), (%, %)} eCnry = {(1,0), (%, %)} A regido R é mostrada na figura abaixo.

YA

A

i

Exercicio 7 Exercicio 8
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

@ {P € R%|d(P,71) = d(P,72)} = 51 U sp, onde 51 : X +y=2esp:x -y =0. (b) Amediatriz dos

pontos Ae B éaretad : x+7y = 6. (c) O conjunto procurado é £n(s;Usz) = fnsjulnsy = QU{C} =

2
V13

que passe por A e B, pois, seu centro, sendo equidistante de 71 e 2 e de A e B, seria necessariamente

o ponto C. Mas d(C,A) = d(C,B) =2 + J% =d(C,r1) =d(C,12).

{C}, onde C = (3,3). (d) d(C,11) = e d(C,A) = +/2. (¢) Nao existe um circulo tangente a r1 e 1>

(a) C = (%, %) eD = (%,%) (b) Como D — A = (%,7%) = B — C o quadrilatero ADBC é um

paralelogramo.

(@) 11 e 12 sdo secantes a C1 e tangentes ao circulo Cp, pois d((0,0),71) = d((0,0),72) = /2 =

raio de C» < 3 = raio de C;. Além disso, 1 N2 = {(0,2)}.

(b)

YA

x=6+2t
(a)€:<[ Lt ;teR.MP=(2,-3),R=5C:(x-2)2+(y+3)2=25()Q=(-1,-7).
y=-1+

A=C=(5,3),B=D = (11,15), note que o paralelogramo ¢é degenerado.
A’ =(-3,-2),B=(2,3),B = (0,-1) e C = (-5,6).

B=(8,2)eC=(4,0),ouB=(4,0)eC = (8,2).
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Capitulo 7

Curvas conicas I: elipse

Nosso objetivo agora sera estudar a equacao geral do segundo
grau nas duas variaveis x e y:

Ax?>+Bxy +Cy?>+Dx+Ey +F=0

onde A#0 ou B#0 ou C # 0. Inicialmente vamos considerar o caso
em que B = 0, isto ¢, vamos estudar a equacao:

Ax?>+Cy?> +Dx+Ey+F=0

e em particular, no presente Capitulo, estudaremos o caso em que A e
C tém o mesmo sinal, para o qual a equacao representa uma elipse, um
ponto ou o conjunto vazio, como veremos mais adiante.

1. Um pouco de historia

Nos seus escritos, 0 matematico grego Pappus de Alexandria (290-
350), atribuiu ao geometra grego Aristeu (370-300 a.C.) o crédito de ter
publicado o primeiro tratado sobre as secoes conicas, referindo-se aos
Cinco livros sobre secoes conicas de Aristeu, nos quais foi apresentado
um estudo cuidadoso das curvas conicas e as suas propriedades.

Segundo Pappus, 0 matematico grego Euclides de Alexandria (325-
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265 a.C.), contemporaneo de Aristeu, conhecia muito bem os cinco li-
vros sobre as curvas conicas e evitou aprofundar-se sobre esse assunto
na sua obra Os Elementos, de modo a obrigar os leitores interessados a
consultar a obra original de Aristeu. Duzentos anos mais tarde, o astro-
nomo e matematico grego Apolonio de Perga (262-190 a.C.) recompilou e
aprimorou os resultados de Aristeu e de Euclides nos oito livros da sua
obra Secoes Conicas. No entanto, a Historia indica que as conicas foram
descobertas pelo matematico grego Menaecmus (380-320 a.C. aproxima-
damente) quando estudava como resolver os trés problemas famosos da
Geometria grega: a trisecao do angulo, a duplicacdao do cubo e a qua-
dratura do circulo. Segundo o historiador Proclus, Menaecmus nasceu

em Alopeconnesus, na Asia Menor (o que hoje é a Turquia), foi aluno de

Eudoxio na academia de Platao.

w

Fig. 1: Circulo. Fig. 2: Elipse.

v

A

Fig. 3: Parabola. Fig. 4: Hipérbole.

Menaecmus foi o primeiro em mostrar que as elipses, parabolas e
hipérboles sao obtidas cortando um cone com um plano nao paralelo a
sua base. Mesmo assim, pensava-se que os nomes dessas curvas foram
inventados por Apolonio, porém traducdes de antigos escritos arabes
indicam a existéncia desses nomes em épocas anteriores a Apolonio.
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2. Elipse

Definicao 1
Uma elipse, E, de focos F; e F», é o conjunto do plano que consiste

de todos os pontos P cuja soma das distancias a F; e F> é igual a uma
constante 2a > 0, maior do que a distancia entre os focos 2¢ > 0. Ou
seja:

E={P|d(P,F) +d(P,F,) =2a},
O<c<a; d(F,F) =2c

Terminologia
e Como dissemos na definicao, os pontos F; e F» sao os focos da elipse.

e A reta £ que contém os focos é a reta focal.

. . /4

Fy Fy

Fig. 5: Posicionamento dos focos da elipse na reta focal.

e A interseccdo da elipse com a reta focal £ consiste de exatamente dois
pontos, A; e A, chamados vértices da elipse sobre a reta focal.

De fato, seja A € £ n . Entao A ¢ F,F,, pois se A € F,F,, teriamos
2¢c =d(Fi,F) =d(AFi) +d(A, F>) = 2a,

isto é, 2c = 2a, 0 que é impossivel, ja que, por definicao, 2¢c < 2a.
Seja A, € En{ — F1F, tal que x = d(Ay, F>).

Como 2a = d(Ay,F1) + d(Ay, Fr) = x + 2¢ + X, pois A, € E, temos
que x = a — c.
2c

|
I
£ E A
Fig. 6: Posicionamento dos vértices em relacdo aos focos da elipse na reta focal.
Logo o ponto A, pertencente a £ — F, F,, que dista a — ¢ do foco F»,
pertence a elipse Z. De modo analogo, temos que o ponto A; perten-
cente a ¥ — F1F> que dista a — ¢ do foco F;, pertence a elipse .
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a—c 2c
1

A‘l }.‘_‘1 l:—‘?

Fig. 7: Determinacdo da distancia dos vértices aos focos da elipse.

e O segmento A; A, é denominado eixo focal da elipse. O seu compri-

mento é 2a.

a I
' ) I= 14

| A,

£

W J—

1

Cc C

Fig. 8: Posicionamento dos focos, vértices e centro da elipse na reta focal.

e O ponto médio C do eixo focal A; A, é o centro da elipse. Esse ponto
é, também, o ponto médio do segmento F; F», delimitado pelos focos.

e A reta £’ que passa pelo centro C e é perpendicular a reta focal £ é a
reta nao-focal.

e A elipse intersecta a reta ndo-focal ¢’ em exatamente dois pontos, B; e
B>, denominados vértices da elipse sobre a reta nao-focal.

De fato, como ¥’ é a mediatriz do segmento F;F,, temos que B €
{' N F se, e somente se, d(B,F;) = d(B,F,) = a. Logo, pelo teorema de
Pitagoras, temos que £’ N consiste de dois pontos, By e By, em ¥’, que

distam b = va? — c2 do centro C da elipse.

VA
By
a a
b
. c c _ /!
Al Fl F2 AQ
a b a
B

Fig. 9: Posicionamento dos focos, vértices e centro da elipse nas retas focal e nao-focal.

e O segmento B; B, é denominado eixo nao-focal da elipse e seu compri-

mento é 2b, onde b? = a? — c?.
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. c . . . .
e O numero e = 4 ¢ chamado a excentricidade da elipse. Note que
O<e<l.

e O numero a ¢ a distancia do centro aos vértices sobre a reta focal, b é
a distancia do centro aos vértices sobre a reta ndo-focal e ¢ ¢ a distancia
do centro aos focos.

Observacao 1
1. Se ¢ = 0, a elipse se reduz ao circulo de centro C e raio a pois, nesse
caso, F, = F, = C e, portanto,

E =1{P|2d(P,C) =2a} =1{P|d(P,C) = a}

Em particular, a excentricidade e = 0 se, e somente se, a elipse é um
circulo.

2. Pela desigualdade triangular, temos que se d(P,F;) + d(P,F;) = 2a e
d(F,,F>) = 2¢, entao 2¢c = d(F;,F>) < d(P,F;) + d(P,F>) = 2a. Isto é,
2c < 2a.

Além disso, 2¢c = 2a < d(P,F;) + d(P,F,) = 2a = 2c = d(F1,F) <
P € FiF,. Ou seja, se ¢ = a, entao

{Pld(P,F,)+d(P,F;) =a} = FiF>.

Por isso, na definicao da elipse, tomamos 2c¢ < 2a.

. e i
3. A elipse F é simétrica em
relacdo a reta focal, a reta nao- 152 P
focal e ao centro. 4

/

De fato, se P € £ e P’ é o si- A n c B @ A,
meétrico de P em relacao a reta
focal, entdo: B, P

AFZPQ = AFgP,Q
e Fig. 10: Simetria da elipse em relacdo a reta focal.

AFiPQ = AFP'Q.
Em particular, F1P = F,P' e F,P = F,P’.

Logo,
2a =d(P,F,) +d(P,F,) =d(P',F;) +d(P',F,) = P € E.
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A simetria em relacao a reta nao-focal se verifica de maneira analoga,
usando congruéncia de triangulos.

!/
Se P € F e P” é o simétrico de ¢
P em relacao ao centro, entao 152 P
APCF, = AP"CF,
)4
e Al Fl C FQ AQ
AF,CP = AP"CF>.
Em particular, F1P = F,P" e P 151
F>P = F,P”.
Portanto Fig. 11: Simetria da elipse em relacdo ao centro.

2a =d(P,F,) +d(P,F;) =d(P",F;) + d(P",F,) = P" € E.

3. Forma canonica da elipse

Seja OXY um sistema de eixos ortogonais no plano. Vamos obter a
equacao da elipse em relacao a esse sistema de eixos para alguns casos
especiais.

3.1. Elipse com centro na origem e reta focal coincidente
com o eixo OX

Nesse caso, temos F; = (-¢,0), F» = (c,0), A1 = (—a,0), A, =
(a’O)’ Bl = (O!_b) e Bz = (o’b) LOgO,

P=(x,y)€eE < d(P,F)+d(P,F,) =2a

\/(x+c)2+y2+\/(x—c)2+y2=2a
\/(x+c)2+y2=2a—\/(x—c)2+y2

(x+c)2+y2=4a2—4a\/(x—c)2+y2+(x—c)2+y2

x2+2xc+c2+y2=4a2—4a\/(x—c)2+3/2+x2—2xc+c2+y2

4xc = 4a® - 4a\/(x — )2+ 2

I A
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a’-cx =a\/(x—c)2+y2

=
= (a’-cx)’=a’*((x-c)*>+y?)
= a*-2a’cx+c’x®=a’*(x*-2xc+c*+y?)
= (a’-c*)x*+a’y?=a'-a’c*=a*@a*-c?)
<= b’x?+a’y?=a’b?

x2 y2 Forma canonica da elipse de centro na origem
= |+ =1 . . .

a? b2 e reta focal coincidente com o eixo OX.

3.2. Esboco da Elipse

c yZ_ XZ_aZ_XZt .,
Om()ﬁ— —?—T, emos que y = =+

Va? — x2.

SHASY

Consideremos o grafico da funcao y = Z a?—x2,x €[0,a).

Para x = 0 e x = a, temos, respectivamente, v = b e y = 0. Além

disso, para x € (0,a), temos y' = __ bx < 0, ou seja, a funcao é
ava? — x?
, v ba
decrescente. Também, como Yy = T~ X232 < 0 parax € (0,a), a

funcao é concava. O grafico da funcado é como na figura 12.

YA '}

b"‘\ /
C A a T —a B

—b

—a —C

2 2
Fig. 12: Grafico da funcdo v = £ +va? — x2, x € [0, al. Fig. 13: Grafico da elipse £ : 7 + 77 = 1.

Como a elipse é simétrica em relacao ao eixo—OX (reta focal) e em
relacdo ao eixo— QY (reta nao-focal), seu grafico tem a forma mostrada
na figura 13.
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3.3. Elipse com centro na origem e reta focal coincidente
com o eixo OY

Neste caso, temos F; = (0, —c¢), F» = (0, ¢), i

A1 = (0,—01), Az = (O,GL), B = (—b,O) e
B, = (b,0).

cd

Desenvolvendo como no caso anterior ve-
rificamos que a equacao da elipse é:

X2 y > Forma canonica da elipse de
g + == =1 | centro na origem e reta focal
coincidente com o eixo OY.

=Y

Exemplo 1

Os vértices de uma elipse sdo os pontos

(4,0) e (—4,0), e seus focos sao 0s pon-
tos (3,0) e (—=3,0). Determine a equacao
da elipse. Fig. 14: Elipse £: %7 + 25 = 1.

Solucdo.
Como F; = (-3,0) e F, = (3,0), areta focal ¢ 0 eixo—0OX, e A; = (—4,0)
e A, = (4,0) sdo os vértices sobre a reta focal 4.

Fr+F A +A;
2 2
dA(C,Az) = 4,¢ = d(C,F)) =d(C,F;) =3 eb =+a2—c2 = /42 -32 =

JI6-9 =7

Logo, a equacao da elipse ¢ E: E + y7 =1.g

Entao, C = = (0,0) é o centro da elipse,a = d(C,A;) =

Exemplo 2
Dois vértices de uma elipse F sao os pontos (0,6) e (0,—6), e seus focos

sao os pontos (0,4) e (0, —4). Determine a equacao da elipse E.

Solucdo.
Temos F; = (0,—4) e F, = (0,4). Entao a reta focal (que contém os focos)
¢ 0 eixo OY, os vértices sobre a reta focal sdo A; = (0,—6) e A> = (0,6),
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(0,4) + (0,—-4)
2
a=d(C,A;)) =6ec=d(C,F;) =4, temos que b> =a? —-c?>=36-16 =

20.

= (0,0). Como

e 0 centro da elipse E ¢ a origem, pois C =

x2 2
Portanto, a equacao da elipse é T : 20 + 36 - 1. o

Exemplo 3

Os focos de uma elipse sao os pontos (2,0) e (—-2,0), e sua excentrici-

, 2 . ~ .
dade é =. Determine a equacao da elipse.

3
Solucdo.
Temos que a reta focal é o eixo OX, o centro da elipse é a origem
C=(O,O),c=d(C,F1)=2ee=g=£=3:a=3. Logo,
3 a a

bP=a?-c?=9-4=>5.

x2 2
Portanto, a equacao da elipse é T : 9 + == 1. o

Exemplo 4

Uma elipse £ tem seu centro na origem e um de seus vértices sobre a

reta focal é (0, 7). Se a elipse passa pelo ponto ( V5, % ) determine sua

equacao, seus vertices, seus focos e sua excentricidade. Faca, também,;
um esboco da elipse.

Solucgdo.

A reta focal, que contém o centro e o vértice dado, é o eixo OY. A
distancia do centro C = (0,0) ao vértice A, = (0,7) éa=d(C,Ax) =7e
o outro vértice na reta focal é A; = (0, -7).

Logo, a equacao da elipse F é da forma:

x2 2
f.ﬁ—i_E:l’
ou seja,
x2 2
f ﬁ—i_ﬁ_l
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14\?

14 (v5)" (?) _ . 2272
Como(ﬁ,s)ef,temos 52 + 19 =1, ou seja, b2+3272—1.
Isto é i—1—é—E Assim, b? = 9 e a equacao

!bz_ 9_9 ’ - q C
_ ) x2 2
daehpseef.?+@=1.

Como a reta nao-focal é o eixo-OX e b = 3, os
pontos By = (—3,0) e B, = (3,0) sao os vértices
na reta nao-focal.
Como ¢ = va? — b2 = /49 - 9 = /40 = 2./10, os
pontos F; = (0,-2+/10) e F, = (0,2+/10) sdo os
focos da elipse E.

A excentricidade de E é e = € - @ 0O ,
a 7 Fig. 15: Elipse F: 5+ 2 — 1.
4. Translacao dos eixos coordenados
Seja OXY um sistema de eixos YA YA
ortogonais e Seji(ii(xo’yO) umponto +?-----—------§---—-9P
no plano. Seja O XY o sistema cujos
eixos O X e OY sdo paralelos aos ei-
X0s OX e OY e tém, respectivamente, 7 S S i
. . 0 ol & X
0 mesmo sentido que esses eixos. !
Sejam (Xx,y) as coordenadas do 0 o ;
ponto P no sistema de eixos O XY e

sejam (x,y) as coordenadas de P no g 16: p - (X, ¥)ggy = (X0+%,0 + ) oxy-
sistema de eixos OXY.

Entdo, as coordenadas do ponto P nos sistemas OXY e O XY sdo

X =X+ Xo
Y=Y+

relacionadas por:
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YA YA
Exemplo 5
Faca um esboco da curva
x3-3x2-y2+3x+4y-5=0.
o e

Para isso, escreva a equacdo nas coordenadas
x e 7y do sistema de eixos O XY, com origem

_ [0
O = (1, 2), obtido transladando o sistema OXY ! \
para a origem O.

=Y

Fig. 17: Grafico da curva x3 —
Solucdo. 3x2 -2 +3x+4y -5=0.

Fazendo x =X +1 e y =7y + 2 na equacao dada, obtemos:
(X+1)3-3x+1)>-(+2)>+3(x+1)+4(y+2)-5=0.

Simplificando essa identidade, obtemos x> = 3. Entdo, y = +x°/°

e
X > 0. O esboco da curva é mostrado na figura 17. o

5. Elipse com centro no ponto O = (xg, yo)

5.1. Caso I. Reta focal paralela ao eixo OX

Como o centro O = (xo,Yo) pertence a reta focal, temos que ¥ :
Yy = Yy é a equacdo cartesiana da reta focal.

Além disso, como d(F;,0) = d(F»,0) = ¢, onde F; e F> sdo 0s
focos da elipse, temos que F; = (xo — ¢, Vo) € Fo = (x0 + €, Y0).

Seja P = (X + x0,¥ + o) um ponto pertencente a elipse, onde x,
v sao suas coordenadas no sistema OXY e X, y sdao suas coordenadas

no sistema O XY, obtido transladando o sistema OXY para a origem
O = (x0,¥0)-
Entdo, P pertence a elipse se, e somente se,

d(P,F,)+d(P,F,;) =2a <

d((X + x0,Y + o), (x0 — ¢, ¥0)) + d((X + x0,Y + Y0), (X0 + C,)0)) = 2a
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= d((x,¥),(-c,0)) +d((x,¥),(c,0)) =2a
=2 =2 _ 2 _ 2
(E)EJF%:l(:)(xa;cO) +(y beO) 1

Logo, a forma canoénica da equacao da elipse com centro no ponto
(x0, y0) e eixo focal paralelo ao eixo OX é

(x —x0)®  (¥=x0)° _

onde b?=a? - c?
a? b2

Os focos sao F; = (xo — ¢,y0) F» = (xo + ¢,)0); a reta focal é
£ : v = yp; os vértices sobre a reta focal sdo A; = (xo — a,yo) e Ay =
(xo + a,yp); a reta nao-focal é £’ : x = xo e 0s vértices sobre a reta
nao-focal sao By = (xg, Y0 — b) e By = (x0, Y0+ b).

YA vA
By

Yo +b

=Y

o

yo — b

L

‘ :
ANazo—a z9—c To x0+ec Fota X

)2 2
Fig. 18: Grafico da elipse F : % + % =1.

5.2. Caso II. Reta focal paralela ao eixo OY

Procedendo de maneira analoga ao caso anterior, pode-se verifi-
car que a forma canonica da equacao da elipse com centro no ponto
(x0, Y0) e eixo focal paralelo ao eixo OY é:

(x=x0)?  (v-20)? _

2 — onde b?=a?-c?

Neste caso, os focos sao F; = (xo, Yo — ¢) F» = (X9, Yo + C€); areta
focal é ¥ : x = x(; 0s vértices sobre a reta focal sdo A; = (xg, Yo — a) e
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Ay = (x0, Y0 + a); aretanao-focal é £’ : v = y, e os vértices sobre a reta
nao-focal sdao By = (xg — b, yo) e B = (xo + b, o) .

YA _
YA

As

Yo +a

Yo+ f

Yo

Yo — ¢

Ay

Ol ag-0 To xo+ b }

—x0)? 2
Fig. 19: Grafico da elipse F : % + (yuijz’o) =1.

Exemplo 6
Os focos de uma elipse F sdo (3, 8) e (3,2), e o comprimento do seu eixo

nao-focal é 8. Determine a equacao da elipse , os seus vértices e a sua
excentricidade.

Solucdo.
Como F; = (3,2) e F» = (3,8) sao os focos da elipse, a reta focal de
F é{:x =3 (paralela ao eixo OY) eo centrode £ é C = # =(3,5).

Além disso, 2b = 8, isto é, b = 4, ¢ = d(C,F;) = d(C,F;) = 3 e
a? = b2 +c¢% = 42+3%2 =16+9 = 25, isto é, a = 5. Portanto,
e = % = %; A1 = (3,0) e A, = (3,10) sao os veértices de F sobre a
reta focal; £’ : y = 5 é a reta nado-focal; B; = (-1,5) e B, = (7,5) sdo os
vértices de F sobre a reta nao-focal e
L (x=3)?%  (y-5?%
T 16 + > =1.

¢ a equacao da elipse. O
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Exemplo 7
A equacao de uma elipse é
F:x?>+4y>+2x-12y +6 =0.
Determine a equacao da elipse F na forma canodnica, o seu centro, 0s
seus vértices, os seus focos e a sua excentricidade.

Solucdo.
Completando os quadrados na equacao de E, temos:

T:(x?>+2x)+4(y*>-3y)=-6
. 2 2 9 — 9_
E:(x +2x+1)+4y—3y+1 __6+1+4'Z_4

2
f:(x+1)2+4<y—;> =4

Cx+1)? (_3>2_
F: 1 + 1y > =1,

sendo esta ultima equacao a forma candnica de E.

Dessa equacao obtemos que o centro da elipse é C = (—1, 2), a =2,
b =1 e, portanto, ¢? = a® — b? = 22 — 1% = 3, ou seja ¢ = /3.
Aretafocalde Eé¥:y = %, paralela ao eixo OX, e a reta nao-focal é a

reta vertical ' : x = —1, paralela ao eixo—OY.

3) e F, = (—1+\B,2>; 0S

Os focos da elipse sdo F; = (—1 - /3, 5

vértices sobre a reta focal sdo A; = (—1 — 2,;) = (—3,2) e Ay =

(re23) -
(13- (rd)en(2300) (1)

V3

. . , c
Finalmente, a excentricidade de £ é e = 2= 50

3 . ~ ~
(1,2> e os vértices sobre a reta nao-focal sdao By =
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6. Equacao do segundo grau com B =0e AC > 0

Consideremos a equacao da elipse E de centro no ponto (xg, yo) €
reta focal paralela ao eixo OX:

Z:W—xMZ

(v —20)°%
22 + b2 =1.

Desenvolvendo, obtemos a equacao:
b2x? + a’y? — 2b%xox — 2a’yoy + b?x3 + a’ys — a’b? =0,
que é da forma
Ax?>+Bxy +Cy?>+Dx +Ey +F =0,
onde A =b* B=0,C=a’ D =-2b*xg, E=-2a’ys e F = b°x5 +
a’yé — a’b?.
Entdo, B = 0 e A e C tém o mesmo sinal. O mesmo vale para a

equacao da elipse com centro no ponto (xg, yo) e reta focal paralela ao
eixo OY.

Reciprocamente, temos:

Proposicao 1

Suponha que os coeficientes A e C da equacdo do segundo grau

Ax?+Cy*+Dx +Ey +F =0, (1)

tém o mesmo sinal. Seja M = C°D? + ACE? — 4AFC>.

Entao, a equacao (1) representa:
e uma elipse com eixos paralelos aos eixos coordenados, se M > 0.
e um ponto, se M = 0.

e 0 conjunto vazio, se M < 0.

Prova.
Dividindo a equacao (1) por AC, obtemos:
x2 y2 D E F

cratac®tacY T ac =Y

ou seja,
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Dy e E
A" c. __F
C A AC
Completando os quadrados, temos:
, D_ D? , E_ E?
x+Zx+m+y +Ey+@__i+ D2+E2
C A AC 4A2C 4AC?-

Isto é,

2 2
E
= 2 il
(x " 2A> (3’ i zc) _ (2D%+ ACE® —4AFC? M
C A B 4A2(C3 © 4A2C3°

(2)

Se M = 0, a equacao (2) representa o ponto <—£4, —2EC> pois A e C tém

0 mesmo sinal.
Se M # 0, podemos escrever a equacao (2) na forma

(o) e )
T T B 3)
4A2C? 4ACC?

Como AC > 0, a equacao (3) representa uma elipse de eixos paralelos

aos eixos coordenados e centro no ponto (—211, _ZEC)’ se M > 0.

Se M < 0, a equacao (3) representa o conjunto vazio, pois 4AMTC2 <0 e
M

— < 0.

sacc2 <0-m

Os casos em que a equacao do segundo grau
Ax?>+Cy?> +Dx+Ey +F =0,
com AC > 0, representa um ponto ou o conjunto vazio sao chamados

de casos degenerados da elipse.

Exemplo 8
Determine se as equacoes abaixo representam uma elipse ou uma elipse

degenerada.

Caso seja uma elipse, determine seus principais elementos.
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(@) 25x2% +9y? - 225 = 0.

Solucdo.

Como 25x2 + 9y? = 225, obtemos, dividindo por 225, que a equacio
);2 + :32/52 = 1 representa uma elipse com:
ea=5b=3ec=+/25-9=4.

e centro: C = (0,0).

e reta focal: £ = eixo — OY : x = 0.

e reta ndo-focal: £’ = eixo — OX :y = 0.

e vértices sobre a reta focal: A; = (0,—-5) e A, = (0,5).

e vértices sobre a reta nao-focal: By = (-3,0) e B, = (3,0).

e focos: F; = (0,—4) e F» = (0,4). O

(b) 4x% + 9y? — 40x + 36y + 100 = 0.

Solucgdo.
Completando o quadrado, obtemos:

4(x?-10x) +9(y?2 +4y) = -100
= 4(x>-10x+25)+9(y?>+4y+4)=-100+4-25+9-4
= 4(x-52+9(y+2)>=36
(x—95)2 4 (J’ZZ)2 1.
Logo, a equacao representa uma elipse com:
ea=3,b=2ec=/9-4=./5.
e centro: C = (5,-2).
e reta focal: £ : y = -2, paralela ao eixo—0OX.

e reta nao-focal: ¢’ : x = 5, paralela ao eixo—0Y.

e vértices sobre a reta focal: A; = (2,-2) e A, = (8, -2).

e vértices sobre a reta nao-focal: B; = (5,—4) e B, = (5,0).
e focos: F; =(5-+/5,-2)eF,=(5++5,-2). O

(c) 36x% +9y? - 108x + 6y + 82 = 0.

Solucdo.
Completando o quadrado, obtemos:
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36(x2 — 3x) + 9 <y2 + gy> _ g2
2 _ 9) (2 2 1)__ 9 .9.1
= 36<x 3x+4 +9 y+3y+9 =—-82 + 36 ) 9 9
3\ 2 1)\ 2
= 36<x—2> +9<y+3> =-82+81+1
3\ 2 1) 2
= 36(x—2) +9<y+3> =0.
Apenas o ponto (3, —;) satisfaz a equacao dada, isto é, a equacao

representa um ponto. o

(d) 9x2 +4y%+18x — 9y + 25 = 0.

Solucdo.
Completando o quadrado, obtemos:

9(x2+2x)+4 (y2 — 23}) =25

9 81 81

2 2_ 2 - . e

<= 9(x +2x+1)+4<y2 4y+64> 25+9-1+4 6
9 81 175
2 —_ - . — = ——
= 9(x+1) +4(y 8) 16 + 4 16 16

17 ~ . .
Como _TGS < 0, nao existe nenhum ponto do plano que satisfaz a equa-

cao, isto €, a equacao representa o conjunto vazio. g

Exemplo 9
Dizemos que uma reta v € tangente a uma elipse Z num ponto P se r
intersecta £ sO nesse ponto, isto ¢, se ¥ NE = {P}.

Mostre que a reta  tangente a elipse F : b’x? + a’y? = a’b? em um
ponto P = (xg, Yo) € £ tem por equacao

v i xob’x + yoa®y = a’b?

Solucdo.
Consideremos a reta v tangente a elipse Z no ponto P = (xo, yo) € E:

X =Xog+mt
v ;

;o teR,
Vv =y +nt
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Entao Q = (xo + mt, yy + nt) € E Nnr se, e somente se,
b2 (mt + xo)% + a®(nt + yy)? = a*b?

= Db2(m?t? + 2xomt + x3) + a’>(n2t? + 2yont + y§) = a’b?
= (b*m? + a’*n?)t?> + 2xomb? + 2yona®)t + b°x3§ + a’yé — a’b? =0
Como

b’x§ + a’y§ — a’b? =0,
jaque P € £, temos que

Q= (xo+mt,yo+nt) eEnr
se, e somente se,
t[(b?>m? + a’n®)t + 2xomb? + 2yona®)] = 0.

Sendo b?m?+a?n? > 0 e como ¥ N’E consiste de um tnico ponto, temos:

2xomb? + 2yona? = 0,
ou seja, (m,n) L (2xob?,2y9a?). Logo, o vetor (xob?, ypa®) é perpen-
dicular a 7, isto &,

v :b’xox + a’yoy = b’x§ + a’y§ = a’b?,

jaque P = (x0,)0) €7 e b’°x3 + a’yi = a’b®. o

Exemplo 10

Determine as equacoes cartesianas das retas tangentes a elipse
X2 2

XS YT
f.20+ 3 1,

que passam pelo ponto Q = (10 5).

3’3
Solucgdo.
Sendo a?® = 20 e b? = 5 temos, pelo exercicio anterior, que a reta tan-
gente a elipse £ que passa por Q tem a forma r : b’xox +a’yyy = a*b?,
ou seja, 7 : 5x9x +20yy = 100, onde P = (x¢, yo) € 0 ponto de tangeén-
cia.

Como Q = <130, 2) € 7, temos que:
10 5
5X0 - ?+20y0 3= 100 < 50x0 + 100yy = 300 < x0 =6 — 2.

Além disso, P = (xo,)0) € E, isto é, 5x5 + 20y = 100. Logo,
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5(6 — 2y0)% +20y§ = 100 <= 5(36 — 24y, + 4y3) + 20§ = 100

< 180120y, + 205 + 205 = 100

e 40y5—120y,+80=0

= Y -3y +2=0=ypo=1 ou y=2.
Se yo = 1, entdo xo = 6 —2yy = 4 e v : 20x + 20y = 100, ou seja,
71 :Xx+y =5 ¢areta tangente a £ no ponto (4, 1) que passa pelo ponto

10 5
o=(53)
Se yo = 2, entdao xg = 6 — 2y = 2 e r : 10x + 40y = 100, ou seja
> : X +4y = 10 é a reta tangente a Z no ponto (2,2) que passa pelo

10 5
ponto Q = <3,3>. 0

7. Exercicios de revisao

1. Determine a equacao da elipse sabendo que:

(a) é centrada no ponto (1, —-1), tem um foco no ponto (2,—1) e passa
pelo ponto (2,1).

(b) é centrada no ponto (1,2), tem um vértice no ponto (3,2) e sua

excentricidade é %

2. Considere a elipse de centro (1,1), foco (3,2) e excentricidade g
Determine:
(a) as coordenadas dos vértices e do outro foco da elipse.

(b) a equacao cartesiana da elipse e faca um esboco.

3. Determine a equacao do circulo:
(a) que passa pelos pontos (1,2), (2,1) e (=1,1).
(b) circunscrito ao triangulo de vértices (7, 3), (2,8) e (5,7).

(c) concéntrico ao circulo 4x2 +4y2 —16x + 20y + 25 = 0 e tangente
aretaSx — 12y = 1.
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10.

. Determine os pontos da elipse

(d) que tem seu centro sobre a reta 4x — 5y = 3 e é tangente as retas
2x -3y =10e 3x -2y = —5.

(e) que tem centro (3, —1) e determina sobre areta 2x — 5y + 18 =0
uma corda de comprimento 6.

O ponto (3,1) é um vértice de uma elipse £ cujos focos se acham
sobre a reta v + 6 = 0. Determine a equacao de F sabendo que sua

excentricidade é “g

x2

100
se acha sobre o semi-eixo O X positivo seja igual a 14.

2 - - ~ .
+ %5 = 1 cuja distancia ao foco que

. Determine a equacao da familia de elipses com centro (2, 3), reta focal

paralela ao eixo-O X e excentricidade %

. Determine a equacao da elipse que passa por (1,3), (—1,4), (0, 3 - ?)

e (—3,3), sabendo que seus eixos sao paralelos aos eixos coordena-
dos.

. Verifique que a equacdo da reta tangente a elipse F : b’>x? + a’y? =

a’b? em um ponto (xo, o) € E é b°xox + a’yyy = a*b?.

. Mostreque as retas tangentes aos pontos extremos de um diametro

de uma elipse sao paralelas.

. ~ < . X2 yZ
Determine as equacdes das retas tangentes a elipse 55 + = = 1 que

passam pelo ponto (% 5%)

K. Frensel - J. Delgado
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7.1. Respostas

2 2
1. (a) (x-1) + r+1) =1. (b) (x— 1)

43022 (x— 1> (y-2)2
372 vz T e o =lou I
2. (a) (1 +L1+3 ) e (1 -5 1-3 ) sdo os vértices sobre a reta focal; (—1,0) é o outro foco;
' NEN NS NN NS ! ’ ’

10.

R rti 5 2 _ 2 _
(1 \F’ 1+ \F) (1 + \F’ — ﬁ) sdo os vértices sobre a reta nao focal. (b) 5x 4xy + 8y

6x — 12y — 27 = 0. O esboco da elipse é mostrado na figura, abaixo:

(@) (x—%)2+(y—%)2:%.(b)(x—2)2+(y—3)2:25.(c)(x—2)2+(y+%)2:9. @ (x +8)2+

Y+ =B ex-2%+(y-1)" =8 (@ x-32+(y+1)* =38

L (x23)2 L (vi6)?
E: 5+ =L

(=5,3+3) e (=5,-33).

2 _3)2
Ey: @ + 4 23) =1, onde A > 0 é o parametro da familia.

A 3A

(X+1) + (y 3)

Desenvolver a condicdo de a reta tangente intersectar a elipse apenas em um ponto.

Sejam (xo,Yo) e (—x0,—Yo) 0s pontos extremos de um didmetro da elipse F : b2x2 + a?2y? =

a?y?. Areta v tangente a £ no ponto (xo, yo) é paralela a reta que passa pela origem e pelo ponto

(azyo, —b2%xg) earetas tangente a £ em (—x0, —)0) é paralela a reta que passa pela origem e pelo

ponto (—a2yg, b%xg). Logo 7 e s sdo paralelas.

x+y=5ed4y+x=10
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Capitulo 8

Curvas conicas II: hipérbole

Neste Capitulo continuamos com o nosso estudo da equacao

Ax?>+Cy?> +Dx+Ey+F=0

no caso em que A e C tém sinais contrarios.

1. Hipérbole

Definicao 1
Uma hipérbole, 7, de focos F; e F,, é o conjunto do plano que consiste

de todos os pontos P tais que o modulo da diferenca das distancias a F;
e F» é igual a uma constante 2a > 0, menor do que a distancia entre os
focos 2¢ = 0.

H={P||d(P,F)-d(P,F)|=2a}
O<a<c; d(F,F) =2c

Observacao 1

Para todo ponto P do plano, temos que

|d(P,F1) — d(P,F>)| < d(Fy,F,)

e a igualdade ocorre se, e somente se, P pertence a semi-reta de origem
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F, que nao contém F, ou a semi-reta de origem F» que ndao contém
F,. Em particular, como 2a < 2c, nenhum ponto sobre essas semi-retas
pertence a hipérbole H .

) . ¢
Fig. 1: Semi-retas que contém apenas um dos focos.

De fato, pela desigualdade triangular, temos que
d(P’-Fl) =< d(P!FZ) + d(FZ’Fl)’
e d(P,Fg)Sd(P,Fl)-l-d(Fl,Fg).

Logo,
-d(F,F;) <d(P,F) —d(P,F;) <d(F,F),

ou seja,

|d(P,Fy) —d(P,F2)| <d(F,,F?).
Além disso, temos que

|d(P,Fy) —d(P,F,)| = d(Fy, F2)
se, e sO se,

d(P,F,) —d(P,F>) = d(Fy,F>),
ou seja,

d(P,F,) =d(P,F,) +d(F,,F;) ou d(P,F,;) —d(P,F,) = —d(Fy,F>),

isto é,

d(P,F,) =d(P,F,) + d(F,,F>).
Sed(P,F,) =d(P,F,)+d(F>, Fy), temos que F, € F,P, ou seja, P pertence
a semi-reta de origem F, que nao contém Fj.

F F P
Fig. 2: F> entre F1 e P.

Sed(P,F,) =d(P,F,) + d(F,,F,), temos que F, € PF,, isto é, P pertence
a semi-reta de origem F; que nao contém Fo.

&

PR Py

Fig. 3: F1 entre P e F>.
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Por isso, tomamos ¢ > a na definicao da hipérbole, pois se ¢ < a e
d(F,F,) = 2c, o conjunto

{P||d(P,F,)—d(P,F;)| = 2a}
representaria o conjunto vazio, e se ¢ = a, 0 conjunto acima representa-

ria a unido da semi-reta de origem F; que nao contém F», com a semi-reta
de origem F, que nao contém F.

Terminologia
e Os pontos F; e F» sdao os focos da hipérbole.
e A reta £ que contém os focos é a reta focal (Fig. 1).

e A interseccdo da hipérbole com a reta focal £ consiste de exatamente
dois pontos, A; e Ay, chamados vértices da hipérbole. De fato, pela
observacao 1, temos que se A € H n ¥, entdo A € FiF>. Seja A; €
FiF, nH tal que d(Aq, F) = x.
=1
P A A B

14

Fig. 4: Posicionamento dos vértices em relacdo aos focos da hipérbole na reta focal.

Como d(F,,F>) = 2c¢, temos

|d(A,F1) —d(A,F)| =2a < |x-(2c—-x)| =2a < |2x —-2c|=2a
— 2c-2x=2a<X=Cc—aqa.

Logo o ponto A; de F; F, distante ¢ — a de F; pertence a hipérbole.

Analogamente, temos que o ponto A; de F;F, distante ¢ — a de F»
pertence a hipérbole

e O segmento A1 A, é denominado eixo focal da hipérbole e seu compri-
mento é d(A1,Ay) = 2a.

e O ponto médio C do eixo focal A;A; é o centro da hipérbole. Esse

ponto é, também, o ponto médio do segmento F;F», delimitado pelos

A1+ A F1 +F
focos: C = 12 2 = 12 2.

C
et 2 @ @ b
Fy A| AQ Fy

/

Fig. 5: Posicionamento dos focos, vértices e centro da hipérbole na reta focal.
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Observe que d(C,F,) =d(C,F,) =ce d(C,A;) =d(C,Ay) = a.

Ef
e Areta{’ que passa pelo cen-

tro C e é perpendicular a reta

P
focal £ é a reta nao-focal da / \\
hipérbole. Como ¢’ é a medi- C e ¢

FoA | A B

atriz do segmento F;F», a hi-

pérbole nao intersecta a reta
nao-focal gf pOiS se P e E’ Fig. 6: Pontos do eixo ndo-focal ndo pertencem a hipérbole.

temos |d(P,F;) —d(P,F>)| =0 # 2a.

e O segmento BB, perpendi-

. B

cular ao eixo focal que tem C 4 c

. , b

como ponto médio e compri- _

mento 2b, onde b? = c? — a?, BoA CF % Ay B ‘
¢ denominado eixo nao-focal B¢

da hipérbole, e B; e B, sao os

vertices imaginarios da hipér- Fig. 7: Relacdo dos comprimentos a, b e c.

bole

e O numero e = % ¢ chamado a excentricidade da hipérbole. Note que

e > 1, pois ¢ > a.

Assintotas

¢ O retangulo de base da hi-

pérbole H é o retangulo que 5

tem os pontos A1, Ay, By e By ~

como pontos médios de seus s A m !
lados e as retas que contém B2 %

Retangulo de base

as diagonais do retangulo de
base da hipérbole 7 sio as Fig. 8: Retangulo de base e assintotas da hipérbole # .
assintotas de 7 .

Portanto as assintotas da hipérbole #{ sdo as retas que passam
. . ~ b ~ s
pelo centro da hipérbole e tem inclinacao iE em relacdo a reta focal.
Pelo Teorema de Pitagoras, as diagonais do retangulo de base de

H tém comprimento 2¢ e a distancia do centro de HH a qualquer vértice
do retangulo de base é igual a c.
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e Dizemos que uma hipérbole é equilatera se o comprimento do eixo
focal é igual ao comprimento do eixo nao-focal, isto é, a = b.

Entdo, o retangulo de base de uma hipérbole equilatera é, na reali-
dade, um quadrado. Em particular, as retas que contém as suas diago-
nais, isto €, suas assintotas, intersectam-se perpendicularmente.

e Duas hipérboles tais que o eixo focal de cada uma é igual ao eixo
nao-focal da outra sao denominadas hipérboles conjugadas. Como o0s
retangulos de base de duas hipérboles conjugadas sao iguais, elas tém o
mesmo centro, mesmas assintotas e os focos a uma mesma distancia do
centro.

Observacao 2

1. A hipérbole H é simétrica em relacdo a reta focal, a reta ndo-focal e

ao centro.
, A
De fato,se P € H e P’  é o P
simeétrico de P em relacdo a W
reta focal, entdo ma ¢4 F& Q !
e
AFPQ = AF>P'Q T\,
P

e

AFpo = AFlplQ . Fig. 9: Simetria da hipérbole em relacao a reta focal.

Em particular, FoP = F,P’' e F{P = F,P’. Logo
2a = |d(P,F,) —d(P,F)| = |d(P',F|) -d(P',F,)| = P € H.

A simetria em relacdo a reta nado-focal se verifica de maneira analoga,

usando congruéncia de triangulos.
gl

SeP € H eP"” éo simétrico _p
de P em relacdo ao centro, - - %
e Ag

entao ’ Qf//@ ¢

APCF, = AP"CF, L

prd=

e

AFI CP = /AP” CF2 . Fig. 10: Simetria da hipérbole em relacdo ao centro.

Em particular, FoP = F;P"" e F,P = F,P”. Logo,
2a = |d(P,F,) —d(P,F,)| = |d(P",F,) —d(P",F))| = P" e H .
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2. Forma canonica da hipérbole

Vamos obter a equacao da hipérbole em relacao a um sistema de
eixos ortogonais OXY em alguns casos especiais.

2.1. Hipérbole com centro na origem e reta focal coinci-
dente com o eixo OX

Nesse caso, F; = (-¢,0), F> = (¢,0), A1 = (-a,0), A> = (a,0),
Bl = (O’_b)’ BZ = (O’b) eC= (010) Logoi
P=(x,y)eH < |d(P,F,) —d(P,F,)| =2a

[ d(P,F,) —d(P,F>) =2a (ramo direito de )
— 1 ou
| d(P,F,) —d(P,F,) = —2a (ramo esquerdo de H)

( \/(x+c)2+y2—\/(x—c)2+y2=2a (ramo direito de )
< { ou

| \/(x +cC)2+ y2 — \/(X — )2+ y2=-2a (ramo esquerdo de H).

Continuando o desenvolvimento de maneira analoga ao caso da
elipse, e lembrando que b? = ¢? — a?, chegamos a:
P=(x,y)eH = (c? —a®)x? - a’y? = a*(c? — a®) = b*x? — a’y? = a®b?.
Portanto, P = (x,y) € H se, e somente se, as coordenadas x e y
satisfazem a equacao

2 2
Xyt

a2z pz

chamada forma canénica da equacao da hipérbole de centro na origem
e reta focal coincidente com o eixo-0X.

As assintotas dessa hipérbole sao as retas que passam pela origem

(centro) e tém inclinacao ig em relacdo ao eixo—OX (reta focal). Logo,

] ~ b .
as assintotas sao as retas y = ia X, Ou seja,

bx-ay =0 e bx +ay =0.
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2.2. Esboco da Hipeérbole

2 2 2 2

Como y2 = x—z -1= u temos que y LN s —a?, onde
b a a? a
X>aoux < -—a.
bx —ab
Sendo y' = ———— > 0 (crescente) e "' = ——————- < 0
N ( )ey (x2 — a2)3/2

(concava), para todo x € (a,+), temos que o grafico da funcao y =

gx/x'? —a?, x €la,+») é da forma:

S
=

Fig. 11: Grafico da funcdo y = % x2 —-a? x € [a,+w].

Pela simetria da hipérbole em relacdo ao eixo—OX (reta focal) e em
relacdo ao eixo—OY (reta ndo-focal), obtemos o seu grafico:

N
SN

Fig. 12: Grafico da hipérbole H : =5 — b— =1.

Podemos, agora, explicar o porqué do nome assintota para as retas
que contém as diagonais do retangulo de base.

Sejam P = (x,7y) um ponto da hipérbole, isto é, b’x? — a’y? =
a’b?, e r, : bx —ay = 0 uma de suas assintotas. Entao,

|bx —ay| |bx —avy| _ |bx + ay|

ap,ry) = V2 +a2  VbZ+a? |bx+ayl
|b2X2—a2y2| 1
VP +a?  |bx +ayl
a’b? 1

Vb2 + a2 Ibx +ay|

Logo d(P,r.) — 0, quando{ 1% ou { ;::Z’; .
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YT r
\ /
X
: ‘

Fig. 13: d(P,r+) — 0, quando x — o0 e y — +co.

De modo analogo, podemos verificar que d(P,v-) — 0, quando x —
+o ey — —c0oouX — —0ey — +oo,0onde P = (x,v) € Her_ :
bx + ay = 0 é a outra assintota da hipérbole.

Fig. 14: d(P,r+) — 0, quando x — o0 e y — Foo.

2.3. Hipérbole com centro na origem e reta focal coinci-
dente com o eixo OY

Neste caso, temos F; = (0,—c), F» =

(0,¢), Ay = (0,-a), Ay = (0,a), By = (-b,0) X
e B, = (b,0).

Procedendo como no caso anterior, ob-
temos que a equacao da hipérbole é:

y2 2 Forma canénica da hipérbole
P~ = 1| de centro na origem e reta
a focal coincidente com o eixo—OY.

onde b? = c? — a?.

; ~ b .
Neste caso, as assintotas sao as retas x = ia y, ou seja,

ax —-by =0 e ax +by =0.
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3. Hipérbole com centro no ponto O = (xo, Vo)

3.1. Caso I. Reta focal paralela ao eixo—OX

Como o centro O = (xy,Yo) pertence a reta focal, temos que ¥ :

Yy = Yy é a equacdo cartesiana da reta focal.

Além disso, como

d(Fy,0) = d(F»,0) = c,

onde F; e F, sdo os focos da elipse, temos que F; = (xg — ¢, Yy) e F» =

(X0 +¢,0).

Seja P = (X + X0, + o) um ponto pertencente a hipérbole, onde
X=X+X9, Y=Y+,

sao suas coordenadas no sistema OXY e X, 7 sdao suas coordenadas

no sistema O XY, obtido transladando o sistema OXY para a origem

O = (x0, Y0)-

Entao, P pertence a hipérbole se, e somente se,

|d(P,F,) —d(P,F,)| =2a

ld((X + X0, + Y0), (X0 — ¢, )0)) —dA((X + x0,) + Vo), (x0 + ¢, ¥0))|

x:  y° 1 (x — x0)

- =1 <
a’? b2 a? b?

2

Logo a forma canénica da equacao da
hipérbole com centro no ponto (xy, o)
e reta focal paralela ao eixo-0OX é

(x —x0)°  (¥—20° _ 1
a? B b2 B

onde b? = c? — a?.

W =y0)* _

1.
\YA VT
\ R
F1NA; AN Fy o
Yo >
OB1 X
//O \=
/ T0 e
2 2
Fig. 16: 9 : &%0° _ =30 _

Os focos sao F; = (x9 — ¢,y0) F» = (xo9 + ¢,¥0); a reta focal é
£y = yp; 0s vértices sdo A; = (xo — a, o) € A> = (xo + a, Vp); a reta

K. Frensel - J. Delgado
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nao-focal é £’ : x = xp; 0s vértices imaginarios sdo B; = (xo, Yo — b) e
By = (x0,Y0+b), e as assintotas sao as retas b(x —xg)—a(y—yy) =0
e b(x—x0)+aly—y)=0.

3.2. Caso II. Reta focal paralela ao eixo-0OY

Procedendo como no caso anterior, se verifica que a forma cané-
nica da equacao da hipérbole com centro no ponto (x, y,) e reta focal
paralela ao eixo—-0OY é

(¥ =20)*  (x—x0)?
a? b2

=1, onde b?=c?-a?

Neste caso, os focos sao F; = (xg, Yo —C)
F> = (x0,Y0+c); aretafocal é £ : x = x;
A1 = (x0,Y0 —a) e Ay = (x0,Y0 + a) Sa0

os vértices; a reta nao focal é €' : y = yy;
By = (xo — b, o) € B2 = (xo + b, y0) sdo . — o

X
0s vértices imaginarios, e as assintotas / +F1 \
sao as retas a(x — xo) —b(y —yp) =0e
a(x —xo) +b(y —y) =0.

— 2 _ 2
Fig. 17: f : 200 Goxol”

4. Equacao do segundo graucom B =0e AC < 0.

Seja H a hipérbole com centro no ponto (xg, yo) e reta focal para-
lela ao eixo—OX:

(x—-x0)?% (¥ -20)°
Him—— = =1.

Desenvolvendo, obtemos
b?x? — a’y? — 2xob%x + 2ypa’y + xib? — a’y§ — a’*b* = 0,
que é da forma
Ax?>+Bxy +Cy?>+Dx+Ey +F =0,

onde
A=Db% B=0, C=-a?
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D = —2x0b?, E =2ypa?, F =xib®—a’yi—a?b.

Em particular, os coeficientes A e C tém sinais opostos e B = 0.
Podemos verificar que o mesmo ocorre quando desenvolvemos a equa-
cao da hipérbole de reta focal paralela ao eixo—OY.

Reciprocamente, temos a seguinte proposicao:

Proposicao 1
Se os coeficientes A e C na equacao
Ax?+Cy?>+Dx+Ey +F=0 ()
tém sinais opostos, entdo a equacado representa:
e uma hipérbole de eixos paralelos aos eixos coordenados;
ou

e um par de retas concorrentes.

Prova.
Suponhamos que A > 0 e C < 0. Entao,

Ax?> +Dx — (-Cy? - Ey) = —-F,

(-2 (25
A YY) F

—-C A AC’

(+3) (ra)
2A) 2c) _ F D*  E?
-C A  AC  4A2C  4AcC?’
D \? E \?

(’”ﬂ) _(3’+2C> _ 4ACF — CD? — AF?
~C A B 4A2C2 ’

Logo a equacao (*) representa uma hipérbole com eixos paralelos aos
eixos coordenados se 4ACF — CD? — AE? # 0, e (x) representa o par de

+£—+ _14<X+D>
Yroe =™ TC 24

se 4ACF — CD? - AE* =0 m

retas concorrentes

K. Frensel - J. Delgado



156 Geometria Analitica - Capitulo 8

O caso em que a equacdo do segundo grau Ax>+Cy? +Dx +Ey +
F =0, com AC < 0, representa um par de retas concorrentes, ¢ chamado
de caso degenerado da hipérbole.

Exemplo 1
Determine se as equacoes abaixo representam uma hipérbole ou uma hi-

pérbole degenerada. Caso seja uma hipérbole, determine seus principais
elementos.

(@) 9x2 — 25y2% — 225 = 0.

Solucdo.

Como 9x? — 25y? = 225, obtemos, dividindo por 225, a equacao
X2 y?
5 9 - b

que representa uma hipérbole com:
ea=5b=3ec=+a?+b?2=.25+9=./34.

e centro: C = (0,0).

e reta focal: £ =eixo—OX:y = 0.

e reta nao-focal: ¥’ =eixo—0Y : x = 0.

e vértices: A; = (=5,0) e A, = (5,0).

e vértices imaginarios (na reta nao-focal): B; = (0,—-3) e B, = (0, 3).
e focos: F; = (—/34,0) e F> = (/34,0).

e assintotas: y = i%x, ou seja 3x =5y =0. g

(b) x> —2y?+6x+4y +9=0.

Solucdo.
Completando os quadrados, obtemos:
x2+6x —2(y*>-2y)=-9
= (x?+6x+9)-2(y>-2y+1)=-9+9-2

= (x+3)2-2(y-1)2=-2
(x +3)2

= (y-1)?2- =1.

Logo, a equacao representa uma hipérbole com:
ea=1,b=2ec=Va?+b2=JV1+2=.3.
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e centro: C = (-3,1).

e reta focal: £ : x = —3, paralela ao eixo—0OY.

e reta nao-focal: ¥’ : v = 1, paralela ao eixo—O0X.

e vértices: A; = (—=3,0) e A, = (—3,2).

e vértices imaginarios (na reta nao-focal): By = (-3 —+/2,1) e B, = (-3 +
V2,1).

e focos: F; =(-3,1-V3)eF, =(-3,1+3).

e assintotas (x + 3) = +/2(y — 1), ou seja, x + V2y = -3 +/2 e
x -2y =-3-2.1

() 9x? — 16y? + 90x — 128y — 31 = 0.

Solucgdo.

Completando os quadrados, obtemos:

9(x% +10x) — 16(y? + 8y) = 31
9(x?+10x +25) —16(y*>+8y +16) =31 +9-25-16-16
9(x +5)2-16(y +4)>=0

9(x +5)% =16(y +4)?

3(x+5)==+4(y +4)

3(x+5)+4(y+4) =0.

Logo, a equacao representa o par de retas, 3x +4y = —-31 e 3x—4y =1,
que se cortam no ponto (-5, —-4). O

[

Exemplo 2

Determine a equacdo da hipérbole equilatera com focos nos pontos (—+/8,0)

e (/8,0).

Solucdo.
Como F; = (—+/8,0) e F, = (1/8,0), temos que o centro da hipérbole
e C = Atk _ (0,0) e a reta focal é o eixo—OX. Sendo a hipér-

2
bole equilatera, temos a = b. Como ¢ = /8 e ¢*> = a® + b?, obtemos
8=a’+a’=2a%istoé, a’>=4.Logo,a=b=2e

2

X%y
j‘[.z—?—l,
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¢ a equacao da hipérbole.

Além disso, A; = (-2,0) e A, = (2,0) sao os vértices, B; = (0,-2) e
B> = (0,2) sao os vértices imaginarios e x = +7y sao as assintotas da
hipérbole H . o

Exemplo 3

Mostre que a excentricidade de qualquer hipérbole equilatera é /2.

Solucgdo.
Como a = b e ¢® = a® + b?, temos que ¢® = 2a?, ou seja, ¢ = 2a.

LogO,e=£=@=\/§.[}
a a

Exemplo 4
Os vértices de uma hipérbole sao os pontos (0,3) e (0,-3), e um de

seus focos é o ponto (0,5). Determine a equacao da hipérbole, o com-
primento do seu eixo focal e suas assintotas.

Solucdo.

A hipérbole tem centro C = ©0,3) +2(O’ —3)

c =4d((0,0),(0,5)) =5;a =d((0,0),(0,3)) = 3; (0,-5) é o outro foco;
b2 =c?-a?=25-9=16.

. y2  x? , . , 4
Entao H : 5 16" 1 é a equacao da hipérbole, y = J_rgy sdo as suas

assintotas e 2a = 6 o comprimento do seu eixo focal. o

= (0,0); reta focal=eixo—-0Y;

Exemplo 5
O centro de uma hipérbole é a origem, sua reta focal é um dos eixos

coordenados e uma de suas assintotas € a reta 2x — 5y = 0. Determine
a equacao da hipérbole #, supondo que o ponto (4,6) € H.

Solucdo.
Como o centro é a origem e a reta focal (eixo—OX ou eixo—0Y) é uma
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bissetriz das assintotas, a reta 2x + 5y = 0 é a outra assintota. Vamos
analisar os dois casos possiveis:
e Reta focal = eixo—0OX.

2 2
Nestecaso,ﬂ:x——y—z1e9=g,istoé,b=§a .Como (4,6) <
az b2 a 5 5
16 36 . ” .
.’H,temosqueﬁ—@=1,ouseJa,O>16-4—25-36=4a,oquale
25

absurdo, pois 4a? = 0.
e Reta focal = eixo—OY.

2 2
Nestecaso,ﬂ{:y——x—zleyzi,istoé,ang .Como (4,6) €
a2 b2 a 2 5
JH, temos que %—;—6;:1, ou seja, 36 - 25 — 16 - 4 = 4b%. Logo,
25
836 2 x? , .
2: . - = 2:7 e - — =
bs=9-25-16 =209, a os © 5—[.@ 509 1 é a equacao da
25

hipérbole.

Exemplo 6
Determine os vértices, os focos e a excentricidade da hipérbole conju-

gada da hipérbole

9x? — 4y? = 36.
Solucdo.
A hipérbole H :9x? — 4y? = 36, que também pode ser escrita na forma
2 2
H % — % = 1, tem centro na origem, reta focal = eixo—0X, a = 2,

b=3ec=+a*+b?=.13.
Entao a hipérbole #’, conjugada da hipérbole #{, tem centro na origem,
a=b=3,b=a=2,c =c=+13eretafocal = eixo-0Y.

2 2
Logo H': % - XZ = 1 é a equacao da hipérbole conjugada da hipérbole
H,F = (0,-/13) e F, = (0,/13) sao seus focos, A; = (0,-3) e Ay =

- L. c V13 -, ..
(0,3) sao seus vértices e e = -3 ¢ a sua excentricidade. o
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Exemplo 7
Determinar o angulo agudo de intersecao das assintotas da hipérbole
9x2 — y? —36x — 2y +44 = 0.

Solucgdo.

A equacao da hipérbole se escreve na forma:
9(x? —4x) — (y?>+2y) = —-44
9(x—-2)>—(y+1)°2=-44+36-1=-9

2
%—(x—Z)Zzl.

Entao C = (2,-1) é o centro, a reta focal é £ : x = 2 (paralela ao
eixo—0Y), a = 3, b = 1; ¢ = Ja? +b? = /10 e as assintotas sdo:

x—2=i%(y+1),ouseja,y=3x—7ey=—3x+5.
LogotgB=3,tgx=-3,0=x—-P e

_ tgx-tgBp -6 3
tg9_1+tgo<tg[3_1—9_4’
onde 8 e x sdao os angulos que asretas y = 3x —7 e y = —3x + 5,

respectivamente, fazem com o semi-eixo OX positivo, e 6 é o angulo
agudo entre as assintotas. g

Exemplo 8
Asretas ¥ : 2x +y = 3 e s : 2x —y = 1 sao as assintotas de uma

hipérbole que passa pelo ponto (6, 2). Determine sua equacao.

Solucgdo.
O centro C = (x, y) da hipérbole é o ponto de intersecao das assintotas,
isto é, (x, y) é a solucao do sistema:

2x+vy =3

2x —y =1.
Logo C = (1,1) é o centro, e a reta focal é aretax =1 ouaretay =1,
que sao as retas bissetrizes das assintotas. Vamos analisar os dois casos
possiveis.
e Reta focal £ : y = 1, paralela ao eixo—OX.
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(x-1)?% (y-1?* _
a? b2

b? = 4a° e (6,2) € H, temos que H : 4(x — 1)> — (y — 1) = 4a° e

4.25-1=99 =4a°.

Portanto, H : 4(x — 1)?> — (y — 1)? = 99, ou seja,

—1)2 —_1)2
g xX=D2 y-12_

Neste caso, H :

le Z = 2, ou seja, b = 2a. Como

99 99
4
e Reta focal £ : x = 1, paralela ao eixo—OY.
_1)2 _1)2
Neste caso, H : r-D° -1 =1le b = 1, ou seja, a = 2b. Como
a? b2 a 2

a’ = 4b% e (6,2) € H, temos que H : (y —1)2 —4(x — 1)? = 4b% e
1-4-25=4b>=-99 <0, o que é absurdo.

Assim, a equacdo procurada corresponde ao primeiro caso: H : 4(x —
1)? - (y-1?%=99. g

Exemplo 9

Mostre que as assintotas de uma hipérbole nao a intersectam.

Solucdo.
Podemos supor, sem perda de generalidade (escolhendo o sistema de
coordenadas de maneira adequada), que a hipérbole é dada pela equa-
cao:
2 2
H: % - % =1,
ou seja, H : b’>x? — a’y? = a’b°.
Como7; :bx—ay =0er_:bx+ay = 0 sao as assintotas da hipérbole
e
H:(bx —ay)(bx +ay) = a’b?,
temosquer, N H =D er-nH = @, pois (bx —ay)(bx +ay) =0 +
a’b?se (x,y) €Er_Ur,. O

Exemplo 10

Mostre que uma reta + paralela a uma assintota de uma hipérbole inter-
secta a curva em apenas um ponto.
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Solucgdo.
Podemos supor, sem perda de generalidade, que a hipérbole é dada pela

equacao:
2 2
H: % - % =1,
Como bx + ay = 0 sao as assintotas da hipérbole, temos que r é da
forma r : bx + ay = m, onde m # 0.
Sejar : bx +ay = m. Entdo, P = (x,y) € r n H se, e somente se,
bx +ay =me
a’b? = b*x? —a’y? = (bx +ay)(bx —ay) = m(bx — ay),
ab?

isto é, se, e somente se, bx +ay =mebx —ay = pro

a’b?

Comoasretas Y1 :bx+ay =medlr:bx—-ay = sao concorrentes,

b

a L.
pois b = —2ab + 0, temos que ¥ N consiste de um tnico ponto,
-a

dado pela intersecao das retas ¥; e ¥».
De modo analogo, podemos provar que v N H consiste de um unico
ponto se v é da forma bx —ay =m, m # 0. g

Exemplo 11

A reta tangente a uma hipérbole  num ponto P € H ¢é a Unica reta
nao paralela as assintotas que intersecta #{ so6 nesse ponto.

Mostre que a reta tangente a hipérbole H : b°x? — a?y? = a’b?, em um

ponto P = (xq, Yo) sobre a curva, tem por equacao
b’xox — a’yoy = a’b?.

Solucgdo.
Seja
X = X9+ mt
v { ;o Tt EeR,
Yy =y +nt
a reta tangente a hipérbole #{ no ponto P = (xo, ) € H.
Entdo, Q = (xg + mt, yo + nt) € H nr se, e somente se,
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b?(xo + mt)? — a’(yo + nt)? = a’b?
= Db%(x§ +2mxot + m?t?) — a?(y¢ + 2nyot + n°t?) = a’b?
= (b*m? - a’*n®>)t? + 2xomb? - 2yona®)t + b’x5 — a’ys —a’*b* =0
= (b’m? - a’n?)t*> + 2xomb? - 2yyna®)t = 0,
ja que b?x5 — a’yé = a’b>.
Como b°m? —a’n? = (bm—an)(bm+an), temos que b>m?—a*n? =0
se, e somente se, bm —an = 0 ou bm + an = 0, se, e somente se,

m n
a b

(m,n) || (-a,b).

m

n
= 0 ou a b = 0 se, e somente se, (m,n) || (a,b) ou

Além disso, como as assintotas ¥, : bx —ay =0ev_:bx +ay =0 sao
perpendiculares, respectivamente, aos vetores (b,—a) e (b,a), temos
que (a,b) e (—a,b) sao vetores paralelos as retas v, e v_, respectiva-
mente.
Logo b*m? — a’n? = 0 se, e somente se,  é paralela a assintota . ou a
assintota »_ da hipérbole. Entdo b>m? — a’n? # 0, ja que, por definicao,
¥ nao é paralela as assintotas.
Sendo que b’m? —a’n® #+ 0 e r n H consiste de um Unico ponto, temos
que

2xob*m — 2ypa’n =0,
ou seja, (m,n) L (2xob?, —2yoa?).
Logo o vetor (xob?, —yoa®) é perpendicular a reta r. Assim,

v :b’xox — a’yyy = b’x§ — a’y§ = a’b?,

jaque P = (x0,y0) €7 e b’x3 — a’yi = a’b®. o

Exemplo 12
Determine os valores de m € R para os quais as retas da familia 7, :

vy = mx — 1 sdo tangentes a hipérbole H : 4x? — 9y? = 36.

Solucdo.
A reta 7, é tangente a H se, e somente se, 1, N H consiste apenas

de um ponto e 7, nao é paralela as assintotas.

2

2
Como a hipérbole H : x Y

e 1 tem centro na origem, reta focal =
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. . A 1. ~ 2
eixo—0OX, a = 3 e b = 2, suas assintotas, y = i%x, tém inclinacao i§

em relacdo ao eixo—OX. Logo m # i%, ou seja, 9m? — 4 + 0.

Além disso, 7, N H consiste de um tnico ponto. Isto é, a equacao
4x2 -9(mx -1)2=36 = (4 -9m?)x?2+18mx —45=0

tem apenas uma solucao.

Logo a equacao acima tem discriminante

A= (18m)?+4-45(4-9m?) =0

— 18m?2+10(4-9m?) =0
= -72m?+40=0
= mZZL;(Z)(:)mzzg(:)ﬂ’L:i?.
Assim, y = ?x —ley= —\fx — 1 sdo as retas tangentes a hipérbole

que pertencem a familia de retas 7,,. O

5. EXxercicios de revisao

1. Determine a equacao da hipérbole que tem assintotas y = 2x e y =
—2x e passa pelo ponto (2,1).

2. Determine a equacao da hipérbole que tem focos em (2,1) e (4,1) e

excentricidade \/Zg

3. Calcule a area do triangulo formado pelas assintotas da hipérbole
x2 2
— —=—=1eareta9x + 2y = 24.
4 9

4. O ponto (1,-2) pertence a uma hipérbole em que um dos focos é
(—2,2), tendo a diretriz correspondente a esse foco por equacao 2x —
v — 1 = 0. Determine a equacao da hipérbole.

5. Determine a equacao da hipérbole equilatera com centro no ponto
(2,3) e um dos focos no ponto (2,5).
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10.

. Determine os valores de k de modo que a equacao

(X _ 4)2 N _)’2 B
9+k S5+k
representa uma hipérbole. Esboce a curva para k = —7 e dé os focos,

1

a excentricidade e as assintotas.

. Verifique que uma reta paralela a uma assintota de uma hipérbole

intersecta a curva em apenas um ponto.

. Verifique que a reta tangente a hipérbole b°x?—a®y? = a’b? em qual-

quer ponto (xg, Vo) sobre a curva tem por equacio b%xox — a’yyy =
21,2
a-b-.

. Verifique que o ponto de contato de qualquer tangente a uma hipér-

bole é o ponto médio do segmento da tangente delimitado pelas as-
sintotas.

2 2
Considere a hipérbole H : % — 33/76 = 1. Determine os valores de m

de modo que areta y = ;x + m:

(a) intersecta H{ em dois pontos distintos.
(b) é tangente a H..

(c) ndo intersecta H .
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5.1. Respostas

10.

2x2 — yz =7.

4(x-3)2-12(y - 1)2 =12.

O triangulo tem vértices (2, 3), (4,—-6) e (0,0), e area 12.

Xy =5.

(y-3)2-(x-2)2=2

k € (-9,-5). Para k = -7, % - yTZ = 1 é uma hipérbole de centro (4,0), reta focal sendo o

eixo-0X, focos (6,0) e (2,0), excentricidade /2 e assintotas y = x —4 ey = —x + 4.

6l

©

Sejam a hipérbole H : b2x2 —a’y? = a?b%?earetar.:y = i%x +n paralela a assintota y = +

24 p2 2_ 12
Entéoﬂmri:{(:w u)}

2nb  * n

Faca uma analise do fato que reta tangente a H{ em P € 7{ é a tinica reta ndo paralela as assintotas
e que intersecta /{ apenas neste ponto.

Sejam ¥4 : y = i%x as assintotas e s : b2xox — a?yoy = a’b? a reta tangente a hipérbole H no
ponto (xg, o). Entdo, ¥+ ns = {P.} er_ns = {P_}, onde P. = (W#,W"wao). Note que

(x0,y0) é o ponto médio do segmeto P.P_.

@ Iml> 3. 0)m| = 3. Im| < 3.
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Curvas conicas III: parabola

Vamos analisar a equacao

Ax?>+Cy?> +Dx+Ey+F=0

nos casos em que exatamente um dos coeficientes A ou C é nulo.

1. Parabola

Definicao 1
Sejam £ uma reta no plano e F um ponto no plano nao pertencente a L.

A parabola P de diretriz £ e foco F é o conjunto que consiste de todos
os pontos P do plano que sao equidistantes do ponto F e da reta L.

P={P|d(P,F)=d(P,L)}

Terminologia L

e Como dissemos na definicao, o ponto

F é o foco e areta £ é a diretriz da pa- 1 /
rabola.

e A reta £ que contém o foco e é per-
pendicular a diretriz £ é chamada reta
focal da parabola.

Fig. 1: Posicdo de V emrelacdo a F e a L.
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e O veértice da parabola é o ponto V da reta focal que equidista de F e
de £. Em particular, V € P.

e Se A é 0 ponto onde £ intersecta ¥, entdao V é o ponto médio do seg-
mento AF, ou seja,
A+ F

VZZ.

e 0 numero 2p = d(F, L) é o parametro da parabola. Note que
A(V,F)=d(V,L) =p.

Observacao 1

Toda parabola é simétrica em relacao a sua reta focal.

De fato, seja ? uma parabola de foco

F, vértice V, diretriz £ e reta focal 4.

Seja P € P e seja P’ o ponto simétrico x
de P em relacdo a reta focal £. u u
Q

<9

O segmento PP’ 1 { intersecta a reta
focal £ num ponto Q que é o ponto
meédio do segmento PP’. o

Os triangulos APQF e AP’'QF sao con-
gruentes, pois d(P,Q) = d(P',Q), o

lado QF é comum, e 0s angulos @3 e P’QF sao retos. Em particular,
d(P,F) =d(P',F).

Além disso, d(P, L) = d(Q,L) =d(P', [).

Como P € P, temos d(P,F) = d(P, L). Portanto, d(P',F) = d(P’, L), isto
é, P eP.

Fig. 2: Simetria da parabola em relacdo a 4.

2. Formas canonicas da parabola

Vamos estabelecer as formas canonicas da parabola em relacdo a
um sistema de coordenadas OXY no plano. Consideremos primeiro os
casos em que o vértice da parabola é a origem e a reta focal é um dos
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eixos coordenados, e depois 0s casos em que o vértice ¢ um ponto qual-
quer e a reta focal é paralela a um dos eixos coordenados.

2.1. Parabola com vértice na origem e reta focal coinci-
dente com o eixo-0X

Caso I. O foco F esta a direita da diretriz L.

Como o vértice da parabola 7 é V = (0,0), temos que o foco é F = (p,0)
e a diretriz é
L:x=—-p,onde2p =d(F,L).

Logo, Ll Yi /

Ta P
P=(x,y)e?P
d(P,F)=d(P, L)
_(p.O) 14
F

—

= Jx-pr+yr=Ix+p| ol v X
= (x-p)l+y2=(x+p)?

= x2-2px+p?+y2=x2+2px+p?

= 2px+y%=2px

= |y?=4dpx

Fig. 3: P: y? = 4px.
Caso II. O foco F esta a esquerda da diretriz L.

Neste caso, temos F = (—p,0) e a equacao da diretriz é
L:x =p,onde2p =d(F,L).

Yi
Entao, \ L

P=(x,y)e?P
aP,F)=d(P,[L)
Jix +p)2+y2 = |x - pl P
(x +p)*+y°=(x-p)*

X2 +2px + p? + y? =x?-2px + p?

>y

2px + y? = -2px

I A

2 _ _
yo= 4]9X Fig. 4: P:y2 = —4px.
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2.2. Parabola com vértice na origem e reta focal coinci-
dente com o eixo-0Y

Caso L. O foco F esta acima da diretriz £ (Fig. 5).
Neste caso, F = (0O,p)e L:y = —p,onde 2p = d(F, L).

Logo, P = (x,y) € P se, e somente se,

X2+ (y—p)2 =1y +pl = x*=4py

YA YA

HF>

(0,p)

V.

w\
=
o

v , X
L s P
©.-7) ° 0.-pF
l l
Fig. 5: P: x2 = 4py. Fig. 6: P:x2 = —4py.

Caso II. O foco F esta abaixo da diretriz £ (Fig. 6).
Neste caso, F = (0,—p) e L:y =p,onde 2p = d(F, L).

Logo, P = (x,y) € P se, e somente se,

VX2 + (v +p)2=ly—pl—=|x?=—4py

2.3. Parabola com vértice V = (xo, Vo) e reta focal paralela
ao eixo—0X

Para obter a forma canoénica da parabola de vértice V = (xq, yo) e
reta focal paralela ao eixo—OX, consideramos um sistema de coordena-

das O XY com origem O =V = (xg, yo) € eixos O X e O'Y paralelos e de
igual sentido aos eixos OX e OY, respectivamente.
Caso I. O foco F esta a direita da diretriz £. Sabemos que a equacao da

parabola no sistema de coordenadas O XY, é 32 = 4pX.
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Além disso, nesse sistema de coordenadas, o foco é F = (p,0); o vertice
éV =(0,0); adiretrizé L:X = —p earetafocal é £:y = 0.

vh vk
Como x =X+ xpey =Y+ )y temos que a /
equacao da parabola no sistema OXY é P

(¥ = 0)? = 4p(x — Xxo)

Yo

Ql
)
=y

No sistema de eixos OXY, a parabola tem foco
F = (xo + p, Yo); vértice V = (xg, Vo); diretriz

=Y

. zo—p| [O |To\ To+p
L:x—-—Xx9=—-p,ouseja L:x =Xx9— p ereta

focal £:y — vy =0, ou seja, £ : y = yy.

L

- . . Fig. 7: (v — 70)? = 4p(x — x0).
Caso IL O foco F esta a esquerda da diretriz £, &7 720" =#px=x0)

Neste caso, a equacdo da parabola no sistema O XY é 32 = —4pX, e,
nessas coordenadas, seus elementos sao: foco F = (—p,0); vértice V =
(0,0); diretriz £ : X = p ereta focal £ : y = 0.

Passando as coordenadas x, v do sistema O XY, \ o
a equacao da parabola fica na forma:

(¥ = 20)% = —4p(x — x¢)

=Y

e seus elementos sao: foco F = (xo — p,Y0); Pl o

N © 0/
=

vértice V = (xo, Yo); diretriz £ : x — x¢o = p, ou o
To— Y/ Zo| To+p|

seja, L:x =xo+peretafocal £:y — vy =0,
ou seja, £ :y = yo. r

Fig. 8: (¥ —0)% = —4p(x —x0).

=Y

2.4. Parabola com vértice V = (x, Vo) e reta focal paralela
ao eixo-0Y

Como nos casos anteriores, considerando um sistema de eixos or-
togonais O XY com origem O =V = (xg, yo) e eixos O X e OY parale-
los e de igual sentido aos eixos OX e OY, respectivamente, obtemos as
equacoes e os elementos das parabolas com vértice V = (xg, o) e reta
focal paralela ao eixo—OY.
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Caso L. O foco F esta acima da diretriz £ (Fig. 9).

Neste caso, o foco € F = (xo, Yo + p); adiretriz é L :y = yo — p; areta
focal é £ : x = xo e a equacao da parabola é

(x = x0)% =4p(y — »o)

Caso II. O foco F esta abaixo da diretriz £ (Fig. 10).

Neste caso, o foco é F = (xg, Yo — p); adiretriz é L : v = vy + p; areta
focal é £ : x = xo e a equacao da parabola é

(x —x0)? = —4p(y — »0)

YA YA YA YA
Y l
Yo+ F L
P Yo+p
yo\ V - Yo \4 -
0 X 0 X
L P
Yo—D ¢ 0=h F
[0) o )? (0] To )=(
Fig. 9: P: (x — x0)% = 4p (¥ — »0). Fig. 10: P: (x — x0)2 = —4p(y — ).

3. Equacao geral do segundo grau com B = 0 e
AC =0

Consideremos a equacao canonica da parabola de vértice V = (xo, 7o)
e reta focal paralela ao eixo—OX:

(¥ = 20)? = 4p(x — Xx0)

Desenvolvendo e agrupando os termos dessa equacao, obtemos:
V2 Fdpx —2yoy + Vi +4pxo = 0.

Essa equacao ¢ da forma
Ax?> +Bxy + Cy?>+Dx +Ey + F = 0,

onde A=0,B=0,C=1,D =54p,E = -2yseF = y5 + 4pxo.
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Analogamente, desenvolvendo a equacdao da parabola de vértice
V = (x0, Vo) e reta focal paralela ao eixo—OY:

(x —x0)? = £4p(y — »0)

obtemos a equacao
X2 —2xox F4py + x5 £4pyo =0,

que é da forma
Ax?> +Bxy +Cy?>+Dx +Ey +F =0,

onde A=1,B=0,C=0,D=-2x0, E=%4p e F = x§ + 4pyy.

No primeiro caso, temos A = 0, B = 0e C # 0. No segundo caso,
temos A#0,B=0e C =0.

Reciprocamente, temos a seguinte proposicao:

Proposicao 1

Seja a equacao do segundo grau com B = 0O:
Ax?+Cy?+Dx +Ey +F =0.

SeA=0eC #0, essa equacao representa:

e uma parabola cuja reta focal é paralela ao eixo—OX, se D # 0.

e duas retas distintas paralelas ao eixo—OX, se D =0 e E? — 4CF > 0.

e uma reta paralela ao eixo—OX, se D = 0 e E> — 4CF = 0.

e 0 conjunto vazio, se D = 0 e E2 — 4CF < 0.

Um resultado similar vale para o caso em que C = 0 e A # 0, trocando
paralelo ao eixo—OX por paralelo ao eixo—QY e substituindo C por A
de forma apropriada nas sentencas acima.

Prova.
Suponhamos A = 0, C # 0 e D # 0. Entdo a equacao do segundo grau se
escreve na forma:

2 By Dy F oy
yoreyrterXte v

Completando o quadrado, obtemos:
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( +E>2+Dx+F—EZ—O
Y*oc cXtc ace ™Y

Como D # 0, podemos escrever a equacao na forma:

) 25 2)
Y*oc) ¢ p\c " acz))’

que ¢ a equacao da parabola com reta focal paralela ao eixo—OX e vértice
V= <_4C2F—CE2 _E)
4C2D ’ 2C)°
Se D =0, a equacdo Cy? + Ey + F = 0 representa:
e as duas retas paralelas ao eixo—OX:

_E+VEZ—4CF _E—-EZ_4CF
Y= 2C € Y= 2C ’

se E2 —4CF > 0;

e areta paralela ao eixo—OX: y = —%, se E> —4CF = 0;

e 0 conjunto vazio, se E> —4CF < 0. m

Os casos em que a equacdo Ax2 + Cy?> +Dx + Ey + F = 0, com
AC = 0, representa duas retas paralelas, uma reta ou o conjunto vazio
sao chamados de casos degenerados da parabola.

Exemplo 1
Verifique se as equacoes abaixo representam uma parabola ou uma pa-

rabola degenerada. Caso seja uma parabola, determine seus principais
elementos:

(@) x? -8y = 0.

Solucdo.

Como x? = 8y, a equacdo representa uma parabola, com:
e vértice: V = (0,0);

e reta focal = eixo—-0OY : x = 0;

e parametro: p = 2.

e foco: F = (0,2), acima da diretriz.

e diretriz: L:y = -2. O
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(b) 2y? +5x +8y —7=0.

Solucdo.

Completando o quadrado, obtemos:

2> +4y)=-5x+7 < 2(y’+4y+4)=-5x+7+8

= 2(y+2)>=-5x+15
= 2(y+2)°=-5(x-3)
= (y+2)° =—%(X—3),

(que representa uma parabola com:

e vértice: V = (3,-2);

e reta focal: £: y = —2, paralela ao eixo-0X;

~ 10 ~ 5
e parametro: 2p = 3 entao, p = §;
e foco: F = ( % ) < ) a esquerda da diretriz.

5

e diretriz: L:x =3 + § ?' O
(©3y*+7y-6=0.
Solucgdo.
Como, nessa equacao A = B =D = 0, e seu discriminante ¢ 49+4-3-6 =
121 > 0, ela representa o par de retas y = _7(;: 11, ou seja, y = -3 e
y = %, paralelas ao eixo—0OX. o
(d) 9x? +42x +49=0
Solucdo.
Como, nessa equacdo B = C = E = 0 e seu discriminante é 42°—-4-9-49 =
1764 — 1764 = 0, ela representa a reta x = —% % = —g, paralela
ao eixo—0Y o
@3y>-2y+1=0
Solucdo.
Nessa equacao, A = B =D = 0 e seu discriminante ¢ 4 — 12 = -8 < 0.

Entao, ela representa o conjunto vazio o
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Exemplo 2

Determinar a equacao da parabola 7 com vértice V na origem, cujo foco
€ 0 ponto:

(@ F = (3,0).

Solucdo.

Temos p = d(V,F) = 3 e reta focal = eixo—OX. Como o foco F esta

a direita do veértice, temos que a diretriz ¢ £ : x = —3 e a equacao da
parabola é P: y? = 12x. O

(b) F = (0,-2).

Solucdo.

Temos p = d(V,F) = 2 e reta focal = eixo—OY. Como o foco F esta
abaixo do vértice, vemos que a diretriz é £ : y = 2 e a equacao da para-
bolaé P:x°=-8y. o

vk
Exemplo 3 Liy=2
Uma parabola P com vértice V na origem, QV J
cujareta focal é 0 eixo—OY, passa pelo pon- X
to (4, —2). Determine sua equacao, o foco F 21 P
e a equacao da diretriz L.

Fig. 11: Parabola P : x2 = —8y.
Solucgdo.

A parabola tem equacdo P : x> = +4py,com p = d(V,F) > 0.
Como (4,-2) € P, temos que P : x2 = —4py e 16 = 8p. Logo, p = 2;
F=(0,-2),L:vy =2eaequacdo da parabola é P:x2? = -8y. o

Exemplo 4
Um circulo C com centro no ponto C = (4,—1) passa pelo foco F da

parabola P : x> = —167y. Mostre que C é tangente a diretriz £ de P.

Solucdo.
A reta focal da parabola P é o eixo—OY, o vértice é a origem, e o foco
esta abaixo da diretriz. Entao, F = (0,—4) e L: v = 4, pois 4p = 16.

K. Frensel - J. Delgado



Geometria Analitica - Capitulo 9 177

A equacao do circulo é

C:(x—-4)2+(y+1)?%=r2
Sendo F = (0,—-4) € C, temos 16 + 9 = 7?2,
ou seja, ¥ = 5. Logo L é tangente a C, pois
d(C,L) =d((4,-1),L) =|-1-4| =5 =
raio de C. g

=Y

Fig. 12: Parabola P e circulo C.

Exemplo 5
Determinar a equacao da parabola 7 de vértice V = (3,4) e foco F =

(3,2). Determine, também, a equacao de sua diretriz.

Solucdo.
ComoV = (3,4) e F = (3,2), areta focal é £ : x = 3 e, nessa reta, F
esta abaixo de V e, portanto, abaixo da diretriz L.

~ , , YA l:x=3
Logo, a equacao da parabola é da forma
P:(x—3)2=—-4p(y —4). L:y=6 ;
Temos que Al v
_ _ _ -

p=d(V,F)=d((3,4),(3,2)) = 2. / "

Logo a diretrizé L:y =6 e . -
P:(x-3)2=-8(y—-4) / \X

¢ a equacao da parabola. 0

Fig. 13: P: (x — 3)2 = —8(y — 4).
Exemplo 6

Determine a equacao da parabola P cujareta focal é paralela ao eixo—OX

e passa pelos pontos (;, —1), (0,5) e (—6,-7).

Solucdo.
Como a reta focal da parabola 7 é paralela ao eixo—OX, sua equacao
deve ser da forma P : (v —yo)? = +4p(x — xo), que se escreve, portanto,
na forma:

P:y>+Dx+Ey+F=0.
Substituindo as coordenadas dos pontos dados nessa equacao, temos:
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%D—E+F = -1
SE+F = -25
—6D - 7E+F = —49,

Resolvendo o sistema, obtemos D =8, E = -2 e F = —15.
Portanto, a equacao da parabola é
y2+8x -2y -15=0,

isto é,

y2-2y+1=15-8x+1
ou, ainda,

P:(y—-1)2=-8(x-2).
Assim, a parabola P tem vértice V = (2,1) eretafocal £ : v = 1, paralela
ao eixo—0X. Como 4p = 8, isto é, p = 2, e o0 foco F esta a esquerda da
diretriz, temos que F = (0,1) e a diretriz L : x = 4. O

Exemplo 7
Sejam V = (—2,—1) o vértice de uma parabola P e £ : x +2y =1 a

equacao de sua diretriz. Achar a equacao da parabola e seu foco.

Solucdo.

A reta focal £ é a reta perpendicular a diretriz que passa pelo vértice.

Como £ 1 (1,2), temos £ 1 (2,-1) e, portanto,
{:2x—y=-4+1=-3.

Seja A = (x,y) o ponto de intersecao das retas £ e L.

Entdo, as coordenadas x e y satisfazem ao sistema:

2x -y =-3 2x -y =-3
—
x+2y=1 —2x —4y =-2.
Logo -5y = —5,istoé, y =lex =1-2y = —1.
Como V é o ponto médio do segmento AF, temos que F = 2V — A, ou
seja,
Entao P = (x,y) € P se,esOse,d(P,F) =d(P, L), isto é, se, e sO se,
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() - (=221

12
— (x+3)2+(y+3)2=w
X2 +4xy +4y° -2x -4y +1

= x°+6x+9+y>+6y+9= S

= 5x?2+30x+5y>+30y+90=x%+4xy +4y>-2x -4y +1

= |P:4x?—4xy +y*+32x+34y+89=0

que é a equacao da parabola. 0

Fig. 14: Parabola P : 4x2 — 4xy + y2 + 32x + 34y + 89 = 0.

Exemplo 8
A reta tangente a uma parabola 2, num ponto P € P, é a Ginica reta, nao

paralela a reta focal £, que intersecta a parabola apenas no ponto P.

Mostre que a reta tangente a parabola P : vy = 4px, p # 0, no ponto
P = (x0,y9) € P éaretar : yox —2x9Y = —YoXo, S€ Xo # 0, e é areta
r:x =0,sexy=0.

Solucdo.

. X =Xg+mt N ;
Sejar : , t € R, areta tangente a parabola 2 no ponto
Yy =y +nt

P = (x0, »0).
Como 7 nao ¢ paralela a reta focal (eixo—OX), temos que n # 0. Além
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disso, ¥ N P consiste apenas do ponto P, ou seja, a equacao do segundo
grau

(Yo + nt)? = 4p(xo + mt)
n2t? + 2yont + y& = 4pxo + dpmt

n%t? + yon — 4pm)t + (y§ — 4pxo) =0

111

nt’> + 2yon —4pm)t =0

= t[n’t+ (yon-4pm)] =0,
possui uma unica solucao t = 0, que corresponde a P = (xg, o).
Portanto, 2yon — 4pm = 0. Logo, (m,n) L (2p,—yo).
e Se xo = 0, entdo Yy, = 0, pois y§ = 4pxo.
Nesse caso, (m,n) L (2p,0), isto é, a reta » passa pela origem e é per-
pendicular ao eixo—OX. Logo r : x = 0.

2
-Sexo#O,temosyo#Oeszﬁ.
2X0
2
Nesse caso, (m,n) L (23;3, —y0>, ou seja, (m,n) L (v, —2x¢p). Logo,
0

Y I YoX — 2X0Y = —X0)0,
jaque P = (xo,)0) €7. O

Exemplo 9
Determine a equacdo da reta tangente a parabola P : x> = y + 1 paralela

aretar :2x —y = 0, e o ponto de tangéncia.

Solucgdo.

Seja 7, : 2x — y = m uma reta paralela a reta r.

Como 7,, nao ¢ paralela ao eixo—OY (reta focal), temos que 7, é tan-
gente a P se, e sO se, 1, NP consiste de um Unico ponto, ou seja, a equa-
cdo x? = 2x —m + 1 possui uma unica solucdo. Logo, o discriminante da
equacdo x2—2x+m—1 = 0 é igual a zero, ou seja, A =4—-4(m—-1) = 0.
Entdom = 2 e 2x—7y = 2 é areta tangente a P, paralela areta 2x—7y = 0.
Como o ponto de tangéncia P = (x,y) é o ponto de intersecao da reta
2x —y =2 com aparabola x> = y + 1, temos x> =2x -2 +1 =2x -1,
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ou seja, x> —2x +1 =0.
Entao x = 1e y = 2x —2 = 0, isto é, (1,0) é o ponto onde a reta
2x — 7y = 2 tangencia a parabola P : x> = y + 1. o

4. Exercicios de revisao

1. Um circulo de centro no ponto (4,—1) passa pelo foco da parabola
x2+167y = 0. Verifique que a diretriz da parabola tangencia o circulo.

2. Calcule o comprimento da corda da parabola y? = 4x determinada
pela intersecdo dareta x — 2y + 3 = 0 com a parabola.

3. Dé a equacao da parabola de vértice (2,1) e diretriz 4x + 3y = 1.
4. Dé a equacao da parabola de vértice na origem e diretriz 2x + y = 1.

5. Determine a equacado da parabola cuja reta focal é paralela ao eixo

OX e passa pelos pontos (;, —1), (0,5) e (-6,7).

6. Identifique os principais elementos das parabolas:
(@ x> -8y =0;
(b)2y2+5x +8y -7 =0;
(©)3y%2+7y —6=0;
(d) 9x2 + 42x + 49 = 0;
(e)3y>-2y+1=0.

7. Determine a equacdo da parabola com:

(@) Foco F = (—3,0) e diretriz x = %.

(b) Vértice V = (-1, —3) e diretriz x = -3.

8. Verifique que a equacdo do segundo grau 102 + 8x — 30y —9=0¢
uma parabola, determine o vértice, o foco e a equacao da diretriz.
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9. Determine as equacoes que descrevem o lugar geométrico dos pontos
equidistantes ao circulo x° + y? = 1 e ao eixo-0X.

10. Determine as equacoes que descrevem o lugar geométrico dos pontos
que sao centros dos circulos tangentes simultaneamente areta y = 1
e ao circulo x? + y? = 0.
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4.1. Respostas

1. O circulo tem equacdo (x —4)2 + (v + 1)2 = 25, a diretriz é y = 4 a distancia da diretriz ao centro

do circulo é igual ao raio do circulo.
2. A corda tem extremidades nos pontos (9,6) e (1,2) tendo, portanto, comprimento /80.
3. 9x2 —24xy +16y2 — 172x — 104y + 444 = 0.
4. x2 —4xy +4y% +4x+2y-1=0.
5. (v -1)2=-8(x-2)

6. (a) Vértice na origem, reta focal x = 0, diretriz y = —2 e foco (0,2). (b) Vértice (3,—-2) reta focal

y = =2, diretriz x = %, foco (—%, —2). (c) A equacao de uma parabola degenerada que representa

duas retas paralelas ao eixo-OX: y = -3 ey = % (d) A equacao de uma parabola degenerada que
representa uma reta paralela ao eixo-OY: x = —%. (e) A equacdo de uma parabola degenerada que
representa o conjunto vazio.

7. @x=-3y2 D) x+1=g(y+3)2

2

8. A equacdo se escreve na forma (y — %) = 7% (x - %). O vértice é (%, %) e o foco ((13—3 — %, %) =
(%, %) A equacao da diretriz é x = %.

9. Duas parabolas: x2 = 2 (y + %) ex?=-2 (y - %)

10. Duas parabolas: x2 = -8 (y — 2) e x2 = 4 (y + 1) sem os pontos (2+/2,1) e (-=2+/2,1).
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Capitulo 10
Conicas rotacionadas

Vamos identificar conicas cujos eixos nao sao paralelos aos eixos
coordenados e veremos como reduzir uma equacao do segundo grau a
sua forma canonica através de uma rotacao do sistema de eixos.

1. Rotacao dos eixos coordenados

Seja OXY um sistema de eixos ortogonais no plano e seja O XY o
sistema de eixos obtido girando os eixos OX e OY de um angulo 6, com

0<0< g, no sentido positivo. Sejam (x, y) e (X,?) as coordenadas de
um ponto P nos sistemas OXY e O XY, respectivamente, ¥ = d(P,0) e

@ o angulo que o segmento orientado OP faz com o semi-eixo positivo
O X. Entao,

X =7 CosSQ X =vrcos(g + 0)
y=rsenQ, vy =rsen(p +0). 7
Logo,

=y

X =7 cos6O cosp — 7 sen O sen @
vy =7vsenO cos@ + 1 cosO senp,

ou seja,
Fig. 1: O XY obtido girando OXY de 0.
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X =cosO0x —sen0y
Yy =senOXx +cosOy

A mudanca de coordenadas pela rotacio de um angulo 6 dos
eixos OX e OY pode ser escrita, também, na forma matricial:

x\ cosd —senf X
y) \sen® cos6 y

(x,y) = (cosO,sen0)x + (—send,cos0)y

ou, na forma:

A mudanca de coordenadas inversa, obtida pela rotacao de —0 dos
eixos O X e OY, se expressa, em termos de matizes, como:

X\ cosO® sen0 X
v ~\-sen® cos® y

pois cos(—0) = cos 0 e sen(—0) = — sen 0. Entao,

X =cosOx +senOy
Yy =—-senfx +cosOy

ou seja,

(x,y) = (cos0,—senf) x + (sen0,cos ) y

Exemplo 1
Por uma rotacao de 45° dos eixos coordenados, uma certa equacao €

transformada na equacio 4x° — 9%° = 36. Encontre a equacao original
nas coordenadas x, y.

Solucgdo.

Como
X = cosOx+senfy = \f(x+y)
Yy = —senfx+cosOy = \Zﬁ(—x+y),
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a equacao acima, nas coordenadas x, y, se escreve na forma:

4-§(x+y)2—9-§(—x+y>2=36,

ou seja,
4(x2+2xy +y2) —9(x2—2xy +y%) =72,
isto é,

—5x% +26xy —5y2-72=0

Como, nas coordenadas X e Y, a equacdo pode ser escrita na forma

=2 =2
% - yT = 1, ela representa uma hipérbole com a = 3; b = 2; ¢ = /13;
centro C = (0,0); reta focal £ : y = 0; vértices A; = (-3,0) e A, = (3,0);

reta ndo-focal €’ : X = 0; vértices imaginarios B; = (0,-2) e B> = (0, 2),
e assintotas y = i%f, ou seja, 2x + 3y = 0. Usando as relacoes de

mudanca de coordenadas:

= \/§ y
1,
Y= —Z(x +),
vemos que, nas coordenadas x e y, o centro é C = (0,0); os vértices
. 2 2 2 2 . . .
sao A, = (—3\2/> —32f> e Ay = (3\[ 3\2/>) e 0s vértices imaginarios

sao B; = <\/2§, —j?), B, = (—é,\%) Usando, agora, as relacoes de

mudanca de coordenadas inversa:
X = \f(x + )
_ 2
y=2x+y),

obtemos que, nas coordenadas x e Yy, a

reta focal é £ : —x + vy = 0; a reta nao-
focal é ¥’ : x + v = 0, e as assintotas sao:

2\/2§(x+y)13\2ﬁ(—x+y) =0

2(x+y)+3(-x+y)=0,

Fig. 2: —5x2 + 26xy —5y2 - 72 =0.

. 1
ouseja, 1:y=c-x e iy =5x.0
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2. Reducio da equacido Ax°+Bxy +Cy?+Dx +
Ey + F = 0 a forma canonica, por uma rotacao

do sistema de eixos

Consideremos a equacao do segundo grau:
Ax? +Bxy +Cy* +Dx+Ey +F=0. (1)

Apo6s uma rotacao positiva de angulo 0,0 < 0 < g, dos eixos OX e OY,

obtemos um novo sistema de eixos ortogonais O X e OY. As coordena-
das (x,y) e (x,¥y) de um ponto P do plano nos sistemas de eixos OXY
e O XY, respectivamente, estdo relacionadas da seguinte maneira:

X = cosOx —senfOy

Yy = senfXx +cosOy.

Substituindo x por cos0 X —sen07y e y por senf X + cos 0y na
equacao (1), obtemos a equacao nas coordenadas x e y:

A@Yz + Boxy + C@?Z +DoXx +Egy +Fp=0 (2)

onde

Ap = Acos?0 + Bsen6cosf + Csen? 0

Bo = 2(C - A)sen0cosO + B(cos? 0 — sen? 0)

Co = Asen?60 —Bsen0Ocos6 + Ccos®6

Dy = DcosO + Esenf

E9 = —-DsenO + Ecos0O

Fo = F.

Por uma verificacao direta, temos:
Ap Bo/2\ cos® sen0 A BJ/2 cos® —senb 3)
Bg/2 Co ) \—sen6 coso B/2 C senf® cosf

Do\ cos® send D
(Eg) - (— sen® cos 0) (E) )
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Determinemos, agora, o angulo 6 = 0y, 0 < 0y < % para o qual o

coeficiente Bg, da equacdo nas variaveis x, 7, € igual a zero.

Sendo
Bo, = 2(C— A)sen@,cos 0y + B(cos? 0y — sen? Oy)
= (C—-A)sen260y+ Bcos260y =0,
obtemos:
1. 6p = 45°, se A= C.  2.1826, = A'%C, se A+ C.

Da relacdo 1 + tg® 260, = sec?20,, e pelo fato que tg260, e cos 20,
tém o mesmo sinal, ja que 0 < 20, < 180, obtemos:

cos 20y =

se

1
w/1+tg2290’ A-C
- B
se

w/1+tg2290’ A-C

Além disto, como cos 260y = cos? 0 —sen?0 e cos?0 +sen? 0 = 1:

cos 260y =

0820y = cos2 0y — (1 —cos?0y) =2cos?60y—1

e 08260y = (1 —sen? 0y) — sen® Oy = 1 — 2 sen? O,

/1 2 [1— 2

Fazendo 0 = 0y, A = Ag,, C = Cg,, D = Dg,, E=Eg, e F =Fg,=F a
equacao do segundo grau (2) fica na forma

ou seja,

AX* +Cy°+Dx+Ey+F=0
A 0 _ [ cos@y sen6y A BJ/2\ [cosBy —senb
0 C/] \-sen6y cosOy) \B/2 C senf@y cos Oy

D _ [ cosfy senbp) (D
E) \-senfp cos@y) \E

onde
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Definicao 1
O indicador da equacao do segundo grau
Ax?>+Bxy + Cy?>+Dx +Ey +F =0,

¢ 0 numero

A BJ2
I=B2—4AC=—4det( />

B/2 C

Como o determinante de um produto de matrizes é igual ao pro-
duto dos determinantes das matrizes fatores, temos, por (3), que:

A@ BQ/Z A B/2
— 2_ —_ p— =
Iy = B 4A0Co 4 det <B9/2 Co ) 4 det (3/2 C ) I,

para todo 0 € R, pois
det cos® senfd _ det cos® —sen0 1
—senf cos6) sen@® cos@ |
Em particular, fazendo 0 = 0y, temos que I = B2 — 4AC = —4AC.
Dizemos que a equacdo Ax> + Bxy + Cy?> +Dx + Ey + F = 0 é do tipo:
e eliptico, se I = B> — 4AC = —4AC < 0.

e parabolico, se I = B> —4AC = -4AC = 0.
« hiperbolico, se I = B2 — 4AC = —4AC > 0.

3. Exemplos

Exemplo 2

(a) Reduza, por uma rotacao dos eixos coordenados, a equacao

X2 +2xy+y* —x+y+1=0 (5)

a sua forma canonica.
(b) Determine o foco, o vértice e a diretriz de (5) nas coordenadas x, y.

(c) Faca um esboco da curva.
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Solucgdo.

(a) Os coeficientes da equacaosao A=1,B=2,C=1,D = -1, E =1,
F =1, eseuindicador é I = B2—4AC =22-4-1-1 = 0. Entdo a equacao
¢ do tipo parabolico.

Sendo A = C = 1, o angulo da rotacao necessaria para eliminar o termo
misto (xy) é 0 = 45° e as relacoes de mudanca de coordenadas, por
essa rotacao, sao:

X = c0s(45°) x —sen(45%)y = f(x—y) ©)
v =sen(45%) X + cos(45°)y = \f(x + )
X = cos(45%) x + sen(45%) y = \Zﬁ(x + )
N (7)

Yy = —sen(45%) x + cos(45°) y = 7(—x +y)

Nas coordenadas X, ¥, a equacao (5) se escreve na forma:
AX*+Cy°+DX+Ey+F=0
onde F = F =1,

A0\ (V272 V272\ (1 2/2\(v2/2 —V2/2
0 C) 2/2 1 J\V2/2 22

V22 (1 1\ (1 1\(1 -1
2 2\-1 1/\1 1)1 1

12 2\(1 -1\ 1{4 0\ (20

— 2o o0o/\1 1) 2\0 o/ \0o 0)’
ouseja, A=2,C=0,e
D\ (v2/2 272\(-1\ vz(1 1\(-1\_ v2(0\ (O
E) \=vz2/2 v2;2)\1 ) 2 \-1 1)\ 1) 2 \2) \J/2)’

ouseja,D =0, E = /2.
Portanto, nas coordenadas X e ), a equacao da cOnica se escreve na

forma:
2x°+2y+1=0,
isto é,

2

X% = ﬁ<y+\f>,
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que ¢é a forma canonica de uma parabola.
(b) Nas coordenadas X, y, a parabola possui os seguintes elementos:

e vértice: V = (0,_\2ﬁ>;
e reta focal: £ : x = 0;
o parametro: 2;9:?:’9:82;
F= (02 2) = (0,-22),
foco.F_(O, > o) = 0, 22);
oo V2 V2 32,
e diretriz: y = St e =g

Determinacao dos elementos da parabolanas _ . , )
Fig. 3: xc+2xy+yc—x+y+1=0.
coordenadas x e y:

1

Por (6), V = ( >

1)\ ., L.
2,—2> € o vertice, F = (8’

—Z) ¢ o foco, e por (7),
f:x+y=0¢é6aretafocale £L:x -y = % é a diretriz da parabola

nas coordenadas x e .
(c) Na figura 3 mostramos o esboc¢o da parabola. o

Exemplo 3

(a) Reduza, por uma rotacao dos eixos coordenados, a equacao
5x°2 +4xy +2y?+20x +20y +44 =0,

a sua forma canonica.

(b) Determine os focos, os vértices, o centro, a reta focal e a reta nao-
focal da conica nas coordenadas x, .

(c) Faca um esboco da curva.

(d) Prove que areta x + y = 10 nao é tangente a curva.

Solucdo.
(a) Os coeficientes da equacdo sato A =5,B=4,C =2, D = 20, E = 20,
F =44, e seuindicador é I = B2 —4AC =16 - 40 = —24 < 0.
Portanto, a equacao é do tipo eliptico.
B

Como A # C, temos que tg20 = A-C- % > 0. Logo,
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1 1 3
C0529_\/1+tg229_\/1+16/9_5>O’

de onde obtemos:

_ [1+cos20  [1+3/5  [4_ 2 2.5
osO=y\—H N2 "5 5" 5
_ [l-cos20  [1-3/5 (1 _ 1 _ 5
senf = > = 2 T\sT A5
As relacoes de mudanca de coordenadas sao:
x=ﬁ(2f—7) Y=E(2x+y)
% 8) % 9)
y=?(i+27) *=?(—x+2y)

e a equacao nas coordenadas X, v fica na forma:
AXx?+Cy*+DXx+Ey+F =0,
onde F = F = 44;
(A o) B ﬁ_ﬁ<2 1) (5 2) (2 —1)
0 C 5 5 \-1 2/\2 2)\1 2
B 1(12 6)(2 —1)_1(30 0)_(6 o)
5\-1 2/\1 2 50 5 01
ouseja, A=6 e C=1.
(D) 5 ( 2 1) (20) ~ (12\@)
EJ] 5 \-1 2/\20) \4v5)’
ouseja, D =125 e E =4./5.
Logo, a equacao da elipse, nas coordenadas X e y, é dada por:
6X° +y° +12/5x +4/5y +44 = 0.
Completando os quadrados, temos:
6(x% +2/5%) + (V° +4/5y) = —44
6(%° +2/5% +5) + (¥° +4/5¥ + 20) = —44 + 30 + 20
6(X+5)?*+ (¥ +2J/5)?%=6
EF:(X+/5)°2%+ F+2/5)° _

6
que ¢é a forma canonica de uma elipse.

L,
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(b) A equacdo representa uma elipse £ com a = /6, b =1; e ¢ = /5,
que nas coordenadas X e y tem:
e centro: C = (—+/5,-2+/5);
e reta focal: £ : X = —+/5, paralela ao eixo—0Y;
e reta nao-focal: ' : y = —2./5, paralela ao eixo—0 X;
e vértices no eixo focal: A; = (—=/5,-2/5—-+6) e Ay = (—=/5, =25 + /6);
e vértices no eixo nao-focal: B; = (-/5-1,-25) e B, = (=5 +1,-2./5);
e focos: Fi = (=/5,-2/5—-/5) = (=/5,-3V/5) e F2 = (=/5,-2/5 +/5) =
(=5, =/5);

NE

e excentricidade: e = —.

V6

Determinacao dos elementos da elipse nas coordenadas x e y.
Temos, por (9), que:

e {:2x + vy = -5 éareta focal;

e ' :x -2y =10 é areta nao-focal;

e, por (8),

e C = (0,-5) € o centro;

e F1=(1,-7)e F, = (-1, -3) sao os focos;

e Os vértices sobre a reta focal nas coordena-
das x e y sao:

5 5
Ay = (—@,—5%—@).

e Os vértices sobre o eixo nao-focal da elipse
nas coordenadas x e y sdo:

(c) Na figura 4 mostramos o esboco da elipse.  Fig. 4: x*+2xy+y?-x+y+1 = 0.
(d) Nas coordenadas X, y,aretar : x + y = 10 é dada por:

r:\f(Zx—y+x+2y) =10, ouseja, *r:3x+7y =10.5.

Entdo (X,¥) € E Nnr se, e somente se, y = 10/5 - 3x e
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6(X ++/5)% + (105 -3x +2/5)° =6
= 6x°+12/5x+30+9x°-72/5x+720-6=0
= 15%°-60./5x -744=0.
Como essa equacao possui duas raizes, pois o seu discriminante é
A = (—60+/5)2 -4 -15- (-744) = 60(300 + 744) > 0,
¥ N E consiste de dois pontos. Entao » nao é tangente a elipse . o

Exemplo 4

(a) Reduza, por uma rotacao dos eixos coordenados, a equacao

11x2 +10/3xy + % = (22 + 10v/3)x — (2 + 10+/3)y — (4 - 10/3) = 0,
a sua forma canonica.

(b) Determine os focos, os vértices, o centro, a reta focal e as assintotas,
se existirem, da conica nas coordenadas x, Y.

(c) Faca um esboco da curva.

Solucdo.

(@) Os coeficientes da equacdo sao A = 11, B = 10./3, C = 1,
D = —(22+10/3), E = —(2+10/3), F = —(4 — 10/3), e seu indica-
dor é I = B> — 4AC = 300 — 44 = 256 > 0.

Entao a equacao ¢ do tipo hiperbolico.

ComoA#C,temosqueth@ozA'%C=\/§>O.
Logo cos 20 = ! —1>0
5 7 \1+3 277

1+1/2

N
~

cos Oy =

=73 e sen90=1/1_21/2 =%,
isto é, 0y = 30°.

Assim, as relacoes de mudanca de coordenadas sao:

X = (3K - ) o x
¥y = 5(® +3) ¥ = 2(-x +V3)
e a equacao, nas coordenadas X e y, é dada por:
Ax?+Cy?*+Dx +Ey +F =0,

%(ﬁ)ﬁy)
(11)

K. Frensel - J. Delgado



196 Geometria Analitica - Capitulo 10

onde F = F = —(4 - 10/3);
A 0y  1(v3 1)[11 53\ (V3 -1
o ¢)  4\-1 V3)\5v3 1 1 V3

_1(16v3 16 \ (V3 -1
o4\ 4 —43)\1 3

_ (16 0
B 0O -4)’
ouseja, A=16 e C=—-4,e
D\ 1(V3 1) (-(22+10v3)\ (-16/3-16
E)] 2\-1 V3)\ -(2+10v3) ) \ -4+4v3 )’
ouseja, D=-16(/3+1) e E=4(/3-1).
Nas coordenadas X, ¥, a equacdo se escreve como:

16x° —4y° —16(/3+ 1)x —4(1 —/3)y — (4 —10/3) = 0.
Completando os quadrados nessa equacao, obtemos:

16(x2 - (V3+1)x)—4(3*+(1-+/3)y) =4-10/3
2 _ 2
16<x2— (V3 + 1)x+(\/§21)> —4<y2 (1= V3)Y + (14@)

=4-10/3+4(/3+1)2—-(1-+3)?

16(x— ﬂ2+1>2—4<y+ 1_2ﬁ>i 16
2 ()’4'1_\/?)
H:(x—\/g;l) - 42 =1,

que é a forma canonica de uma hipérbole.
(b) A equacdo representa uma hipérbole com a? = 1, b? = 4, ¢? = a® +
b? = 5, que nas coordenadas X e y tem:

e centro: C = (ﬁ; 1, \52_ 1);

V3-1

e reta focal: £:7y = o paralela ao eixo—0O X;

V3+1
2

e reta nao-focal: €' : X = , paralela ao eixo—0Y;
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e focos: F; = <ﬁ+l - /5, ﬁ2_1> eF, = (ﬁ;l + /5, ﬁ2_1>;

2
e vértices: A; = (ﬁ_l, \/§_1) e A, = (\/§+ 3’ \/§—1>;
2 2 2 2
e vértices imaginarios: B, = <\/§2+ 1, \EZ_ 5) e B, (\E; 1’ \/§2+ 3>;

. . 5
e excentricidade: e = 2 = \( = /5;

) (- ) o

e assintotas: 2 (x -

Determinacao dos elementos da hipérbole nas coordenadas x e y.
Temos, por (11), que:

el:x -3y =1--/3¢éareta focal;

el :\/3x+ 7y =+3+1¢éaretanio-focal;

{rl:(2J§—1)(x—1)+(ﬁ+2)(y—1)=0 ) ,
o Sao as assmtotas;

:RV3+Dx-1D+2-/3)(y-1)=0

e, por (10),

e C=(1,1) é o centro;

.Fl=(1_r 1- \Zf) F2=<1+\/2T5,1+\/2§> sdo os focos;
e A = (1 — \f ;) Ay = (1 + \fg) sao os vértices;

e By = (2,1 --/3) e B, = (0,1 + +/3) sdo os vértices imaginarios da
hipérbole nas coordenadas x e y.
(c) Na figura 5 mostramos o esboco da hipérbole. o

Fig. 5: Hipérbole 11x2 + 10/3xy + ¥2 — (22 + 10/3)x — (2 + 10/3)y — (4 - 10/3) =
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4. Exercicios de revisao

1. (@) Reduza, por meio de uma rotacao e uma translacao, a equacao
4x7y — 3y? = 36 a sua forma canénica.

(b) Determine os focos, os vértices, o centro, a reta focal e as assinto-
tas, se existirem, da cOnica acima.

(c) Faca um esboco da curva.

2. (a) Por meio de uma rotacdo e uma translacdo, reduza a sua forma
canonica a conica C : 9x2 — 24xy + 16y? — 20x + 110y — 50 = 0.
(b) Determine o foco, o vértice, a diretriz e a reta focal de C.
(c) Faca um esboco da curva.
(d) Verifique que a reta 4x + 3y = 15 é tangente a curva, e determine
0 ponto de tangéncia.

3. Sejam OXY um sistema de eixos otrogonais e O XY o sistema de
eixos obtido por uma rotacao positiva de 30° dos sistema OXY.

(a) Se uma curva é dada por (X —1)?> +4(¥ + 1)? = 4 nas coordenadas
X e y, determine os vértices, os focos e a reta focal da conica nas
coordenadas x, y.

(b) Faca um esboco da curva no sistema OXY.
(c) Verifique que a reta —x + /3 v = 1 ndo intersecta a conica.

4. Verifique que as curvas dadas pelas equacoes x> + y? + 2xy — x +
y—1=0e (x+9)%+ (v —9)% =1 ndo se intersectam.

5. Considere a familia de curvas dada por Ax%2 +4xy + Ay?2 =1, A € R.

(a) Determine um sistema de coordenadas O XY no qual a familia

estd na forma canénica, e calcule os coeficientes A e C em funcdo do
parametro A.

(b) Classifique as curvas da familia em funcdao do parametro A.

(c) Faca um esboco, no sistema OXY, da curva da familia correspon-
dente ao valor A = 1.
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6.

10.

Identifique a conica (possivelmente degenerada) 4x? — 4xy + y? —
12x -6y +5=0.

. Identifique a conica (possivelmente degenerada) 4xy — 3y? — 36 =

0 e determine, conforme o caso, vértices, assintotas e diretrizes no
sistema OXY. Faca um esboco da conica.

. Identifique, em funcdo do parametro k € R, a cOnica (possivelmente

degenerada) 2xy = k e faca um esboco das conicas correspondentes
aosvaloresk =-1,k=0e k =1.

Classifique em funcao do parametro k € R, a familia de curvas
(k—1)(k—-2)x?>+ (k—2)y?—2k(k—2)y = 3k> — k3,

indicando, nos casos nao-degenerados, se a reta focal é paralela ao
eixo-OX ou ao eixo OY.

(a) Reduza a equacao de grau dois abaixo a sua forma canonica:
13x2 — 18xy + 37y? + 20/10x — 20/10y + 40 = 0.

(b) Determine o centro, os focos, os vértices na reta-focal e na reta

nao-focal, a reta-focal e a reta nao-focal da conica nas coordenadas x

ey.

(c) Faca um esboco da coOnica indicando os elementos determinados

no item (b).
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4.1. Respostas

1. (a) A equacdo nas coordenadas X, ¥ é X2 — 472 = 36, onde X = % + % ey = —% + 2—35’ (b) Reta
focal x—27y = 0; assintotas 4x—3y = 0 e vy = 0; centro (0, 0); vértices (—%, —Lsﬁ) e (%, %g);
focos (6,3) e (—6,—3). (c) Veja a figura, abaixo.

2. (a) A equacdo nas coordenadas X e ¥ é 3° = —2%, onde X = % 3% -3ey= 73—’( + 4% + 2. (b)

Vértice (%8, %), foco (g —%); reta focal —3x + 4y = —10; diretriz 8x + 6y = 35. (c) Veja a figura,

abaixo.

3. (a) Centro ( 3 ) vértices sobre a reta focal: (%g, 715ﬁ> e ( 1+3\5, %g), vértices sobre a

reta ndo-focal: ( 2ﬁ 1= ZI) (?,%);focos: (72§ﬁ,17§ﬁ) (4+f 1) reta focal: 7x+\/>y—

—2; reta ndo-focal: v/3x + 7 = 2. (b) Veja a figura, abaixo. (c) A reta —x + /3 = 1 se escreve y = 5

nas coordenadas X, 7, a curva esta contida no semi-plano y < 0.
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4. Por uma rotacdo de 45° do sistema de eixos OXY as curvas P : x2 +2xy + y2 —x+y =1l e

C:(x+9)2+(¥—9)2 = 1 se escrevem, no novo sistema de eixos O X Y, como 2 : X2 = —VT? (7— @)

eC: %%+ (v - 92)2 =1, onde x = Q(Y—?) ey = ﬁ(§+7). Como a parabola P esta abaixo de

sua diretriz y = —f temos que P C {(x y) ‘y < SI} Por outro lado C ¢ {(x y) } 9.2 — 1}

Como 92 — 1 > %, temos que CN P = @ e, portanto, CN P = Q.

5. (a) Por uma rotacao de 45° do sistema OXY, a familia Ax? + 4xy + Ay2 = 1, A € R, é dada por
A+2)x2+(A-2)72=1,A € R, onde x = 2 (X -¥) e y = (X +7). (b) Se A < —2, a equacdo
representa o conjunto vazio. Se —2 < A < 2, a equacado representa uma hipérbole com centro na

origem e reta focal y = x. Se A = 2, a equac¢do representa uma elipse com centro na origem e reta

focal y = —x. (c) A curva é uma hipérbole de centro na origem, vértices ({, g) (7§, 7§), e

assintotas —(1 ++/3)x + (1 - v/3)y =0e (-1 +/3)x + (1 +/3)y = 0. Veja a figura, abaixo.

6. Como I = 0 a conica é de tipo parabolico que se escreve, na forma candnica, 5% — 4 = 0, correspon-

dendo assim a um par de retas (conica degenerada) X = — % ex = %

7. Como I = 16 > 0 a conica ¢ de tipo hiperbolico. No sistema rotacionado O XY, a equacdo da

=2 52
conica é ’6‘—2 - 33’—2 = 1. Nesse mesmo sistema, os vértices sao (6,0) e (—6,0) e as assintotas sao
x=2Bx%_ L5
X -2y =0eXx+ 2y = 0. Usando as relacdes de mudanca de coordenadas \/537 2\557
yYy=5X-=5Y

obtemos que as coordenadas dos vértices, nas coordenadas OXY sdo (7%, 7¥) e 12;"5, %)
B X = fo + 5 y ~
Usando as relacdes de mudanca de coordenadas \/g 55 obtemos que as equacoes
Y=-x+ 2y

das assintotas, no sistema OXY sdo 4x — 3y =0 e y = 0. Veja a figura, abaixo.
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8. Como o indicador da coénica é I = 4 > 0 independentemente do valor de k, a conica é de tipo

hiperbolico. Seja O XY o sistema obtido por uma rotacdo de 45° do sistema OXY, nas coordenadas

X ey, aconica se escreve: x2 - = k. Portanto, ela representa uma hipérbole ndo degenerada para

todo k # 0 e duas retas concorrentes (hipérbole degenerada) x + ¥ = 0 no caso k = 0.

Ex. 8 Ex. 10 (0)

9. Para 1 < k < 2 a equacdo representa o conjunto vazio. Para k < 1 a equacdo representa uma

hipérbole de eixo-focal paralelo ao eixo-OX, para 2 < k3 a equacado representa uma elipse de eixo-

focal paralelo ao eixo-OY.

10. (a) % + (¥ -12 = 1. (b) Centro C = ( %,%), focos F; = ( e
1

-7+3/3 1+ﬁ) e Fy =

(Lﬂ%ﬁ, 73}({) vértices no eixo-focal V| = ( 10 ilo) e Vo = (7%,7ﬁ); vértices no eixo
nao-focal Wy = (—4 %,2@) e Wy = (— = \/g reta-focal £ : —x + 3y = /10 e reta ndo-focal

' :3x +y = -210. (¢) Ver figura acima.
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Capitulo 11

Definicao geral de uma conica

Neste Capitulo vamos apresentar e estudar as curvas conicas a par-
tir de trés elementos caracteristicos: uma reta diretriz, um foco e a ex-
centricidade.

1. Definicao geral de uma conica

Definicao 1
Seja e > 0 uma constante, F um ponto e £ uma reta do plano tal que

F & L. A conica C de excentricidade e, foco F e diretriz £ é o conjunto
que consiste dos pontos P do plano tais que:

d(P,F)

ap.r) €

Isto é, C = {P | 4B F) _ }

dp. 1) °©

Observacao 1

e Quando e = 1, a conica é uma parabola, que ja foi estudada.

e Vamos provar que, se 0 < e < 1, a conica ¢ uma elipse, e see > 1, a
conica é uma hipérbole.
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Para isso, escolheremos um Ssis-
tema de eixos ortogonais OXY tal que
(Fig. 1):

oY)

F =(0,0) e L:x=m,

onde m > 0. Temos, entdo, que:
P=(x,y)ecC

Fig. 1: escolha do sistema de eixos OXY.

JxX2+y2=elx —m| <= x*+y?=e*(x —m)?

—
= x°+y?=e%(x?-2mx +m?
2me?
— (1—e2)<x2+1 e2x>+y2=m262
2 2 2V 3002 54
me (1 -e“)me-e
— (1-¢e° (x+ ) +v2=m?e? + —————
2 me? \* 2 2,2 e’
— (1-e X + + =m-e- |1+ )
( )< l—ez) Y ( 1 - e2
2
= (1—e2)<x+ mez) +y2—m2e2
1-e2 1-e2
5 \2
me .
(x + . 2) > Nesta equacio, o termo
—e T2
= 2,2 + 3; > =1 Lot (%)
mee mee determina o sinal do
(1-e?2)? 1— e2 coeficiente de 2 !

eSe(0<e<1,entdo 1 — e’ > 0. Assim, C é uma elipse, cuja reta focal é

0 eixo—-0X.

Como 0<1-e*><1, temos 0< (1-e?)2<1-e%<1, logo:

m2e? >m2e2
(1-e2)2 " 1-e2°
Assim, a me = _me
) 1_e21 1_62’
2,2 1 2,2 2
c2—g2_p2= M€ ( _1>:me ( e )
1—-e2 \1-e2 1-e2 \1-e2
2 m?2e* c me?
(1-—e2)2 1—e?
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Além disso:

2 2
c me l1-e , ..
- = 5 = e ¢ a excentricidade.
a 1-e me
—me?
1-e2’

o C = O) € o centro.

eF=C+(c0)=1(0,0) =F éum foco.

e L:x =+m ¢éperpendicular a reta focal = eixo—0OX

e
me? me?
acc,r) = Ix—mlz‘—l_ez— ‘z‘l_eZer‘
e’+1-e’|  m _a
1 —e2 1-e2 e’

eSee > 1entdo 1 —e? < 0 e o coeficiente de y? na equacdo (*) é
negativo. Logo C é uma hipérbole com reta-focal = eixo—OX, pois

2,2 2,2
unfieez)z>0 e %<0.
Assim,
A

(1-e2)2 e2 -1

onde
a - m?e® _ me b m?e® _ me
(1-e2)2 e2-1" e2—-1  Je2_71’

e

2 2
cc = a+ b=
(1-e2)2  e2-1

B mzez( 1 _1)
 1-e2 \1-¢2

m?e? (1—1+e2> _ m?Ze?
-

1-e2\ 1-¢? 1 —e?)?
= = me”
e?—1°

K. Frensel - J. Delgado
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Também:
2 2
c me e-—1 , ..
o~ = . = e ¢é a excentricidade,
a ec—1 me
me? ,
eC=|—-———,0) éo0centro,
1—e2

e =C+(c0)=1(0,0) =F éum foco,

e L:x =m é perpendicular a reta-focal = eixo—OX e

dC, L) = |x-m|= '—mez—m' = ‘ me” +m‘
1-—e2 1-—e2
= m ‘ e + 1‘ m ‘ ! =_m__4
1—e2 1-—e2 e2—-1 e
1.1. Elipse
No caso de uma elipse de fo- Ly Ly
cos F; e F> temos duas diretrizes
L1 e L, correspondentes a cada um /
M, A\ B C Fy JAs My

dos focos.

A diretriz £; correspondente ao
foco F;,i =1, 2, é areta perpendicu-
lar a reta focal que esta a distancia

Fig. 2: Focos, vértices e diretrizes da elipse.

a .
- do centro, com o foco F; pertencente ao segmento CM;, onde M; é o

ponto da intersecao da reta focal £ com £;.

e Para a elipse (Fig. 3)

(x—x0)?% (v —20)? Yl
E: 22 + b2 =1,

de centro C = (xo, o) e reta fo-

ﬁ] EQ
By

cal paralela ao eixo-O X, a diretriz

a
L1:x = X0 — - corresponde ao

foco F; = (xo — ¢, o) e a diretriz

a
Lo:x = X0+ - corresponde ao

foco F> = (xo + ¢, o).

i | ! i i
To—a To—C Ty Tot+e Tot+a
. a
‘107% To+ g

=Y

2 2
Fig.B:T:%_‘_%:L
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. . v 14
e Para a elipse (Fig. 4)

(v =207 | (x—x0)? _ bo+
£ : Py + 52 =1, o

Yo+

de centro C = (xy, yo) e reta focal paralela ao
eixo—0Y, a diretriz

£1:y=y0—% vo

corresponde ao foco F; = (xg, Yo—c), enquanto

. . Yo—¢C
que a diretriz ’

a
£21y=3/0+g ot

corresponde ao foco F> = (xg, Yo + C).

1.2. Hipérbole

No caso de uma hipérbole de & e

focos F; e F» temos, também, duas
diretrizes £, e £, correspondentes
a cada um dos focos.

A diretriz £; (respectivamente
L,) correspondente ao foco F; (resp.

\Al .l ul [5

F»>), é areta perpendicular a reta fo-  Fig. 5: Focos, vértices e diretrizes da hipérbole.
I
cal que esta a distancia > do centro, com M; € CF; (resp. M, € CF,),

sendo M; (resp. M>) o ponto de intersecao da diretriz £, (resp. £») com
a reta focal £.

., . Y Ly Lo
e Para a hipérbole (Fig. 6)
gr. X =x0% (v =>0)? _ 1)
a? b? wl F Ak C LA B ¢

]\1’1 | J\IQ
com centro C = (xg, Yo) e reta fo- |

cal paralela ao eixo—OJX, a diretriz

1 H 1 1 :
i H 1 i ]
1'0/’0 ro—a zp—2 To -’L'n+§ zo+a i\ic X

_ 2 _ 2
Fig.G:}[;M_%ZL

a?l

a
L1 :x = x0 — - corresponde ao

foco F; = (x9 — ¢,»0), enquanto

K. Frensel - J. Delgado
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. . a
que a diretriz £, : x = x¢o + - corresponde ao foco F, = (xq¢ + ¢, Vo).

e Para a hipérbole (Fig. 7) A
N Py
(Y =20)%  (x—x0)* _ AN 1
.7‘[ ) a? B b2 =1 ’ yo+a¥—. Az
M.
de centro C = (xg, Vo) e reta focal joiE =
{:x = xp
paralela ao eixo—0Y, a diretriz ] Sem— sC
a
Ly =Y0- o
Yo— 2 ,— M,
corresponde ao foco F; = (xg, Yo—¢), enquanto J
que a diretriz e
a yu—/(: ———————— <
Loy =y0+ - e
ZTo )’(
corresponde ao foco F, = (xq, Yo + C). ¢

— 2 _ 2
Fig. 7: 9 1 g0 _ ol

Exemplo 1
Determine os focos, os vértices e as equacoes das diretrizes das conicas

abaixo. Faca um esboco da curva correspondente.
(@) 5x2 + 9y? = 45.

Solucgdo.
x2 2
9 "5
com centro C = (0,0); reta focal: y = 0 (eixo—O0X); a®> = 9; b? = 5;
c? = a® - b? = 4; focos: F; = (=2,0) e F, = (2,0); vértices sobre a
reta focal: A; = (-3,0) e A, = (3,0); vértices sobre a reta nao-focal:
B; = (0,-+/5) e B, = (0,+/5); reta nao-focal: x = 0 (eixo—OY); excen-
tricidade e = & = g; diretrizes: £; : x = _a_ 9 e Lr:x = a_ g,
a 3 e 2 e 2
correspondentes aos focos F; e F», respectivamente. g

A equacao se escreve na forma Z : = 1 e representa a elipse

K. Frensel - J. Delgado
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El YA ﬁg
L Ay El I ¢ L EZ Ay 1 1 -
—oM, 3& Jg oMy X
-5 B

Fig. 8: Elipse E : 5x2 + 92 = 45.

(b) 2y? — 7x? = 14.

Solucgdo.
A equacdo se escreve na forma
2 2
% X
T —-=—=1
H 7 2 ’

e representa a hipérbole de centro C = (0,0);
reta focal € : x = 0 (eixo—OY); a? = 7; b? = 2;
c? =a’+b?=9;focos: F; = (0,-3) e F» = (0,3);

vértices: A; = (0,—+/7) e A, = (0,/7); vértices
imaginarios: B; = (—+/2,0) e B, = (/2,0); ex-

s R AU I PR o
centricidade: e = Pl diretrizes: £, : y =
4 —g e Loy = a4 _ 3 correspondentes

aos focos F; e F», respectivamente, e assintotas:

2
Ti:X=iﬁy.|:|

(c) 9x% — 18x + 25y% — 50y = 191.

Solucdo.
Completando os quadrados na equacao, temos:

9(x?% —2x) +25(y*—-2y) =191

Fig. 9: H :2y2 — 7x% = 14.

= 9(x?-2x+1)+25(y*-2y+1)=191+9+25

— 9(x-1)2+25(y —1)2 = 225
(x-12 (y-12
5 T 9 L

— T
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YA !
[,1 r ¢ C‘Z
4l 4Bo
’—Air] A] F1 - 1P A2 M, ul Y4
‘ 1 C '
R N R A .
Tal 43 1 5/6 29 X
FY 4
) B,

Fig. 10: Elipse F : 9x2 — 18x + 25y% — 50y = 191.
Assim, a conica é a elipse (Fig. 10) com centro C = (1,1); reta focal
£ : vy =1, paralela ao eixo—0OX; a’> =25,b*>=9,c?=a*>-b?>=25-9 =
16; os pontos A; = (1 —a,1) = (-4,1) e A, = (1 +a,1) = (6,1) sao
os vértices sobre a reta focal; os focos sdo os pontos: F; = (1 —¢,1) =
(-3,1)e F, = (1 +c¢,1) = (5,1); os vértices sobre a reta nao-focal sdo:
Bi=(1,1-b) =(1,-2)eBy, = (1,1+b) = (1,4); aretando-focal ¥ : x =

. . . . , c 4 . .
1 é paralela ao eixo—QOY’; sua excentricidade é: e = — = §; e as diretrizes

a
5o fov 1@ _ 72 _ 21 N N B2

sao: L1 :x =1 e—l 7= 4e£2.x—1+e—1+4—4,

correspondentes aos focos F; e F», respectivamente.

Exemplo 2

Considere a elipse de centro C = (1,1), foco (3, 2) e excentricidade \35

Determine os vértices, o outro foco, as diretrizes e a equacao da elipse.
Faca, também, um esboco da curva.

Solucdo.
Seja F> = (3,2) o foco dado. Temos que:
c=d(C,F5)=J3-1)2+2-1)2=+/4+1=./5.

Comoe=2=fz?,temosaz&Logobz=a2—c2=9—5=4.
. ~ Fi+F . ,
Seja F; o outro foco. Entao C = 1 er 2, isto é,

FL=2C-F2=2(1,1) - (3,2) = (-1,0).
Seja £ a reta focal. Como ¥ || CF, || OF, onde F = F, — C = (2,1),
isto é, ¥ é perpendicular ao segmento da origem até o ponto (1,-2), e
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C =(1,1) € ¢, obtemos:

f:x -2y =-1.
Sejam A; = (2y; —1,y1) e Ay = (2y»> — 1,y>) 0s vértices sobre a reta
focal.
Como d(A;,C) = d(Ay,C) = a = 3, temos que y; e Y, sao as raizes da
equacdo d((2y —1,y),C)? = 32, que resolvemos da seguinte maneira:

A2y -1,y),0)>=3> <= (2y-1-1)°+(y-1)?=9

= 4(y-1 +(ry-1)2=9 <= 5(y-1)2=9
= (y—l)zzg = y—l=i\%
A y=1+i A J’1=1—i e J/2=1+i
~ /5 V5’ V5
Logo,
X1=2y1—1=2<1—\?§>—1=1—\%,
e
Xp =2y>—1 2<1+3> 1 1+6
2=c)2—1= —=] - 1= = -
V5 V5
Assim,
6 3 6 3
Al—(l—\/g,l—\/g> e A2—<1+\/§,1+\/§>,

sdo os vértices sobre a reta focal.
Seja £’ a reta nao-focal. Entao

’ (1a _2) _ ’
20 ,=-2) | = C=(,1)e?.
Logo, a reta nao focal ¢’ é dada pelas equacoes paramétricas:
t
x=1+—%=
{ V5 . teR,
-2t
Y 75
Seja B um dos vértices sobre a reta nao-focal.
Entao,
1 2
B = (1,1)+t<\/§,—\/§> ,
e

|BC|=|t|' _p-2,

(-3l
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ou seja, t = £2. Logo,

B=n-2(f-2)=(1- 20 k)
B=an+2(f-2)=(1+ S0- L),

sao os vértices sobre a reta nao-focal.

Como¥ 1 (2,1)eC =(1,1) € ', temos que ¥’ : 2x + vy = 3 é a equacio
cartesiana da reta nao-focal.

Sejam £, e £, as diretrizes da elipse. Como essas retas sao paralelas a

reta nao focal ¥’ e estdo a distancia g = \% de ¥, temos que:
Li:2x+y =mq, e Lr:2x+y =my,
onde
lmy-3] |m2-3] a 9
VE+1 A+l e 5
Isto é, m; e m, sdo as solucdoes da equacao |m — 3| = 9. Portanto,

m =3-9=-6emy =3+9=12. Logo as diretrizes da elipse sao:

L1:2x+y =-6, e Lr:2x+y=12.
Além disso, como 2 -3 +2 =8 < 12, o foco F, = (3,2) esta no semi-
plano 2x + y < 12 e,como 2 -3 +2 = 8 > 3, o foco F, esta no semi-
plano 2x + v > 3. Logo o foco F, é o foco correspondente a diretriz
L, e, consequentemente, o foco F; = (—1,0) é o foco correspondente a
diretriz £;.
Determinemos a equacao da elipse .
Temos que P = (x, y) € E se, e somente se,

AP, F)  x=32+(y-22 5

AP, L) [Rx+y-12[ 3 7’
V4 +1

isto é, se, e sO se,
9 ((x—-3)2+(y—-2)%)=12x+y—-12J?%,
=9 (x?-6x+9+y2 -4y +4)=02x+y—12)?,
=9 (x?-6x+9+y2—4y+4) =4x>+y>+4xy —48x — 24y + 144,
= F:5x%—-4xy +8y?-6x—-12y - 27 =0,
Na figura 11 mostramos o esboco da elipse E. o
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v

Fy

I ¥

AN

Fig. 11: Elipse F : 5x2 — 4xy + 8y% — 6x — 12y — 27 = 0.

Exemplo 3
Determine o vértice e a equacao da parabola P que tem foco na origem

eareta L:2x + y =1 como diretriz.

Solucdo.
Temos que um ponto P = (x,y) pertence a parabola P se, e SO se,
a(P,F) =d(P, L), ou seja, se, e somente se,

[2x + vy — 1] (2x+y—1)2
\X2+y NG = X +y =
= 5x%+5y2 =4x° +4xy + y> —4x -2y + 1.

Logo x? —4xy +4y?+4x +2y —1 =0 é aequacdo da parabola P.

A reta focal da parabola, ¥, é a reta perpendicular a diretriz £ que passa

pelo foco F = (0,0). Entdo £ : x — 2y = 0. y
A

Seja A = (x,y) o ponto de intersecdo de £ e /4

~ . )\ (P
L. Entao as coordenadas x e y satisfazem o

3 2 X
X =2y /
2x+y =1. /
L

Substituindo x = 2y na segunda equacao, ob-

sistema

Fig. 12: Pardbola P : x2 — 4xy +

. 1
temos 5y = 1, ou seja, y = 3 4y% +4x +2y - 1=0.

Logo x = 2y = % e A= (i,é) Seja V o vértice da parabola. Como
a(\V,F)=d(V,L) =d(V,A), temos que V é o ponto médio do segmento
FA, isto é,
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voArE_ (2 1y (1L
2 \10’10) \5’10/°

A parabola P é esbocada na figura 12. o

Exemplo 4
Determine o foco e a equacado da parabola 7 que tem vértice no ponto

V=(2,1) eareta £L:4x + 3y = 1 como diretriz.

Solucgdo.

A reta focal £ é perpendicular ao segmento da origem ao ponto (3, —4)
e passa pelo vértice. Entdo £ : 3x — 4y = 2.

Seja A = (x,y) o ponto de intersecao das retas £ e L. Entao,

{4x+3y:1 (-4) 116x+12y=4
—

3x -4y =2 (-3) 9 — 12y =6
2 1-4x 1
:>25x-10,x-§ey— 3 =T
. 2 1
Isto é, A = (5,—5>.
. 1 A+F
Como V é o ponto médio do segmento AF, temos que V = — Logo,
2 1 18 11
Fe2v-a=(2-(5-5) = (55)

Determinemos a equacao da parabola 2.
Temos que P = (x,y) € P se, e sO se, d(P,F) = d(P, L). Temos entao:
B 11)2 _ l4x + 3y —1)?

A(P,F) = d(P, L) > (x - 18>2 ; (y

5 5 25
36 324 22 121
2 90 2 _ c-
= 25<x 5x+ 25)+25(y 5y+25>

= 16x2% +24xy +9y%2 - 8x -6y +1
e 25x2-180x +324 +25y2 110y + 121
=16x°% +24xy +9y? —8x — 6y + 1.
Logo
P:9x% —24xy +16y% —172x — 104y + 444 =0
¢ a equacao da parabola 2.
Na figura 13 mostramos o esboco do grafico da parabola 7. o
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Fig. 13: Pardbola P : 9x2 — 24x7y + 162 — 172x — 104y + 444 = 0.

Exemplo 5
Determine a equacao da elipse F e seus principais elementos, conhecendo-

se um dos seus focos (3,0), a equacao da diretriz x + y = 1 correspon-
dente a esse foco e a sua excentricidade e = 1/2. Faca, também, um
esboco da curva.

Solucgdo.
Seja L1 : x + y = 1 a diretriz correspondente ao foco F; = (3,0)

_ aipP,F;) 1
Temos que P = (x, y) € E se, e somente se, ap.1) e=; Isto é,

P=(x,y)eE

— 2d(P,F)=d(P,L,) = 4d(P,F)2 =d(P, L;)?

(x+y—1)°
2

= 8(x?-6x+9+y?) =x2+2xy +y>-2x-2y+1.

= 4((x -3)>+y?) =

Logo 7x? —2xy + 7y? —46x + 2y + 71 = 0 é a equacao da elipse E.
Seja C o centro de Z. Como

d(Fy, L) = d(C, L) —d(C,F) =% —c =% —ae=2a-% =32,
e d(F, L) =M\.E_“= j?z V2, temos %az V2, 0u seja, a = %ﬁ
Logo c=ae=§ﬂ;=? e b2=a2—c2=§—%=g=§, isto é,
p=2.
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A reta focal é a reta € perpendicular a £; \
que passa pelo foco F; = (3,0). Logo, a 1

" i
equacdo cartesianade Y é £:x —y = 3, e \/ | F1/
1 ' 3 :
x=t+3
‘g: ; tE[Rs
y=t Ly

sao as equacf)es paramétricas de # Fig. 14: Posicao de F; com respeito a £7.

Como o foco F; = (3,0) esta contido no semi-plano x + y > 1, determi-
nado pela diretriz £, : x + v = 1 e a cOnica é uma elipse, temos que o
centro C € ¢ é da forma C = (3 + t,t), para algum t > 0.

Além disto, d(F;,C) = ¢ = d((t,t),(0,0)) = t/2 = £ Logo, t = % e
1 1 10 1
€= (3””3) (3 3)
Seja A; o vértice sobre a reta focal £ que esta entre F; e £;.
Entao A, = C+t(1,1) paraalgum t < 0.
Como d(A;,C) = |t|V2 =—-t/2=a = 2\3@, temos t = —%.
10 1 2 8§ 1
LOgO, Al— ( 3 3>—3(1,1)— <3,—3>
. ;e ~ A1 +A2 .
Seja A, o outro vértice sobre a reta focal. Entao C = 5 ouseja,
10 1 8§ 1 12 3
ae=2c-m=2(Fg) - (53) = (5:5) = en
Se F» é o outro foco, C = i+ FZ, isto é,

20 2 11 2
Fo=2C-F = (3,3) - 3,00 = (3'3)'

Seja £’ a reta ndo-focal. Como ¥’ é perpendicular a £ e passa pelo centro

C, temos que:
11
V:ix+y=—
3°
Sejam B; e B, os vértices sobre a reta nao-focal. Como ¢’ || (1,-1) e
Cel',temosqueB; = C+t(1,-1)ed(B;,C) = |t|\V2=b = y =1,2.
1

Logo t = +—. Assim, os vértices sobre a reta nao-focal £’ sdo:

&
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1 1 1 1 1
Bi=Ct D= (F+ 755 75)
1 10 1 1 1
B=Co D= (5~ 55+ 5)
\

Falta determinar a diretriz £, associa-
da ao foco F>.

Como Ly | £/ e d(¥', L) = & = 4?,

temosque Lro:x+y=me
m-—11/3] 4.2

AW, L) =

V2 3
Logo m—ll‘ = —, isto é,
3 3
m=£+§—90um:£—§—l.
3 3 3 3 3

Assim, Lg:x+y=1—39,jéquex+y=1éadiretriz£1.

Na figura 15, mostramos o esboco da elipse E. o

Exemplo 6
O ponto Py = (1,-2) pertence a uma conica C em que um dos focos

¢ o ponto (-2,2), sendo 2x — y = 1 a diretriz correspondente a esse
foco. Classifique a conica, e determine sua equacao e seus principais
elementos.

Solucdo.
Sejam F; = (—-2,2) e £ :2x — v = 1. Entao,
_ AR _, _ d(Po,Fr)
P=0ey)eC= 4t r) =~ dpo L)
Como
d(Py,F1) =/(-2-1)2+ (2-(-2))2=/9+16 =25 =5
_2+2-1] i
€ d(PO’-El) - \/g - \/g!
temos que e = 53£ > 1.

Entao a conica C é uma hipérbole, e P = (x,y) € C se, e somente se,

K. Frensel - J. Delgado



218 Geometria Analitica - Capitulo 11

AP, F) _ 55 L ,
A(P.L,) ¢~ 3 stogseesose,
ETTT T sy
x-y-1 3
V5

= 9((x+2)2+(y-2)%) =25]2x -y —1/?
= 9(x%+4x+4+y2—4y+4)=254x%—4xy +y?—4x+2y +1).

Logo, 91x% — 100xy + 16y% — 136x + 86y — 47 = 0 é a equacdo da
hipérbole C.

Como
B a a A 5V5 3)
alb, L) = ¢—-7 =ae e‘“(e e>_“<3 575
~ 55 wﬁ)_ J5 11645
= a<3 >c —a75(125 9) = -e a,
| —4-2-1]| 7 75 11645 75 ..,
e d(F, L = — = — = ——, temos = ——,1sto e
(1, 1) \/§ \/§ 5 ) 75 a’ 5 !1 b
_7-15 _ 105
116 116°
105 55 1755
Logo, ¢ =ae = 196 == = 75
1752 -5-1052 52.72 52 .72 52 .72
p2 = c2 - g2 = — 125-9) =2 " .116 =
c-a 1162 1162 12> =9 = 7742 6 =529
Assim, b — 5.7 35 35429

2,29 2429 58

Como a reta focal ¥ é perpendi-
cular a £; e passa pelo foco Fy,
temos que £ L (1,2) e, portanto,
£ :x+2y =2 éaequacao carte-

siana da reta focal.

Seja C o centro da hipérbole.
Como o foco F; = (-2,2) per- /1
tence ao semi-plano 2x — y < 1,

determinado pela diretriz £, e a Fig. 16: Posicdo do centro C em relacio a diretriz £1.
conica é uma hipérbole, temos que o centro C = F; +t(2,—1) se encontra

no semi-plano 2x —y > 1.
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Além disso, d(C,F;) =tJ/5=c = M isto é, t = 1—75. Portanto,
116 116
175 175 350 175
C = F1+116(2,—1)—(—2,2)+116(2,—1)—(—2,2)"‘(116,—116>
. (—232+350 232—175) . (118 57)
116 ' 116 ~\116’ 116/ °
Seja A; o veértice da hipérbole entre C e Fj.
Entao A, = C+t(2,—1) paraalgumt <0e
105
d(Al,C)——tf—a—rw.
105 2145
Logo, t=-176 5~ 116 ' ¢
B 2145 _(118 57)_21£ B
Av = €52 -D= 1176116 116 >~
(118—42£ 57+21¢§)
116 ’ 116 )
. L ., - Al + A . ,
Seja A, o outro vértice da hipérbole. Entao C = , isto é,
Ay = 20-A =2C-C+ 2250 )
116
21./5 (118 57 215
R T (116’116>+ 116 >~
(118+42\/§ 57—21\5)
116 ’ 116 )
. ., - Fi+F> . ,
Seja F» o outro foco da hipérbole. Entao C = > , isto é,
175
F, = 2C—F1—2(F1+116(2,—1))—F1
175
= 2F1+21716(2,—1)—F1
175 175
= F1+2ﬁ(2,—1)—(—2,2)+m(4,—2)
B (—2-116+175-4 2-116—175-2) B (468 _118)
- 116 ’ 116 ~\116’ 116/

Seja £’ a reta ndo-focal. Como ¥’ | L1 e C € ¥’, temos que
oo o 2:-118-57 179
Uiax -y =" =116
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Seja £, a diretriz associada ao foco F». Entdao £, || €’ e

105 3 63
AW, Ly) =% = 2. = .
L) =5 =176 55 1165
Logo,
lm —179/116| 63
12X —y = =
Lry:2x—y=m 7 673"
. , 242 116 .
isto é, m = =— oum = — = 1. Como a segunda alternativa corres-
116 116
N . 242
ponde a diretriz £, temos que L, :2x — y = 116"

Os vértices imaginarios B da hipérbole estdo sobre a reta nao-focal £’ a
distancia b do centro.

Assim,
B=C+t(1,2) e d(B,C)zltlf:b:?’SS\gE_
. 7429-5 7145
Logo, t = + =3 =+ =3 , e
_ (118 57 7/145 _ (118 57\ 7145
Bl_(116'116)+ g (12 e Bz—<116,116> 5 (1,2).

As assintotas r* sao as duas retas que passam pelo centro e tém incli-

. b b 35y29 116 2-5-7-J29 2
+ — - = . = = —
nagao +-—, onde _ 58 105 3.5.7 3

reta focal £: y = —% + 1.

\/29, em relacao a

Entao,

5T _ _us
e 116~ 8O=@) (x 116)’

1 b 2
ondetgG——E, e tg(p—a—g 29. Logo,

7 25 —-32 11
reiy 5 5-3 9<X 8)

116 8 ~ 116
57 25 + 329 118
=Y T e T 8 (’“116),
pois
_1 . 2v29
g+ )= BOT8O _T27 3 -3+4y29 _25-3/29
1-tg0tgp 1+¢§@ 6 + 2/29 3
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e
1 229
g0 —q)= BO-8® _ 273 _ 3+4/20 25+3/29
Lty | v29  6-2V29 g
3

Na figura 17 mostramos um esboco da hipérbole C.

Fig. 17: C:91x% — 100xy + 16y2 — 136x + 86y — 47 = 0.

2. Exercicios de revisao

1. Determine a equacao da conica de foco (-1, —-2), diretriz y =x +1 e

.. 1
excentricidade e = 5

2. Determine a equacao da conica de foco na origem, diretriz x+2y+2 =
0 e excentricidade e = 1.

3. Determine a equacao da conica de foco (3, 3), diretriz x +3y -3 =0
e excentricidade e = 2.

4. Determine a equacao da conica de foco (1, -3), diretriz3x+y -3 =0

e excentricidade e = —io.

5. Para cada uma das conicas dadas determine as coordenadas dos focos
e as equacoes das diretrizes correspondentes.

(@) 16x2 —9y? — 144 = 0.
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(b) 5x% + y% = 5.
(0) 2y? — 7x?% = 14.
(d) 9x2 + 252 — 18x — 50 — 191 = 0.

6. Seja H a hipérbole com centro C = (1,0), foco F = (1,/13) locali-

a4 . .
zado a distancia ——= de sua diretriz correspondente.

V13

(a) Determine os vértices, os vértices imaginarios, o outro foco, as
assintotas, as diretrizes e a equacao da hipérbole.

(b) Faca um esboco de H indicando os elementos determinados no
item anterior.

7. Sejam A, = (4,1) e By = (3,2).

(a) Determine as equacoes das duas hipérboles na forma canodnica que
possuem A; como vertice e B; como veértice imaginario.

(b) Determine os focos, o outro vértice, o outro vértice imaginario, o
centro, a reta-focal, a reta nao-focal, as assintotas e as diretrizes das
hipérboles obtidas no item anterior.

(c) Faca um esboco das duas hipérboles num mesmo sistema de co-
ordenadas.

8. Seja C a conica com foco F; = (3,4), centro C = (0,1), com d(C,¥;) =
252
3

, onde ¥, é a diretriz correspondente ao foco F;.

(a) Classifique a conica C, determine seus vértices, o outro foco, sua
reta-focal e sua reta nao-focal.

(b) Determine a equacao de C.

(c) Faca um esboco de C indicando os elementos encontrados em (a).
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2.1. Respostas

1. A conica é uma elipse de equacéo 7x2 + 2xy + 7y% + 14x + 34y +39=0.

2. A conica é uma parabola de equacdo 4x2 —4xy + y2 —4x -8y —4=0

3. A conica é uma hipérbole de equacdo 3x2 — 12xy — 13y2 — 18x + 6y + 72 = 0.
4. A conica é uma elipse de equacdo 7x2 — 6xy + 15y2 — 14x + 102y + 151 = 0.

5. @ F; = (5,0),d1 :5x—-9=0eF =(=50),d>:5x+9=0. (b)) F1 = (0,2),d1 :2y—-5=0c¢e
F> =(0,-2),d2:2y+5=0. (¢)F1 =(0,3),d1:3y-7=0eF>=(0,-3),d2:3y+7=0. (d)
F1=(-3,1),d1:4x-29=0e Fp = (5,1),dp :4x + 21 = 0.

6. (a) Vértices: V1 = (1,3) e Vo = (1,—-3); Vértices imaginarios: W1 = (3,0) e W» = (—1,0); Focos:

Fp = (1,V/13) e F» = (1,—+/13); Diretrizes correspondentes: d; : y = % edy 1y = —\/%;

% = 1. (b) Ver figura, abaixo.

2
7 . — /. — 34 Y
Assintotas €1 : 3x — 2y =3 e’ :3x + 2y = 3. Equacdo: 5 —

Exercicio 6 (b). Exercicio 7 (c).

7. (a) e (b) Hipérbole 1 : (v — 2)%2 — (x —4)2 = 1; Centro: C = (4,2); Vértices: A1 = (4,1), A> = (4,3);
Vértices imaginarios: By = (3,2) e By = (5,2); Focos: F1 = (4,2 — /2) e F» = (4,2 + /2); Diretrizes:

d1:y=2—%edz:y=2+%;Assintotas:€1:x—y=2€€2:x+y=6.

Hipérbole H> : (x — 3)2 — (¥ — 1)2 = 1; Centro: C = (3,1); Vértices: A1 = (4,1), A» = (2,1);
Vértices imaginarios: B; = (3,2) e B2 = (3,0); Focos: F1 = (3 —+/2,1) e F2 = (3 + +/2,1); Diretrizes:

El:x:3—%4332:x=3+%;Assintotas:€1:x—y=2e?2:x+y=4. (c) Ver figura acima.
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8. (a) Como d(C,F1) =32 < % = d(C,¥1) a conica é uma elipse. Vértices na reta-focal: A; = (5,6)
e Ap = (—5,—4); Vértices na reta nado-focal: By = (4,-3) e B> = (—4,5); Outro foco: F» = (-3,-2);
Reta-focal: £ : x — v + 1 = 0; Reta ndo-focal: £ : x + v —1 = 0. (b) Equacdo geral da conica:
41x% —18xy +41y2 + 18x — 82y — 1559 = 0 (c) Ver figura, abaixo:
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Capitulo 12

Exemplos diversos

Finalizamos com uma variedade de exemplos onde os conceitos
apresentados ao longo de todo o texto sao diretamente aplicados.

Exemplo 1
Determine a equacado da hipérbole equilatera, , que passa pelo ponto

Q = (—1,-5) e tem 0s eixos coordenados como assintotas.

Solucdo.
Como as assintotas da hipérbole sdo os eixos coordenados e a reta focal
é uma das bissetrizes das assintotas, temos que £ : x = —y oud : x = y.

Ay
14
X
Fig. 1: Caso £ :x = —y. Fig. 2: Caso ¥ : x = .
Se a reta focal ¥ fosse a reta x = —7, a hipérbole estaria inteiramente

contida no 2° e 4° quadrantes, o que ¢ um absurdo, pois o ponto Q =
(-1, -5), pertencente a hipérbole #, esta no 3° quadrante.
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Logo, ¥ : x = v é areta focal de .
Além disso, o centro C da hipérbole, que é o ponto de interseccao das as-
sintotas, é a origem. Entao, os focos de H sdo da forma F; = (-m, —m)
e F, = (m,m), para algum m € R, m > 0.
Como ¢ = d(F;,C) = d(F»,C), ¢® = a® + b® e a = b, ja que a hipérbole é
equilatera, temos que:

a’+a®=c®=m?+m?, ou seja, a=m.
Assim, um ponto P = (x,y) pertence a hipérbole { se, e so se,

’\/(x+m)2+(y+m)2—\/(x—m)2+(y—m)2 =2m

\/(x+m)2 + (v +m)? = 12m+\/(x—m)2+ (y —m)?

|

(x +m)? + (v + m)?

|

=4m2+(x—m)2+(y—m)2i4m\/(x—m)2+(y—m)2
= x’+2mx+m?+ y?>+2my +m?

=4m? + x? - 2mx + m? + y? - 2my + m?

i4m\/(x -m)2+ (y —m)?

= 2mx+2my =4m? - 2mx - 2my
i4m\/(x—m)2+(y—m)2

= 4mx+4my=4m2i4m\/(x—m)2+(y—m)2

= x+y=mi\/(x—m)2+(y—m)2

= x+y—m=i\/(x—m)2+(y—m)2

= (x+y-m?=(x-m?+(y-m)?

= x’+y?2+2xy+m?-2mx -2my
= x% -2mx + m? + y?> - 2my + m?

= 2xy =m?

= xyznj.

2
Como Q = (-1,-5) € #, temos que m7 = (=1)(-5), isto é, m? = 10.

Logo, xy = 5 é a equacao da hipérbole . o
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Exemplo 2
Seja C uma conica com centro C = (1, 2), excentricidade e = %, reta focal
paralela ao eixo—OX e d(F,L) = 3, onde L é a diretriz correspondente

ao foco F. Classifique a conica e determine seus vértices, seus focos,
suas diretrizes e sua equacao.

Solucdo.
A coOnica C é uma elipse, poise=%<1. Entao,
3=d(F,£)=d(C,£)—d(C,F)=%—c=%—ae
a 3a
@3-2&—5—7@61—2-
Sendo a = 2, temos que
c=ae=2-%=1 e b=Va’?-c2=V4-1=./3.

Além disso, a reta £ : v = 2, paralela ao eixo—OX, é a reta focal de C.
Logo,

L -0 (y=2)2
) 4 3

¢ a equacao canonica da elipse.

Nessa elipse:

e Ay =(—1,2) e Ay = (3,2) sao os vértices sobre a reta focal.

eB; =(1,2—/3) e B> = (1,2++/3) sdo os vértices sobre a reta nao-focal.
e F; =(0,2) e F, = (2,2) sao os focos.

a a ~ . .
o L1:x=1- 5= —-3elr:x=1+ 5= 5 sao as diretrizes correspon-

C 1

dentes aos focos F; e F»,, respectivamente.

Exemplo 3
Seja C uma conica centrada no ponto (1,2), de excentricidade e = 2,

reta focal paralela ao eixo—OY e d(F, L) = 3, onde £ é a diretriz corres-
pondente ao foco F de C. Classifique a conica e determine seus vértices,
seus focos, suas diretrizes e sua equacao.

Solucdo.
A conica C é uma hipérbole, pois e = 2 > 1. Entao,
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3=d(F,L) =d(F,C) - d(C, L) =c—%=ae—%

Logo,c =ae=4eb=+c?2-a?=+/16—-4=-/12=2./3.
Como a reta focal £ : x = 1 é paralela ao eixo—OY, temos que:
(ry-2)2 (x-1)°
) 4 12

¢ a equacao da hipérbole, com:

e vértices: A; = (1,0) e A, = (1,4).

e vértices imaginarios: B; = (1 —2+/3,2) e B, = (1 + 2+/3, 2).
e focos: F; = (1,-2) e F» = (1,6).

e diretrizes: L :y =2 — % =leLlr:y =2+ % = 3, correspondentes

C

=1,

aos focos F; e F», respectivamente.
e assintotas: x — 1 = +/3(y - 2). o

Exemplo 4
Classifique, em funcao do parametro k € R, a familia de curvas

4x% + ky? + 8kx + 20k +24 =0,

indicando, nos casos nao-degenerados, se a reta focal é paralela ao
eixo—0OX ou ao eixo—-0Y.

Solucdo.
Completando o quadrado na equacao, temos que:
4x% + ky? +8kx +20k +24 =0
= 4(x?+2kx) + ky? =20k — 24

= 4(x?+2kx + k?®) + ky? = =20k — 24 + 4k?
= 4(x+k)*>+ky?=4(k* -5k -6)
= 4(x+k)??>+ky>=4(k+1)(k-6).

Estudo do sinal dos coeficientes k e (k + 1) (k — 6) da equacao:

—o<k<-1|k=-1|-1<k<0 | k=0|0<k<6|k=6]6<k<+o
k - - - 0 +
(k+1)(k-6) + 0 - - - 0
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Entao, para:
e k € (—c0,—1), a equacao representa uma hipérbole de centro (—k,0) e
reta focal = eixo—OX.
e k = —1, a equacdo 4(x — 1)> — y? = 0 representa o par de retas con-
correntes v = +2(x — 1) que passam pelo ponto (1,0).
e k € (—1,0), a equacao representa uma hipérbole de centro (—k,0) e
reta focal € : x = —k paralela ao eixo—-OY.
e k =0, a equacdo 4x° = —24 representa o conjunto vazio.
e k € (0,6), a equacdo representa o conjunto vazio, pois 4(x + k)2 +
ky?>0e4(k+1)(k—-6) <0 nesse intervalo.
e k = 6, a equacao 4(x + 6)? + 62 = 0 representa o ponto (—6,0).
e k € (6,+0), a equacao, que pode ser escrita na forma:

(x+k? i _

4(k +1)(k -6) 4(k +1)(k-16)

4 k
representa uma elipse de centro (—k, Q) e reta focal £ = eixo—OX, pois
4k +1)(k—-6) _ 4(k+1)(k—06)

4 > K

1,

nesse intervalo. o

Exemplo 5
Sejam OXY um sistema de eixos ortogonais e O X Y o sistema de eixos

ortogonais obtido por uma rotacao positiva de um angulo 6 dos eixos

OX e OY, onde cos 0 = % esend = %

, . 12 1
Uma parabola P nas coordenadas X e y tem foco no ponto F = <5, 6)

_— 12
e vértice no ponto V = <5, —2)
(a) Determine a equacao da parabola nas coordenadas X e y, e nas Coor-
denadas x e y.

(b) Determine o foco, o vértice, a reta focal e a diretriz da parabola nas
coordenadas x e y.

(c) Faca um esboco da curva no sistema de eixos OXY, indicando seus
elementos.
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Solucdo.
25

(@) Como p = d(F,V) = = = 5 e, nas coordenadas X e 7y, a reta fo-

_ 12 , . - .
cal ¥ : x = = ¢ paralela ao eixo—OY e o foco F encontra-se acima do

(e 12\ (9
T'(X_s) _20<y+5>
9 34

¢ a equacao da parabola, de diretriz £: 7y = —% —p=-c- 5= =

Usando as relacoes de mudanca de coordenadas:

vértice V, temos que

7=C059x+sen9y=%(4x+3y) )
1
7=—sen@x+cos€y=%(—3x+4y),

obtemos que a equacao da parabola, nas coordenadas x e y, é dada por:

1 12)° 1 9
(5(4x+3y)—5> =20 (5(—3x+4y)+5>
(4x +3y —12)% = 20525(—3)( +4y+9)

=
= (4x+3y)?>-24(4x +3y) +144 =100(-3x +4y +9)
—

16x2 + 24xy +9y? — 96x — 72y + 144 = —300x + 400y + 900

= |P:16x%+24xy +9y? +204x — 472y - 756 =0

12
5 b
isto é, £ : 4x + 3y = 12 é a equacao cartesiana da reta focal. Também,

(b) Pelas relacoes de mudanca de coordenadas (1), € : %(4x +3y) =

L %(—Bx +4y) = —%, isto ¢, L : —3x +4y = —34 é a equacao

cartesiana da diretriz nas coordenadas x e y.
E, pelas relacoes de mudanca de coordenadas:

X =CcoSO0X —send 7y = %(4?—3?)

y=sen0f+cos€7=%(3f+4y),

obtemos que
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(8 4)4 (5 5) -0

- (2 2) 4% -¥)-ao

é o vértice da parabola nas coordenadas x e y.

é ofocoe

Fig. 3: Pardbola P : 16x2 + 24xy + 9y2 + 204x — 472y — 756 = 0.
(c) Na figura 3 mostramos o esboco da parabola 2. o

Exemplo 6
Esboce em detalhe a regido do plano dada pelo sistema de inequacoes:
x2+y>=>4
16x%+y%2 -8y >0
—4x° +y?> -4y <0
x| < 2.

Solucdo.
A regido R ¢ a interseccao das seguintes quatro regidoes do plano:
Ry = {(x,7) | x* +y* = 4}
Ry ={(x,¥)116x?+ y> -8y >0}
Rz = {(x,¥) | —4x? + y? -4y <0}
Ra={(x,»)|Ix| <2},
e Descricao da regiao R;.
A regido R, consiste dos pontos exteriores ao circulo Cy : x> + y? = 4

de centro na origem e raio 2.
e Descricao da regiao Ro.
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Para descrever a regiao R, vamos, primeiro, determinar a conica
C>:16x% + y2 -8y = 0.

Completando o quadrado na equacao da curva C, obtemos:

vk

R g

A 4
W

Yi

p
N

R2

=Y

—2 2

|
=Y

Fig. 4: Circulo C; e regiao R1. Fig. 5: Elipse C» e regido Ro.

16x%2+7y2 -8y =0 < 16x°+ (y>—-8y +16) =16

= 16x%+(y —-4)> =16

= C21X2+(y1_64)2 =1.
Entdo, C, ¢é a elipse de centro (0,4); reta focal £ = eixo—OY; reta nao-
focal: ¥/ : v = 4; a®> = 16, b> = 1, ou seja, a = 4 e b = 1; vértices sobre
a reta focal A; = (0,0) e A, = (0,8); vértices sobre a reta nao-focal
B; = (—1,4) e B, = (1,4)
Portanto,
(y —4)?
7)/16 >1
consiste dos pontos do plano exteriores ou sobre a elipse Co.

Rp:16x%+y?2 -8y >0 < Ry:x°+

e Descricao da regiao Rs.
Para descrever a regiao R3 vamos identificar a conica
C3:—4x%+ y? -4y =0.
Completando o quadrado na equacao de C3, temos:
—4x2+ Y2 -4y =0 <= -4x°+(y?-4y+4)=4
= —4x?+(y-2)2=4

(y-2)2
+74 =1,

que ¢é a equacao da hipérbole de centro: (0, 2), reta focal: £ = eixo—0Y;
reta ndo-focal: €' : y = 2, paralela ao eixo—O0X; a®> = 4 e b?> = 1, ou seja,

= (C3:-x?2
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a=2eb =1;vértices: A; = (0,0) e A> = (0,4) e vértices imaginarios:
Bl = (_1’2) eB2 = (1’2)'

YA

N

=Y

Fig. 6: Hipérbole C3 e regido R3. Fig. 7: Retas 71 e 7, e regido Ry.

A hipérbole divide o plano em trés regides, duas delas limitadas pelos
ramos da hipérbole e a outra situada entre eles. Como as coordenadas
do centro (0, 2) satisfazem —4x?+ y? -4y < 0, concluimos que a regiao
R 3 consiste dos pontos entre os ramos da hipérbole ou sobre eles, isto
é, R3 € aregiao que contém o centro e inclui os ramos da hipérbole.
¢ Descricao da regiao Ry.
Temos que
x| <2 < -2 <x<?2.

Portanto, a regiao R4 é o conjunto:

{x,y)| -2=<x <2,y €R},
que consiste dos pontos da faixa vertical limitada pelas retas 1, : x = 2
errix = —2.

\ [\ /(:3 Yl

=Y
~Y

> >R R<
/ 1 \03

Fig. 8: Curvas que limitam a regiao R. Fig. 9: Regiao R.
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¢ Descricao da regiao R.

Finalmente, a regiao R consiste dos pontos exteriores ao circulo Cp, ex-
teriores a elipse C;, que estao entre os ramos da hipérbole C; e na faixa
R4, podendo, também, pertencer a uma das curvas do bordo Cy, (s, C3
ou a uma das retas 7; ou 7>, como vemos nas figuras 8 e 9. o

Exemplo 7
Classifique, em funcao do parametro A € R, a familia de curvas
X2+ (A=2)y?+2Ax +2(A-2)y +3A-3=0,

indicando, nos casos nao-degenerados, se a reta focal é paralela ao eixo—OX
ou ao eixo—0Y.

Solucdo.
Completando os quadrados na equacao da familia, temos que:
(x?+2Ax) + (A=2)(¥?>+2y) =3-3A
= (XPH+2Ax+A)+A=-2)(¥*+2y+1)=3-3A+A2+A -2
= (X+A)2+A-2)(y+1)2=A%-2A+1
= X+A)2+A-2)(y+1)?=(A-1)2. (%)

Para fazermos a classificacao da familia de curvas, precisamos estudar
o sinal dos coeficientes (A — 2) e (A — 1)? da equacdo (*):

—00 <A<l | A=1|1<A<2|A=2|2<A<+m

A-2 - - - 0 +
(A-1)2 + 0 + + +
Entao, para:

e A € (—,1), aequacao representa uma hipérbole de centro (-A, —-1) e
reta focal £ : y = —1 paralela ao eixo—OX.

e A =1, aequacao (x + 1)%) — (¥ + 1)? = 0 representa o par de retas
concorrentes v + 1 = +(x + 1) que se cortam no ponto (—1,—-1).

e A € (1,2), a equacao representa uma hipérbole de centro (—-A,—-1) e
reta focal £ : y = —1 paralela ao eixo—OX.

e A =2, aequacdo (x + 2)2 = 1 representa o par de retas x +2 = =1, ou
seja, x = —3 e x = —1 paralelas ao eixo—QY.
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e A € (2,+), a equacao, que se escreve na forma

(x+A)2  (y+1)?
A-1)2  @A-12 7’

A-=2
representa:
o um circulo de centro (—3,—1) e raio 2, se A = 3, pois, nesse caso,
(A-1)?
~1)2 = =

(A-1) o 4,

o uma elipse de centro (—A,—1) e reta focal £ : x = —A, paralela ao
_1)2

eixo—0Y, se A € (2, 3), pois, nesse intervalo, (A — 1)? < ();\ _12) )

o uma elipse de centro (—A,—1) e reta focal £ : v = —1 paralela ao
(A-1)2

eixo—0X, se A € (3, +), pois, nesse intervalo, (A — 1)? > o O

Exemplo 8
Considere os pontos F = (2,1) e Q = (4,0).

(a) Determine as equacoes das parabolas com reta focal € perpendicular
a reta que passa pela origem e pelo ponto (1,—-2) e foco F, que contém
0 ponto Q.

(b) Determine os vértices das parabolas obtidas acima.

(c) Faca um esboco das parabolas obtidas no mesmo sistema de eixos
ortogonais O XY, indicando todos os seus elementos.

Solucdo.

(a) Como a diretriz £ é perpendicular a reta focal £ e £ é perpendicu-
lar a reta que passa pela origem e pelo ponto (1,-2), temos que L é
perpendicular a reta que passa pela origem e pelo ponto (2,1). Entao,
L:2x + vy =m, para algum m € R.

Além disso, ja que Q = (4,0) pertence a parabola, d(Q,F) = d(Q, L).
Isto é,

2-4+0-1-m]| |8 —-m]|
J5 = B5==F

= m-8|/=5 < m=8=x5.

JE-2)7+(0-1)2 =

Logo, L:2x +y =8 £5.
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Caso 1. Parabola 7, de foco F = (2,1) e diretriz £, : 2x + y = 13.
Nesse caso, P = (x,y) € P, se,e sO se,d(P,F) =d(P,L;), ou seja,

d(P,F)? =d(P, L,)?
2x +y —13)2
5

= 5(x?+y?>—4x -2y +5)=4x*>+4xy +y>-52x - 26y + 169

o (x-22+(y-1)2="_

= |P:x’—-4xy +4y*>+32x +16y —144 =0

Caso 2. Parabola P de foco F = (2,1) e diretriz £, : 2x + v = 3.
Assim, P = (x,y) € P, se,e s0 se, d(P,F) = d(P, L,), ou seja,

d(P,F)? = d(P, L)?
»  (2x+y-3)?
5
= 5(x?+y?—4x -2y +5)=4x’+4xy +y>*-12x -6y +9

= (x-2)2+ (-1

= |Pr:x’—4xy+4y>-8x -4y +16=0

(b) Consideremos as duas parabolas obtidas no item anterior.

e O vértice V; da parabola P; é o ponto médio do segmento A;F, onde
A1 = (x,y) é o ponto de interseccao da reta focal £ : x — 2y = 0 com a
diretriz £, : 2x + y = 13.

Entdo, as coordenadas x e y do ponto A; satisfazem o sistema:

x—-2y=0
2x+y =13.

A solucao desse sistema é: x = ? ey = 1—53, isto é, A} = (256,153>
Logo,
26 13
v, = AEF (5:5) e _ (26,18) _ (13,2
1= - 2 ~\10’10/)  \5°’'5/)"

e O vértice V, da parabola P, é o ponto médio do segmento A,F, onde
A, = (x,y) é o ponto de interseccdo da reta focal £ : x — 2y = 0 com a
diretriz £, : 2x + v = 3. As coordenadas x e y do ponto A, satisfazem:

x -2y =0
2x+y =3,
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cujasolu(;éoéx=gey=g,istoé,Agz(g,g).Logo,
6 3
vy deer_(55)r@n (18 8) - (2.4)
S R 2 ~\10’10) \5'5)"

(c) Na figura 10 mostramos o esboco das parabolas P; e P, no mesmo
sistema de eixos ortogonais OXY. o

Fig. 10: Parabolas P e P».

Exemplo 9
Sejam OXY um sistema de eixos ortogonais e O XY o sistema de eixos
ortogonais obtido por uma rotacao positiva de 45° dos eixos OX e OY

em torno da origem.

Uma hipérbole nas coordenadas X e y tem centro na origem, um de seus

vértices no ponto (1/2,0) e aretay = 2x como uma de suas assintotas.

(a) Determine a equacao da hipérbole nas coordenadas X e 7, e nas
coordenadas x e y.

(b) Determine o centro, os vértices, os vértices imaginarios e as assinto-
tas da hipérbole nas coordenadas x e y.

(c) Faca um esboco da curva no sistema de eixos OXY, indicando todos
os elementos encontrados no item (b).
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Solucdo.
(a) Nas coordenadas X e 7, a reta focal £ é o eixo—O X, pois o cen-
tro C = (0,0) e o vértice V = (1/2,0) pertencem a £. Além disso,

a=d(C,V)=2e Z = 2, pois Yy = 2X é uma assintota da hipérbole.

Entdo, b =2a =22 e
-2 =2

XY
5—[.2 g =L

¢ a equacao da hipérbole nas coordenadas x e y.
Usando as relacoes de mudanca de coordenadas

V2

Y=COS450X+SGII450_’)/=7(X+_’)/) 1)
Yy = —sen45°x +cos45°y = \f(—x + ),
obtemos a equacao da hipérbole nas coordenadas x e y:
Sy — s Sex =1
= 4(x+y)-(-x+y)>=16
= 4(x*+2xy+y?) - (x2-2xy +y?) =16
—

3x% +10xy +3y? =16

= |H:3x>+10xy +3y>-16=0

(b) Nas coordenadas X e 7y, a hipérbole tem:

e centro: C = (0,0);

e vértices: A; = (—/2,0) e Ay = (+/2,0);

e vértices imaginarios: B; = (0,—-2+/2) e B> = (0,2+/2);

e reta focal: £: 7y = 0;

e reta nao-focal: ¥’ : x = 0;

e assintotas: y = +2X;

Por (1), obtemos que £ : —x + y = 0 é aretafocal; ¥ : x+y =0¢a

~ 2 2 . .
reta ndo-focal e g(—x +y) =2 \g(x +y),istoé, r_:y = —3x e
Yiiy = —%x sao as assintotas da hipérbole nas coordenadas x e y.

Das relacoes de mudanca de coordenadas:
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X = C0845°Xx —sen45°y = \f(x—y)

y =sen45°x + cos45°y = \Zﬁ(x+y),

obtemos que C = (0,0) é o centro, os pontos A; = (-1,—-1) e A, = (1,1)
Sao os vertices e By = (2,—2) e B, = (—2,2) sao os veértices imaginarios
da hipérbole nas coordenadas x e y.

Fig. 11: H :3x%2 + 10xy +3y2 - 16 = 0.
(c) Na figura 11 mostramos o esboco da hipérbole H . o

Exemplo 10
Sejam V; = (7,1) e Vo = (2,5) os vértices de uma elipse com reta focal
paralela a um dos eixos coordenados.

YA
(a) Determine o centro, a reta focal, a

reta nao-focal, os vértices e os focos ... Vo =(2,5) (7,5)

da elipse F cujo veértice V; pertence a
reta focal. 4 4

(b) Determine, agora, o centro, a reta

~ - (2,1) 5 Vi=(7,1)
focal, a reta ndo-focal, os vértices e os 1 .

focos da elipse F cujo vértice V, per- 2 7 e
tence a reta focal.

Fig. 12: Retangulo de vértices V1 e V>.
(c) Faca um esboco das duas elipses encontradas acima num mesmo

sistema de eixos ortogonais, indicando todos os seus elementos.
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Solucdo.

Consideremos o retangulo de lados paralelos aos eixos coordenados e
vertices nos pontos V; = (7,1) e Vo, = (2,5) (Fig. 12).

Como a > b numa elipse, temos que a = 5 e b = 4 nas elipses de vértices
V1 e V, e reta focal paralela a um dos eixos coordenados.

(@) Se o vértice V; = (7,1) pertence a reta focal da elipse, temos que
£ :y =1¢aretafocal, ' : x = 2 é a reta ndo-focal, C = (2,1) é o
centro, A; = (-3,1) e A» = V; = (7,1) sdo os vértices sobre a reta focal,
By = (2,-3) e B, =V, = (2,5) sdo os vértices sobre a reta nao-focal,
Fi =(-1,1) e F, = (5,1) sdo os focos, pois ¢ = Va2 — b2 =3, e

S (x-2)2 (y-1)2
E: > + 16 =1

¢ a equacao da elipse E.

(b) Se o vértice V> = (2,5) pertence a reta focal da elipse E, temos que
? - v = 5 é a reta focal, ?/ : x = 7 é a reta nao-focal, C = (7,5) é o
centro, A; = Vo = (2,5) e A, = (12,5) sdo os vértices sobre a reta focal,
Bi = (7,9) e B, = Vi = (7,1) sdo os vértices sobre a reta nao-focal,
F1 = (4,5) e F, = (10,5) sdo os focos, e

= (x=-7?% (y-57?% _
F: > + 16 =1

é a equacdo da elipse Z.
YA

=
=
E ]
‘ I
|
!
Y |
S ulhg\ |
G‘j |
1 ‘7_ Q
N \

N\
1N ~
o I 5

[~
&~
~|

o\
=Y

Fig. 13: Elipses £ e £.
(c) Na figura 13 mostramos as elipses £ e £ no mesmo sistema de eixos
ortogonais. O
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Exemplo 11
Considere os pontos A = (4,1) e B = (3, 2).

(a) Determine as equacoes e 0s principais elementos das duas hipérboles
que possuem B como vértice imaginario, A como vértice e reta focal
paralela a um dos eixos coordenados.

(b) Faca um esboco das duas hipérboles num mesmo sistema de eixos
ortogonais, indicando todos os seus elementos (menos os focos e as
diretrizes).

Solucdo.
Caso 1. Reta focal ¥ paralela ao eixo—OX.
Como A= (4,1) €feB=1(3,2) € ¥, onde ¥ é areta ndo-focal, temos
que £ : v = 1ed : x = 3. Entdo, o centro C da hipérbole, ponto de
interseccao da reta focal com a reta nao-focal, tem coordenadas x = 3 e
y =1,isto é, C = (3,1). Além disso, temos

a=d(C,A)=1,b=d(C,B)=1 e ¢ =+a?+b?=.2.
Logo

H:(x-3)2%-(y-12%=1

€ a equacao da hipérbole.
Na hipérbole H, F; = (3 —v2,1) e F» = (3 ++/2,1) sdo os focos; A; =
(2,1) e Ap, = A = (4,1) sao os vértices; By = (3,0) e B, = B = (3,2)
sdo os veértices imaginarios; y — 1 = +(x — 3) sao as assintotas; a reta
£1:x=3—Z=3—;§
reta Lo :x =3+ % =3+ \/% ¢ a diretriz correspondente ao foco F» da
hipérbole H .

Caso 2. Reta focal £ paralela ao eixo—OY.

¢ a diretriz correspondente ao foco F; e a

Nesse caso, £ : x = 4 é areta focal e ' : v = 2 é a reta ndo-focal da
hipérbole  que tem reta focal paralela ao eixo—OY, vértice A = (4,1)
e vértice imaginario B = (3, 2).

Entdo, C = (4,2) é o centro, a = d(C,A) =1, b =d(C,B) =1lecC =

N@2+D =2, e
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H:(y-2)2-(x-4)°=1
é a equacdo da hipérbole H.
Além disso, F; = (4,2 — /2) e F, = (4,2 + +/2) sdo os focos; A, =
A= (4,1) e A, = (4,3) sdo os vértices; B; = B = (3,2) e B, = (5,2)
sao os vertices imaginarios; x — 4 = +(y — 2) sao as assintotas; a reta

— a 1o, -
L1y =2- % =2 - 7 ¢ a diretriz correspondente ao foco F; e a
— a 1o, =
reta Lo:y =2+ g =2+ 7 é a diretriz correspondente ao foco F, da

hipérbole #.
(b) Na figura abaixo mostramos as hipérboles H e H num mesmo sis-
tema de eixos ortogonais. O

Fig. 14: Hipérboles H e 7.

Exemplo 12

Considere as curvas

Ci : x*>-20x+y+100=0;
C, @ x2-y?2-6x=0;
C3 : x?°+16y?-6x-7=0.

(a) Classifique as curvas e determine todos os seus elementos.

(b) Faca um esboco detalhado da regidao do plano dada pelo sistema de
inequacoes
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[ x2-20x + 7y +100 =0

x?—-y?2-6x=0

R:1 x2+16y?>-6x-7=0
x <10

| v = —4.

Observacao: Ache as interseccoes de C; e C» com areta y = —4.

Solucdo.

(@) Curva C; : x2 —20x + y + 100 = 0.

Completando o quadrado, a equacao de C; na forma canodnica é:
C1:x%-20x =-y —100
C;:x?>—-20x +100 = -y — 100+ 100
Ci:(x—-10)2=—y

Logo, C; é a parabola com reta focal x = 10, paralela ao eixo—QY, vértice
V =(10,0),4p = 1,0u seja, p = %, e foco F = (10,—31).

Curva C; : x% — 6x — y2 = 0.

A equacao da curva C; se escreve, completando os quadrados, como:
Cr:x?>—-6x—y2=0
Cr:(x2—6x+9)—y2=9
Cr:(x-3)2-y%=9

_2)2 2
Czl(x 3) —L=1.

9 9

Logo, C» é a hipérbole com reta focal £ : v = 0; reta ndo-focal ¥’ : x = 3;

centro C = (3,0);a = b = 3; ¢ = Va2 + b? = 3/2; vértices A; = (0,0)

e A, = (6,0); vértices imaginarios B; = (3,—-3) e B, = (3, 3); assintotas

r+:y ==+(x—-3)efocos F; = (3-3/2,0) e F, = (3+32,0).

Curva C3: x°> — 6x + 162 — 7 = 0.

Completando o quadrado na equacao, obtemos:
C3:x2-6x+16y°2-7=0
C3:(x>-6x+9)+16y>=7+9
C3:(x—-3)>+16y2 =16

(x—3)2
G5

+y2=1.
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Logo, C; é a equacdo da elipse com reta focal £ : v = 0; reta ndo-focal
¢ :x=3;centroC=3,0);a=4eb=1;c=+a?—-b? =./15; vértices
sobre a reta focal A; = (—-1,0) e A, = (7,0); vertices sobre a reta nao-
focal By = (3,-1) e B> = (3,1); focos F; = (3—+/15,0) e F» = (3++/15,0).
(b) A regiao R é a interseccao das regioes:
Ri:x>-20x+7y+100=0
Ro:x?>—y2—-6x20
R3:x2+16y?>-6x-7=0
Ryi:x <10
Rs:y=>=—-4.
Regido R; : x*> — 20x + y + 100 = 0. i
A parabola
Cp:x?>-20x+7y+100=0
divide o plano em duas regides disjuntas, uma

R

V =(10,0)

=Y

das quais contém o foco F = (10, —j}).

. . C
Substituindo as coordenadas do foco na ex- bl
pressdo x2 — 20x + y + 100, obtemos: Fig. 15: Regido R1.

102—20-10—%+100=100—200—%+100=—%<0.

Portanto, R, é a uniao da regiao determinada pela parabola, que nao
contém o foco F, com os pontos da parabola, onde a igualdade na ine-
quacao que define R é satisfeita. Na figura 15 mostramos a regiao R;.

YA

e Regido R, : x?> — y? — 6x = 0. N - @
A hipérbole C, : x? — y? — 6x = 0 divide

R .~ . 3 4P
0 plano em trés regioes disjuntas: uma das

. , R2 Ay : Ay RQ

quais contém o centro C = (3,0) e as outras 7 | g =
contém os focos. A expressdo x2 — y? — 6x ST
tem sinal constante em cada uma dessas re-
gioes, sendo iguais os sinais nas regioes que "+ Vi

contém os focos. Fig. 16: Regido Ro.
Substituindo as coordenadas do centro na ex-
pressao x? — y? — 6x:

32-0°-6-3=9-0-18=-9<0.
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Portanto, R, consiste da unido das regioes determinadas pela hipérbole
C» que contém os focos e inclui os ramos da curva C,, onde a igualdade
x? — y? — 6x = 0 é verificada. Na figura 16 mostramos a regiao R.,.

e Regidao R3: x?> + 16y — 6x — 7 = 0. 1 “ Ra
Aelipse C3: x?+ 16y —-6x -7 =0 Ll

divide o plano em duas regides, uma das £ ’f11< Dﬁz -
quais (denominada interior) contém o cen- 7

tro C = (3,0).

O sinal da expressdo x°+16y% —6x —7

no centro C é:
324+416-0°-6-3-7=9+0-18-7=-16 <0.

Portanto, a regiao R3 é a regido exterior a elipse C; junto com a propria

curva Cz que é onde a igualdade x2 + 16y? — 6x — 7 = 0 é satisfeita.

e Regioes Ry : x <10e Rs5:y > —4.

A regiao R, consiste dos pontos do plano a esquerda da reta x = 10,

incluindo os pontos da reta, e a regiao R s consiste dos pontos do plano

acima da reta horizontal y = —4, incluindo os pontos da reta.
YA YA

Fig. 17: Regidao Rs3.

R
R4 >

=Y
=Y

10

Fig. 18: Regidao R4. Fig. 19: Regidao Rs.
eRegido R=RiNnRyNR3NR4NRs5.
Para esbocarmos corretamente a regiao R, devemos determinar as:
o Interseccoes da parabola C; com x = 10e y = —4.
A parabola C; intersecta a reta vertical x = 10 exatamente no vertice
(10,0). Para achar a interseccao de C; com a reta horizontal y = —4,
substituimos 7y por —4 na equacdo C; : y = —(x — 10)?:
—4=—(x-1002=(x-10)2=4=x-10=4+2 = x =10+ 2.
Temos entdo, que C; N {y = —4} = {(8,-4),(12,-4)}.
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o Interseccoes da hipérbole C, com x = 10e y = —4.
Para achar a interseccao de C> com a reta horizontal y = —4, substitui-
mos y por —4 na equacao C : (x —3)° — y? =0:
(x=3)2-(-4)’=9 = (x-3)°-16=9= (x-3)>=16+9=25

= X—-3=*x5=x=3=%5.
Logo
Con{y =-4} =1{(-2,-4),(8,-4)}.
Em particular, observe que:
CinCon{y=-4}={(8,-4)}.
Para achar a interseccao de C, com a reta vertical x = 10, substituimos
x por 10 na equacdo C> : (x —3)% — y?2 = O:
(10-3)2-y?=9=72-y2=9=y2=49-9=40 = y = +2/10
Logo,
C2 N {x =10} = {(10,-2+/10), (10,2/10)}.

Na figura 20 mostramos todas as curvas envolvidas e na figura 21 o
esboco da regiao R. o

—2

—4

Fig. 20: Curvas C1, C2 e C3. Fig. 21: Regiado R = R1 N R N R3 N R4 NRs5.

Exemplo 13
Classifique, em funcao do parametro A € R, a familia de curvas
A-Dx?+A-=2)y2=2AA-1)x +A3-2A2-2A+3 =0,

indicando também, nos casos nao-degenerados, se a reta focal é paralela
a0 eixo—O0X ou ao eixo—0Y.
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Solucgdo.

Completando o quadrado, temos que:
A-Dx?+(A=2)y?-2AA-1)x +A3=-2A2-2A+3=0
A—1)(x?=2Ax) + (A =2)y? = -A3+2A2 +2A -3

A-1D)(x2=2Ax +A2) + (A =2)y? = =A3+2A2+2A -3 +A%(A-1)
A-D(x=A)2+A=2)y2==-A+2A2+2A -3 + A3 - A?
A-D(x—=A)?+A-2)y>=A2+2A-3
A-D(x-A)2+A-2)y2=QA-1)(A+3),.

Para fazermos a classificacado, precisamos estudar o sinal dos coeficien-
tesA—1,A—-2e (A—=1)(A+ 3) da equacao:

(
(
(
(
(
(

N

—0<A<-3 | A=-3 | -3<A<1 | A=1]1<A<2 | A=2|2<A<+©
A-1 - - - 0 + +
A-2 - - - - -
(A=1)(A+3) + 0 - 0 + +
Entao, para:
e A e (—o0,-3):

A equacao representa o conjunto vazio, pois
A-D(x-A)2<0,A-2)y><0e (A+3)(A-1)>0.

e A =-3:

A equacdo —4(x + 3)? — 5y? = 0 representa o conjunto unitario que

consiste do ponto (—3,0).

ede(-3,1):
A equacao, que se escreve na forma
(x-22 b _q
(A=1)(A+3) A=1)(A+3) ’
A-1 A=2
representa uma elipse com centro (A, 0) e reta focal igual ao eixo—0X,
pois
A-1)(A+3) (1-A)(A+3) (1-A)@A+3) (A+3)(A-1)

Aol T 1A 0 2.a T a2 o

jaque0<1-A<2—-AeA+3>0para A nesse intervalo.
e A=1:

A equacdo —y? = 0, ou seja, y = 0, representa o eixo—0X.
e A e (1,2):
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A equacao representa uma hipérbole de centro (A,0) e reta focal igual
a0 eixo—0X, pois

(A=1)(A+3) (A=1)(A+3)
B — >0 e B E— <0,
para A nesse intervalo.

o A =2:
A equacdo (x — 2)? = 5, ou seja, x = 2 + +/5, representa um par de retas
paralelas ao eixo—OY.

e A e (2,+00):
A equacdo, que se escreve na forma
(x — A)° + - =1
A-1DA+3)  A-1)(A+3) ’
A-1 A=2

representa uma elipse de centro (A, 0) e reta focal paralela ao eixo—Q0Y,
poisA—1>A—-2>0e (A—1)(A+ 3) > 0 para A nesse intervalo.

Exemplo 14
Seja 7 uma parabola com reta focal paralela ao eixo—OX e foco F =

(0,3), que intersecta o eixo—OX no ponto (4,0) e o eixo—OY no ponto
(0, 2).

(a) Determine o vértice, a diretriz e a equacao da parabola P.

(b) Faca um esboco de P, indicando seus elementos.

Solucdo.
(a) Como a reta focal ¥ da parabola ¢é paralela ao eixo—OX e o foco
F=(0,3) € ¥,temos que £:y =3,V = (x0,3) é o vértice, para algum
Xo €ER,jaqueV ed, e
(¥ =3)% = =4p(x - Xo0)
¢ a forma da equacao de 7.
Além disso, como P N eixo — OX = {(4,0)} e P N eixo — OY = {(0,2)},
temos:
(0-3)2=+4p(4—-x¢) e (2-3)%2=+4p(0 - xop),
isto é,
9=+4p(4 — x0) e 1=+4p(—xo).
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vk
Logo, 9 = £16p + 4p(—xp) = +16p + 1, ou £
seja, 8 = +16p.
Sendo p > 0, concluimos que 8 = 16p, isto é,
1 . v{IF l
p = 5 e 1 =4p(—xp) = —2x0p, Ou seja, xo =
1 . - 1 2
—5 Obtemos, assim, o vértice V = 5 3
da parabola e sua equacao: —1[-1 ~—X
1
T:(y—3)2=2(x+2)- Fig. 22: P: (y - 3)2 =2 (x + ).

Adiretrizde P é L:x = —% —p = —1, pois L é perpendicular a ¢, o foco
F estaa direitadeVed(V,L) =p = %

(b) Na figura 22 mostramos o grafico de 2 junto com seus elementos.

Exemplo 15
Esboce, detalhadamente, a regidao do plano dada pela inequacao:
R:(Ix] —4)(4x% +9y% —40x — 54y + 145) < 0.

Solucgdo.
Completando o quadrado na equacao
4x% +9y% —40x — 54y + 145 = 0,
obtemos:
4(x? - 10x) +9(y% - 6y) = —145
= 4(x2-10x+25)+9(y2 -6y +9) = —145 + 100 + 81

= 4(x-5)2+9(y-3)>=36
2 2
- (x =5) N (y=3)° _
9 4
que é a equacdo de uma elipse de centro C = (5,3), reta focal £ :y = 3
(paralela ao eixo—0X), a = 3, b = 2, vértices sobre a reta focal A; =
(2,3) e Ap = (8, 3), e vértices sobre a reta nao-focal By = (5,1) e B, =
(5,5).
Entdo, a inequacao, que define a regido R, pode ser escrita na forma:
(x —=5)%  (y—13)?
o T 4

L,

R:(|x|—4)< —1)<O.
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Assim, R = R; U R, onde:

x| -4 <0 x| —4>0

Ri: _=)\2 _9)2 Ro: _=)\2 _2)2

(x = 5) +(y 3) 150 (x = 5) +(y 3)
9 4 9 4

e A regidao R;.

-1<0.

_5)2 92
’R1={(x,y)lxe(—4,4)}m{(x’y)|(x 95) +(y43) >1)§,

consiste dos pontos exteriores a elipse contidos na faixa limitada pelas
retas verticais x = —4 e x = 4, excluindo os pontos da elipse e das retas.
e A regidao R;.

Ro=1{(x,¥)|x € (—0c0,—4) U (4, +)}

52 _2)2
m{(x,y)l(x >) +(y 3) <1},

9 4

consiste dos pontos exteriores a faixa limitada pelas retas x = —4 e
X = 4 que estdo na regido interior a elipse, excluindo os pontos das
retas e da elipse.

Nas figuras abaixo mostramos as regides R; e Ro:

4 : ¥l
B _ 1 s\ | :
Ao V. Ay
C 3
By ‘ 1
o 81X = 2
Fig. 23: Regiao R1. Fig. 24: Regido R».

Na figura 25 mostramos a regiao R = R, U R,. O

Fig. 25: Regido R = R1 U Ry.
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Exemplo 16
Determine a equacao da elipse E, da qual se conhecem um foco F =

(1,3) e uma diretriz £ : x + 2y = 10, sabendo que seu centro encontra-
se no eixo—0Y.

Solucdo.
Como a reta focal £ da elipse é perpendicular a diretriz £: x + 2y = 10
e F=(1,3) € £, temos que

£:2x —y =-1.
Além disso, como o centro C = (0,))) € ¥, temos que —y, = —1, ou
seja, C = (0,1).
Temos, também, que areta £ : x + 2y = 10 é a diretriz correspondente
ao foco F = (1, 3), pois

_|1+6—10|_i _|0+2—10|_i
db L) =—pF— =il =—r—=F%
Como
a a® 8
c=d(F,C)=V1+4=/5 e =="—=d(C,[) = —,
e c V5
I . _¢c_ 5
obtemos que a® = 8,isto é,a = 2/2 e e = N

Logo, um ponto P = (x, y) pertence a elipse E se, e somente se,
d(P,F) =ed(P, L),
ou seja,
d(P,F)?> =e*d(P,L)?
5 [x+2y-10/°
8 5
x2—2x+1+y2—6x+9=%(x+2y—10)2

(x =12+ (y-3)°=

1 11

8x? — 16x + 8y? —48x + 80 = x?> + 4xy + 4y? — 20x — 40y + 100

= |FE:7x’—-4xy +4y?>+4x-8x-20=0

¢ a equacao da elipse E. o

Exemplo 17

Verifique que a equacao do segundo grau
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—7x%+8xy -y’ +/5(-x+y) =0 (%)

representa um par de retas concorrentes e ache suas equacoes.

Solucdo.
A equacao tem coeficientes:

A=-7, B=8, C=-1, D=-5, E=.5, e F=0.
Como A # C, devemos girar o eixo—OX e o eixo—O0Y de um angulo 0,
0<0< % no sentido positivo, onde

B 8 8 4
thQ_A—C T —7-(-1) 6 3

e escrever a equacao nas coordenadas X e v do novo sistema de eixos

ortogonais O XY, obtido apos a rotacdo positiva de 0 do sistema de
eixos ortogonais O XY.

Sendo tg20 = —% < 0, temos que cos20 = _116 = —%. Logo,
1+ ?

cos 0 = N e sen O = N

Efetuando a mudanca de coordenadas dada pelas relacoes:
1 _
X =cosOX —senfy , X=T(X—2y)
_sen0x +cos0y ' L oo
Y =se Y y = f(Zx +5),

na equacao (*), obtemos a equacao nas coordenadas X e y:
Ax?+Cy*+DX+Ey+F=0,
onde F = F = 0,

(0 ¢) - 5l (A6 )

s 5L )
~5lo )0 %)
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(7)-5 (% 3 (03] () 0)-C)

Assim, a equacao nas coordenadas x e y é

X -9y’ +x+3y =0.
Completando os quadrados, obtemos:

<x2+x)—9<y2—;y) -0

= x+=13<y—>.

ou seja, nas coordenadas X e y:

XxX-3y=-1 e X+3y=0.
Para achar as equacOes das retas nas coordenadas x e 7y, usamos as
relacoes de mudanca de coordenadas:

_ 1
X =cos0x +sendy _ x=ﬁ(x+2y)
y=- Ox +cosOy’ ou S, 1
Y sen Y y = ﬁ(—2x+y).
Substituindo X e ¥ nas equacdes das retas, obtemos:
1 1
ﬁ(x+ 2y) -3 - ﬁ(—2x+y) =-1
e
L xs2y)43- Lcoxry) =0
\/g y \/g y - ’
ou seja,
7x—-v=-5 e -x+y=0.0
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1.

Exercicios de revisao

. Seja C o circulo x? + y? = r? e F = (a,0) um ponto interior a C. De-

termine a equacao que descreve o conjunto dos centros dos circulos
tangentes a C que passam por F.

" ~ . .. 1
. Dé a equacao da elipse de excentricidade 5 que tem um foco em

(3,0) e diretriz correspondente a esse foco de equacao x + y = 1.

. Classifique a curva e reduza a forma canoénica.

(@) 3x%2+10xy +3y%2 -2x - 14y —13 = 0.

(b) 25x2 — 14xy + 252 + 64x — 64y — 224 = 0.
(©)4xy +3y?+16x +12y — 36 = 0.

(d) 7x2 +6xy — 2> +28x + 12y + 28 = 0.

. Sejam Cp : x2+9y°—-8x—-72y+151=0,Co : x°—y?>-8x+8y+4 =0,

eC3:y>+x-8y+6=0.

(a) Classifique as conicas acima e determine seus elementos.
(b) Verifique que C; n C3 = 0.

(c) Determine C> N Cs.

(e) Faca um esboco detalhado da regiao do plano dada pelo sistema:
x2+9y?2 -8x—-72y +151 >0
x2—y?-8x+8y+4=0
Y2+x-8y+6<0

xX=2.

R:

. Considere a conica C: 7x% + 48xy — 7y? —40x — 30y — 75 = 0.

(a) Determine os vértices, os vértices imaginarios, as assintotas e a
reta-focal da conica C nas coordenadas x e .

(b) Faca um esboco da curva C, indicando os elementos encontrados
no item anterior.
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6.

10.

11.

Descreva as regioes abaixo por meio de desigualdades do tipo:

g1(x) <y < g»(x) ou hi(y) <x < ha(y)

a<x=<hb c<y=<d

(a) Regiao limitada pela hiperbole xy = 4 e pelasretas y = x e x = 6.
(b) Regido limitada pelas parabolas y> =x —1e (x —1)? = y.

2 2
(c) Regido acima das retas y = %le —3 e dentro da elipse XZ + y? =1.

(d) Regido acima da parabola y = x? e abaixo da reta que passa pelos
pontos (—1,1) e (2,4).
Seja P a parabola que intersecta o eixo-OY, com foco F = (3,0), reta-

focal ¥:x +3y =3ed(F, L) = \/%, onde £ é a diretriz.

(a) Determine a equacao de P, de £ e o vértice de 2.

(b) Faca um esboco de P, indicando todos os seus elementos.

. Esboce os conjuntos dos pontos (x,y) € R? tais que:

@ (Ix[-D(yl-1) <1
(b) x2 + y? = 2|x| -2y = 2.

. Faca um esboco do conjunto dos pontos do plano que satisfazem a

inequacao:
(@ (]x| —2)(4x% —9y? —40x — 54y + 10) < 0.
(b) (9x2 + y? —36x +27) (x> —4x +y +4) > 0.

Determine os valores de a € R para 0os quais o conjunto solucao da
inequacdo x? — 2x + y + a > 0 contém o eixo-OX.

Esboce, detalhadamente, a regidao do plano definida pelo sistema de
inequacoes dado.

x| >y +1 x<y+1
Ix +y| <2
(@) ; M ixP+y2<1l 5 ©ix=-y
x -yl <2 .
X >y X2+ yi>3
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1.1.

1.

Respostas

x—?‘z 2
(727) +1f‘13}j:1'
K3 B

7x%2 —2xy +7y2 —46x +2y +71 = 0.

72 22 32 %2 32
(a) Tipo hiperbélico, x° — 2~ = 1. (b) Tipo eliptico, 35 + % = 1. (¢) Tipo hiperbélico, 5 — %~ = 1.

(d) Tipo hiperbdlico, X2 — 432 = 0 (hipérbole degenerada) par de retas concorrentes.

2
(a) C1 é a elipse de equacao canonica % + (y —4)2 = 1, excentricidade 2‘3—5, centro (4,4), focos

(4 —2/2,4) e (4 +2+/2,4), diretrizes respectivas £1 : x = 4 — % elr:ix =4+ %, vértices sobre
o eixo-focal (1,4) e (7,4), vértices sobre o eixo nao-focal (4,3) e (4,5). C> é a hipérbole de equacao
candnica % - % = 1, vértices (4,2) e (4,6), focos (4,2 — 2./2) e (4,6 + 2+/2), diretrizes
respectivas £1:y =4 -2 e Lo:y =4+ /2, assintotas y = x e ¥y = 4 — x. C3 ¢ a parabola
de equacao candnica (y — 4)2 = —(x - 10), eixo-focal y = 4, vértice (10,4), foco (34—9,4>, diretriz
X = %. (b) O sistema formado pelas equacdes de C; e C3 implica na equacio x2 — 17x + 97 = 0 que,
por ter discriminante negativo, ndo tem solucdo para x. Logo C; N C3 = @. (c) Resolvendo o sistema
formado pelas equacdes de Co e C3 obtemos os pontos de intersecdo: (2,4 — 2v/2), (2,4 + 2-/2),
(5,4 —+/5) e (5,4 ++/5). (d) A vertical x = 2 intersecta a elipse C; em (2,4 + g) e (2,4 - g) o

esboco da regidao R é mostrado na figura abaixo.

7

I
I
e
|

Cs

Exercicio 5 (b)

Exercicio 4 (d)

(a) Vértices: Ay = (%,%) e Ay = (—%,%) e B = (2,-1);

Assintotas: ¥1:7x —y =5e > :x + 7y = 5; Reta-focal: £:3x — 4y = 0. (b) Ver figura acima.

3 2
© FIxl-3=<y=<3\1-35

-4<x<4

(—%,—%); Vértices imaginarios: B; =

4oy<x 1+y2<x</y+1
(@)X . (b) v
2<x O0<y=<l1
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7. (@ P:x2+6xy +9y2 +30x —30y —135=0; £L:3x -y =15V = (33, - 4. (b) Ver figura abaixo.

8. Ver figuras abaixo.

Regiao - Exercicio 8 (a) Curva - Exercicio 8 (b)

9. Ver figuras abaixo.

Exercicio 9 (a) Exercicio 9 (b)
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10. a=1.

11. Ver figuras abaixo.

0.5 0 15

-151

Exercicio 11 (a) Exercicio 11 (b)

—15+-

Exercicio 11 (c)

FIM
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