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MATRIZES E SISTEMAS DE EQUAÇÕES 
 

 Neste capítulo, lembraremos-nos dos conceitos básicos sobre matrizes e resolução de 

sistemas lineares, conceitos estes que serão utilizados no decorrer deste curso, tanto na parte de 

Cálculo Vetorial como em sua aplicação à Geometria Analítica. Estudaremos, também, o 

escalonamento de matrizes, que será utilizado na resolução de sistemas de equações lineares.  
 

1.1 - MATRIZES - INTRODUÇÃO 
 

 Chamaremos de matriz de ordem m × n (lê-se: m por n) a uma tabela de elementos 

dispostos em m sequencias horizontais, chamadas de linhas e n sequencias verticais chamadas de 

colunas:         

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

mn2m1m

n22221

n11211

aaa

aaa
aaa

A

................
.................

................

MMM
 

 

Os elementos da matriz serão indicados por ija , 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n, onde i indica a linha, 

e j, a coluna em que ele se situa. Usaremos também a notação nmij )a(A ×=  ou  nmA ×  para indicar 

a mesma matriz. Os elementos de uma matriz podem ser números reais ou complexos, 

polinômios, funções, outras matrizes, etc.  
 

 Exemplo:  A matriz ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=
556
201

A  é uma matriz de ordem  2 x 3, isto é, 2 linhas e 3 

colunas. Seus elementos são  a11 = 1, a12 = 0, a13 = 2, a21 = 6, a22 = -5, a23 =5. 

 Duas matrizes nmijaA ×= )(  e srijbB ×= )(  são iguais se elas têm a mesma ordem e seus 

elementos correspondentes são iguais, isto é, se m = r, n = s e ijij ba = , 1 ≤  i ≤  m, 1 ≤  j  ≤  n. 

 Exemplo:     ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
50
19

 = ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ π

50
3 2

2

sen
sen

   

 

    1.2 - TIPOS ESPECIAIS DE MATRIZES 
 

 Matriz quadrada é uma matriz cujo número de linhas é igual ao de colunas.  Usaremos a 

notação niin aA )(=  , 1 ≤ i, j ≤ n para indicar a matriz quadrada com n linhas e n colunas.  

Exemplos: ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=
80
31

A ;  

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

nn2n1n

n22221

n11211

bbb

bbb
bbb

B

L

MLMM

L

L

 ;    
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 Chamaremos de diagonal principal de uma matriz quadrada niin )a(A = , aos elementos 

ija  com i = j. A diagonal principal, algumas vezes chamada apenas de diagonal, da matriz A é 

formada pelos elementos 1 e − 8  e da matriz B  pelos elementos b11 , b22 ,..., bnn . 

 
 A matriz identidade é uma matriz quadrada em que todos os elementos da diagonal 

principal são iguais a 1 e o restante dos elementos da matriz são todos nulos.  

Notação: ( )
nijaI = , onde aii = 1, para i = j, aij = 0 para i  ≠ j . 

 

Exemplos:   ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

10
01

I 2          - matriz identidade de ordem 2. 

                                 

                                
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

100
010
001

I 3   - matriz identidade de ordem 3                          

 Matriz nula é aquela que todos os elementos são nulos, cuja notação é 0mxn . 

Exemplos:  [ ]0D;
00000
00000
00000

C;
00
00

B;
000
000

A =
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=   

 Matriz linha é a matriz formada por uma única linha e será denotada por A1n. 

Exemplos: [ ]532A 11 −=× ;     B1x1  = [ ]4−  
 

 Matriz coluna é a matriz formada por uma única coluna. 

 Exemplos: C2x1 = 
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
0

0

60cos

45sen
     D3x1  = 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡−

0
1
1

 

 Matriz diagonal é uma matriz quadrada em que os únicos elementos não nulos estão na 

diagonal, isto é, nijaA )(= , com aij = 0 para i ≠ j. 

 Exemplos:  ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−=

40
01A1  ;  

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

500
000
002

B2  

 Matriz simétrica é uma matriz quadrada em que os elementos situados simetricamente 

em relação à diagonal são iguais, isto é, nijaA )(=  tal que aij = aji , 1 ≤ i, j ≤  n. 

 Exemplos:  
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−
=

491
902
121

A  ;          
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−=

301
015
152

B  
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 Matriz anti-simétrica é uma matriz quadrada em que os elementos situados 

simetricamente em relação à diagonal são opostos, isto é, nijaA )(= , com aij = − aji , 1 ≤  i, j ≤  n.  

Na  matriz anti-simétrica a diagonal é nula. 

 Exemplos: ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
=

04
40

C  ;        
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−
=

024
201
410

D  

 Matriz triangular superior é uma matriz quadrada onde todos os elementos abaixo da 

diagonal são nulos: isto é,  nijaA )(= , com aij = 0 para i > j. 

 Exemplos:  
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −
=

100
040
2311

A  ;       ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

30
21

B  

 Matriz triangular inferior é uma matriz quadrada onde todos os elementos acima da 

diagonal são nulos, isto é, nijaA )(= , com aij = 0 para  i <  j. 

 Exemplos: ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=

65
04A ;                  

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
−=

850
012
003

B                                     

 Observação: Dada uma matriz nmijaA ×= )( , sua transposta, é a matriz At obtida de A 

trocando-se linha por coluna; isto é, njiaA )(= . 

Exemplos:  

2x333
52
01

A
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

−
=                 

3x2

t
350
321A ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −

=  

                           

1.3 - OPERAÇÕES COM MATRIZES 
 

 1.3.1 - Adição 
 

                Sejam ( )
nmijaA

×
=  e ( )

nmijbB
×

= duas matrizes de mesma ordem m x n. A soma entre as 

matrizes A e B é uma matriz de mesma ordem C, onde ijijij bac += , para 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n. De 
outra forma,  
 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

mnmm

n

n

a.........aa
............

aaa
a..........aa

21

22221

11211

MMM
  +  

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

mnmm

n

n

b.........bb
...........
bbb
b..........bb

21

22221

11211

MMM
 =  

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+++

+++
+++

mnmnmmmm

nn

nn

ba.......baba
..............................

bababa
ba.........baba

2211

2222222121

1112121111

MMM
 

 

 Exemplo:     ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −

210
131   +  ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡

−792
411  =  ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡

−5102
342  
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 1.3.2 - Propriedades da adição de matrizes 
 

 Sejam A, B e C matrizes de mesma ordem m × n. São válidas as seguintes propriedades: 

P1) A + (B + C) = (A + B) + C (associativa) 

P2) A + B = B + A (comutativa) 

P3) A + 0 = 0 + A = A, onde 0 é a matriz nula de ordem m × n. 

P4) Existe uma matriz, denotada por − A, tal que A + (− A) = (− A) + A = 0. 

 
1.3.3 - MULTIPLICAÇÃO POR ESCALAR 

 

Se k é um número real, o produto de uma matriz ( )
nmijaA

×
=  por k (também chamado de 

escalar) é a matriz k. ( )
nmijbA

×
= , onde ijij akb .= , 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n . 

 Exemplo: Se  ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡= 4
1A   então  ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡
−
−=− 12

3A3        

           1.3.4 - Propriedades da multiplicação por escalar 
 

 Dadas as matrizes A  e  B de mesma ordem m × n e escalares k1 e k2   temos: 
 

M1)  k1. (A + B)  = k1A + k1B 

M2)  (k1 + k2)  A = k1A + k2A 

M3)  0.A = O, onde O é matriz nula de ordem m x n 

M4)  k1(k2A) = (k1 k2) A 
 

1.3.5 - Multiplicação de Matrizes 
 

 Sejam ( )
nmijaA

×
=  e ( )

pnijbB
×

=  matrizes.  O produto de das matrizes A e B é uma 

matriz  ( )
pmijcC

×
= , onde  ..

1
∑
=

=
n

k
kjikij bac  

 Observações: 

1)  Só podemos efetuar o produto de duas matrizes nmA ×  e pnB ×  , nessa ordem, se o 

número de linhas da segunda matriz for igual o  número  de  colunas  da  primeira.  Neste caso, a 

matriz produto AB terá ordem m × p. 
 

2) Cada elemento ijc  da matriz produto é a soma dos produtos dos elementos da i-ésima 

linha da primeira matriz pelos elementos correspondentes da j-ésima coluna da segunda matriz. 

Abreviadamente, diz-se que o produto de matrizes é feito “linha por coluna”. 

 Exemplos:  1. Se 
32131

012
x

A ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

−−
=      e   

130
1
1

x

B
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
= , então 



 5

                               AB =  ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

−− 131
012   • 

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

0
1
1

 =  
1x2)0)(1()1)(3()1)(1(

)0)(0()1)(1()1)(2(
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

−++−
++ =  ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡
2
3    

 Observe que o produto BA não poderá ser efetuado, pois o número de linhas da segunda 

matriz é diferente do número de colunas da primeira. 

2. Se 
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡−
=

43
10
21

A  e  
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
−=

30
41
15

B , note que os produtos AB e BA não poderão ser 

efetuados, pela mesma razão apresentada no Exemplo 1. 
 
 1.3.6 - Propriedades da multiplicação: 

 Dadas as matrizes nmA × , pnB ×  e qpC ×  de ordens compatíveis com as multiplicações e 

adições indicadas, são válidas: 

M5)  A(BC)  =  (AB)C   (associativa) ; 
M6)  A(B + C) = AB + AC   (distributiva à esquerda) ;  

M7) (A + B)C = AC + BC  (distributiva à direita);. 

M8) nmnnm AIA ×× =⋅ ; mnmnn AAI ×× =⋅ , onde nI  é uma matriz identidade de ordem n. 
  

Observações: 

1)  mxpnxpmxn 00A =⋅ ; mxpnxpmxn 0A0 =⋅ ,  onde 0 é uma matriz nula. 
 

2)  Em geral,  AB  ≠  BA. Observe os exemplos abaixo. 
 

2.1. O produto 

2x303
41
12

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
−

−
. 

2x220
11
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡− = 

2x333
71
02

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

−

−
, mas 

2x220
11
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−

•  

2x303
41
12

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
−

−
  

não está definido. 

2.2. Se 

1x34
0
1

A
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡−
=  e  [ ] 3x1312B = , temos que AB e BA estão definidos, mas AB é 

diferente BA, pois  AB =  

3x31248
000
312

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡ −−−
 e  BA = [ ]10 . 

                                                 

2.3.  Se 
2x210

21A ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −

= , 
2x210

11B ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

−
−= então ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡

−
−== 10

31BAAB .                                                

 3)  É  possível  ter  AB = 0  sem  que  se  tenha  A = 0  ou   B = 0.  Por exemplo,  se  ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=

01
02A  

 e  ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=

11
00B  ,  então  ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡=

00
00AB . 
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1.3.7  - Exercícios 

1) Dadas as matrizes 
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

−
=

45
23
01

A , ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −= 431

012B , 
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

−

−
=

410
015
301

C  e ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−= 10

01D , calcule, 

as operações indicadas: AB + C,  BC, CB, CBt D − BA, AB + BA, quando possível. 

2) Dadas as matrizes 
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
=

000
020
000

C,
000
000
001

B,
300
000
000

A   

a) Classifique essas matrizes. 

b)  Determine a, b, c ∈ R, tais que  aA + bB + cC = O. 

c)  Determine x, y, z ∈ R, tais que  xA + yB + zC = I3.      

d) Determine α, β, γ  ∈ R,  tais que αA + βB + γC =  
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−

200
010
003

.                                                              

3) Determine x, y  ∈ R  para que  A = B, sendo ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+
+= 113

62Be
14y
6xxA 2

2
. 

4)  Se ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡= 41

32A ,  determine uma matriz  B  tal que AB = I. 

5) Determine todas as matrizes que comutam com as matrizes 

a) 
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
=

100
010
101

A                                    b) 
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
=

100
110
011

B  

6) Determine uma matriz quadrada A, não nula, tal que A2 = 02  . 
 

1.4 - SISTEMAS DE EQUAÇÕES LINEARES - INTRODUÇÃO 
 
 Um sistema de equações lineares com m equações a n incógnitas é um conjunto de 

equações 

                                      

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=+++

=+++
=+++

mnmn22m11m

2nn2222121

1nn1212111

bxaxaxa

bxaxaxa
bxaxaxa

...

...

...

MMM
                                (1) 

onde aij ∈ R,  bi ∈ R,  1 ≤  i  ≤  m,  1 ≤  j  ≤  n .  

 O sistema (1) também pode ser escrito na forma matricial AX = B, isto é: 

    
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

m

2

1

n

2

1

mn2m1m

n22221

n11211

b

b
b

x

x
x

.

aaa

aaa
aaa

MM
L

MMM
L
L
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onde                                  

mxnmn2m1m

n22221

n11211

aaa

aaa
aaa

A
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

L
MMM

L
L

 - é a matriz dos coeficientes, 

                            

1nxn

2

1

x

x
x

X
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=
M

  - é a matriz das incógnitas 

e 

                            

1mxm

2

1

b

b
b

B
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=
M

 - é a matriz dos termos independentes 

Podemos também associar ao sistema (1) a matriz ampliada 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

mmn2m1m

2n22221

1n11211

baaa

baaa
baaa

L
MMMM

L
L

 

obtida acrescentando-se à matriz dos coeficientes uma coluna formada pelos termos 

independentes. Dessa maneira a matriz ampliada representa o sistema de forma abreviada. 

 Dois sistemas de equações lineares são equivalentes se admitem as mesmas soluções. 

Assim, os sistemas 

                 
⎩⎨
⎧

−=−
=−

⎩⎨
⎧

−=−
=+

3y2x
1yx3)3(e4y3x2

5y2x)2(  

são equivalentes, pois ambos admitem a única solução x = 1 e y = 2. Observe que essa solução é 

também solução do sistema (4) 

    (4) x y
x y
+ =
+ =

⎧
⎨
⎩

0 1
0 2

     

 Logo, (4) é equivalente a  (2)  e  (3). 

 
1.5 - RESOLUÇÕES DE SISTEMAS LINEARES 

 
 Para resolver um sistema de equações lineares devemos exibir um outro sistema 

equivalente a ele no qual a solução está evidente. Assim, por exemplo, para resolver o sistema 

(2) acima devemos obter o sistema equivalente (4), onde os valores das incógnitas são facilmente 

obtidos. O sistema (3) é equivalente ao sistema (2), mas o seu conhecimento não fornece, de 

modo evidente, como no caso de (4), a solução comum. 
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 Vejamos então, como proceder para obter o sistema equivalente conveniente, através do 

processo eliminação de variáveis em cada equação. Para tornar mais claro o processo, ao lado de 

cada sistema vamos escrever sua matriz ampliada. 

              (2)         ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

−−⎩⎨
⎧

−=−
=+

432
521

4y3x2
5y2x  

1ª) Eliminemos x da 2a equação. Substituímos a 2a equação por outra, obtida somando-se a 2a 

equação com a 1a  multiplicada por -2: 

 (2´)         ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

−−⎩⎨
⎧

−=−
=+

1470
521

14y7x0
5y2x  

2ª) Vamos tornar unitário o coeficiente de y na 2a equação. Para isso, substituímos a 2a equação  
por outra, obtida multiplicando-se a 2a equação por  − 1

7
  : 

         (2’’)                         ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

⎩⎨
⎧

=+
=+

210
521

2yx0
5y2x  

3ª) Eliminemos y da 1a equação. Substituímos a 1a equação por outra, obtida somando-se a 1a 

equação com a 2a equação multiplicada por − 2 : 

        (2’’’)                         ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

⎩⎨
⎧

=+
=+

210
101

2yx0
1y0x  

 O sistema (2´´´) é equivalente ao sistema (2), e assim obtivemos a solução procurada de 

(2) : x = 1,  y = 2. De modo análogo se resolve o sistema (3): 

         (3)                              ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

−−
−

⎩⎨
⎧

−=−
=−

321
113

3y2x
1yx3  

 A 1ª etapa é obter um coeficiente unitário para a variável x na 1a equação, o que pode ser 

obtido multiplicando a 1a equação por 1/3. Com isso, obtemos os outros coeficientes 

fracionários, o que dificultará os cálculos posteriores. Para evitar dificuldades e proceder da 

mesma maneira anterior, vamos aplicar, inicialmente, a 1ª etapa. 
 

1ª)  Vamos permutar a 1a com a 2a equação: 

                                   ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

−
−−

⎩⎨
⎧

=−
−=−

113
321

1yx3
3y2x     

2ª) Vamos eliminar x da 2a equação. Substituímos a 2a equação pela soma da 2a equação com a 

1a multiplicada por − 3 : 

   ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −−

⎩⎨
⎧

=+
−=−

1050
321

10y5x0
3y2x  

3ª) Vamos tornar unitário o coeficiente de y na 2a equação.  Substituímos a 2a equação por ela 

mesma multiplicada por 1/5: 

                                ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −−

⎩⎨
⎧

=+
−=−

210
321

2yx0
3y2x      
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4ª) Vamos eliminar y da 1a equação: substituímos a 1a equação pela soma da 1a equação com a 

2a multiplicada por 2: 

                             ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

⎩⎨
⎧

=+
=+

210
101

1yx0
1y0x    

 Assim obtivemos a solução:  x = 1,  y = 2. 

 Nos dois exemplos apresentados partimos de um sistema de equações lineares e fomos 

obtendo sistemas sucessivos, obtidos do anterior por operações que preservam as igualdades 

indicadas, até chegarmos ao sistema equivalente que expressa a solução. As etapas 

intermediárias são todas reversíveis, pois podemos obter o sistema (2) a partir do sistema (4) 

efetuando as operações inversas das mencionadas, na ordem inversa. Analogamente para o 

sistema (3). As operações que fornecem sistemas equivalentes são chamadas  operações 

elementares. 

 
1.6 - OPERAÇÕES ELEMENTARES 

 

 As operações elementares sobre as linhas de uma matriz são: 
 

1. Permutação da i-ésima  e j-ésima linha:   ji LL ↔  

 Exemplo:  
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

−
−↔

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

−

−

43
02
51

LL
43
51
02

21  

2. Multiplicar a i-ésima linha por um escalar qualquer k, não nulo: ii L.kL → . 

 Exemplo:  
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

−

−
−→

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

−

−

86
51
02

L2L
43
51
02

33   

 
3. Substituição da i-ésima linha pela i-ésima linha mais k vezes a j-ésima linha: 

jii L..kLL +→  

 Exemplo:  
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

−

−
−→

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

−

−

190
51
02

L3LL
43

51
02

233  

 
 Na resolução dos sistemas (2) e (3) da seção 1.5, observamos que as matrizes ampliadas 

dos vários sistemas obtidos sucessivamente apenas sofreram operações elementares sobre suas 

linhas com objetivo de serem transformadas numa matriz na forma escada. Lembremos que 

quando não fazemos referência a alguma linha, a mesma deve permanecer inalterada. 
 

1.7 - MATRIZ NA FORMA ESCADA 
 

 Uma matriz é linha reduzida à forma escada se satisfaz às condições: 

1)  O primeiro elemento não nulo de cada linha é 1. 
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2)  Cada coluna que contém o primeiro elemento não nulo de alguma linha tem todos os 

outros elementos iguais a zero. 

3) Toda linha nula ocorre abaixo de todas as linhas não nulas. 

4) Se L1 , L2 ,..., Lr  são as linhas não nulas e se o primeiro elemento não nulo de Li ocorre 

na coluna ji , então j1 <  j2  < ... < jr. 
 

 Lembramos que uma linha é nula se todos os seus elementos forem nulos. Uma linha não 

nula é aquela que possui pelo menos um elemento não nulo. A condição 4) significa que os 

primeiros elementos não nulos unitários de cada linha devem ocorrer em colunas seqüenciadas. 
 

 Exemplos: 
 

 Consideremos as matrizes abaixo e verifiquemos quais são linha reduzida à forma escada: 

 
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
−=
31000
10100
20021

A ;   
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
=

1000
0100
0010

B ;   ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡= 28100

41000C ;  

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡= 18100

41000D ;     
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
=

010
000
501

E  

As matrizes A e B são linha reduzida à forma escada, pois todas as condições estão 

satisfeitas. A matriz C não é linha reduzida à forma escada, pois não satisfaz à 1a condição. A 

matriz D não é linha reduzida à forma escada, pois não satisfaz a 2a e 4a  condições. A matriz E 

também não é linha reduzida à forma escada, pois não satisfaz a 3a condição. 

 Dadas duas matrizes m x n, A e B, dizemos que B é linha-equivalente a A se B foi obtida de A 

após um número finito de operações elementares sobre as linhas de A. Neste caso, indicamos 

     A → B,  ou  A  ∼  B 

 Teorema 1 : Dois sistemas de equações lineares que possuem matrizes ampliadas 

equivalentes são equivalentes. 
 

 Teorema 2 : Toda matriz Amxn é linha-equivalente a uma única matriz linha reduzida à 

forma escada. 
 

 Dada uma matriz Amxn , chamamos de posto (ou característica) de A, indicado por p, ao 

número de linhas não nulas de sua matriz equivalente linha reduzida à forma escada. 
 

 Exemplo:  

Para obter o posto da matriz 
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−−=

4231
3112
0211

A  precisamos, em primeiro lugar, obter a 

sua matriz equivalente B linha reduzida à forma escada. Isso é conseguido aplicando-se 

operações elementares convenientes às linhas da matriz A : 
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⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−−→

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−−

−→
→

−→

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−−=

3530
4440
0211

LL
4440
3530
0211

LLL

L2LL

4231
3112
0211

A 32

133

122
 

 

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

+→
→

−→

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−−→

0200
1110
1101

L3LL

LLL

3530
1110

0211
L

4
1L

233

211

22  

 

B
0100
1010
1001

LLL

LLL

0100
1110
1101

L
3
1L

322

311

33 =
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
−

−→
→

−→

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
−−→  

 
Portanto, o posto de A é igual a 3, que é o número de linhas não nulas da matriz B. 
 

 Observação: Podemos considerar a matriz A acima como a matriz ampliada de um 

sistema de equações lineares, a saber: 

     
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−−
=−−
=++

4z2y3x
3zyx2
0z2yx

 

 A matriz B acima é linha-equivalente à matriz A, e pode ser considerada como a matriz 

ampliada de um sistema de equações lineares equivalente ao anterior, a saber: 

     
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
−=

=

0z
1y
1x

 

 Os dois sistemas possuem a mesma solução:  x = 1,  y = -1,  z = 0. 
 

1.8 - RESOLUÇÃO DE SISTEMAS POR ESCALONAMENTO 
 
 Para resolver um sistema de equações lineares de m equações a n incógnitas procedemos 

da seguinte maneira: 

 1o) Escrevemos a matriz ampliada do sistema. 

 2o) Através da aplicação de operações elementares convenientes chegamos à matriz linha 

reduzida à forma escada equivalente. 

 3o) Escrevemos o sistema associado à matriz obtida, chegando-se assim à solução do 

sistema dado. 
 
 Exemplo: 

 Resolva os sistemas abaixo: 

1) 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+−
−=−+

=−−

0zyx2
1zy4x
0z3y2x

 

 Vamos escalonar a matriz ampliada do sistema: 



 12

 

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
−

−−
→

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
−

−−

−→
→

−→

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

−
−−

−−

0730
10

0311
L

6
1L

0730
1260

0321

L2LL

LLL

0112
1141

0321
6
1

3
1

22
133

122
 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−
−

+→

→

+→

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−
−−

→
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −

−→
→
+→

12
1
36
7
36
5

322

311

12
1
6
1

3
1

3
1

3
11

333
1
3
7

233

211

100
010
001

L
3
1LL

L
3
11LL

100
10
01

L
6
1L

4600
310
001

L3LL

L2LL
 

 Como esta última matriz é linha reduzida à forma escada, paramos o processo e 

escrevemos o sistema a ela associado: 

     

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=

−=

−=

12
1z

36
7y

36
5x

  

o qual nos fornece a solução do sistema dado. 

2)  
⎩⎨
⎧

=+−+
=+++

0t2zyx
1t3zyx  

 Tomemos a matriz ampliada do sistema: 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡−→

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡−→
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

−−−
−→

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

−

2
1

2
1

2
1

2
5

211

2
1

2
1

22122

100
011LLL

100
13111L

2
1L

11200
13111LLL

02111
13111

 

 A última matriz é linha reduzida à forma escada, ou seja, a matriz ampliada do sistema 

dado já foi escalonada, e o sistema associado será:   

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+

=++

2
1t

2
1z

2
1t

2
5yx

 

 Aqui o sistema obtido não fornece uma solução numérica única, mas sim uma família de 

soluções, dependendo das escolhas arbitrárias de algumas variáveis. Essa família de soluções 

recebe o nome de solução geral do sistema: yt
2
5

2
1x −−= ;  t

2
1

2
1z −= ,   y, t ∈ℜ. 

3) 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=++
=−−
=++

3zyx2
2zyx
1zyx

 

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−−→

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−−

−→
→

−→

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
−−

1220
1110
1111

LL
1110
1220
1111

L2LL

LLL

3112
2111
1111

23
133

122
 

233

211

L2LL

LLL

+→
→

−→
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⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

+→
→
−→

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
−−→

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

1000
0110
0001

LLL

L2LL

1000
1110
2001

LL
1000
1110
2001

322

311

33  

 

 Tendo escalonado a matriz ampliada, escrevemos o sistema associado à matriz escada: 

                           
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
=+
=

10
0zy
0x

      

 Em vista da última igualdade desse sistema ser absurda, o sistema é impossível, isto é, 

não existe uma solução que satisfaça simultaneamente às três equações do sistema. 

 Vamos agora analisar três sistemas bem simples, de duas equações e duas incógnitas, 

bastantes esclarecedores. 

4)  
⎩⎨
⎧

−=−
=+

3y3x
7y2x  

Observemos inicialmente que cada equação desse sistema é a equação de uma reta, cujos 

gráficos esboçamos na fig. 01, abaixo. A resolução gráfica do sistema nos mostra duas retas 

concorrentes, isto é, retas com um único ponto em comum,  P = (3, 2), que é a solução do 

sistema. Assim o sistema é possível  e  tem  como  única  solução o ponto  P = (3, 2). 

 Resolvendo o sistema por escalonamento de matrizes, obtemos: 

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

→
−→

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

→

−→
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

−−→
−→

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

−− 210
301L2LL

210
721L

5
1L

1050
721LLL

331
721 21122122  

Portanto o sistema terá como solução x = 3,  y = 2  ou o ponto  P = (3, 2). 

5)    
⎩⎨
⎧

=+
=+

14y4x2
7y2x   

Iniciando com a resolução gráfica, obtemos duas retas coincidentes, isto é, tem todos os 

pontos em comum (fig. 02). Assim, o sistema é possível e  tem infinitas soluções (cada ponto da 

reta) e portanto a solução é indeterminada. Resolvendo, agora, por escalonamento, temos: 
  

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

→
−→

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

000
721L2LL

1442
721 122  

          Logo a solução geral será:  x + 2y = 7,  ou  x = 7 - 2y,  ∀ y  ∈R. 

    x + 2y = 7           y 

                                                x − 3y = − 3 

                         7
2  

                           2 
 

            -3           0            3                  7       x 

fig.01 

                           y  

 2x + 4y = 14                       

                     7
2  

 

 

                      0                    7        x 

                           fig.02                         x + 2y = 7 
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6)  
⎩⎨
⎧

−=+
=+

6y4x2
7y2x  

          Aqui a resolução gráfica nos fornece duas 

retas paralelas sem pontos em comum: O sistema 

é impossível, não admite solução. 

        Por escalonamento, obtemos: 

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

−→
−→

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

− 2000
721L2LL

642
721 122  

                                    y 
 
       x + 2y = 7 
 
 
 
                             O                                                  x 
                                          
 
 
                                               2x + 4y = -6 

 Sistema associado:    
⎩⎨
⎧

−=
=+

200
7y2x  

 

 A segunda equação expressa um absurdo, o que nos informa ser o sistema impossível. 

Assim, não existe solução satisfazendo simultaneamente as duas equações. 

 Em cada um destes três últimos sistemas acima resolvidos vamos analisar a forma escada 

de suas matrizes dos coeficientes e ampliadas: 

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

−⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

2000
721)6000

721)5210
301)4

M
M

M
M

M
M  

 Os três sistemas envolvem duas incógnitas. No Exemplo 4), tanto a matriz dos 

coeficientes como a matriz ampliada tem duas linhas não nulas, em número igual ao de 

incógnitas, e obtivemos uma solução bem determinada: P = (3, 2). No Exemplo 5), tanto a 

matriz dos coeficientes como a ampliada tem uma linha não nula, em número inferior ao de 

incógnitas, e obtivemos solução indeterminada. No Exemplo 6), as matrizes dos coeficientes e a 

ampliada não apresentam aspectos compatíveis: na matriz dos coeficientes existe apenas uma 

linha não nula, enquanto na matriz ampliada tem duas linhas não nulas e observe que o sistema 

não tem solução. O sistema foi impossível. Adotando a seguinte notação, pc = posto da matriz 

dos coeficientes, pa = posto da matriz ampliada e n  = número de incógnitas do sistema, os três 

exemplos 4), 5) e 6) fornecem seguintes resultados: No exemplo 4), temos pc = 2, pa = 2, n = 2  

e  n − pc = 0. Neste caso, observou-se que o sistema tem solução, e essa  solução  é  única.  No 

exemplo 5),  temos: pc = 1, pa = 1, n = 2  e  n − pc = 1. Neste caso, podemos observar que o 

sistema tem solução, mas é uma solução indeterminada. Para cada valor atribuído a uma das 

variáveis, obtém-se um valor para a outra, havendo, portanto, infinitas soluções. Já no exemplo 

6), temos: pc = 1, pa = 2   e   n = 2. Neste caso, o sistema não tem solução. 
 
 

1.9 - DISCUSSÃO DE UM SISTEMA m × n 

 Um sistema de m equações a n incógnitas pode ter: 
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a) uma única solução e neste caso, o sistema é dito compatível ou possível e 

determinado. 

b) infinitas soluções e neste caso o sistema é dito compatível e indeterminado. 

c) nenhuma solução e neste caso o sistema é dito incompatível ou impossível. 

 No parágrafo 1.8, os exemplos 1) e 4) são compatíveis e determinados, 2) e 5) são 

compatíveis e indeterminados e 3) e 6) são incompatíveis. 
 

 Teorema:  1) Um sistema de m equações a n incógnitas admite soluções se, e somente 

se, o posto da matriz ampliada  pa  for igual ao posto da matriz dos coeficientes pc , isto é, pa = pc 

. 2) Se o sistema tem solução, isto é, pa = pc = p, e se n = p, então a solução será única 

(sistema compatível e determinado) 

3) Se o sistema tem solução, isto é, pa = pc = p, e se n > p, então n − p incógnitas são 

arbitrárias e as p incógnitas restantes são dadas uma função dessas n − p incógnitas. Chamamos o 

valor n − p de grau de liberdade do sistema (sistema compatível e indeterminado). 

 Do item 1) do teorema acima, concluímos que o sistema é incompatível se, e somente se, 

pa  ≠ pc . Voltando aos três primeiros exemplos de  §1.8, temos: 

1)  
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+−
−=−+

=−−

0zyx2
1zy4x
0z3y2x

      →      
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

−
−−

−−

00112
1141
0321

     →    

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−

12
1100

36
7010

36
5001

 

      Aqui temos pc  =  pa  =  p  =  n  =  3. Logo o sistema é compatível e determinado. 

2) →⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

−→
⎩⎨
⎧

=+−+
=+++

02111
13111

0t2zyx
1t3zyx    

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

2
1

2
1100

2
1

2
5011

    

Neste caso, temos pa = pc = 2 e n = 4 > p. Logo o sistema é compatível e indeterminado. 

Tem-se n − p = 2 e portanto o sistema terá grau liberdade igual a 2. Note que este sistema é 

compatível e indeterminado, com infinitas soluções. Há n − p = 2 variáveis livres ou independentes, 

e as outras p  = 2  variáveis restantes dependem das duas primeiras. A solução geral do sistema é 

: t
2
1

2
1z,yt

2
5

2
1x −=−−= , ∀ y, t ∈ ℜ. As variáveis independentes são y e  t. As variáveis x  

e  z  são dadas em função das primeiras, isto é, são variáveis dependentes. 
 

3)  →
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
−−→

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=++
=−−
=++

3112
2111
1111

3zyx2
2zyx
1zyx

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

1000
0110
0001

     

Aqui temos  pa ≠  pc  e, portanto, o sistema é incompatível. 
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1.9.1 - Exercícios Resolvidos 

1)  Discutir e resolver o sistema   
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+
−=−

=+

0yx
2yx3

6y2mx
 

Solução:  Se  x  ≠  0, a matriz ampliada fica : 

→

−→
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

−
−−

−→
→

−→

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
−−→

↔
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
−− 22

133

122
31 L

4
1L

6m20
240
011

mLLL

L3LL

62m
213
011LL

011
213
62m

    

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −

−−→
→

−→

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
+
2

m10
2
1
2
1

233

211

00
10
01

L)m2(LL

LLL

6m20
2
110
011

 

Se  m = -10, temos pa = pc = n = 2. Assim o sistema é compatível e determinado,  com 

solução 2
1ye2

1x =−= . Se m ≠ −10, temos que 0
2

10m
≠

+
. Logo a matriz ampliada do 

sistema tem posto 3, enquanto que a matriz dos coeficientes tem posto 2. Portanto o sistema é 

incompatível.  
 

2)  Discutir e resolver o sistema:  
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+
=−
=−
=+

8y16x4
3yx2
1y5x
2y4x

 

 Solução: Usando o método de escalonamento, temos: 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−+→
→
−→

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−→

−→

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−−

−→
→

−→
−→

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

000
100

10
01

L9LL

L4LL

000
190
9
110

241

L
9
1L

000
190
190
241

L4LL

L2LL
LLL

8164
312
151
241

9
1
9

14

233

211
23

144

133

122

 

Temos, pc = pa = n = 2. Logo o sistema é compatível e determinado, com solução 

.9
1ye9

14x == . 

3)  Discutir e resolver o sistema   
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−
=−+
=−−

3y7x
0z3yx2
1zy2x

 

 Solução: Novamente, usaremos o método do escalonamento. Temos: 

  
→

→
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

−
−−

−−

−→
→

−→

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

−
−
−−

22

133

122 L
5
1L

2150
2150
1121

LLL

L2LL

3071
0312
1121
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⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−−

−

+→
→

+→

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

−
−−

−−

0000
10
01

L5LL

L2LL

2150
10

1121
5
2

5
1

5
1

5
7

233

211

5
2

5
1  

Temos pa = pc = 2. Logo o sistema é compatível. Como o grau de liberdade do sistema é 

igual a 1,  pois  n - p = 3 − 2 = 1, então o sistema será compatível e indeterminado com uma 

variável livre. Portanto, temos o sistema associado: 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=−

=−

5
2z

5
1y

5
1z

5
7x

 

cuja solução geral é:  .z,z
5
1

5
2yez

5
7

5
1x ℜ∈+−=+=  

 
1.9.2 - Exercícios propostos 

1) Determine valores de a, b e c para que as matrizes  
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
−−

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
−

231
402
211

e
0cb
010
a02

 sejam 

linha-equivalentes. 
 
2) Discuta e resolva os sistemas: 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=+
−=++

=−+

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−+
=+−
=++

2x3x
1x2x3x2
3x4xx2

)b
4z5y4x
5z2yx2

3zyx
)a

32
321
321

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++
=++
=+−
=+−

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−
=−
=+

4zyx3
6zyx
0z2y3x4
11z3yx2

)d
1x3x2
2x4x3
3xx

)c
21
21
21  

3)  Discuta  e resolva os  sistemas  homogêneos:  

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+−
=+−
=+−

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−−
=−−
=+−

0z5y3x2
0z7y3x
0zyx

)b
0zy4x

0z3y2x
0zyx2

)a  

4) Determine os valores de k para que o sistema 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−−
=+−
−=+−

3zyx
2zkyx
5zyx

2  não tenha solução. 

5) Discuta e resolva os sistemas abaixo para os diversos valores de  m  e  n. 

a) 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=++
=++
=+−

0zyx
0zmyx
0zy2mx

 b) 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−
=−
=+−

nyx2
0y4x5
2y3x4

 

c) 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=++
=++
=−+

2z3nyx
3nzy3x2
1zyx

 d) 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
=+
=+

my3
2yx2
1yx
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e) 
⎩⎨
⎧

=+
=−

nmyx2
2yx  f) 

⎩
⎨
⎧

=++
=−+

0mzy6x2
1z8nyx

 

 

6)  Quando se faz uso do computador é comum adotar o Método de Gauss para resolução de 

sistemas de equações lineares, pois este método exige um número menor de operações. O 

Método de Gauss consiste em reduzir a matriz ampliada do sistema a  uma  matriz  que  só  

difere da  matriz escada, dada no § 1.7, pela segunda condição. Após reduzir a matriz ampliada a 

uma matriz dessa forma por meio de operações elementares e observando as condições 1), 3) e 

4), obtém-se as soluções do sistema por substituição. 

 Exemplo: Resolva o sistema 
⎩⎨
⎧

−=−
=+

4y3x2
5y2x  

 ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

→

−→
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

−−→
−→

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

−− 210
521L

7
1L

1470
521L2LL

432
521 12122  

Escrevendo o sistema associado, temos: 

⎩⎨
⎧

=
=+

2y
5y2x  

Assim, por substituição,  obtemos a solução do sistema: x + 4 = 5 ⇒ x = 1. Portanto, a solução 

do sistema é  x = 1 e  y = 2. 

 Discuta e resolva os sistemas abaixo pelo Método de Gauss. 

a) 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+−
=−−
=+−

0z5y3x2
0z12y2x3
0zyx

 b) 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=−+
−=−+

=−+

azayx
a2zyax

0azyx
 

 

1.10 - DETERMINANTES 
 

 Dada uma matriz quadrada An = (aij)n , indiquemos por Aij  a matriz  quadrada  de ordem 

n − 1  obtida da matriz  A  suprimindo-se a i-ésima linha e a j-ésima coluna. 
 

 Exemplos:   

1) Se ,
684
531
201

A
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
−=  então ,51

21A32 ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡
−= ,84

31A13 ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−= ..., etc. 

2) Se ,43
10B ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡
−

−=  então [ ] [ ] [ ]0B,3B,4B 221211 =−==  

 A toda matriz quadrada A = (aij)n está associada um número real chamado determinante 

de A , que será denotado por det A  ou | A | ou  
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nn2n1n

n22221

n11211

aaa

aaa
aaa

L
MLMM

L
L

  

e será assim definido: 

 Se n = 1 então A = (a)  e det A = a. Se n ≥ 2 então A = (aij)n , e 

( )∑
=

+−=
n

1j
ijij

ji Adeta1Adet  

para qualquer  i = 1 ,...,  n fixado de modo arbitrário. Da mesma forma, temos 

( )∑
=

+
−=

n

1i
ijij

ji Adeta1Adet  

para qualquer j = 1 ,..., n fixado de modo arbitrário. A expressão acima chama-se 

desenvolvimento de Laplace.  

Vejamos alguns casos particulares. Se n = 2,  então  

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=

2221

1211
aa
aaA  

e se fixarmos i = 2, o determinante de A será igual a: 

( ) ( ) ( )∑
=

+++ −+−=−=
2

1j
2222

22
2121

12
j2j2

j2 Adeta1Adeta1Adeta1Adet  

     211222111122122111221221 aaaaAdetaaaaaaaaAdet −=⇒+−=+−=  
 Fixando  j = 1 : 

2112221112212211 aaaaaaaaAAdet −=−==  

 Analogamente se i = 1 ou j = 2. Neste caso, temos o algoritmo prático: o determinante da 

matriz A será igual ao produto dos elementos da diagonal principal menos o produto dos 

elementos da outra diagonal.   

 Se A é uma matriz de ordem 3 e fixando i = 1, obtemos, para n = 3:  

   ( ) ( ) ( ) ( ) 1313
313

1j
1212

21
1111

11
ijij

j1 Aa1Aa1Aa1Aa1A +

=

+++ −+−+−=−= ∑  

                  
3231

2221
13

3331

2321
12

3332

2322
11 aa

aaaaa
aaaaa

aaa +−=  

                  ( ) ( ) ( )312232211331233321123223332211 aaaaaaaaaaaaaaa −+−−−=  

                  = 312213322113312312332112322311332211 aaaaaaaaaaaaaaaaaa −++−−  

 
 Fixando outros valores para i ou j obtemos o mesmo resultado. Assim chegamos ao 

algoritmo prático conhecido como Regra de Sarrus . O determinante de uma matriz de ordem 3 

é obtido da seguinte maneira:  

a)  repetem-se as duas primeiras colunas à direita da 3a coluna;  
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b)  faz-se a soma dos produtos dos elementos situados na diagonal principal  e  em suas paralelas, 

menos a soma dos produtos dos elementos situados na outra diagonal e em suas paralelas: 

==
3231

2221

1211

333231

232221

131211

aa
aa
aa

aaa
aaa
aaa

Adet  

= 332112322311312213322113312312332211 aaaaaaaaaaaaaaaaaa −−−++  

   
Exemplos: 

1) Dada ,43
10B ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡
−

−= calcule o seu determinante. Fixemos i = 1. Então o determinante 

de B será: 

     ( ) ( ) ( ) ( )∑
=

+++ −=−−−+−=−=
2

1j

2111
j1j1

j1 3311401Ba1B  

Usando a Regra de Sarrus, podemos, também, calcular o determinante da matriz B. Tem-se:  

33043
10B −=−=−
−=  

2)  Calcule o determinante da matriz 
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
−

−
=

002
531
201

A . 

Fixemos  j = 2. Então 

( ) ( ) ( ) 124302
213A0A3A0Aa1A

3

1i
3222122i2i

2i −=−=−−=−−+−=−= ∑
=

+  

 
 Observação: 
 

 A fixação do índice i  ou  j  é arbitrária. Por economia de cálculos, aconselha-se escolher 

aquele i (ou j) correspondente à linha (ou coluna) que contém a maior quantidade de  zeros. No 

exemplo 2)  acima  as  escolhas mais “econômicas” são: i = 3 ou j = 2. 
 

1.10.1. - Propriedades dos determinantes 
 

1a) Se uma matriz quadrada A, de ordem n, tem uma linha (coluna) nula seu determinante 

é nulo. Basta fixar a linha (coluna) nula para o cálculo do determinante de A. 

2a) Permutando-se duas linhas (colunas) da matriz A seu determinante muda de sinal. 
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3a) Se uma matriz A tem duas linhas (colunas) iguais seu determinante é nulo. Decorre da 

propriedade anterior, permutando-se as linhas (colunas) iguais. 

4a) Multiplicando-se  uma linha (coluna) de uma matriz  A  por uma constante k seu 

determinante fica multiplicado por k. Basta fixar essa linha (coluna). 

5a)  det (AB) = (det A)(det B). 

6a)  

nn2n1n

in1i1i

n11211

nn2n1n

in2i1i

n11211

nn2n1n

inin1i2i1i1i

n11211

aaa

bbb

aaa

aaa

aaa

aaa

aaa

bababa

aaa

L
MMMM

L
MMMM

L

L
MMMM

L
MMMM

L

L
MMMM

L
MMMM

L

+=+++  

 
 

1.11 - SISTEMAS LINEARES HOMOGÊNEOS 
 
 

 Um sistema de m equações lineares a n variáveis é dito homogêneo quando todos os 

termos independentes são nulos, isto é, 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+++

=+++
=+++

0xaxaxa

0xaxaxa
0xaxaxa

nmn22m11m

nn2222121
nn1212111

L
MMM

L
L

 

 Matricialmente, temos AX = 0 

 Um sistema homogêneo é sempre compatível, admitindo pelo menos a  solução  trivial,  

x1 = 0, x2 = 0, ... , xn = 0. Isto se deve ao fato dos termos independentes serem todos nulos e 

portanto a matriz ampliada terá sempre o mesmo posto da matriz dos coeficientes. Se esse  posto 

for igual ao número de variáveis o sistema será determinado, só possuindo a solução trivial. Se o 

posto for diferente do número de variáveis, o sistema será indeterminado possuindo infinitas 

soluções, inclusive a solução trivial. 

 No caso de um sistema linear homogêneo de n equações a n incógnitas cabem as 

seguintes observações: 

1) Seja A uma matriz quadrada n × n, seja B sua matriz equivalente na forma escada. 

Temos det B = k . det A,  onde k  ≠ 0. 

 De fato, ao fazermos o escalonamento de A usamos apenas as operações elementares 

(permutar linhas, multiplicar linha por constante não nula, substituir uma linha por uma sua 

combinação linear com outra linha), de modo que os respectivos determinantes, em cada  

processo, ou não se alteram ou ficam multiplicados por uma constante não nula (veja as 

propriedades 2a),  4ª), 5a) e  6a)  dos determinantes). Como conseqüência, segue a afirmação: “O 

escalonamento não altera a nulidade do determinante de uma matriz quadrada”, isto é, 

det A = 0   ⇔  det  B = 0. 



 22

2) Sejam A a matriz dos coeficientes de um sistema homogêneo n × n, e B sua matriz 

equivalente na forma escada. Da 1a propriedade de determinantes segue: 

a) det B ≠ 0 se, e somente se, o posto de B é igual ao número de incógnitas. 

b) det B = 0 se, e somente se, o posto de B é menor que o  número de incógnitas. 
 

 Da observação 1) segue que o det A  ≠ 0 se, e somente se, o posto de A é igual ao  número 

de incógnitas e portanto teremos um sistema compatível e determinado. 

 Assim, como um sistema AX = 0 é sempre compatível, temos:  

a)  Se  det A ≠ 0, o  sistema  só  admite  a  solução  trivial  x1  = x2 = ... = xn = 0.  

b)  Se det A = 0,  o sistema admite infinitas soluções, que devem ser obtidas pelo processo 

usual de escalonamento. 
 

1.11.1 - Exercícios resolvidos 
 

1) Discutir e resolver o sistema    
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+−−
=++
=−+

0z2yx
0zy2x
0zyx

 

Solução: Trata-se de um sistema homogêneo 3 × 3. Pela observação 2) vem que det A = 1 

que é diferente de zero. Logo, o sistema só admite solução trivial x = y = z = 0. Se quisermos 

comprovar por escalonamento teremos: 

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

−→
→
+→

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡ −

→
−→

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡ −

+→
→

−→

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

−−

−

0100
0010
0001

L2LL

L3LL

0100
0210
0301LLL

0100
0210
0111

LLL

LLL

0211
0121
0111

322

311

211

133

122

 

 

Assim, temos pc = pa = n = 3. Logo o sistema  é compatível e determinado, isto é, admite  

como  solução a trivial, ou seja, x = 0, y = 0 ,  z = 0. 

2)  Discutir e resolver o sistema  
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=++−
=−+
=−+

0z3yx
0zyx
0z3yx2

 

Solução: Trata-se de um sistema linear homogêneo cujo determinante é igual a zero. Portanto, o 

sistema admite infinitas soluções, obtidas através de escalonamento: 

22

133

122
21 LL

0220
0110
0111

LLL

L2LL

0311
0312
0111LL

0311
0111
0312 −→

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
−−
−

+→
→
−→

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

−
−
−

→
↔

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

−
−
−

 

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡ −

−→
→

−→

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡ −

0000
0010
0201

L2LL

LLL

0220
0110
0111

233

211
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 Temos então que 1pne3n,2p,2p ac =−=== . Logo, o sistema é compatível e 

indeterminado, com grau de liberdade igual a 1. Assim, o sistema associado é: 

⎩⎨
⎧

=+
=−

0zy
0z2x          ⇒        ℜ∈∀−== z,zy,z2x . 

3) Discuta e resolva o sistema  

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=++
=++
=++
=−−

0zyx
0z3y2x3
0z2yx2
0zyx

 

Solução: Trata-se de um sistema homogêneo não quadrado (4 × 3). É um sistema 

compatível (pois é homogêneo) mas sua(s) solução(ões) deve(m) ser obtida(s) por 

escalonamento: 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −−

→

→

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −−

−→
→
−→
−→

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −−

0430
0650
0110
0111

L
2
1L

0220
0650
0430
0111

LLL

L3LL
L2LL

0111
0323
0212
0111

24

144

133

122

 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−→
→

−→

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−→
→
−→
+→

0000
0100
0010
0001

LLL

LLL

0100
0100
0110
0001

2L3LL

L5LL
LLL

344

322

44

233

211

 

 Temos então que 3npp ac ===  e portanto o sistema é compatível e determinado, 

tendo apenas a solução trivial .0ze0y,0x ===  

4) Discuta e resolva o sistema   
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−−−
=−++
=+++

0t5zyx
0tz2yx
0tz3yx3

 

    Solução: Trata-se de um sistema homogêneo não quadrado (3 x 4); é portanto 

compatível, mas sua(s) solução(ões) deve(m) ser obtida(s) por escalonamento: 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−−
−−

−

−→
→
−→

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−−

−

→
↔

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−−
−

04320
04320
01211

LLL

L3LL

05111
01313
01211

LL

05111
01211
01313

133

122
21  

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+→
→

−→

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

→

−→

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

+→
→

−→

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

−−−
−
−

→

→

01000
0010
0001

L2LL

LLL

01000
0210
0101

L
8
1L

08000
0210
0101

L2LL

LLL

04320
0210
01211

L
2
1L

2
3
2
1

322

311

2
3
2
1

33
2
3
2
1

233

211

2
322
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 Temos então que 1pne4n,3pp ac =−===  e portanto o sistema é compatível e 

indeterminado, tendo infinitas soluções. Logo o  sistema associado é: 

     

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

=

=+

=+

0t
0z

2
3y

0z
2
1x

               ⇒          x z y z z t= − = − ∈ℜ =
1
2

3
2

0, , , .  

 

1.11.2 - Exercícios propostos 
 

1) Discutir e resolver os sistemas: 

⎩⎨
⎧

=−+−
=+−+

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−−
=++
=−+

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+−
=+−
=−+

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−+
=−−
=+−

0tz2yx
0tzy3x4)d

0z7y7x
0zyx
0z2y5x2

)c

0z5y3x2
0zyx
0z12y2x3

)b
0zy4x
0z3y2x
0zyx2

)a

 

2)  Verifique se o ponto A = (1,2,3)  é solução do sistema 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+−
=+−
=+−

0z5y3x2
0z7y3x
0zyx

. O sistema tem 

solução única? Em caso negativo, obtenha outra(s) solução(ões) do sistema.. 

3) Determine os valores de k para que o sistema  
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=++
=++
=++

0zkyx
0zy2x
0z3y6x3

 

a) seja compatível e determinado. 

b) seja compatível e indeterminado. 

c) seja incompatível. 

Nos casos em que houver solução, determine-a. 

4) Determine os valores de a para que o sistema 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−+
=+−
=−+

0z6ayx
0z3yx2
0zy2x

 tenha infinitas soluções, e 

obtenha sua solução geral. 

5)  Discutir o sistema homogêneo 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+−
=+−
=++

0z5y7x5
0zy4x2
0z3yx

 

6)  Determine o(s) valor(es) de a, para que o sistema 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

=+−

=++

=++

0
z
4

y
1

x
5

0
z
2

y
1

x
a

0
z
1

y
1

x
1

 

a) seja indeterminado 
b) seja impossível. 
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7)  Para que valores de m o sistema  
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−++
=++
=++

3z)1m(myx2
2zmyx
1zyx

 é determinado? 

 

8) Discutir o sistema 
⎩⎨
⎧

=+
−=+

0myx
m1ymx  . 

 

9) Para que valores de k o sistema 
⎩⎨
⎧

=+
=+

ksenyx
kyx  

     a) é indeterminado? 

     b) é incompatível? 
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V E T O R E S 
 

 Neste capítulo estudaremos conceitos e regras do Cálculo Vetorial, visando sua utilização 

na Geometria Analítica. 
 

2.1 - INTRODUÇÃO 
 

 Consideremos dois pontos A e B. Segmento orientado AB é um segmento de reta 

determinado por estes pontos, considerados numa certa ordem. O ponto A chama-se origem ou 

ponto inicial e o ponto B, extremidade ou ponto final. 

                                                                                           • B 

                                                               A • 

 Dois segmentos orientados AB e CD são coincidentes se possuem os mesmos pontos 

inicial e final, isto é, AB = CD ⇔  A = C  e  B = D. Note que, se A ≠ B, AB ≠ BA. 

 Um segmento orientado AB é nulo quando o ponto inicial coincide com o ponto final, ou 

seja, A = B. 

 Dois segmentos orientados AB e CD são opostos quando AB = DC. Assim, AB e BA são 

segmentos orientados opostos. 

O comprimento de um segmento orientado é a sua medida em relação a certa unidade de 

comprimento. O segmento orientado nulo tem comprimento zero. Note que o comprimento de 

um segmento orientado qualquer é sempre um número real positivo ou nulo. 

 Dois segmentos orientados AB e CD, não nulos, têm a mesma direção se estão situados 

sobre retas suportes paralelas ou coincidentes. Só neste caso podemos comparar seus sentidos. 

Observe que segmentos orientados opostos têm sentidos contrários. 
 

 Exemplos 

                                                                   B 

                                    A                                                                            • P 

                              segmento orientado AB                            segmento orientado nulo 
                         A - origem; B - extremidade                           P - origem e extremidade 
 

                                               A 

    E                                                                         B 

                                    F                                                       D 

      G                                                                                                                      C              L 

                            • I           H                                                                        J 
 

 Os segmentos orientados AB, CD, EF, GH têm a mesma direção. Os segmentos AB, CD, 

GH e JL têm o mesmo comprimento. Os segmentos AB e GH têm a mesma direção, o mesmo 
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comprimento e o mesmo sentido. Note que o segmento nulo I está sobre a mesma reta suporte do 

segmento GH. No entanto, eles têm a mesma direção, pois o segmento nulo não tem direção e 

nem sentido definidos. Os segmentos JL e AB têm o mesmo comprimento, mas não podemos 

comparar seus sentidos, pois eles não têm a mesma direção. 

 Dois segmentos orientados não nulos MN e PQ são equipolentes se têm a mesma direção, 

o mesmo comprimento e o mesmo sentido. Neste caso, denotaremos por MN ~ PQ. 

 Todos os segmentos nulos são equipolentes. Na figura anterior temos AB ~ GH e 

AB ~ DC. Assim, segmentos equipolentes estão contidos na mesma reta suporte ou em retas 

paralelas. 

                  C                                                                                                    

                                               D                                            M 

       A                                                                                                                               N                                     

                                  B                                                          MN  não é eqüipolente a AB   
                

                AB ~ CD                                                    E                     F     G                      H 

               AC ~ BD                                                                          EF ~ GH                
 

 Vemos, então, que dois segmentos equipolentes não nulos e não colineares determinam 

um paralelogramo, isto é, um quadrilátero que tem os lados dois a dois paralelos e de iguais 

comprimentos, como ABCD. 
 

 2.1.1 - Propriedades da eqüipolência 
 
    1) Reflexiva:    AB ~ AB 

    2) Simétrica:   Se AB ~ CD,  então  CD ~ AB 

    3) Transitiva:  Se AB ~ CD  e  CD ~ PQ , então  AB ~ PQ 

    4) Se AB ~ CD , então BA ~ DC 

    5) Se AB ~ CD,  então AC ~ BD  (paralelogramo) 

    6) Dado um segmento orientado AB e um ponto qualquer C, existe um único ponto D tal 

que AB ~ CD     

                    C •                                            C                                        D 

                     

         A                                                      A 

                                                  B                                                    B 

 Dados A, B e C .........                   existe um único D tal que AB ~ CD. 
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 Toda relação que satisfaz as três primeiras propriedades (reflexiva, simétrica, transitiva) 

chama-se relação de equivalência. Assim, a equipolência é uma relação de equivalência no 

conjunto dos segmentos orientados. 

 A propriedade 6) assegura que dado um segmento orientado AB podemos obter um outro 

segmento orientado, equipolente a AB, com origem em qualquer ponto do espaço. 
 

2.2 - VETORES 
 
 Chama-se vetor determinado por um segmento orientado AB ao conjunto de todos os 

segmentos equipolentes a AB. As propriedades 1), 2), 3) e 6) da equipolência mostram que um 

mesmo vetor pode ser determinado por uma infinidade de segmentos equipolentes, cada um 

deles chamado um representante desse vetor. Logo, se AB ~ CD, então  .
→→

= CDAB  

 Representaremos um vetor por um segmento nulo ou por um segmento que tenha uma 

direção, um comprimento e um sentido bem definidos, e que pode estar localizado em qualquer 

ponto do espaço tridimensional (Propriedade 6). Um vetor será denotado por um seu 

representante 
→
AB  ou simplesmente por uma letra minúscula encimada por uma seta 

→

a , desde 

que isto não cause confusão.                      

                                                                                                  u
→

 

                                      

 Note que 
→
AB e 

→

u  representam o mesmo vetor. Eles têm a mesma direção, o mesmo 

comprimento e o mesmo sentido, estando apenas seus representantes localizados em pontos diferentes. 

 Iniciaremos agora o estudo das operações com vetores, começando com a Adição de 

vetores e Multiplicação de um vetor por escalar. Em seguida, trataremos dos produtos entre 

vetores. 
 

2.2.1 - Adição de vetores 

 A soma de dois vetores 
→
u  e 

→
v  é o vetor  

→→
+ vu  assim obtido: traçamos o vetor  

→
u  a 

partir de um ponto arbitrário P e em seguida o vetor 
→
v  a partir do ponto final de 

→
u . A soma 

→→
+ vu  será o vetor que terá ponto inicial coincidindo com o ponto inicial de 

→
u  e ponto final 

coincidindo com o ponto final de 
→
v . Se 

→→
= ABu  e 

→→
= BCv , então .ACBCABvu

→→→→→
=+=+  

 

 Exemplos:                                                     
→
v  

1) A soma de    
→
u           e          

→
v    será    

→→
+ vu    

                                                                                       
→
u  

B

A
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2) A soma de      
→
u                   e                    

→
v            será 

                                                                                     
                                                                              B 

                 P                         A                                           
→→→→→→→

=+== PBvu;ABv;PAu  

3) A soma de            u
→

                 e            v
→

           será 

                                                       u
→

 

                                P    u
→

+ v
→

    B      v
→

     A                   
→→→→→→→

=+== PBvu;ABv;PAu  

 Observação: Se  
→
u  e 

→
v  não tiveram a mesma direção, a soma entre eles pode ser 

obtida através da regra do paralelogramo. O vetor 
→→

+ vu  será representado pela diagonal maior 

do paralelogramo determinado por 
→
u  e v

→
, com a mesma origem. 

 

 Exemplo: 

 1) A  soma  de   
→

u           e          
→

v   será: 

 

 

                                                                                                 
→→

+ vu  

                                                                
→

u                 
→

v  

   
2.2.2 - Propriedades da adição de vetores 

1) Associativa: Dados três vetores quaisquer 
→→
b,a  e 

→
c  tem-se )cb(ac)ba(

→→→→→→
++=++ .(fig. 03) 

2)  Comutativa: Dados dois vetores 
→
a  e 

→
b quaisquer, tem-se 

→→→→
+=+ abba . (fig. 04) 

3)  Elemento neutro: Dado um vetor 
→
a  qualquer, existe um vetor 

→
0 , chamado de vetor nulo, tal 

que 
→→→→→

=+=+ a0aa0 . 

4)  Simétrico: Dado qualquer vetor  a
→

, existe o vetor − a
→

 tal que 
→→→

=−+ 0)a(a . 
 

                                    b
→

 

           a
→

                                              c
→

            

                                 a
→

 +  ( )b c
→ →
+                   

                                 ( )a b
→ →
+ + c

→
 

fig. 03 

                                      b
→

                                    

                                 a
→

 + b
→

                          a
→

 

        a
→

                       b
→

 + a
→

                      

                                          b
→

 
 

fig. 04 



 30

2.2.3 - Multiplicação por escalar 

 Dado um vetor a
→

 e um escalar λ real, multiplicando-se λ por a
→

 obtém-se o vetor λa
→

, que 

terá a mesma direção do vetor a
→

 e seu comprimento é um múltiplo λ  do comprimento de a
→

. O 

vetor  λa
→

 terá o mesmo sentido de a
→

 se λ > 0 e sentido contrário de a
→

 se λ < 0. Se λ = 0, então λ

a
→

 = 0
→

. 
 
 Exemplos: 

1) Dado o vetor              a
→

                e   λ = 3  então  λa
→

  será: 

                                                              λ . a
→

 
 
 

2) Se λ = -2 ,                                                     λ . a
→

 
                               C                                     P                                          A 

                                                     
→→→→

−== a2PCaPA  
 
3)  De um modo geral, tem - se: 
                                                                                                                 B 
                                                                                          
                                                          P                 A 
                        C                                                                                                               

                             .0yse,v.yPCe0xse,v.xPB,vPA <=>==
→→→→→→

 
 

2.2.4 - Propriedades da multiplicação por escalar 

 Se  
→
a  e  

→
b  são vetores e λ, α, β ∈ Թ, então 

 

→→→

→→→→

+=+

+=+

aaa

baba

βαβα

λλλ

)()2

)()1
 

→→

→→

=

=

aa

aa

1)4

)()()3 αββα
 

 Observação : Dados os vetores 
→
a  e 

→
b , a diferença entre 

→
a  e 

→
b é o vetor  

)b(ac
→→→

−+= = 
→→

− ba . 

 Exemplos: 

1) A diferença entre          
→
a            e   

→
b        será                                      

                                                                                   
→
a −

→
b           −

→
b  

2)  A diferença entre                
→
a                   e           

→
b         será                          

→
a                                             

                                                                                                                 
→
a  − 

→
b             −

→
b  

 Geometricamente, podemos representar também a diferença entre dois vetores 
→
a  e 

→
b não 

paralelos, pela lei do paralelogramo. (ver figura abaixo) 

→
a  
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                                                                                          a
→

 + b
→

 

                               

                                               
→
a            

→
a  − 

→
b  

2.2.5 - Exercícios resolvidos 

 
1) Dado um triângulo qualquer ABC, seja M o ponto médio de AC e N o ponto médio de BC. 

Demonstre que MN é paralelo a AB, e  
→→

= ABMN
2
1 . 

Solução: Sejam M  e  N  os  pontos  médios  de  AC  e BC  respectivamente. Então:    

.
2
1,

2
1 →→→→→→

==== BCNCBNACMCAM  

           Da figura ao lado, vemos que:                                      

=−=+=
→→→→→

BCACCNMCMN
2
1

2
1  

→→→→→

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=+= ABCBACCBAC

2
1

2
1

2
1

2
1  

                               C 

 

                M                     N 

 

      A                                      B 

Assim  
→

MN  é um múltiplo de 
→
AB  e, portanto, esses dois vetores tem a mesma direção. 

Como M não pertence ao lado AB do triângulo ABC, conclui-se que 
→

MN  é paralelo a 
→
AB . 

 
2) Mostre que as diagonais de um paralelogramo cortam-se ao meio. 

Solução: Se ABCD é um paralelogramo, temos:  
→→

=DCAB  e 
→→

=BCAD . Se M é ponto médio da diagonal AC do 

paralelogramo, então 
→→

=MCAM  e 
→→

=CBDA  Devemos  
mostrar que M é também, o ponto médio da diagonal DB, isto 

é, 
→→

=DMMB . De fato, 
→→→→→→

=+=+= MBMCCBAMDADM , como 
queríamos. 

        D                                  C 

 

                 M  • 

 

  A                                 B 

 

2.2.6 - Exercícios propostos 

 
1)  Dado o paralelogramo ABCD, onde M é o ponto médio do lado DC, completar: 

=+
→→

ABADa)  

=+
→→

DABAb)  

=−
→→

BCACc)  

=−
→→

DCBMd
2
1)  

            D            M              C 
 

 

     A                              B 
 

2) Provar que os pontos médios dos lados de um quadrilátero qualquer são vértices de um 

paralelogramo. (Sugestão: Use o exemplo 1)). 

→
b
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3) Na figura ao lado  .2
→→

= ADDB  Exprimir 
→

CD  em 

função de 
→

AC  e .BC
→

 

                                 C 

 

 

                 A       D             B 

4) Na figura ao lado 
→→→

ADeAC,AB  estão no mesmo 
plano. Construir, graficamente, com origem em A, o 

vetor  v
→

 tal que 
→→→→→

=+++ 0vADACAB  

D   
                        A 
                                                          B 
 
        
       C 

5) Na figura ao lado, 
→→→

=+ 0MDMA e 
→→→

=+ 0NCNB . 

Escrever o vetor 
→→

+ DCAB  em função de  .NM
→

            

                  C                D 
 

                  M                  N 

               A                         B 

6) Dado o tetraedro OABC da figura ao lado, em que 

,aA0
→→

=  
→→

= bB0  e 
→→

= cC0  e  M é o ponto médio do 

lado BC, escrever o vetor 
→

AM  em função de .c,b,a
→→→

    

                                      C 

                                                      B 

 

        O                                      A 
 

7) Verificar as propriedades da multiplicação por escalar para λ < 0.  

 
2.3 - DEPENDÊNCIA E INDEPENDÊNCIA LINEAR 

 
 Vamos agora analisar como se comportam alguns vetores em conjunto, quanto ao seu 

direcionamento. 
 

2.3.1 - Dois vetores 
 
 Dois vetores do espaço tridimensional são ditos linearmente dependentes (L.D.) se 

podem ser representados na mesma reta. Caso contrário, eles serão linearmente independentes 

(L.I.) 

 Se o vetor 
→
u  é não nulo, para qualquer escalar x o vetor 

→→
= uxv  é dito combinação 

linear de 
→
u . Para cada valor de x ∈ ℜ, o vetor x

→
u é colinear com o vetor 

→
u . Logo o vetor 

→
u

gera uma reta r. 

                                           
→
u                             x

→
u                                   r 

 

Note que um vetor  
→→

≠ 0u  é L.I. . Assim, dois vetores 
→
u  e 

→
v são L.D., se um deles for 

combinação linear do outro, isto é, se existir um x ∈ Թ tal que )vxuou(uxv
→→→→

== . 
 

M
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 Exemplos: 
 
1) Os pares de vetores abaixo são L.D. : 

    a)       u
→

                              v
→

                                    v
→

 = x. u
→

 

                              
 

    b)           u
→

                        v
→

                                             v
→

 =  xu
→

, x < 0.                   

 

2)  Os vetores  u e v
→ →

 são L. I. :          u
→

                                     u
→

 

                                           v
→

                                              v
→

               

                                       

Observação : Se um dos vetores considerados  
→
u  ou 

→
v  for nulo, então eles serão L.D. 

De fato, se  
→→

= 0u , basta tomar  x = 0  e  teremos  
→→

= vxu  ou
→→

= v00 . 

 Dados dois vetores 
→
u  e 

→
v  um vetor 

→
w  é dito combinação linear de  

→
u  e 

→
v  se existirem 

escalares x, y ∈ Թ  tais que 
→→→

+= vyuxw . Se 
→
u  e 

→
v  forem vetores L.I. (isto é, não colineares) 

todos os vetores que são combinações lineares de 
→
u  e 

→
v  estão no mesmo plano de 

→
u  e 

→
v . 

Reciprocamente, todo vetor  
→
w  do plano que contém  

→
u  e 

→
v  pode ser escrito como combinação 

linear de 
→
u  e 

→
v . Dizemos então que dois vetores L.I geram um plano. 

                                               y
→
v                                                                                               

                                       v
→

                          u
→

                              xu
→

 

 Dados 
→→
b,a  e 

→
c  vetores coplanares, com 

→
a  e 

→
b L.I., para se obter 

→
c graficamente 

como combinação linear de 
→
a  e 

→
b tomamos um ponto P qualquer e nele localizamos os vetores   

→→
b,a  e 

→
c . Pela extremidade de 

→
c  traçamos a reta paralela ao vetor 

→
a  até cortar a reta que 

contém o vetor b
→

 e pela extremidade de c
→

 traçamos a reta paralela ao vetor b
→

 até cortar a reta 

que contém o vetor  a
→

.  Dessa forma obtemos o vetor yb
→

 é colinear com b
→

 e xa
→

 é colinear com  

a
→

. Pela regra do paralelogramo, c
→

 se escreve como combinação linear de 
→→
bea , isto é, 

∈+=
→→→

yxbyaxc ,, Թ. 

         a
→

                           
→

b          
→

c                             y
→

b                             
→

c  

→→→
+= vyuxw

x a
→
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 Sendo  
→
c  = x

→
a + y

→
b , os vetores 

→→
byeax  são ditos componentes de 

→

c  nas direções  
→→
bea , respectivamente. Os escalares x, y ∈ Թ são ditos coordenadas de 

→

c  em relação aos 

vetores 
→→
bea , respectivamente. 

 Se  a e b
→ →

 são vetores L.I., qualquer outro vetor  c
→

 do plano gerado por  a e b
→ →

 se 

escreve de maneira única como combinação linear de  a e b
→ →

, isto é, tem um único par de 

coordenadas em relação   a e b
→ →

. 

2.3.2 - Três vetores 

 Três vetores do espaço tridimensional são ditos linearmente dependentes (L.D) se eles 

forem coplanares. Caso contrário eles serão ditos linearmente independentes (L.I.). Assim, três 

vetores serão L.D. se um deles puder ser escrito como combinação linear dos outros. Eles serão 

L. I. quando for impossível escrever uma tal combinação. 

 Exemplos 

1) Os três vetores abaixo são L. D.. 

a)        P            u
→

           A          v
→

                    C                   
→→

= uPA ; 
→→

= vAC ; 
→→

= wPC .         

b)                           a
→

 

                                    c
→

 

                         b
→

   

2) Os vetores 
→→→

ceba,  ao lado,  são linearmente 
independentes (LI). 

  c
→

              b
→

 
                                                            

                                     a
→

  

Observação : Dados três vetores 
→→→
wev,u , se um deles for nulo então 

→→→
wev,u , 

serão L.D.. De fato, se  ,0u
→→

=   então sempre poderemos escrever  
→→→

+= wyvxu  bastando 

para  isto,  tomarmos x = y = 0, ou seja,  
→→→

+= w0v00 . 

 Dados três vetores 
→→→
wev,u , dizemos que um  vetor  a

→
 é dito combinação linear de 

→→→
wev,u , se existirem escalares x, y, z ∈ ℜ tais que  a

→

 = 
→→→

++ wzvyux . Se 
→→→
wev,u , forem 

L.I, então eles geram o espaço tridimensional, isto é, qualquer vetor  
→
a  pode ser escrito como 

combinação linear de 
→→→
wev,u , e reciprocamente, podemos obter qualquer outro vetor 

→
b  
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partindo-se  de 
→→→
wev,u , mediante escolha conveniente de escalares: 

→→→→

=++ bwlvnum . Se 
→→→→

++= wzvyuxa , os vetores 
→→→
wzevy,ux  chamam-se componentes de  

→
a  em relação aos 

vetores 
→→→
wev,u . Os escalares x, y e z são as coordenadas de 

→
a  em relação a  

→→→
wev,u ,  

respectivamente. 

Dados três vetores linearmente independentes 
→→
b,a e

→
c , as coordenadas de um vetor 

qualquer 
→

v , em relação a 
→→
b,a e

→
c , são obtidas graficamente da seguinte maneira:            

Escolhemos um ponto P qualquer como origem dos vetores 
→→→
c,b,a  e 

→
v . Pela extremidade de 

→
v  traçamos uma reta paralela a um dos vetores 

→→
b,a  ou 

→
c , por exemplo 

→

c , até encontrar o 

plano determinado pelos outros dois vetores (no caso, )bea
→→

 no ponto Q, obtendo o vetor 
→

PQ  

(ver figura abaixo). Os vetores 
→→→

PQeb,a  são coplanares. Então podemos obter graficamente 
→

PQ  como combinação linear de ,bea
→→

 
→→→

+= byaxPQ . Os vetores 
→→→

PQec,v  são 

coplanares, e, portanto, podemos obter  v
→

 como combinação linear de 
→→
cePQ , ou seja, 

→→→
+= czPQv . Logo, 

→→→→
++= czbyaxv .  

                                          z c
→

                                                    v
→

 
 

                                           
→
c                                

→
b  

                                                              y b
→

 

                                           P                                                                                       

                                                                                                 
→
a  

2.3.3 - Teorema 

 Os vetores 
→→→
ceb,a  do espaço tridimensional são linearmente independentes se, e 

somente se, a equação 
→→→→

=++ 0czbyax , com x, y, z ∈ Թ, só possui a solução nula x = 0, y = 0,  

z = 0. 

Demonstração: (⇒) Suponhamos que os vetores 
→→→
ceb,a  sejam L.I. (isto é, não 

nulos e não coplanares) e formemos a combinação linear 
→→→→

=++ 0czbyax , com x, y, z ∈ Թ. 

Se um dos coeficientes x, y ou z fosse não nulo, por exemplo, se x ≠ 0, poderíamos escrever 
→→→

−−= c
x
zb

x
ya  e assim o vetor 

→
a  seria combinação linear de  

→→
ceb , isto é, 

→→→
ceb,a  

Q 
→
ax  
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seriam coplanares, logo L.D., contra a hipótese. Logo nenhum dos coeficientes pode ser não nulo 

e a única solução é x = 0, y = 0, e  z = 0. 

(⇐) Suponhamos que a equação 
→→→→

=++ 0czbyax  (*) só possua a solução nula x = 0, 

y = 0, z = 0  e mostremos que 
→→→
ceb,a  são não nulos, não colineares e não coplanares. 

 i) De fato, os vetores 
→→→
ceb,a  são não nulos, pois se um deles fosse nulo, por exemplo, 

→→
= 0c , teríamos 

→→→→
=++ 00zb0a0 , ∀z ∈ Թ, e, portanto, a equação (*) teria uma solução 

não nula  x = 0, y = 0, z ≠  0, contrariando a hipótese. 

 ii) Se 
→→→
ceb,a  fossem colineares, existiriam escalares não nulos  α, β ∈ Թ tais que  

,
→→

= ca α  
→→

= cb β . Substituindo na equação (*), obtemos: 

 
→→→→→→

=+β+α⇒=+β+α 0c)zyx(0czcycx  

donde  xα  +  yβ + z  =  0,  pois  
→→

≠ 0c   (por  i), e então )yx(z β+α−=  

Assim a equação (*) poderia ter uma solução não nula x ≠ 0, y ≠ 0,  z = −(xα + yβ),  com 

α  ≠ 0, contra a hipótese. Logo   
→→→
ceb,a  são não colineares. 

             iii) Se 
→→→
ceb,a  fossem coplanares e não colineares então um desses vetores, por 

exemplo, 
→
b , seria combinação linear dos outros dois, isto é, existiriam escalares, não todos 

nulos, α, β ∈ Թ tais que 
→→→

β+α= cab . Assim, a equação (1) ficaria: 

    )2(0c)zy(a)yx(
→→→

=+β+α+  

Se 
→→
cea  fossem  colineares, então ,0,ca ≠λλ=

→→
  e a equação (2) ficaria 

 

    
→→→

=+β+αλ+λ 0c)zy(c)yx(  
 

onde  0zyyx =+β+αλ+λ  ou )yyx(z β+αλ+λ−=  e a equação  (1) teria uma solução não 

nula,  contrariando  novamente  a   hipótese.  Logo,  
→
a  e 

→
c não são colineares, e portanto são 

L.I. Se na equação (2) um dos coeficientes fosse não nulo, por exemplo,  se  0yx ≠α+ , teríamos

→→

+
+

−= c
yx

zya
α

β )(  e 
→
a  e 

→
c seriam L.D., absurdo. Logo em (2) temos 0yx =α+  e 0zy =+β . 

Portanto, α−= yx  ,yz β−= com
→→→

β+α= cab  e a equação  (1)  teria então  uma  solução  não 

nula, contra  a  hipótese.   Logo, os vetores  
→→→
ceb,a  não podem ser coplanares, e portanto são 

L.I. 
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 Definição:  Uma base do espaço tridimensional é um conjunto de três vetores {
→→→
c,b,a }  

linearmente independentes. 

Observação: Qualquer vetor 
→

v  pode ser escrito, de maneira única, como combinação 

linear dos vetores de uma base {
→→→
c,b,a }. Deixamos esta verificação a cargo do leitor. 

 

2.3.4 - Exercícios resolvidos 
 

1) Que condições devem satisfazer os vetores 
→
a  e ,b

→
 para que os vetores 

→→
+ ba  e 

→→
− ba  sejam 

linearmente dependentes ? 

 Solução: Os vetores 
→→

+ ba  e 
→→

− ba serão L.D. se forem colineares, isto é, se existir x ∈ Թ 

tal que .0b)x1(a)x1()ba(xba
→→→→→→→

=++−⇒−=+  Se x = 1, então
→→

=0b  e 
→
a é qualquer 

vetor. Se x =− 1, então 
→→

=0a  e 
→
b é qualquer vetor. Se x ≠ ± 1, então  ,b

1x
1x

a
→→

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
+

=  isto é, 
→
a  e 

→
b  são colineares. Logo, 

→→
+ ba  e 

→→
− ba serão colineares se ,0a

→→
=  ou ,0b

→
= ou se 

→
a  e 

→
b  forem 

colineares. 
 

2) Se {
→→→
c,b,a } é uma base, mostre que {

→→→→→→→
+−−+ c2b,cb3a2,ba } também é uma  base.  

Solução: Os vetores 
→→→
c,b,a  formarão uma base se forem L.I, e estes vetores serão LI  se  

a  equação  
→→→→

=++ 0czbyax  só  admitir  a  solução  trivial  x = y = z = 0. Portanto, os vetores 

,ba
→→

+ ,cb3a2
→→→

−−
→→

+ c2b  serão linearmente independentes se 

                     (*)0)c2b(p)cb3a2(n)ba(m
→→→→→→→→

=++−−++  
 

implicar em 0pnm === .  De (*) obtemos um sistema linear homogêneo 

     
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+−

=+−

=+

0p2n

0pn3m

0n2m

 

cujo determinante da matriz principal do sistema é igual a –12 ≠ 0. Assim o sistema acima só 

admite a solução trivial m = n = p = 0. Logo a equação (*) só admite a solução m  = n = p = 0 e 

portanto os vetores  ,ba
→→

+  ,cb3a2
→→→

−−  
→→

+ c2b  são L.I., e assim formam uma base. 

2.3.5 - Exercícios propostos 

1) Considere a equação    
→→→→→→

++=++ czbyaxczbyax 222111  

i)  mostre que se  
→→
b,a e 

→
c são L.I.  então  x1  =  x2,  y1  =  y2,  z1  =  z2. 

ii)  mostre que se  
→→
b,a e 

→
c são L.D., então não podemos concluir que  x1 = x2 , y1 = y2, z1 = z2. 
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2)  Sejam 
→→
b,a e 

→
c vetores que representam as arestas de um paralelepípedo. Expresse  cada uma 

das quatro diagonais internas como combinação linear de 
→→
b,a e 

→
c .                  

3) Suponha que 
→
AB  e 

→
AC  sejam L.I.. Como devem ser os escalares x, y ∈ Թ de modo que o 

vetor 
→→→

+= ACyABxAD  seja paralelo ao vetor ,
→

AB  mas de sentido contrário?  
 

4) Verifique se as afirmações abaixo são verdadeiras ou falsas: justificando suas respostas. Tente 

representar graficamente cada situação. 

a)  Dois vetores 
→

AB  e
→

CD  são iguais se, e somente se, A = C  e B = D. 

b)  Os vetores  
→
u  e 

→
v  podem ser paralelos, mas não colineares. 

c)  Se ,0u
→→

=  então os vetores 
→→→
w,v,u  são coplanares, quaisquer que sejam os vetores 

→
v  e

→
w . 

d)  Se 
→→

=0v , então os vetores 
→→→
w,v,u  são colineares, quaisquer que sejam os vetores 

→→
weu . 

 
e)  Três vetores são L.D. se, e somente se, forem colineares. 

 
 

 

2.4 - SISTEMAS DE COORDENADAS NO ESPAÇO 

 

Tomemos no espaço um ponto O, que chamaremos de origem, e por este ponto trace três 

retas mutuamente perpendiculares. Se atribuirmos a cada uma dessas retas uma orientação ou 

sentido de percurso, teremos três eixos coordenados, cujas partes positivas correspondem ao  

sentido indicado pelas retas, e que se chamarão, eixo dos x, eixo dos y e eixo dos z, 

respectivamente, os quais denotaremos por 0x, 0y e  0z. Um ponto P qualquer do espaço 

tridimensional será indicado por suas coordenadas sobre os eixos 0x, 0y e 0z. Observe que a cada 

ponto P do espaço podemos associar um vetor 
→

OP  e a cada vetor 
→
v  está associado um ponto do 

espaço, a saber, seu ponto final. (ver figura 01) 

Um vetor é unitário quando seu comprimento igual a 1, na unidade de medida de 

comprimento adotada. Sejam 
→→
j,i  e 

→
k  vetores unitários no sentido positivo dos eixos 0x, 0y e 

0z, respectivamente. Observe que 
→→
j,i  e 

→
k  são L.I e portanto formam uma base para o espaço 

tridimensional, chamada  de  base  canônica. Logo, qualquer vetor 
→→

= OPv  pode ser escrito 

como combinação linear destes vetores, isto é, 
→→→→→

++== kzjyixOPv . Podemos também 

identificar o vetor 
→
v  por  )z,y,x(v =

→
 ou )z,y,x(P = . Desse modo, podemos definimos 

 
Թଷ ൌ ሼܲ ൌ ሺݔ, ,ݕ ,ሻݖ ,ݔ ,ݕ א ݖ Թଷሽ  ou  Թଷ ൌ ൛ݒԦ ൌ ଓԦݔ  ଔԦݕ  ,ሬ݇Ԧݖ ,ݔ ,ݕ א ݖ Թൟ 
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                                                      Fig. 01

 

                         
→

kz  

 

       

 

 

 

 
  

Exemplos:  
1) Vamos marcar pontos  A = (3, 1, 2) e B = (2,  -4,  -2). 

                                                                                                                             

                          

 

               

                                                                                                                                                        

                                                                                                                          

                                                                                                                  

 

 

2.4.1 - Operação com vetores (enfoque analítico) 

 Considere os vetores 
→→→→

++= kajaiaa 321  e 
→→→→

++= kbjbibb 321  e o escalar x ∈ Թଷ. 

Definimos a soma entre estes vetores como sendo o vetor 

   
→→→→→

+++++=+ k)ba(j)ba(i)ba(ba 332211  

   )ba,ba,ba(ba 332211 +++=+
→→

 

e a multiplicação do vetor  
→
a  pelo escalar x, como sendo 

→→→→
++= k)xa(j)xa(i)xa(ax 321     ou    ),,( 321 xaxaxaax =

→

 
 

 Essas definições decorrem das propriedades geométricas das operações envolvidas. Por 

outro lado, analiticamente, as propriedades são facilmente demonstradas usando propriedades 

conhecidas dos números reais. 

 Exemplos: 

1) Sejam 
→→→→

++= k2ji3a  e
→→→→

−−= k3j4i2b  vetores. Calcule 
→→

+ba , 
→
b

2
1 e 

→→
− b3a2 . 

 Solução: Temos que 

→
i  

→

v  

z z

2

A

x B 

2

-2

-4

x

y 

y 

3

1

→
k →

j

x
→
i  

→
jy  O y 

x 

P P 

y 

y 

x 

→

v  

O 
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→→→→→→→→
−−=−+−++=+ kj3i5k)32(j)41(i)23(ba     ou      )1,3,5(ba −−=+

→→
 

 

e ( ) ( )
→→→→→→→

−−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= kjikjib

2
323

2
14

2
12.

2
1

2
1      ou    .

2
3,2,1

2
1

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−=

→

b  

Da mesma forma 
→→→→

+=− k13j14b3a2  ou )13,14,0(b3a2 =−
→→

. 
 

2)  Sendo A = (a1 ,  a2 , a3)  e B  = (b1 , b2 , b3)., encontre as coordenadas do ponto médio de AB.  

         Solução: Seja M o ponto médio de AB. Os pontos A, B e 

M determinam os vetores 
→→→

OMOBOA ,, , que têm as mesmas 

coordenadas dos pontos A, B e M, respectivamente. Da figura 

ao lado temos que 
→→→

+= AMOAOM  e .BMOBOM
→→→

+=  

       Somando membro a membro e lembrando que  

,BMMBAM
→→→

−==  obtemos: 

                      z       

 

 

               O                                  y
 

 

  x 

)OBOA(
2
1OMOBOAOM2

→→→→→→
+=⇒+=  = 

→→→
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ +
+⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ +
+⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ +
k

2
ba

j
2

ba
i

2
ba 332211  

Logo,  ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ +++
=

2
ba

,
2

ba
,

2
ba

M 332211 . 

 

2.4.2 - Vetor determinado por dois pontos 
 

          Dados dois pontos A e B do Թଷ, o segmento AB 

determina o vetor 
→→

= vAB . Considerando o sistema de eixos 

ortogonais Oxyz, os pontos A e B terão as coordenadas A = 

(a1, a2, a3) e B = (b1, b2, b3). O ponto A determina o vetor 
→→

= aOA , e o ponto B, o vetor 
→→

= bOB . Logo o vetor 
→→

= vAB  será dado por   

                     z  

 

 

 

                                               y 

 

        x 

→→→
−= OAOBAB   ⇒  

→→→
−= abv   ⇒  

→→→→
−+−+−= k)ab(j)ab(i)ab(AB 332211  

 Exemplo: 

1) As coordenadas do vetor 
→

PQ  determinado pelos pontos P = (1,6,−1)  e  Q = (2,−5,−1)  

são  (1, −11, 0). Então 
→→→

−= j11iPQ . 
 

 Observação: Quando se pede as coordenadas de um vetor do Թଷ, sem especificar a 

base, subentende-se que se trata da base canônica {
→→→
k,j,i } 

A

B
O

→
a

→
b

→
v

A 
M 

B 



41 

2.4.3 - Dependência e Independência Linear em Թ    

 Sejam 
→→→→→→→→

++=++= kbjbibb,kajaiaa 321321  e 
→→→→

++= kcjcicc 321  vetores. 

Do Teorema 2.3.3 tem-se que esses vetores serão L.I. se, e somente se, a equação 
→→→→

=++ 0czbyax  tiver apenas a solução nula, isto é, x = y = z = 0. Então: 

⇒=++++++++
→→→→→→→→→→

0)()()( 321321321 kcjciczkbjbibykajaiax  

→→→→
=++++++++ 0kzcybxajzcybxaizcybxa 333222111 )()()(  

 Como 
→→
j,i  e 

→
k são vetores L.I. em  Թଷ , obtemos  o sistema linear homogêneo 

     
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++

=++

=++

0zcybxa

0zcybxa

0zcybxa

333

222

111

                          (2) 

 No capítulo 1 vimos que um sistema homogêneo sempre tem solução e esta poderá ser 

obtida, por exemplo, por escalonamento. Se ele for compatível e determinado terá uma única 

solução, a solução trivial x = y = z = 0. Neste caso, a equação só terá a solução trivial e os 

vetores 
→→
b,a e 

→
c  serão L.I. Se o sistema (2) for compatível e indeterminado, terá infinitas 

soluções e a equação terá outras soluções além da trivial e, portanto, os vetores 
→→
b,a e 

→
c serão 

L.D. Lembramos que um sistema homogêneo só admite a solução trivial (nula) se, e somente se, 

o determinante da matriz dos coeficientes do sistema é não nulo. Logo, podemos concluir que os 

vetores 
→→
b,a e 

→
c  serão L.I. se, e somente se,  

                    0
cba
cba

cba

333

222

111

≠                            (∗) 

 Observando os vetores dados 
→→
b,a e 

→
c , vemos que (∗) é o determinante da matriz cujas 

colunas são formadas pelas coordenadas dos vetores dados. Esta é a maneira analítica de 

verificar se três vetores do Թଷ são L.I. ou L.D., e, portanto, se formam ou não uma base de Թଷ. 
 

2.4.4 - Orientação no espaço 

Uma base {
→→→
c,b,a } será positiva quando o sentido de rotação de 

→
a  para ,b

→
 de 

→
b  para 

→
c  e de 

→
c  para ,a

→
 no plano que contém os respectivos vetores, for o sentido anti-horário, e 

negativa quando for o sentido horário. Na base canônica {
→→→
k,j,i } notamos que o sentido de 
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rotação de 
→
i para

→
j , de 

→
j  para 

→
k e de 

→
k para 

→
i , no plano respectivo, é o sentido anti-horário. 

Neste caso, dizemos que a base {
→→→
k,j,i } é uma base positiva.   

                                                      
→

c                                                                     
→

a  

         
→

a                                                                                  
→

c  

                                                  
→

b                                                                                
→

b  
 

           base positiva  {
→→→
c,b,a }                                                  base negativa  {

→→→
c,b,a } 

 Em 2.4.3, para verificarmos se os vetores 
→→→
c,b,a  eram L.I. (isto é, formavam base do 

Թଷ) obtivemos o sistema (2), cuja matriz dos coeficientes é: 

     
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

333

222

111

cba

cba

cba

A  

 Observe que as colunas da matriz A são as coordenadas dos vetores 
→→→
c,b,a  nessa ordem, 

e estes vetores serão L.I. se,  e somente se, o determinante de  A for diferente de zero, isto 

é, det A ≠ 0.  

 Consideremos a base canônica {
→→→
k,j,i }. Temos que 

     
→→→→

→→→→

→→→→

++=

++=

++=

k1j0i0k

k0j1i0j

k0j0i1i

  

Assim, a matriz dos coeficientes do sistema correspondentes a (2) é a identidade I3 cujo 

determinante igual a 1 e, portanto positivo. Podemos então dizer que uma base {
→→→
c,b,a } é 

positiva se o determinante da matriz dos coeficientes do sistema (2) for positivo, isto é, se 

det A > 0. Caso contrário será negativa, isto é, se det A < 0, {
→→→
c,b,a } será uma base negativa. 

 Observe que estaremos sempre trabalhando com bases orientadas, isto é, tomando os 

vetores na ordem dada. Caso tomássemos esses mesmos vetores em outra ordem, e formássemos 

a matriz dos coeficientes do sistema obtido, obteríamos suas colunas em ordens diferentes o que 

poderia acarretar a troca de sinal do determinante e, portanto, a base poderia mudar ou não de  
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sinal. Todas as bases de Թଷ ficam separadas em duas classes: as positivas e as negativas. Duas 

bases de uma mesma classe têm a mesma orientação, e duas bases de classes diferentes têm 

orientação oposta. 
 

2.4.5 - Coordenadas de um vetor numa base 

 Sejam ,
→→→→

++= kajaiaa 321  
→→→→

++= kbjbibb 321  e 
→→→→

++= kcjcicc 321  vetores de 

uma base do ℜ3 e 
→→→→

++= kvjvivv 321  um vetor qualquer do Թଷ. Como já vimos, 
→
v  pode 

ser escrito como combinação linear dessa base, isto é, 
→→→→

++= czbyaxv , sendo  x , y e  z suas 
coordenadas obtidas como segue. Então 

→→→

→→→→→→→→→→→→

++++++++=

++++++++=++

kzcybxajzcybxaizcybxa

kcjciczkbjbibykajaiaxkvjviv

333222111

321321321321

)()()(

)()()(
 

 Sendo os vetores 
→→
j,i  e  

→
k linearmente independentes, temos o sistema  

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++

=++

=++

3333

2222

1111

vzcybxa

vycybxa

vzcybxa

 

que resolvido por um método conveniente, nos dá os valores de x, y e z,  que são as coordenadas 

de  
→
v  na base {

→→→
c,b,a }. 

 

2.4.6 - Exercícios resolvidos 

1)  Verificar se os vetores ,kj3ia
→→→→

++=
,

kjib
→→→→

−+=  e 
→→→→

−+= kj3i2c  são L.I. ou L.D 

Solução: Três vetores de Թଷ são L.I. se forem não coplanares. Pelo teorema 2.3.3, os 

vetores 
→→
b,a  e 

→
c  serão L.I. se, e somente se, a equação 

→→→→
=++ 0czbyax  admite apenas a 

solução nula,  x = y = z = 0. Caso contrário, eles serão L.D. Assim temos: 

→→→→

→→→→→→→→→→

=−−++++++

⇒=−++−++++

0kzyxjz3yx3iz2yx

0kj3i2zkjiykj3ix

)()()(

)()()(
 

Como 
→→→
k,j,i   são L.I. temos: 

 

     
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−−
=++
=++

0zyx
0z3yx3
0z2yx
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Resolvendo o sistema pelo método do escalonamento (deixamos a cargo do leitor), 

vemos que este sistema é compatível e indeterminado, tendo portanto, infinitas soluções. Logo a 

equação  
→→→→

=++ 0czbyax  admite infinitas soluções, portanto uma solução não nula, e os 

vetores  
→→
b,a  e 

→
c  são L.D. De outra maneira, vemos que o determinante da matriz dos 

coeficientes do sistema é nulo, ou seja,  

0
111
313
211

=
−−

 

de onde podemos concluir que os vetores dados são L.D. . 
 

2) Verificar se os vetores abaixo são L.I. ou L.D. . 

 
→→→→→→→→

→→→→→→→→

++=−−=

−+=+−−=

k2jiv;kj3i2u)b

k4j2i6v;k2ji3u)a
   

Solução: a) Dois vetores de Թଷ são L.D. se forem colineares, isto é, se um for múltiplo 

de outro. Caso contrário eles são L.I. Portanto, os vetores dados serão LD se existir x ∈Թ tal que

  
→→→→→→→→→→

=−−++++⇒−+=+−− 0k2x4j1x2i3x6k4j2i6xk2ji3 )()()()(  

 Como   
→→→
k,j,i   são vetores  L.I., pelo teorema 2.3.3 vem: 

    

2
1x02x4

2
1x01x2

2
1x03x6

−=⇒=−−

−=⇒=+

−=⇒=+

 

 Logo os vetores 
→

u e 
→

v são L.D., ou seja, 
→→

= vxu , com 2
1x −= . 

b) Analogamente, se  
→→

= vxu , temos: 

→→→→→→→→→→
=++++−⇒++=−− 0k1x2j3xi2xk2jixkj3i2 )()()()(  ⇒ 

                                     

2
1x01x2

3x03x

2x02x

−=⇒=+

−=⇒=+

=⇒=−

 

 Como nas três equações obtemos resultados diferentes para x, concluímos que não existe 

x ∈ Թ  tal que  
→→

= vxu ,  isto é,  
→
u  e 

→
v   são L.I. . 
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3)  Sejam 
→→→→→→→→

+−−=++= k4j2ib,kji2a  e 
→→→→

−−= kj3ic  vetores. O conjunto {
→→→
c,b,a } 

é base para o Թଷ?  É positiva ou negativa?  Se {
→→→
c,b,a } for uma base, determinar as 

coordenadas de  
→→→→

++= k12j2i3v  nessa base. 

Solução: O conjunto {
→→→
c,b,a } será uma base de Թଷ se os vetores 

→→
b,a  e 

→
c  forem L.I.. 

Como no exercício 1), obtemos o sistema homogêneo 

     
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−+

=−−

=+−

0zy4x

0z3y2x

0zyx2

 

 Como det A = 36 ≠ 0, o sistema só admite a solução trivial x = y = z = 0. Logo os 

vetores dados são L.I., e portanto {
→→→
c,b,a } é base para o Թଷ. Como det A > 0, {

→→→
c,b,a } é uma 

base positiva. Vamos, agora, determinar as coordenadas de 
→
v  nessa base. Para isto, precisamos 

encontrar escalares x, y e z reais tais que 
→→→→

++= czbyaxv . Então, temos: 
 

→→→→

→→→→→→→→→→→→

=−−++−−−+−+−

⇒−−++−−+++=++

0k)12zy4x(j)2z3y2x(i)3zyx2(

)kj3i(z)k4j2i(y)kji2(xk12j2i3
 

Como 
→→→
k,j,i  são L.I., o teorema 2.3.3. nos diz que os coeficientes na equação acima são 

nulos, o que nos dá o sistema 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−+

=−−

=+−

12zy4x

2z3y2x

3zyx2

 

Resolvendo por escalonamento obtemos a solução x = 3, y = 2, z = −1, que serão as 

coordenadas de 
→
v  na base {

→→→
c,b,a }, isto é,   

→→→→
−+= cb2a3v . 

 

4)  Verifique se os pontos A = (3, 1, 2), B = (2, 3, 0) e C = (2, 2, 1) são vértices de um triângulo. 

 

 Solução: Três pontos serão vértices de um triângulo se eles forem não colineares. 

Fixando um dos pontos dados, por exemplo A, obteremos os vetores 
→→→→

−+−= k2j2iAB  e 

.kjiAC
→→→→

−+−=  Os pontos A, B e C serão não colineares se, e somente se, os vetores 
→
AB e

→
AC  forem não colineares (L.I.), isto é, não existir x ∈ Թ tal que .AC.xAB

→→
=  Então, temos 

)kji(xk2j2i
→→→→→

−+−=−+−  donde concluímos das equações encontradas que x = 1,  x = 2  



46 

e x = 2.  Logo, não  existe x ∈ Թ  tal que 
→→

= AC.xAB , isto é, 
→
AB  e 

→
AC são L.I., e portanto os 

pontos A, B  e C são vértices de um triângulo. 

 
5) Determine se os pontos abaixo podem ser vértices de um paralelogramo. 

 a) A = (3, 2, 0),  B = (1, 2, 0), C = (2, 0, 2),  D = (0, 2, 1) 

 b) A = (2, 4, 1), B = (1, 2, 0), C = (2, 3, -2), D = (0, -1, -4) 

 c) A = (3, 3, 2), B = (3, 2, 1), C = (3, 2, 2) , D = (3, 1, 1). 
 

 Solução: Um paralelogramo é um quadrilátero que tem os lados opostos paralelos e de 

iguais comprimentos. Assim, devemos verificar se os pontos dados são coplanares, e se 

satisfazem às condições acima.  

a) Fixando um dos pontos, teremos os vetores  
→→→→→→

+−−=−= k2j2iAC,i2AB  e 

→→→
+−= ki3AD . Como já vimos, 

→→
AC,AB  e 

→
AD  serão coplanares (L.D.) se a equação 

→→→→
=++ 0ADzACyABx  tiver pelo menos uma solução não nula. Como temos um sistema 

homogêneo, basta que o determinante principal seja nulo. Mas, o determinante principal do 

sistema é igual a 4 que é diferente de zero (verifique!) e portanto os vetores 
→→

AC,AB  e 
→

AD  são 

L.I. Logo os pontos  A, B, C e D não são vértices de um paralelogramo. 

 

b) Temos que 
→→→→→→→→→→→

−−−=−−=−−−= k5j5i2AD,k3jAC,kj2iAB  cujo determinante é 

nulo. Logo os vetores 
→→

AC,AB  e 
→

AD  são L.D., isto é, são coplanares. Vamos analisar as 

possíveis disposições de A, B, C e D. 

 
       D                   C 
 
 
A                     B 

Neste caso, temos: =
→
AB

→→→
−−− kj2i  e =

→
DC

→→→
−−− k8j4i4 . 

Então 
→→

≠ DCAB  e, portanto, ABCD não é um paralelogramo. 
 

        C                       D 

 

 A                        B 

Temos =
→
AB

→→→
−−− kj2i  e =

→
CD

→→→
++ k8j4i4 . Então 

→→
≠ DCAB  e, portanto, ABDC não é um paralelogramo. 

       D                    B 

 
A                     C 

Temos =
→

AC
→→

− k3j  e =
→

DB
→→→

−−− k4j3i2 . Então 
→→

≠ DBAC  e, 

portanto, ACBD não é um paralelogramo. 
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        B                    D 

 
  A                  C 

Temos =
→

AC
→→

− k3j  e =
→

BD
→→→

++ k4j3i2 . Então 
→→

≠ BDAC  e 

portanto, ACDB não é um paralelogramo. 

 

c)  Temos que ,
→→→

−−= kjAB
→→

−= jAC e
→→→

−−= kjAD 2 . Como no item anterior, concluímos que 

os vetores ,
→

AB
→

AC e 
→

AD são L.D.  Então os pontos  A,  B,  C  e D são coplanares. Vamos 

analisar as disposições dos pontos A, B, C e D: 

       C                  D 
 
 
 
A                     B 

Neste caso, temos: =
→
AB

→→
−− kj , =

→
CD

→→
−− kj , 

→→
−= jAC  

e 
→→

−= jBD . Então 
→→

= CDAB , 
→→

= BDAC , portanto ABDC é um 

paralelogramo. Observe que 
→→

CDeAB  são L.I. 
 

2.4.7 - Exercícios propostos 

1)  Dados os vetores ,k5ji2a
→→→→

+−= ,jib
→→→

−−=
→→→

+−= k3i2c  e ,k10j2i6d
→→→→

+−=  

calcule:  .ab;a
2
1d;ca5b3;a

4
1 →→→→→→→→

−+−+−  

02) Dado  ,kji2u
→→→→

+−=  determine um vetor 
→
v colinear com 

→
u , de sentido contrário, e cujo 

comprimento seja o triplo do comprimento de 
→
u . Esboce. 

03) Marque num sistema de coordenadas os pontos A = (2,3,4), B = (−2,1,1), C = (−2,−1,−2). 

04) Esboce os vetores  ,jia
→→→

+= ,k2ji3b
→→→→

++−= ,k4ji2c
→→→→

−−= .k2jd
→→→

−=  

05) Calcule  ,BC,AC,AB
→→→

 com  A = (2,  3,  4),  B = (-2, 1, 1), C = (−2,−1, −2). 

06) Considere o ponto A = (1, 2, 3) e o vetor 
→→→→

++= k5j4i3v . Determine o ponto B tal que 

→→
= vAB . 

07) Dados P = (2, 1, 5)  e  Q = (4, 3, 1), ache as coordenadas do ponto médio de PQ . 

08) Dados 
→
u  = (3, −1, 2), 

→
v  = (2, 4, −2), determine o vetor 

→
w  tal que .wv

2
1u2w3

→→→→
+=+  

09) Dados os pontos A = (1, −2, 3), B = (5, 2, 5) e C = (−4, 2, 9) ache o ponto D tal que ABCD 

seja um paralelogramo. 

10) Seja  ABCD  um paralelogramo e G  o ponto de encontro das diagonais. Sabendo que 

A = (2, −1, −5),  B = (−1, 3, 2),  G = (4, −1, 7), determine os vértices C e D. 
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11) Verifique se os vetores abaixo são L. I.  ou L. D.: 

a) 
→→→→→→→→→→

++=+=+= k5ji3w,ji2v,k2iu   c)    
→→→→→→→

++=+= kj12i3v,jiu  

b)  
→→→→→→→→

−−=++−= k8j13i2v,k56j91i14u  d)   ).2,0,2(w),1,1,1(v),2,1,2(u ==−=
→→→

 

12) Determine o valor de m para que os vetores 

a)  
→→→→→→→→→→→

++=+−=+−= kjiwjmivkjimu ,,  sejam coplanares. 

b)  
→→→→→→→→

++=++= k2jmi8vkj2imu ,  sejam paralelos. 

13) Verifique se os pontos A = (1, −1, 2), B = (0, 1, 1) e C = (2, −1, 3) são alinhados. 

14) Determine  dois  números  reais   y  e  z  tais  que  os  pontos   A = (1, 2, 1),   B = (1, 0, 0),  

C = (1, y, z)  sejam  colineares. 

15) Verifique se os pontos abaixo são coplanares: 

       a) A = (1, 1, 1),  B = (−2, −1, −3),  C = (0, 2, −2),  D = (−1, 0, −2). 

       b) A = (1, 0, 2), B = (−1, 0, 3), C = (2, 4, 1), D = (−1, −2, 2). 

16) Verifique se os vetores 
→→→→→→→→

+−=−+−= k5j3ibkj2i3a ,  e 
→→→→

−+= k4ji2c  podem 

representar os lados de um triângulo. 

17) Os pontos A = (1, 1, 0), B = (3, 1, 0), C = (1, 3, 0) podem ser vértices de um triângulo? 

18) Os vetores ,k3ji4a
→→→→

−+=
→→→→

++= k3ji2b  e 
→→→→

−+−= kj9i3c  são L.I ou L.D.? Eles 

formam uma base para o Թ3 ? É base negativa ou positiva? Se {
→→→
c,b,a } for base, determine as 

coordenadas do vetor 
→→→→

++= kjiv  em relação a esta base. 

19) Sejam  ,)1,1,0(u =
→

 )0,1,2(v =
→

 e ).1,0,1(w =
→

Verifique se {
→→→
w,v,u } é base positiva ou 

negativa. Obtenha as coordenadas de )2,2,3(a=
→

 na base {
→→→
w,v,u } 

20) Seja {
→→→
c,b,a } uma base. Verifique se  {

→→→→→→→→
+−++− c5b,c3ba2,cb2a } é base. 

21) Escreva o vetor  
→→→→

++= kjiu   como combinação linear dos vetores ,j3i2a
→→→

+=  
→→→

+= kjb  

e 
→→→

+= k2jc . 

22) Sejam ,cba2u
→→→→

−+=  
→→→→

++−= c2bav  vetores, onde 
→→
b,a  e 

→
c  são vetores  L. I..  Mostre 

que o vetor 
→→→→

++= c6b15a9w  é combinação linear de 
→

u e 
→

v , e determine os coeficientes 

dessa combinação linear. Justifique detalhadamente sua resposta. 
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2.5 - PRODUTOS ENTRE VETORES – INTRODUÇÃO 
 

 

 Estudaremos três tipos de produtos entre vetores: o produto interno, o produto vetorial e 

o produto misto. Inicialmente veremos alguns conceitos necessários para as definições desses 

produtos. 

 
2.5.1 - Norma de um vetor 
 

Chama-se norma de um vetor 
→
AB  ao comprimento do segmento AB. 

 

Notação: norma de 
→
AB  = 

→

AB ;     norma de  
→→

= aa   

 

 Se 
→

u  é um vetor tal que 1=
→

u , dizemos que 
→

u  é um vetor unitário. Se 
→

u  um vetor 

unitário na direção de 
→

a  então existe α ∈ Թ tal que 
→→

= ua α . Neste caso, definimos a norma de 
→

a  como sendo o valor absoluto de α, ou seja, α=
→

a . 

 

2.5.2 - Propriedades da norma de vetores 
 

1)  0≥
→

a  e .00
→→→

=⇔= aa  

            Demonstração: Se 1u =
→

, então 
→→

α= ua  e 0a ≥α=
→

.   Agora, se  0a =
→

 ⇒ 

0=α  e como 
→→→→

=⇒α= 0aua . Se  ,0a
→→

=  teremos 
→→

= u0a  e 00a ==
→

. 

2)  ,axax
→→

=  para  todo x ∈ Թ. 

Demonstração: Se  
→→

α= ua , então  
→→→

α=α= u)x()u(xax e 
→→

=α= axxax . 

 
2.5.3 - Ângulo entre vetores 
 
 

 O ângulo orientado entre os vetores não nulos 
→
a  e 

→
b  é o menor ângulo entre dois 

representantes de 
→
a  e 

→
b  com a mesma origem, e será denotado por ( )b,a

→→
. O ângulo entre 

→
a  e 

→
b  será positivo se a rotação necessária para 

→
a  se tornar colinear  com 

→
b  for  no sentido  anti- 

 
horário e será negativo se a rotação for no sentido horário. 
 
  

Exemplos: 
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                                              b
→

                                                                   b
→

  
   

                                                
→
a                                                                 

→
a  

 

          0b,a >⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ →→
 - sentido anti-horário                              0b,a <⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ →→
- sentido horário 

Se  0a =
→

 ou 0b =
→

, o ângulo entre estes vetores não está definido. Daqui para frente nos 

referiremos simplificada mente a ângulo entre vetores, em vez de ângulo orientado entre vetores. 

 Observação: Da Fig. 6, podemos observar que, se  x > 0, ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ →→→→
b,ab,ax . Na Fig. 7, 

observa-se que, se  x < 0, .180,, 0−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ →→→→

babax  De uma maneira semelhante, tem-se  

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ →→→→
babxa ,, , se x > 0  e que 0180,, −⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ →→→→

babxa , se x < 0.  

                                                  
→
b                                                           

→
b  

                                                                                           x a
→

     

                                    a
→

              x a
→

                                                        
→
a  

                                       Fig.6                                                         Fig.7          
 

2.6 - PRODUTO INTERNO 

 Sejam 
→
a  e 

→
b  vetores não nulos. O produto interno de 

→
a  por 

→
b  é o número real 

indicado por  
→→
⋅ ba e definido por 

 

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛=⋅
→→→→→→
b,acosbaba  

 

 Se )0bou(0a
→→→→

==  definimos .0b.a =
→→

 Como consequência da definição, obtemos uma 

maneira de calcular o ângulo entre vetores não nulos  
→
a  e 

→
b . Então 

 

0180b,a0,
ba

b.a
cosarcb,a

ba

b.a
b,acos ≤⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛≤=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⇒=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ →→

→→

→→
→→

→→

→→
→→

 

 

 Podemos também obter a norma de um vetor 
→
a , a partir de um produto interno: 

 

    ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

→→→→→→
a,acosaaa.a  ⇒  

→→→
= a.aa  

pois 00)a,a( =
→→

 e 1)a,a(cos =
→→

. 
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 2.6.1 - Interpretação geométrica. Projeção 

A projeção de um vetor não nulo 
→

v sobre um vetor unitário 
→

u , denotada por, 
→

→ vproj
u

, é 

o vetor 

              
→

→ vproj
u

=  
→
A0  =  =⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ →→→→

uv,ucosv    

                            =  =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ →→→→→

uv,ucosvu  
→→→
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ uv.u  

                                
→

v  

 

 

       O            
→

u                  A  

 O valor algébrico da projeção de um vetor 
→
v  sobre um vetor unitário 

→
u  é a norma de 

sua projeção: 

→

→ vproj
u

 =  
→→→→→

=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ v.uv,ucosv  

 Assim, geometricamente, o módulo do produto interno de um vetor unitário 
→
u  por um 

vetor não nulo 
→
v  representa o comprimento do vetor projeção de 

→
v  sobre 

→
u . 

 
 2.6.2 - Propriedades do produto interno 

1)  
→→→→

= a.bb.a  
Demonstração: De fato,  
 

,a.ba,bcosabb,acosbab.a
→→→→→→→→→→→→

=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛=  pois .a,bcosb,acos ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ →→→→
 

 

2) ,bx.ab.axb.ax ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ →→→→→→
 com 0x≠  

 

Demonstração: De fato,  se  x > 0 , temos:  
 

  
→→→→→→→→→→→→

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ b.axb,axcosbaxb,acosbaxb.ax  

 
Se x < 0  

 

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛−−=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ →→→→→→→→→→
b,acosbaxb,acosbaxb.ax  

 

.b.)ax(b,axcosbaxb,axcosbax
→→→→→→→→→→

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛=  

 

3)  
→→→→→→→

+=+ c.ab.a)cb(.a  
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 Demonstração: Se  
→→

= 0a  a propriedade é trivial. Consideremos dois casos: 

10 caso: Suponhamos que
→
a é um vetor unitário, isto é, 1a =

→
. Observe que os vetores  'OA

→
 e 

→
'OB  são colineares, logo 'B'A'OA'OB

→→→
+= . Mas 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++=

→→→→→→→→→→→→→→→
cb.acb,acoscbacb,acoscb'OB

 
→→→→→→→→→→

=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛= bababababOA .,cos,cos'  

 
→→→→→→→→→→

=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛= cacacacacBA .,cos,cos'' . 

 

                  B     c
→

 

           
→
b            

     
                    . 

   O     
→
a     A’          B’ 

Logo 
→→→→→→→

+=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + c.ab.acb.a . 

20 caso:  Consideremos o caso em que o vetor 
→→

≠ 0a e é tal que 1a ≠
→

. Com isto,  temos que 

o vetor
→

→
→
=

a

au  será unitário (e colinear com a
→

) pois  
→

→

a

a  = .1=
→

→

a

a
 Então,  

 

=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

→→

→

→
→→→

→

→
→→→→

cb
a

aacb
a

aacba ...  

 

             .......
→→→→→

→

→
→→

→

→
→→

→

→
→

→

→
→

+=+=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+= cabac
a

aab
a

aac
a

ab
a

aa  

 
 
 2.6.3 - Vetores perpendiculares 

 

  Sejam 
→
a  e 

→
b  vetores não nulos. Dizemos que 

→
a  e 

→
b  são perpendiculares se 

090)b,a( =
→→

 ou .rd
2

)b,a( π
=

→→
 Neste caso, 0b.a =

→→
. Logo, 

→
a  é perpendicular (ou ortogonal) 

a 
→
b  se, e somente se, 0ba =

→→
. . 

  Notação: 
→
a  perpendicular a :b

→
.ba

→→
⊥  
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  Se ,0a
→→

=  então 0b.a =
→→

, para todo vetor 
→
b . Assim, consideraremos que o vetor nulo é 

perpendicular a todos os vetores do Թ3. 
 

  2.6.4. - Exercícios resolvidos 

1) Se  
→
a  e 

→
b são vetores quaisquer, mostre que  

222
bb.a2aba
→→→→→→

+±=± . 

  Solução: Temos que: 
222

bb.a2ab.ba.bb.aa.aba.baba
→→→→→→→→→→→→→→→→→→

++=+++=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=+  

  Da mesma forma, temos: 
222

bb.a2ab.ba.bb.aa.aba.baba
→→→→→→→→→→→→→→→→→→

+−=+−−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=−  

 

2) Usando o Cálculo Vetorial, demonstre o Teorema de Pitágoras. 

  Solução: O Teorema de Pitágoras diz que, em um 

triângulo retângulo, o quadrado da hipotenusa é igual a soma 

dos quadrados dos catetos. Consideremos o triângulo ABC. 

Temos: 
→→→→→→→

−=== baBCeaAC,bAB . Pelo exercício 1), 

.bb.a2aba
22 →→→→→→

+−=−  

     
        C 
 

       a
→

                      a b
→ →

−  

 

          A           b
→

                B 

Como ABC  é um triângulo retângulo, então 
→→
b.a = 0 e 

222

baba
→→→→

+=− , ou seja, 

222

ABACBC
→→→

+= . 

2)  Se  
→
a  e 

→
b  são vetores quaisquer, demonstre a desigualdade de Schwarz: 

 

→→→→
≤ baba .  

 

Solução: Se 
→
a =

→
0  (ou 

→
b =

→
0 ),  então  

→
a . 

→
b = 0 e 0a =

→
 (ou 0b =

→
).  Logo 

→→→→
≤ baba .  

 

Se 
→
a ≠

→
0 (ou 

→
b ≠

→
0 ), então 

→→→→→→→→
≤⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= bab,acosbab.a  pois  .1b,acos0 ≤⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛≤

→→
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4) Os vetores 
→
a  e 

→
b  formam um ângulo de 450. Calcule o ângulo entre os vetores 

→→
veu , 

sabendo que  .1b,6a,bav,au ==+==
→→→→→→→

 

  Solução: Sabemos que 
→→

→→
→→

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

vu

v.u
v,ucos . Agora, 

    

→→→→→→→→→→
+=+=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ += b.a36b.aaba.av.u

2

 ⇒ 23
2
2.1.6b,acosbab.a =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

→→→→→→
 

 

Logo,  2336v.u +=
→→

, 6au ==
→→

e 2637bav +=+=
→→→

 então 

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

+

+
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⇒

+

+
=

+

+
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ →→→→

26372

212cosarcv,u
26372

212

26376

2336v,ucos  

 
 

  2.6.5  -   Exercícios propostos 
 

1) Demonstre que as diagonais de um losango são perpendiculares. 

3)  Se 
→
a  e 

→
b  são vetores quaisquer, mostre que: 

a)
22

baba.ba
→→→→→→

−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +  

 

b) 
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−−+=
→→→→→→ 22

baba
4
1b.a  

 

c) ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+=−++

→→→→→→ 2222

ba2baba  

 

d) 
→→→→

+≤+ baba   (desigualdade triangular). 

3) Dados 
→→
b,a  e 

→
c  tais que o ângulo entre dois quaisquer deles, nessa ordem é 600 determine  

→→→
++ cba , sabendo-se que .6c,2b,4a ===

→→→
   

4) Sabendo-se que  ,30ba,23b,11a =−==
→→→→

determine .ba
→→

+  

5) Os vetores 
→
a  e 

→
b  são perpendiculares e .12b,5a ==

→→
Calcule

→→
+ ba  e

→→
−ba . 

6)  Que condições devem satisfazer os vetores 
→
a  e 

→
b para que o vetor 

→→
+ ba  tenha a direção da 

bissetriz do ângulo formado por 
→
a  e 

→
b ? 
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7)  Os vetores 
→
a  e 

→
b são perpendiculares entre si, e .60b,c,60a,c 00 =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ →→→→

 Sabendo-se 

que   ,8c,5b,3a ===
→→→

 calcule .c3b.b2a3 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

→→→→
 

 
  2.6.6 -  Base ortonormal 
 

  Uma base {
→→→
c,b,a } de Թ3 é dita base ortogonal se os seus vetores são dois a dois 

ortogonais, isto é, se  0c.a,0b.a ==
→→→→

 e .0c.b =
→→

 
 

  Uma base {
→→→
c,b,a } de Թ3 é dita base ortonormal se for uma base ortogonal e se todos 

os seus vetores forem unitários, isto é, ,1a =
→

1b =
→

 e 1c =
→

. 

 

  Exemplo:  A base canônica do Թ3,  {
→→→
k,j,i } é ortonormal. 

 

  Teorema: Se 
→→
b,a  e 

→
c são vetores não nulos tais que ,0b.a =

→→
0c.a =

→→
 e 0c.b =

→→
 

então {
→→→
c,b,a } é base ortogonal. 

 Demonstração: O conjunto {
→→→
c,b,a } será base se os vetores 

→→
b,a  e 

→
c forem L.I., isto 

é, se a equação 
→→→→

=++ 0czbyax  só tiver a solução trivial. Façamos, nessa equação, o produto 

interno por  
→
a : 

 

  
→→→→→→→→

=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛+⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛+⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ 0acazbayaax ....  

 

  Por hipótese, os vetores 
→→
b,a e

→
c são não nulos e dois a dois ortogonais. Logo 

0a.x
2
=

→
, donde x = 0. Fazendo, agora, o produto interno por  

→
b , obtemos: 

 

  
→→→→→→→→

=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛+⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛+⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ 0bcbzbbyabx ....  

  Com um raciocínio semelhante ao anterior, temos 0b.y
2

=
→

 donde y = 0. Da mesma 

forma, fazendo o produto interno por  
→
c  obtemos z = 0, e, portanto, os vetores 

→→
b,a  e 

→
c são 

L.I. 
 

  Corolário: Se 
→→
b,a e 

→
c são vetores unitários 0c.a,0b.a ==

→→→→
 e 0c.b =

→→
 então {

→→→
c,b,a } 

é base ortonormal. 
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  2.6.7 - Coordenadas de um vetor numa base ortonormal 
 

 Sejam {
→→→
c,b,a } uma base ortonormal e 

→
v  um vetor qualquer. Então, podemos escrever 

→
v  como combinação linear dos vetores dessa base, isto é, existem escalares x, y e z 

tais que 
→→→→

++= czbyaxv . 

  Calculando o produto interno de 
→
v  por 

→→
b,a  e 

→
c obtemos, respectivamente, ,v.ax

→→
=

→→
= v.by  e .v.cz

→→
=  Assim, se  {

→→→
c,b,a }  é uma base ortonormal então 

 

  
→→→→→→→→→→

++= c)v.c(b)v.b(a)v.a(v  
 
 

  Observação: Se {
→→→
c,b,a } for uma base qualquer, um raciocínio análogo nos levará ao 

sistema 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

=++

=++

=++

→→→→→→→→

→→→→→→→→

→→→→→→→→

v.cz)c.c(y)b.c(x)a.c(

v.bz)c.b(y)b.b(x)a.b(

v.az)c.a(y)b.a(x)a.a(

 

cuja solução nos fornecerá as coordenadas de 
→
v  na base  {

→→→
c,b,a }. 

 Podemos expressar o produto interno de dois vetores em função de suas coordenadas. 

Dados os vetores 
→→→→

++= kajaiaa 321  e 
→→→→

++= kbjbibb 321  de acordo com as 

propriedades do produto interno temos: 

 

   +⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++=

→→→→→→→→→→→→→→
k.ibaj.ibai.ibakbjbib.kajaiab.a 312111321321   

 

           + ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ →→→→→→→→→→→→

k.kbaj.kbai.kbak.jbaj.jbai.jba 332313322212  

  

Como  {
→→→
k,j,i }  é base ortonormal, vem : 

332211 bababab.a ++=
→→

 
 

 Além disso, conforme vimos em 2.8,   
 

2

3

2

2

2

1 aaaa.aa ++==
→→→
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2.6.8 - Exercícios resolvidos 
 

1) Ache um vetor unitário na direção e sentido de .kj3i2a
→→→→

+−=  

 Solução: Temos que ,114194a ≠=++=
→

 logo 
→
a  não é unitário. Neste caso, o 

vetor pedido será ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−=⇒==

→→→→

→

→
→

→

→
kj3i2

14
1u

a

aa
a

1u . É claro que  ,1u =
→

 pois

.1
||a||

||a||||u|| ==
→

→
→

 

 

2) Dados )2,2,1(c,)0,3,3(b,)2,1,2(a −−−==−=
→→→

)1,3,2(d =
→

 calcule os ângulos ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ →→

b,a , 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ →→

c,a  e ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ →→

d,b  

 Solução: Temos que 
2
2

2
1

29
9

189
36

b,acos ===
+

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ →→

. Então rd
4
π  ou  

045b,a =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ →→

. Agora, 0
99

422
c,acos =

+−−
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ →→

. Então 090c,a =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ →→

ou 
2
π rd, isto é,   

→
a  e  

→
c   

são vetores ortogonais, e 
 

76
15

1418
96d,bcos =

+
=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ →→

  ⇒  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ →→

d,b  = arccos  15
6 7

 . 

 
3)  Dados os vetores ,k

3
2j

3
2i

3
1a

→→→→
+−=  

→→→→
++= k

3
1j

3
2i

3
2b  e 

→→→→
++−= k

3
2j

3
1i

3
2c , verifique 

se 
→→→
c,b,a  formam uma base ortonormal. Calcule as coordenadas do vetor 

→→→→
+−= kji3v  em 

relação aos vetores 
→→
b,a e

→
c .    

 

 Solução: Vamos, inicialmente, verificar se os vetores são ortogonais e unitários: 

.0
9
2

9
4

9
2b.a =+−=

→→
 De uma forma semelhante mostra-se que 0c.a =

→→
 e 0c.b =

→→
. Agora, 

1
9
4

9
4

9
1a =++=

→
. De maneira análoga temos que 1b =

→
 e que .1c =

→
 Logo  {

→→→
c,b,a } 

é uma base ortonormal e as coordenadas de v
→

são 
3
5,

3
7 e 

3
5

−  portanto, .c
3
5b

3
5a

3
7v

→→→→
−+=  
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2.6.9 - Exercícios propostos 
 

01) Determine um vetor unitário paralelo ao vetor 
→→

− ba2 , sendo 
→→→→

+−= k4j2ia  e 

→→→→
+−= k3ji2b . 

2) Determine o valor de x para que os vetores 
→→→→

++= k4j3ixa  e 
→→→→

++= k2ji3b   sejam 

perpendiculares. 

3)  Sejam 
→
u  e 

→
v  vetores tais que 23v,6v.u ==

→→→
 e .rd

4
v,u π

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ →→

 Calcule 
→
u  e 

→→
+vu . 

4) Ache o valor de x  tal que  (x, 3, 1) . (2, 1, 0)  = 3. 

5) Ache um vetor unitário na direção da bissetriz do ângulo entre 
→→→

+− k3j2i  e  
→→→

−+ kji3    . 

6) Os  pontos A = (1, 1, 0), B = (3,  1, 0), C = (1,  3, 0)  são vértices de um triângulo?  Este 

triângulo é retângulo?  É isósceles ? Calcule seus ângulos. 

7) Sejam  
→
u  e 

→
v   vetores L. D.  Determine a projeção de v

→
 sobre  u

→
.  

8) Determine a projeção de 
→→→

+− kji3   na direção de  
→→→

++ k4j5i . 

9)  Seja  
→→

≠ 0v  um vetor qualquer e α, β e γ os ângulos que v
→

 formam com os vetores da base 

canônica 
→→
j,i  e 

→
k , respectivamente. Os ângulos α, β e γ são ditos ângulos diretores de v

→
 e 

βα cos,cos  e γcos  são os cossenos diretores de v
→

. Determine a expressão  de  cada  cosseno  

diretor de  
→
v  e prove que  .1coscoscos 222 =γ+β+α  

10) Um vetor 
→
v  forma com os eixos 0x e 0y os ângulos o120=α  e o45=β  respectivamente. 

Qual é o ângulo entre  
→
v  e  0z ? 

11) Um vetor  
→
v  tem dois de seus ângulos diretores dados por o60=α  e o120=γ . Calcule 

as coordenadas de 
→
v , sabendo que  .2v =

→
 

12) Calcule os cossenos diretores de  .k12j3i4v
→→→→

++=  

13) Dado )12,15,16(a −=
→

, determine o vetor 
→
b  paralelo a 

→
a , de sentido oposto  cuja 

norma é 75. 

14) Sejam ,kj2i
6
1a ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−=

→→→→
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

→→→
ki

2`
1b  e ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++=

→→→→
kj2i

6
1c  vetores. Verifique se  {

→→→
c,b,a }  é  base ortonormal?  Determine, caso seja possível, as coordenadas de  

→→→→
++= k2j2i3v   em relação aos vetores  

→→
b,a  e .c

→
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15) Dados os vetores 
→→→→→→

+=+= ji2v,kju  e 
→→→

+= kiw ,  verifique se {
→→→
w,v,u }é base 

ortonormal. É possível escrever 
→→→→

++= k2j2i3a  como combinação linear de 
→→→
wev,u ? 

 
 

2.7 - PRODUTO VETORIAL 

 O produto vetorial de dois vetores 
→
u  e 

→
v  é um vetor, denotado por 

→→
× vu , satisfazendo 

as seguintes condições: 

1) 
→→

× vu   é perpendicular a  
→
u  e 

→
v  simultaneamente. 

 

2) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=×

→→→→→→
v,usenvuvu  

3) o sentido de 
→→

× vu  é tal que o terno ordenado  

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ×

→→→→
vu,v,u  é positivo. 

                                  
→→

× vu  

                 
→
u  

 

                 
→
v  

          O sentido de  
→→

× vu  também pode ser dado pela regra 

da mão direita. Tomando 
→
u  e 

→
v  com origem comum, 

coloca-se a mão direita aberta sobre o primeiro vetor ,u
→

 

com os dedos apontando para a extremidade de  ,u
→

 de  

modo que, ao se fechar a mão os dedos façam um 

movimento de rotação em direção ao segundo vetor 
→
v . O 

sentido de 
→→

× vu  é  o  sentido  do  dedo polegar distendido. 
 

Observe que considerando apenas a condição 1) o vetor 
→→

× vu  poderia ser qualquer vetor 

na direção da reta r perpendicular ao plano gerado por 
→
u  e 

→
v  (ver fig. 1 a seguir). 

Considerando depois a  condição 2)  
→→

× vu  poderia ainda ser um dos dois vetores sobre a reta  r 

(ver fig. 2). Acrescentado-se a condição 3) 
→→

× vu  fica univocamente determinado (ver fig. 3). 

 

             
→
u  

 
                                      O   

             
→
v                     r 

 
 

fig. 1 

             
→
u               

                
                                      O     

             
→
v                                 

 
fig. 2 

        
→
u                       

→→
× vu     

                          
                               O               

        
→
v            

 
                    fig. 3 
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2.7.1 - Propriedades do produto vetorial 

1) ,
→→→

=× 0uu  pois .),( 0uusen =
→→

 

2) ),(
→→→→

×−=× vuuv  pela condição 3) da definição.  

3) ),()()(
→→→→→→

×=×=× vxuvuxvux x ∈ Թ. (definição). 

4) .)(
→→→→→→→

×+×=+× wuvuwvu  
 

 
 2.7.2 - Interpretação geométrica - Área 

             Dados 
→→
bea  não nulos e não colineares, traçamos 

→→
× ba  graficamente. Note que os vetores  

→→
bea (que são L.I.) 

determinam um paralelogramo OACB, cuja base é 
→→

= aA0 , 

enquanto sua altura é  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

→→→→
b,asen.b'BB .  Da condição 2) 

da definição de produto vetorial vem 

                                 
→→

×ba  

                 

               A          
→
a    B’      O 

                                          
→
b   

 

       C                           B 

área (0ACB)  = ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ →→→→

b,asenba  = 
→→

× ba  

Assim, 
→→

×ba  representa geometricamente a área do paralelogramo determinado pelos 

vetores  
→→
bea  . 

         Observação: Considerando-se a base canônica {
→→→
k,j,i } tem-

se: ,kji
→→→

=× ,ikj
→→→

=×  ,jik
→→→

=× ,kij
→→→

−=×  
→→→

−=× ijk  e  
→→→

−=× jki                                                                                          

                      
→

k  

                                    
→

j          

 

2.7.3 - Vetores paralelos 
 

 Assim com o produto interno nos fornece uma condição de perpendicularismo entre 

vetores, o produto vetorial esclarece o paralelismo. 

 Teorema: Dois vetores não nulos 
→

u  e
→

v são L.D. se, e somente se, 
→→→

=× 0vu . 

 Demonstração: (⇒) Sejam e vetores não nulos e linearmente dependentes, isto é, 

paralelos (ou colineares). Então existe x ∈ Թ tal que ,vxu
→→

=  e 
→→→→→→→

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ×=×⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=× 0vvxvvxvu  

(⇐) Sejam 
→→
veu  vetores não nulos tais que 

→→→
=× 0vu . Então temos: 

 

→

i  
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00v,usenvuvu ==⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=×

→→→→→→→
 

Logo,  ,0v,usen =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ →→

 e, portanto, os vetores 
→→
veu  são colineares. 

 
2.7.4 - Produto vetorial em coordenadas 

 Dados os vetores 
→→→→

++= kujuiuu 321  e 
→→→→

++= kvjvivv 321 , usando as propriedades do 

produto vetorial e a observação sobre a base canônica {
→→→
k,j,i } vem:  

.kkvujkvuikvukjvujjvuijvu

kivujivuiivukvjvivkujuiuvu

332313322212

312111321321

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ×+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ×+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ×+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ×+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ×+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ×+

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ×+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ×+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ×=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++×⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++=×

→→→→→→→→→→→→

→→→→→→→→→→→→→→

 

Logo 

( ) ( ) ( )
→→→→→

−+−+−=× kvuvujvuvuivuvuvu 122131132332  

ou 

           
→→→→→

+−=× kvv
uujvv

uuivv
uuvu

21

21

31

31

32

32                    (1) 

 Lembrando o desenvolvimento de Laplace para determinantes, podemos representar o 

produto vetorial pelo (pseudo) determinante  

               
321

321
vvv
uuu
kji

vu

→→→

→→
=×                                (2) 

 Desenvolvendo o “determinante” acima, segundo os elementos da primeira linha, 

obtemos 
→→

× vu  dado verdadeiramente em (1). O “determinante” em (2) é apenas simbólico, pois 

sua primeira linha é formada por vetores, enquanto as demais linhas só contêm escalares. 
 

2.7.5 - Exercícios resolvidos 

1) Determine um vetor de norma 3 que seja ortogonal aos vetores )1,1,2(a −=
→

e )1,0,1( −=
→

b  

 Solução: O vetor 
→→

×ba  é ortogonal  a  
→→
bea . Usando  (2)  acima obtemos: 

    
→→→

→→→

→→
++=

−
−=× kj3i

101
112
kji

ba  
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Ora, .111191ba ≠=++=×
→→

Vamos então obter um vetor unitário na direção de 
→→

×ba : 

                                                    )1,3,1(
11
1

ba

ba
u =

×

×
=

→→

→→
→

 

Como 
→
u  é unitário, paralelo a 

→→
×ba  e como

→
v terá norma 3 e mesma direção de 

→→
×ba , 

então  podemos escolher 
→→

= u3v  e portanto  .)1,3,1(
11
3v =

→
 

2) Verifique se os pontos A = (1, 2, 1),  B = (3, 0, 4)  e C = (5, 1, 3)  são vértices de um 

triângulo, e em caso afirmativo, calcule sua área. 

Solução: Os pontos A, B, C serão vértices de um triângulo se  
→→

ACeAB  forem não 

colineares, isto é, L. I.. Sabe-se que os vetores 
→→

ACeAB  são L. D. se, e somente se, 

→→→
=× 0ACAB  . Ora, 

→→→→→→→→
+−=+−= k2ji4AC,k3j2i2AB , então  

→→→→

→→→

→→
≠++−=

−
−=× 0k6j8i

214
322`
kji

ACAB  

Logo 
→→

ACeAB  não são L.D., isto é, são L. I., e ABC é um triângulo.  Os vetores 

→→
ACeAB  determinam o paralelogramo ABCD cuja área é 

→→

ACxAB (veja interpretação  

geométrica do produto  vetorial).   

Como área  (ΔABC)  =  
2
1  área  ( ABDC)  = 

→→
× ACAB

2
1  segue-se que 

área  (ΔABC)  =  
2
10136641

2
1

=++   . 

Observação:  Dados dois vetores não nulos  
→→
veu  , temos : 

a) 
→→
veu   colineares  

→→→
=×⇔ 0vu  

b) 
→→
veu   ortogonais ⇔ ݑሬԦ . Ԧݒ ൌ 0. 

 

2.7.6 - Exercícios propostos 

1) Dados os vetores 
→→→→→→→→→→→

−+=+−=−+= kj2ic,k3ji2b,k2ji2a ,  calcule 
→→

×ba , 
→→

×ac  e 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ×+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ×

→→→→
bccb . 
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2) Dados os vetores 
→→→→

−+= kjiu 22 e 
→→→→

−−−= kjiv , determine um vetor unitário 

perpendicular 
→→
veu .  

3) Ache um vetor 
→→→→

−+= kzjyixv  tal que 632. =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

→→→
jiv  e 

→→→→
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+× kjiv 432 . 

4) Calcule a área do paralelogramo que tem três vértices consecutivos nos pontos  A = (1, 0, 1),  

B = (2, 1, 3)  e  C = (3, 2, −5). 
 

5) Os pontos A = (−1, −3, 4),  B = (−2, 1, −4), C = (3, −11, 5) são vértices de um triângulo? Esse 

triângulo é isósceles? É retângulo? É equilátero? Calcule sua área, e explique cada resposta. 

6) Dados  ,k3ji2u
→→→→

++=  
→→→

−+= k3ji4v  determine uma base ortonormal positiva  {
→→→
c,b,a

}, com 
→
a  paralelo a 

→→
beu  paralelo a 

→
v . Obtenha o vetor 

→→→→
++= kjiw  como combinação 

linear dos vetores  da base {
→→→
c,b,a }.  

7) Use o produto vetorial para determinar as condições que devem satisfazer os vetores
→→
bea  

para que  
→→→→

−+ baeba   sejam paralelos. 

8) Determine os cossenos diretores de 
→→

× vu   sendo  )3,1,2( −=
→

u  e ).1,5,4(=
→

v  

9) Sabendo que 5b,3a ==
→→

, determine os valores de m ∈ Թ tal que os vetores 
→→

+ bma  e 

→→
− bma   sejam:       a)  perpendiculares;               b) paralelos. 

10) Determine um  vetor  
→
c   sabendo  que  

→
c   é  perpendicular  aos  vetores  

→→→→
+−= k3j2ia , 

→→→→
+−= kj3i2b   e .100k7j2i.c =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+

→→→→
  

 
2.8 - PRODUTO MISTO 

 O produto misto de três vetores 
→→
b,a  e 

→
c  é o número real, denotado por ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ →→→

c,b,a , dado 

por  
→→→→→→
⋅×=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ cbac,b,a . 

 Observe que na expressão do produto misto não há necessidade de se escrever parêntesis, 

pois a única maneira dessa expressão ter significado é resolvendo primeiro o produto vetorial e 

em seguida o produto interno. 
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 2.8.1 - Interpretação geométrica. Volume 

          Considere três vetores 
→→→
c,b,a  não coplanares. Então 

eles determinam um paralelepípedo, conforme figura ao 
lado.  
 O volume do paralelepípedo é o produto da área da 

base pela altura. Ora, a área da base é 
→→

× ba  e a altura é  

→→
= 'OCDC ,  então temos: 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ×=

→→→→→
c,bacosc'OC  

     
→
a ×

→
b  

 

 C’        C 

       
→
c      

                     
→
b  

   O           D            

                  
→
a  

 Assim, o volume do paralelepípedo será 

  ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=×=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ××=

→→→→→→→→→→→→
c,b,ac.bac,bacoscbaV  

isto é, o volume do paralelepípedo de arestas determinado por esses três vetores é o valor 

absoluto do produto misto desses vetores. 
 

 2.8.2 - Propriedades de produto misto 
1) O produto misto não se altera se trocarmos ciclicamente 

a ordem dos vetores, no sentido convencionado positivo 

(anti-horário): 

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ →→→→→→→→→

b,a,ca,c,bc,b,a  

                         
→
a  

 

 

           b
→

                     c
→

            

2)  O produto misto muda de sinal se permutarmos dois vetores consecutivos: 

    ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ →→→→→→

c,a,bc,b,a  

Essas propriedades são decorrentes das propriedades dos produtos interno e vetorial. 
 

2.8.3 - Produto misto em coordenadas 

            Dados os vetores ,kajaiaa 321

→→→→
++= ,kbjbibb 321

→→→→
++= ,kcjcicc 321

→→→→
++=  para 

calcularmos o produto misto ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ →→→

c,b,a  
→→→
⋅×= cba  é preciso inicialmente obter 

( ) ( ) ( )
→→→→→

−+−+−=× kbabajbabaibababa 122131132332  
Então 

312321231213123132 cbacbacbacbacbacbacba −+−+−=⋅×
→→→

 
 

Por outro lado, 
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312231123213132321

321

321

321

cbacbacbacbacbacba
ccc
bbb
aaa

−−−++=  

 

Comparando os resultados, obtemos: 
 

                       

321

321

321

,,
ccc
bbb
aaa

cba =⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ →→→

                              (3) 

 

2.8.4 - Dependência linear e produto misto 
 

 Assim como o produto vetorial determina a dependência linear de dois vetores, o produto 

misto o faz para três vetores. 

 Teorema: Três vetores 
→→→
ceb,a  são linearmente dependentes se, e somente se, o 

produto misto entre eles for igual a zero. 

 Demonstração: (⇒) De fato, se 
→→→
ceb,a  forem L. D., um deles será combinação linear 

dos outros, por exemplo, 
→→→

+= cybxa . Então ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ →→→

c,b,a  dado por (3), será nulo (lembre-se das 

propriedades do determinante). 
 

 (⇐) Por outro lado, lembrando que geometricamente o produto misto representa o 

volume de um paralelepípedo gerado pelos vetores 
→→→
ceb,a  se ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ →→→

c,b,a =0 , então o 

paralelepípedo tem volume nulo, e 
→→→
ceb,a  serão coplanares ou L.D. 

 

 Esse teorema nos fornece uma maneira simples de verificar a independência linear de três 

vetores (compare com  2.7.3 ). 
 

2.8.5 - Exercícios resolvidos 
 

1) Verificar se os vetores  
→→→→→→

+=+= ji2b,kja   e 
→→→

+= kic  formam base. 

 Solução: O conjunto {
→→→
c,b,a } será base se, e somente se, 

→→→
c,b,a  forem L.I. Como 

03
101
012
110

c,b,a ≠−==⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ →→→

 

os vetores dados são L.I. . Logo  { a b c
→ → →

, , } é base. 

2) Determine x tal que 
→
a  = (3, 5, 1), 

→
b  = (2, 0, 4)  e  

→
c  = (1, x, 3) sejam coplanares.  
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Solução: Os vetores 
→→→
ceb,a  serão coplanares  (ou L. D.)  se  0c,b,a =⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ →→→

. Calculando, 

)10x10(
3x1
402
153

c,b,a +−==⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ →→→

 

Logo, 

1xse0c,b,a −==⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ →→→

 

 
 

2.8.6 - Exercícios propostos 
 

1) Dados 
→→→→→→→→→→

−−=+=+−= kj2w,jiv,kj2i3u  calcule ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ →→→

w,v,u , ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ →→→→→→

w,w,u,u,w,v . 

2) Os vetores 
→→→→→→→→→

+−+−++ kj3i4ek5ji2,k3ji  são coplanares? Explique sua resposta. 

3) Calcule o volume do paralelepípedo que tem um dos vértices no ponto  A = (2, 1, 6) e os três 

vértices adjacentes nos pontos B = (4, 1, 3),  C = (1, 3, 2)  e D = (1, 2, 1). 

4) Verifique, em cada caso,  se os pontos são coplanares: 

      a) A = (0, 2, -2),  B = (-1, 0, -2),  C = (-2, -1, -3), D = (1, 1, 1) 

      b) A = (-1, 0, 3),  B = (-1, -2, 2),  C = (1, 0 , 2 )  , D = (2, 4, 1) 

5) Determine x de modo que )1,1,1(c),1,1,x(b),0,x,1(a =−−==
→→→

 não sejam coplanares. 

6)  Considere o triângulo cujos vértices são os pontos A = (3, 2, 1), B = (3, 2, 2), C = (3, 3, 2).  

Determine: 

      a) Os ângulos do ΔABC. 
      b) O vetor projeção do menor lado sobre o maior lado. 
      c) A altura do triângulo, relativa ao maior lado. 
      d) A área do triângulo ABC 

      e) O volume do paralelepípedo gerado pelos vetores  
→→→→

× ACABeAC,AB  . 

7) Calcule o ângulo entre os vetores 
→→→→→→

++−+− k4j2iekji2 . Esses vetores são L.I. ou L.D? 

8) Dados ,j3iv,k2ji2u
→→→→→→→

+=+−=  determine uma base ortonormal negativa  {
→→→
c,b,a },  com  

→
a   paralelo  a  

→→
beu  coplanar com 

→
u  e  

→
v . 

9) Dados ,kx2jxix2c,kx2jx2ixb,kxjx2ix2a
→→→→→→→→→→→→

−−=+−=++=  mostre que   {
→→→
c,b,a }  

é base ortogonal negativa se x < 0. Para que valor(es) de x, {
→→→
c,b,a } será(ão) uma base 

ortonormal ?  Ache as coordenadas de 
→
v  na base ortonormal obtida, sendo  

→
v  o vetor que 

na base canônica {
→→→
k,j,i } tem coordenadas (1, −2, −3). 
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10) Os  vetores  
→→

ba,  e 
→

c   formam  um  terno ordenado positivo, e são perpendiculares entre si. 

Sabendo que  ,3,2,4 ===
→→→

cba calcule  ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ →→→

cba ,, . 

11) Os  pontos   A = (4, 6, 2),   B = (1, 2, 1),   C = (3, 3, 3),   D = (7, 4, 3)   podem ser vértices 

de um paralelepípedo ? Em caso afirmativo, calcule o volume do sólido considerado, as 

coordenadas do ponto E, sendo AE uma diagonal interna. 

12) Determine uma base ortonormal positiva a partir dos vetores 
→→→→

+−= kji2u  e 
→→→→

−−= kjiv . 

13) Dados os vetores ,)x,x,x(c),x,0,x(b),x,x2,x(a −=−==
→→→

 Para que valores de  x, {

→→→
c,b,a } é base negativa? Para que valores de x, {

→→→
c,b,a } é base ortogonal? Para que valores de 

x, {
→→→
c,b,a } é base ortonormal? 

14) Dados os vetores 
→→
b,a  e 

→
c  tais que o ângulo entre dois quaisquer deles, na ordem dada 

acima,  é 
3
π rd  e sabendo que 6,2,4 ===

→→→
cba  determine

→→→
++ cba . 
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RETAS E PLANOS 
 

 Neste capítulo faremos o estudo da reta e do plano, suas relações métricas e diferentes 

posicionamentos, utilizando os conceitos e resultados do Cálculo Vetorial introduzidos no 

capítulo anterior. 
 

3.1 - O PLANO 
 
 Basicamente, um plano fica determinado em três situações: 

1a) conhecendo-se três pontos não colineares; 

 2a) conhecendo-se um ponto e dois vetores não colineares; 

 3a) conhecendo-se um ponto e um vetor perpendicular ao plano. 

 Em cada caso, vejamos suas equações. 
 

3.1.1 - Plano determinado por três pontos 
 

 Da geometria euclidiana sabemos que três pontos P1,  

P2  e  P3 , não   colineares, determinam um plano π . Por outro 

lado, três pontos não colineares P1, P2 e P3 determinam os 

vetores 
→

21PP  e ,PP 31

→
 não colineares, logo L. I.. 

 

                              • P1         

                                    • P2 

            π             • P3 

Um ponto qualquer P pertence ao plano π se, e 

somente se, o vetor 
→
PP1  pertence ao plano gerado pelos  

vetores 
→

21PP  e 
→

31PP . Na figura ao lado, o ponto P pertence 

ao plano π  determinado pelos pontos P1,  P2 e P3, pois 
→
PP1  

pode ser expresso como combinação linear de 
→

21PP  e 
→

31PP . 
O ponto Q não pertence ao plano π  . 

                               Q  
 
                                   P2 
             P1                       P3 
 
      π                        P 

            

 Assim, um ponto P qualquer pertence ao plano π  determinado pelos pontos P1,  P2  e P3,  

se  
→
PP1   for combinação linear dos vetores não paralelos 

→

21PP  e 
→

31PP , isto é, 
 

 
→→→

+= 31211 PPqPPpPP   , com p, q ∈ ℜ. 
 

 Como 
→→→

−= 11 OPOPPP , onde O é a origem de um sistema de eixos coordenados 

ortogonais, obtemos a equação vetorial do plano determinado pelos pontos P1 ,P2 e P3   

            )1(PPqPPpOPOP 31211
→→→→

++=  
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 Se  P1 = ( x1 , y1 , z1 ), P2 = ( x2 , y2 , z2 ), P3 = ( x3 , y3 , z3 ) e P = ( x , y , z ), então 

podemos reescrever a equação (1) da seguinte maneira: 

])()([

])()()[(
→→→

→→→→→→→→→

−+−++

−+−+−+++=++

kzzjyyiq

kzzjyyixxpkzjyixkzjyix

1313

121212111  

ou 

[ ] [ ]
→

→→→→→

−+−++

+−+−++−+−+=++

kzzqzzpz

jyyqyypyixxqxxpxkzjyix

13121

1312113121

)]()([

)()()()(
 

 Como  {
→→→
kji ,, }  é base do  Թ3  , vem  

 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−+−+=
−+−+=
−+−+=

)()(
)()(
)()(

13121

13121

13121

zzqzzpzz
yyqyypyy
xxqxxpxx

                                  (2) 

Estas são as equações paramétricas do plano π . Os escalares p e q das equações (1) e (2) 

chamam-se parâmetros do ponto P. As equações (1) e (2) mostram que a cada ponto P do plano  

π  corresponde um par de parâmetros p, q  ∈ Թ , e a cada par de números reais p, q corresponde 

um único ponto P ∈ π . 

 Usando o produto misto podemos também chegar a outro tipo de equação para o plano π  

determinado pelos pontos P1, P2 e P3. Um ponto P ∈ π  se, e somente se, os vetores
→→→

31211 PPPPPP ,,   são L. D., isto é, se, e somente se, 

                           0PPPPPP 31211 =⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ →→→

,,                                 (3) 

Em coordenadas: 

                        0
zzyyxx
zzyyxx

zzyyxx

131313

121212

111

=
−−−
−−−
−−−

                           (4) 

Calculando o determinante acima, e fazendo 
 

))(())(( 12131312 zzyyzzyya −−−−−= ; 
))(())(( 13121213 zzxxzzxxb −−−−−=  

))(())(( 12131312 yyxxyyxxc −−−−−=  
)( 111 czbyaxd ++−=  

 

obtém-se 
 

                                             ax + by + cz + d = 0                                        (5) 
 

que é a equação cartesiana do plano π. 
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Observações: 1) As equações paramétricas e vetorial do plano π  determinado pelos 

pontos  21 PP ,  e 3P   teriam  um  aspecto  diferente  se  considerássemos  os  vetores  

→→

3212 PPPP ,   e 
→

PP2 . A equação vetorial ficaria 

                       
→→→→

++= 32122 PPqPPpOPOP ''                      (I) 

onde consideramos os parâmetros p’  e  q’ . As equações paramétricas ficariam: 

                   
)(')('

)()(')('
)(')('

23212

23212

23212

zzqzzpzz
IIyyqyypyy

xxqxxpxx

−+−+=
−+−+=
−+−+=

  

 
 As equações (1) e (I) ou (2) e (II), representam o mesmo plano determinado pelos pontos 

21 PP ,  e 3P , apesar do aspecto diferente. A equação cartesiana do plano π  determinado por três 

pontos é sempre a mesma, qualquer que seja a ordem adotada para se considerar os pontos 

21 PP ,  e 3P . Analogamente se considerássemos 
→

13 PP , 
→

23 PP  e 
→

PP3 . 

 2) Se em vez dos pontos 21 PP ,  e 3P  tivéssemos tomado outros pontos do plano π , por 

exemplo, A, B e C, chegaríamos a equação do mesmo plano, mas usando coordenadas diferentes. 

Se um ponto M satisfaz (ou não) as equações obtidas de 21 PP ,  e 3P , então M satisfaz (ou não) 

as equações obtidas de A, B e C (apenas os parâmetros mudam em cada caso). 

 3) Para se obter um ponto de um plano dado por equações paramétricas, basta atribuir 

valores arbitrários aos parâmetros p e q, e calcular suas coordenadas x, y e z. Se o plano for dado 

por equação cartesiana, um ponto arbitrário do plano pode ser obtido atribuindo-se valores 

arbitrários a duas das variáveis e calculando-se o valor da terceira variável na equação dada. 
 

 Exemplo: 

1) Obtenha as equações paramétricas e cartesiana do plano π que contém  pontos 

P1 = (−1, 1, −2),  P2 = (1, 2, 1)  e  P3  = (1, 4, 3).  Verifique  se  os  pontos )0,3,1(A −=  B = (1, 1, −2) 

pertencem a esse plano. Obtenha um ponto C do plano, distinto dos pontos dados.  

Solução: Fixando P1, obtemos os vetores 
→→→→

++= k3ji2PP 21  e 
→→→→

++= k5j3i2PP 31  do 

plano.  Assim, as equações paramétricas do plano ficam:  

x = −1 + 2p +2q;   y = 1 + p + 3q  e  z = −2 + 3p + 5q,  p, q ∈ Թ. 
 

Vejamos se o ponto A = (−1,3,0) ∈π , isto é, se existem escalares p e q tais que 
 

   
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+
=+
=+

⇒
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

++−=
++=
++−=−

2q5p3
2q3p
0q2p2

q5p320
q3p13
q2p211
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 Resolvendo o sistema obtemos p = −1 e q = 1. Logo existem parâmetros p e q que 

correspondem ao ponto A, isto é, A ∈ π. Vejamos se o ponto )2,1,1( −=B ∈π : 

   
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+
=+
=+

⇒
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

++−=−
++=
++−=

0q5p3
0q3p
2q2p2

q5p322
q3p11
q2p211

 

 Temos um sistema é impossível. Logo não existem parâmetros p, q ∈ Թ que 

correspondem ao ponto B, isto é, B ∉ π·. Para obtermos um ponto C distinto dos já citados, 

devemos escolher um par de parâmetros diferentes. Note que, ao ponto P1 correspondem os 

parâmetros p = 0 e q = 0. Ao ponto P2, correspondem p = 1 e q = 0, e ao ponto P3, os 

parâmetros p = 0,  q = 1. Tomando  p = 2 e q = 3, as equações paramétricas de π nos fornecem o 

ponto C = (9,12, 19) ∈ π. 

 A equação cartesiana do plano π é dada por  
 

0PP,PP,PP 31211 =⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ →→→

. 

Como ,k)2z(j)1y(i)1x(PP1

→→→→
++−++=

→→→→
++= k3ji2PP 21  e 

→→→→
++= k5j3i2PP 31 , 

vem que: 

.02zyx0
532
312

2z1y1x
=−−+⇒=

+−+
 

 
 Vejamos se os pontos A = (−1, 3, 0)  e  B = (1, 1, −2)  estão em π. Para que os pontos A e 

B pertençam ao plano, suas coordenadas devem satisfazer a equação do plano. Então: 

−1 + 3 − 0 − 2 = 0 ⇒  0  =  0 ⇒  A  ∈ π. 

1 + 1 + 2 − 2 = 0 ⇒  2  =  0 ,  absurdo!   B ∉ π·. 

 Para obtermos outro ponto de π, diferente de A e B, vamos atribuir, a duas variáveis, 

valores arbitrários, porém distintos dos valores já assumidos nos outros pontos. Por exemplo, se 

x = 0 e y = 0, vem da equação cartesiana z = − 2 e, portanto, D = (0, 0, −2) ∈ π. 
   

3.1.2 - Plano determinado por um ponto e dois vetores 

              Este caso é análogo ao 3.1.1. Um ponto 0P  e dois  

vetores 
→
u  e 

→
v  não colineares sempre determinam um plano 

π. Um ponto P(x, y, z) qualquer pertence ao plano π se, e 

somente se, o vetor  
→

PP0  for combinação linear de 
→
u  e 

→
v , 

                               
→

v  

                                              P 

           P0 

     π                                   u
→
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isto é, se os vetores 
→

PP0 , 
→
u  e 

→
v  são  coplanares. Portanto, a equação vetorial do plano π será:

                           
→→→→

++= vqupOPOP 0                                     (1’) 

 Se ),z,y,x(P 0000 =
→→→→

++= kujuiuu 321  e 
→→→→

++= kvjvivv 321  obtemos as equações 

paramétricas do plano que contém vetores 
→

u  e 
→

v  e passa pelo ponto 0P . 

                                  
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

++=
++=
++=

330

220

110

vqupzz
vqupyy
vqupxx

                                 (2’) 

Usando o produto misto, podemos expressar o fato do ponto P pertencer ao plano π, ou 

seja, os vetores 
→
PP0 , 

→→
vu ,  são  L. D. e portanto   

                                                             0,,0 =⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ →→→

vuPP                                   (3’) 

 Considerando as coordenadas de 0P , 
→→
vu , ,  então temos que: 

                        0
321

321

000
=

−−−

vvv
uuu

zzyyxx
                        (4’) 

 Calculando o determinante obtemos a equação cartesiana do plano  

                                                       ax  +  by  +  cz  + d  =  0                                (5) 

onde  ,vuvua 2332 −= ,vuvub 3113 −= 1221 vuvuc −= e )czbyax(d 000 ++−= . 

 Exemplo: 

1) Obtenha as equações cartesiana e paramétricas do plano que passa por A = (1, 2, 3)  e é 

paralelo aos vetores  
→→→→

−+= kjiu 3  e 
→→→→

+−= kjiv 22 . 

 Solução: Vamos determinar a equação cartesiana do plano α. Para isto, temos que um 

ponto  P = (x, y, z) ∈ α  se, e somente se, 
→→→
veu,AP  forem L.D., isto é, se, e somente se, 

0,, =⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ →→→

vuAP    ⇒    0
122
131
321
=

−
−
−−− zyx

 ⇒ 029z8y3x =+−−  

Vamos determinar agora às equações paramétricas de plano que passa pelo ponto 

A = (1, 2, 3) e paralelo a  
→→→→

−+= kjiu 3  e  
→→→→

+−= kjiv 22  Então, teremos: 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+−=
−+=
++=

qpz
qpy
qpx

3
232
21
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3.1.3 - Plano que contém um ponto e é perpendicular a um vetor 

             Um vetor 
→→

≠ 0n  é perpendicular ou normal a um 

plano π  se, e somente se, 
→

n  for perpendicular a todos os 

vetores paralelos a π . Sejam )z,y,x(P 0000 =  um ponto do 

plano π  e 
→→→→

++= kcjbian  o vetor normal de π . Um 

ponto P = (x, y, z) pertence ao plano π se, e somente se, 
→

PP0  

                             n
→

 

 

             

                              P0 

            P                          π  

for perpendicular a 
→
n , isto é ,                                                                                         

                                                                0PPn 0 =⋅
→→

                                       (6) 
 

e esta é a equação normal do plano. Se P = (x0 , y0 , z0), P = (x, y, z) e  
→→→→

++= kcjbian , então 

a equação normal do plano π  será: 
 

( ) ( ) ( ) 0kzzjyyixx.kcjbia 000 =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+−+−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++

→→→→→→
  ⇒  ax + by +  cz + d  =  0          

onde .)czbyax(d 000 ++−=  Observe que na equação cartesiana (5) os coeficientes de x, y e z 

são, respectivamente, as coordenadas de um vetor normal do plano π. 
 

 Exemplo: 

 1) Determine a equação normal do plano π que passa pelo ponto A = (1, 2, 3) e é paralelo 

ao plano π1: 3x - y + 2z + 5 = 0 .       

             Solução:  Chamaremos de π 1 o plano pedido e π 2 

o plano dado. Como π 1 é paralelo a π 2 eles têm os 

mesmos vetores normais. Assim o vetor normal de π 1 será 
→→→→

+−= k2ji3n 2 . Seja P = (x, y, z) um ponto qualquer de 

π 1.  Como 
→→→→

−+−+−= kzjyixAP )3()2()1( , a equação 

                  n n1 2

→ →
=                  n2

→
 

 

             A                            

      π1              P      π2 

normal de π 1 será 

0APn2 =⋅
→→

  ⇒  .07z2yx30)3z(2)2y()1x(3 =−+−⇒=−+−−−  

 Observações:  
          1. Dois planos π 1 e π 2 são perpendiculares ou 

ortogonais se seus vetores normais forem ortogonais, isto é, 
→→→

= 0. 21 nn .                                                                     

                                                  

 

                π1 

                           π2 

→

2n
→

1n
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        2. Para que dois planos π1 e π2 sejam paralelos é 

necessário, mas não suficiente, que tenham vetores normais 

paralelos, isto é, ℜ∈=
→→

t,ntn 21 ou 
→→→

=× 0nn 21      

                              

                                   
→

1n  
 

                         
→

2n  

 

3.1.4 - Exercícios resolvidos 

1) Determine um vetor unitário normal a um plano paralelo aos vetores 
→→→→

−+= kji2u  e 
→→→

+−= k3iv . 

          Solução: Seja π  plano dado. Se 
→
u  e 

→
v  são paralelos a 

π , então 
→→

× vu  será perpendicular (normal) a π .  Portanto 

||vu||

vu
w

→→

→→
→

×

×
=   é o vetor pedido. Então, 

                        
→→

× vu  

                                  
→
u  

                                
→
v  

           π 

    
→→→

→→→

→→
+−=

−
−=× kj5i3
301
112
kji

vu  

donde, .351259||vu|| =++=×
→→

Então, um vetor unitário normal ao plano π  será 

    ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−=

×

×
=

→→→

→→

→→
→

kj5i3
35
1

||vu||

vu
w  

 

2) Escreva as equações paramétricas do plano 3x − y + 2z + 6 = 0. 

 Solução: Determinemos três pontos quaisquer A, B e C do plano dado.  Fazendo x = 0 

e y = 0 na equação do plano, obtemos z = − 3 e teremos o ponto A = (0, 0, −3). Da mesma 

forma, se x = 0 e z = 0, então y = 6 e teremos o ponto B = (0, 6, 0). Se y = 0 e z = 0, então x = −2 

e teremos o ponto C = (−2, 0, 0). Fixando o ponto A teremos os vetores 
→→→

+= k3j6AB  e 

→→→
+−= k3i2AC  do plano e, portanto suas equações paramétricas são: x = −2q; y = 6p e  

z = −3 + 3p + 3q, p, q ∈ Թ. Para verificarmos se as equações paramétricas estão corretas, basta 

substituirmos estas equações paramétricas na equação cartesiana dada. Assim teremos: 

− 6q − 6p − 6 + 6p + 6q + 6 = 0 ou 0 = 0. Poderíamos determinar de uma maneira mais simples, 

as equações paramétricas do plano. Basta fazermos x = p e y = q e substituindo na equação 

cartesiana dada, obtemos 06z2qp3 =++−  ⇒  .q
2
1p

2
33z +−−=  Assim as equações 

paramétricas do plano :  x = p,  y = q   e   .q
2
1p

2
33z +−−=  
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3) Seja π um plano de equações paramétricas são x = 4 − p + 2q,  y = 2 + p e  z = 3p − q  

Escreva a equação cartesiana do plano π 

 Solução: As equações paramétricas de um plano contém várias informações úteis 
,bqapxx 110 ++=  220 bqapyy ++=  e 330 bqapzz ++= . Por exemplo, um ponto 0P  do plano é 

dado pelos valores livres dos parâmetros p e q: )z,y,x(P 0000 = . Dois vetores 
→
a  e 

→
b , paralelos 

ao plano, são dados pelos coeficientes dos parâmetros  p e  q. Então, temos 
→→→→

++= kajaiaa 321  

e 
→→→→

++= kbjbibb 321 . Para obtermos a equação cartesiana de um plano, precisamos conhecer 

um de seus pontos e dois vetores desse plano.  Neste caso, temos  )0,2,4(P0 =  e os vetores  

,k3jia
→→→→

++−=  .ki2b
→→→

−=  Se P = (x, y, z) é um ponto qualquer do plano então 

  0b,a,PP0 =⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ →→→

  ⇒  0
102
311
z2y4x

=
−

−
−−

 ⇒  06z2y5x =++− . 

4) Determine a equação do plano que passa pelo ponto A = (1, 2, 0)  e  é  perpendicular  aos  

planos  3x − y − 2z − 3 = 0   e   2x + y − 3z + 1 = 0 . 

Solução: Chamemos de π1 o plano de equação 03z2yx3 =−−−  e de 
01z3yx2:2 =+−+π . Observe que eles admitem, respectivamente, como vetores normais 

→→→→
−−= k2ji3n1  e 

→→→→
−+= k3ji2n2 . Observe que 

→

1n  não é múltiplo de 
→

2n . Logo os planos  

π π1 2e  não são paralelos. Sejam π  plano desejado e 
→
n  o seu vetor normal. Como o plano π 

deve ser perpendicular aos planos dados π1 e π2 então 
→
n  é paralelo ao vetor 

→→
× 21 nn . Como 

A ∈ π  e se )z,y,x(P=  é um ponto qualquer do plano π, então sua equação fica : 
 

0AP)nn( 21 =⋅×
→→→

 ⇒ 0
z2y1x
312
213
=

−−
−
−−

  ⇒  03zyx =−++ . 

5) Determine a equação do plano π  que contém os pontos  A = (1, 2, 3)  e B = (− 2, 0, 6)  e  é  

paralelo  ao vetor 
→→→

+−= j3iv  .                                                                                   
→
v  

            Solução : Se   A, B ∈ π,  então  eles  determinam  o  vetor  
→→→→

+−−= k3j2i3AB   do  plano  π,  não colinear  com 
→
v .  Seja 

P = (x, y, z) um ponto qualquer do plano. Então os  vetores ,AP
→

 

                                     
                        B 
             A                    P 
 
      π                      

→
AB  e 

→
v  são L.D.. Portanto, teremos 0,, =⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ →→→

vABAP . 

Como  
→→→→

−+−+−= k)3z(j)2y(i)1x(AP então, 

04811390
031
323

321
=−++⇒=

−
−−

−−−
zyx

zyx
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z = 0 

6)  Determine o ângulo entre o vetor )3,1,1(u −−=
→

 e um vetor normal ao plano π cujas 
equações paramétricas são  x = 2− 3p + 2q, y = 1 − 3p + q  e  z = 3 + p − 2q . 
 Solução: Analisando as equações paramétricas do plano, concluímos que os vetores 

)2,1,2(w,)1,3,3(v −=−−=
→→

são paralelos ao plano dado e, portanto, seu vetor normal será  

    )3,4,5(
212
133 −=
−

−−=×=

→→→

→→→ kji
wvn  

 O ângulo entre   
→
u  e 

→→
× wv   é dado por 

 0
5011

945

||wv||||u||

|wv.u|
|wv,ucos| =

−+
=

×

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ×

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ×

→→→

→→→

→→→
 ⇒ 090wv,u =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ×

→→→
 

Logo os vetores 
→
u e

→
n  são perpendiculares entre si e o vetor u

→
 é paralelo ao plano dado . 

 

7)  Escreva as equações dos três planos coordenados: 

Solução: Os planos coordenados são x0y,  x0z  e y0z. O 
plano coordenado x0y, plano xy, contém a origem 0 = (0, 0, 0)  

e é perpendicular ao  vetor k
→

,  se P = ( x,  y, z) ∈ x0y , então 

0z0OPk =⇒=⋅
→→

. O plano coordenado x0z, plano xz, contém 

a origem e é perpendicular ao vetor j
→

.  Se  P = (x, y, z) é um ponto

                       z     x = 0 

           y = 0 

                 O                         y 

       

     x 

do plano x0z, então 0OPj =⋅
→

 ou  y = 0. O plano coordenado y0z, plano yz, cujo vetor normal é

i
→

 tem equação é x = 0. 
 

8)  Escreva a equação do plano paralelo ao plano  x0z, passando por  )3,2,1(P0 =  . 

          Solução: Seja π o plano que passa por P0  e é paralelo a 

x0z . Note que o plano π terá como vetor normal o vetor j
→

 e 

se P = ( x, y, z) ∈ π, vem que  0PPj 0 =⋅
→→

 . Como 
→→→→

−+−+−= k)3z(j)2y(i)1x(PP0  

                                   z 

                              α 

                      P0                                 

                      P                          y

           x 

podemos concluir que a equação do plano π será y − 2 = 0 ou y = 2. 

 
 
3.1.5 - Exercícios propostos 

 

1) Escreva as equações paramétricas e cartesiana do  plano  determinado  pelos  pontos  A = (3, 1, 2),  

B = (4, −1, −1)  e  C = (2, 0, 2). 

→
j  
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2) Ache a equação do plano que contém o ponto A=(2, 1,−1) e é ortogonal ao vetor 
→→→→

+−= k3j2iv . Os pontos B = (−1, 1, 0)  e  C = (0, 1, −1) pertencem a esse plano ? Justifique. 

3) Escreva as equações paramétricas do plano que passa pelo ponto )2,2,1(P0 =  e é paralelo 

aos vetores )1,1,2(u −=
→

 e )2,1,1(v −−=
→

. Obtenha outro ponto desse plano. 

4) Escreva a forma normal e cartesiana do plano que contém os pontos A = (2, −1, 3) e  B = (3, 1, 2) e  

é  paralelo ao vetor  
→→→→

−−= k4ji3v . 

5)  Seja π o plano de equação 2x− y− 3z = −5. Determine o valor de m para que o ponto 

)2,2m,m(P0 +=  pertença ao plano. Este plano passa pela origem? Como deveria ser a equação 

de um plano paralelo a esse, passando pela origem? 

6) Obtenha um vetor unitário normal ao plano 3x − y + z = 4. Escreva as equações paramétricas 

desse plano.  

7) Obtenha  um vetor  de  comprimento 15,  normal  ao  plano  x = 2 − 3p − q , y = 1 + p − 2q e  

z = − p − q.  Escreva a equação cartesiana do plano dado. 

8) O ponto  A = (2, −1, −1) é o pé da perpendicular baixada da origem a um plano. Ache a 

equação desse plano. 

9) Encontre  um  vetor  de  comprimento  2/3  e  que  seja  ortogonal  ao  plano  que  contém  os  

pontos M = (1, 0, 0),  N = (0, 2, 0)  e  Q = (0, 0, 3) . Escreva a equação cartesiana desse plano. 

10) Descreva e esboce o plano  y = 3. 

11) Escreva a equação do plano que contém o eixo  0z e um vetor na direção da bissetriz do 

ângulo entre os vetores  
→→
jei  . Esboce o plano. 

12) Determine uma base ortonormal negativa {
→→→
c,b,a } tal que 

→
a  seja normal ao plano  2x− 5y 

+ 4z− 3 = 0  e  os vetores 
→→
ceb  sejam paralelos a esse plano. 

13) Escreva as equações cartesiana e paramétricas do plano que passa pela origem e é paralelo ao 

plano  5x + 2y− 3z + 6 = 0 . O ponto B = (1, 0, 1) pertence a esse plano? 

14) Determine   as   equações   paramétricas   e   cartesiana   do   plano  que  contém   os pontos 

A = (7, 2,− 3)  e  B = (5, 6,− 4), e é paralelo ao eixo 0x. O ponto médio de AB pertence a esse 

plano? 

15) Determine a equação do plano que contém o ponto  A = (1,− 2, 4) e é paralelo ao plano x0z. 

A origem pertence a esse plano? Esboce. 
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16) Dados os planos 2x + my + 3z − 5 = 0 e nx − 6y − 6z = 0, determine os valores de m e n para 

que sejam paralelos. 

17) Calcule os valores de m para que os planos  mx − 2y + z = 0  e  mx + y + z − 1 = 0 sejam 

perpendiculares. 

18) Escreva a equação do plano que passa pelos pontos A = (1,−1,−2)  e  B = (3, 1, 1) e é 

perpendicular ao plano x − y + 3z − 5 = 0. 

19) Escreva a equação do plano que passa pelo ponto A = (1, 2, 3) e é perpendicular  aos  planos  

2x − y + 3z = 0  e  x + 2y + z − 1 = 0. 

20) Obtenha a equação do plano que passa pelo ponto A = (2, 2, -1) e é paralelo aos eixos 

coordenados  0y  e  0z . 

21) Quais pares, das equações abaixo, determinam planos paralelos ? 

a) 4x − 6y + 10z − 14 = 0   e   6x − 9y + 15z − 14 = 0 c) 4x + 2y − 4z = 0   e   2x − 6z − 4 = 0 

b) x = 1 − p + 2q ,   y = 3p −  q ,   z = 2 + 2p − 2q 

      x = 4 + p  ,  y = 1  + p − q  ,  z = 1 − q . 

d)  x − 3z + 2 = 0   e   2x − 6z − 4 = 0 

22) Quais pares, das equações abaixo, determinam planos perpendiculares ? 

a) 3x + 9y − 2z − 5 = 0   e   x − y − 3z − 4 = 0 c) 3x − 5y + z = 0 e  x + 5z + 8 = 0 

b) x − 3y − z − 9 = 0        e  2x + y − z + 1 = 0  

23) Para que valores de m e n os pares de equações abaixo determinam planos paralelos ? 

a) 2x + my + 2z = 0  e  3x − y + n z − 2 = 0 b) mx + 3y − 2z − 1 = 0  e 2x − 5y − n z = 0 

24) Determine os valores de  m e n para que os pares de equações abaixo representem planos 

ortogonais : 

a) 3x − 5y + mz − 3 = 0   e   x + 3y + 2z − 5 = 0 b) 2x + my + 3z = 1   e n x + y − 3z = 6 

c) −2x + 7y − 3z = 0   e   x + my + nz − 1 = 0  

25) Indique um vetor paralelo ao plano 3x + 2y − z = 4. 

26) Escreva a equação do plano que passa pelo eixo 0z e pelo ponto A = (4, 3, 1) . Esboce o 

plano. 
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3.2 - A RETA 
 

 Basicamente, uma reta é determinada por um ponto e uma direção. Alguns casos 

particulares dessa situação serão estudados separadamente. 
 

3.2.1 - Reta determinada por um ponto e uma direção 

          Dado um vetor 
→→→→

++= kcjbiav  e um ponto 
)z,y,x(P 0000 = , existe uma única reta r que passa por 

0P  e  tem  a  direção do vetor 
→
v .  Um ponto  P = ( x, y, 

z) 

                                     
→
v    

                                                 r 
                          •  

pertence à reta r  se, e somente se, o vetor  
→

PP0  for paralelo ao vetor 
→
v , isto é, se existir  t  ∈ Թ  

tal que  
→→

= vtPP0 . Como 00 OPOPPP
→→→

−= , então: 
 

                                              ,vtOPOP 0
→→→

+=  t ∈ Թ                                   (7) 

 Esta é a equação vetorial da reta que passa pelo ponto 0P  e é paralela ao vetor  
→
v . Em 

coordenadas, a equação (7) fica : 
 

→→→→→→

→→→→→→→→→

+++++=++

+++++=++

k)ctz(j)bty(i)atx(kzjyix

)kcjbia(tkzjyixkzjyix

000

000  

 Como ,i
→

 
→
j  e 

→
k  são linearmente independentes, concluímos que 

                 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+=
+=
+=

ctzz
btyy
atxx

0

0

0

 Թ                              (8) ∋ݐ 

 Estas são as equações paramétricas da reta r que passa pelo ponto ),,( 0000 zyxP =  e tem a 

direção do vetor 
→→→→

++= kcjbiav  . O escalar t que aparece nas equações (7) e (8) chama-se 

parâmetro do ponto P. O vetor 
→
v  que dá a direção da reta chama-se vetor diretor da reta r. A 

cada ponto P da reta r corresponde um valor do parâmetro t e a cada valor real do parâmetro t em 
(7) ou (8) corresponde um ponto P da reta  r . 

 Se 
→→→→

++= kcjbiav  é o vetor diretor de uma reta r e é tal que 0b,0a ≠≠  e 0c ≠ , então 

de (8) vem: 

c
zz

t;
b

yy
t;

a
xx

t 000 −
=

−
=

−
=  

 Portanto, 

                            
c

zz
b

yy
a

xx 000 −
=

−
=

−
                      (9) 

P0 
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Estas são as equações simétricas da reta r que passa pelo ponto )z,y,x(P 0000 =  na 

direção do vetor  
→→→→

++= kcjbiav . 
 

 Exemplos: 
 

1) Escreva as equações vetorial, paramétricas e simétricas da reta que passa pelo ponto 

)3,2,1(P0 =  e  é  paralela ao vetor  
→→→→

−−= k5j2i4v .  Verifique se os pontos A = (5, 0, -3)  e 

B = (-1, 3, 2) pertencem a essa reta. Obtenha outro ponto C da reta distinto dos anteriores. 

Solução: Se P = (x, y, z) ∈ r, então as equações vetorial, paramétricas e simétricas da reta 

r  são, respectivamente : 
→→→→→→→

−−==+= kjivPvtOPOP 524;)3,2,1(, 00 ݐ , א Թ 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=
−=
+=

tz
ty
tx

53
22
41

         e              
5

3z
2

2y
4

1x
−
−

=
−
−

=
− . 

Vejamos se o ponto A = (5, 0,−2) pertence à reta r. Substituindo suas coordenadas  nas 

equações paramétricas de  r , obtemos :     

                                                   5 = 1 + 4 t      ⇒        t = 1 

       0 =  2 − 2 t       ⇒        t = 1 

               −2 =  3 − 5 t       ⇒        t = 1 

 Como ao ponto A corresponde o parâmetro t = 1 concluímos que A pertence a r. Vejamos 

se o ponto  B = (−1, 3, 2) pertence à reta  r . Substituindo suas coordenadas nas equações 

paramétricas de r, temos : 

5
1tt532

2
1tt223

2
1tt411

=⇒−=

−=⇒−=

−=⇒+=−

 

 Como não existe um valor do parâmetro t correspondendo ao ponto B, concluímos 

que B ∉ r. Observe que o ponto )3,2,1(P0 =  corresponde  ao  parâmetro t = 0. Para obter outro 

ponto C em r, distinto dos pontos A e P0 , basta atribuir a t um valor distinto dos já usados. 

Assim, para qualquer valor real de t, t ≠ 1 e t ≠ 0, teremos um ponto na reta. Tomemos, por 

exemplo, t = −1.  Então, das equações paramétricas da reta r, obtemos  x = −3, y = 4 e  z = 8 e 

assim  teremos o ponto  C = (−3, 4, 8) ∈ r . 
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3.2.1.1- Reta situada em um plano coordenado 
 

 Se a reta r estiver contida em um dos planos coordenados, por exemplo, x0y, cuja 

equação é z = 0, qualquer ponto rP∈0  será do tipo )0,y,x(P 000 =  e todo vetor de r se escreverá 

como 
→→→→

++= k0jbiav  . Assim, as equações paramétricas de r ficarão: 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
+=
+=

0z
tbyy
taxx

0

0

 .Թ ∋ݐ  ,

 Observe que neste caso não podemos obter as equações simétricas de r,  mas  sim  uma  

forma quase-simétrica, para a ≠ 0 e b ≠ 0, 

 .0z;
b

yy
a

xx 00 =
−

=
−

 

 Da expressão anterior tiramos: 

0z;)xx(
a
byy 00 =−=−  

que é, no plano  z = 0, a equação da reta que passa pelo ponto  )0,y,x(P 000 =  e tem como 

inclinação  o número a
b .  Além disso, da equação anterior, obtemos: 

                    0z,x
a
byx

a
by 00 =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+=  

Fazendo 00 x
a
byn,

a
bm −== , obtemos y= mx + n, com z = 0, que é a equação de uma reta no 

plano x0y. Equações análogas podem ser obtidas se r estivesse contida em um dos outros planos 

coordenados x0z ou y0z . 
 

3.2.2 - Reta determinada por dois pontos 
 

 Dois pontos  P1 = (x1 , y1, z1), P2 = (x2 , y2, z2), com P1 ≠ P2 , determinam uma única reta, 

a reta r que passa por um desses pontos e tem a direção do vetor 
→→

= 21PPv . Dessa forma, 

recaímos na mesma situação de 3.2.1. Então um ponto P = (x, y, z) pertencerá à reta r 

determinada pelos pontos  P1  e  P2  se, e somente se, 

   ,211

→→

= PPtPP  Թ ∋ݐ 
ou seja, 

                                
→→→

+= 211 PPtOPOP  Թ                    (7’) ∋ݐ  ,
 
que será a equação vetorial dessa reta. 
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Se 
→→→→→

−+−+−== k)zz(j)yy(i)xx(PPv 12121221 , então 
 

           
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−+=
−+=
−+=

tzzzz
tyyyy
txxxx

)(
)(
)(

121

121

121

 Թ                         (8’) ∋ݐ  ,

serão as equações paramétricas da reta que passa pelos pontos P1 e P2. Se ,0xx 12 ≠−  0yy 12 ≠−  e 

0zz 12 ≠− , teremos as equações simétricas da reta que passa por P1 e P2: 

                       
12

1

12

1

12

1

zz
zz

yy
yy

xx
xx

−
−

=
−
−

=
−
−

                           (9’) 

 Para as equações (7’), (8’) e (9’) valem as mesmas considerações feitas sobre o parâmetro 

t, referentes as equações (7),  (8) e (9). 
 

3.2.3 - Reta determinada por dois planos 
 

 Sejam 21 e ππ  dois planos não paralelos e não coincidentes, cujas equações são, 
respectivamente, 0dzcybxa 1111 =+++  e 0dzcybxa 2222 =+++ . Note que estes planos se 
cortam segundo uma reta r, indicada por 

    
⎩
⎨
⎧

=+++
=+++

0dzcybxa
0dzcybxa

:r
2222

1111  

e cujas equações podem ser obtidas de duas maneiras. 

 1a) Para escrevermos as equações da reta r, precisamos de um de seus pontos e do seu 

vetor diretor 
→
v . Sejam 

→→→→
++= kcjbian 1111  e 

→→→→
++= kcjbian 2222  vetores normais aos planos 

21 e ππ , respectivamente. Como a reta r está contida nos planos 21 e ππ  então 1nv
→→

⊥  e 

2nv
→→

⊥ . Logo podemos considerar 
→→→

×= 21 nnv , (ou 
→
v paralelo a 

→→
× 21 nn ). Vamos determinar 

um ponto da reta, isto é, um ponto P0 ∈ 21 π∩π . Para isso, tomemos as equações de 21 e ππ : 
 

   
)II()I(

dzcyb
dzcyb

dzcybxa
dzcybxa

222

111

2222

1111

⎩
⎨
⎧

−=+
−=+

⎩
⎨
⎧

−=++
−=++

 

 Um ponto 0P  pertencerá a reta  r  se satisfizer o sistema (I) acima. Por exemplo, fazendo 

x = 0, obtemos o sistema (II), que resolvido nos dará o ponto P = (0, y, z) . A reta  21r π∩π=  

será a reta que passa pelo ponto 0P , na direção do vetor  
→→→

×= 21 nnv  .   

2a) As equações dos planos 21 e ππ  formam um sistema de equações lineares, que 

resolvido nos dará a reta 

                              
⎩
⎨
⎧

−=++
−=++

2222

1111

dzcybxa
dzcybxa

:r  
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 Exemplo:  
 

1) Escrever as equações paramétricas da reta dada pela interseção dos planos  

01zy2x =+−+  e 04zyx2 =−−−      

Solução: Conforme vimos acima, há duas maneiras de resolver esse problema. Usaremos 

a 2a forma. Consideremos, então, o sistema: 

     
⎩
⎨
⎧

=−−
−=−+
4zyx2
1zy2x

           

Usando escalonamento, temos: 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−

−
→
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−−
−−

→⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−
−−

→⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−

−−
5/65/110

5/75/301

5
6

5
110

1121

6150
1121

4112
1121

 

Portanto,  
5
6

5
1;

5
7

5
3

−=−=− zyzx  Թ. Tomando z como parâmetro, isto é, fazendo ∋ݐ ,

z = t, obtemos as equações paramétricas de r,  

tz;t
5
1

5
6y;t

5
3

5
7x =+

−
=+=  (*)                          .Թ ∋ݐ ,

 A reta r é paralela ao vetor 
→→→→

++= kj
5
1i

5
3v  e passa pelo ponto P1 = (7/5, -6/5, 0). 

2a maneira: Tomemos os vetores normais aos planos 21 e ππ , respectivamente, 

→→→→
−+= kj2in1  e 

→→→→
−−= kji2n2 .  Então 

   
→→→

→→→

→→→
−−−=

−−
−=×= k5ji3

112
121

kji
nnv 21  

é um vetor diretor de r. Vamos determinar o ponto P0. Fazendo, por exemplo, y = 0, no sistema 

acima e usando escalonamento,  obtemos:  

 

⎩
⎨
⎧

=−
−=−
4zx2`
1zx

     ⇒     
⎩
⎨
⎧

=
=

→⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
→⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −−
→⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−−
.6z

5x
610
501

610
111

412
111

 

Logo,  )6,0,5(P0 =  e as equações paramétricas de r são: x = 5 – 3t,  y = –t, z = 6 – 5t , 

 (**). Թ ∋ݐ

Note que chegamos às equações paramétricas distintas das já obtidas na resolução 

anterior. As equações (**) expressam uma reta que passa pelo ponto )6,0,5(P0 = , e tem a 

direção do vetor  
→→→→

−−−= k5ji3u , enquanto as equações (*) expressam uma reta que passa 
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pelo ponto )0,5/6,5/7(P1 −= , com vetor diretor .kj
5
1i

5
3v

→→→→
++=  Logo as retas 

equacionadas em (*) e (**) tem a mesma direção. Além disso, se em (*) fizermos t = 6 

obteremos o ponto (5, 0, 6), usado em (**) e, se em (**) fizermos t = 6/5 obteremos o ponto 

(7/5, -6/5, 0), usado em (*). Logo (*) e (**) são duas expressões diferentes da mesma reta. 
   

Observações: 

 1) Sejam 21 rer  duas retas, com vetores diretores 
→

1v  e 
→

2v , respectivamente. Então: 

a) 21 rer  serão perpendiculares se os seus vetores diretores forem ortogonais, isto é,  

.0vv 21 =⋅
→→

 

  b) 21 rer  serão paralelas se os seus vetores diretores forem paralelos, isto é, se 
→→→

=× 0vv 21  

ou ,21

→→

= vmv  ݉∈ Թ. 

 
3.2. 4 - Exercícios resolvidos 

1) Obter as equações paramétricas da reta dada por  
4

z2
5

3y21x −
=

−
=+ . 

 Solução: Recordemos que as equações simétricas de uma reta que passa por um ponto  

)z,y,x(P 0000 =  e é paralela ao vetor  
→→→→

++= kcjbiav , são: 
c

zz
b

yy
a

xx 000 −
=

−
=

−
. 

 As equações da reta dada não estão exatamente nessa forma, mas podemos reescrevê-las, 

obtendo: 

4
)2z(

5
)2/3y(2

1x
−
−

=
−

=+  ⇒ 
4
2z

2/5
2/3y

1
1x

−
−

=
−

=
+  

Logo, )2,
2
3,1(P0 −= , 

→→→→
−+= k4j

2
5iv  e as equações paramétricas da reta dada são: 

,42,
2
5

2
3,1 tztytx −=+=+−=  .Թ ∋ݐ

2) Escreva as equações da reta que contém o ponto A = (−2, 1, 0) e é perpendicular ao 

plano  2x + 3y − z = 4 .       

 Solução: Se a reta r é perpendicular ao plano π, então r 

tem a  direção do  vetor  normal  de π, que é  .kj3i2n
→→→→

−+=  

Então, as equações paramétricas da  reta r que passa pelo  ponto  

A  e tem vetor diretor 
→
n  são: ,t22x +−= t31y += , ,tz −=  

                        n
→

      r 
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Թ e as equações simétricas são  z ∋ݐ
3

1y
2

2x
−=

−
=

+ . 

 

3)  Escreva as equações paramétricas da reta que passa pelo ponto P0 = (1, −1, 1) e é paralela à reta 

interseção dos planos  3x −  y + z = 0   e   x + 2y − z = 0 
 

 Solução: Para escrever as equações de uma reta precisamos de um ponto P0 = (1, −1, 1) e do 

vetor diretor dessa reta. Se a reta r é paralela à reta r1,  interseção dos planos 21 e ππ , então r 

tem a mesma direção de r1. Sendo 
→→→→

+−= kji3n1  e 
→→→→

−+= kj2in2  vetores normais 21 e ππ , 

respectivamente, a reta  r  terá como um vetor diretor 

   
→→→

→→→

→→→
++−=

−
−=×= k7j4i

121
113
kji

nnv 21  

Então as equações paramétricas da reta r serão: x = 1 − t,  y = −1 + 4t,  z = 1 + 7t, ݐ∈ Թ. 

 
4) Escreva  a equação da reta que passa pelo ponto A = (1, −3, 2) e é paralela à reta 

9z;)2y(
4

3x
=+−=

−  . O ponto M = (−1, −1, 9) pertence a essa reta?   

Solução: Chamemos de r a reta pedida e de r1 a reta dada. Como r é paralela a r1, então r 

terá como vetor diretor 
→→→

−= ji4v . Logo as equações paramétricas e simétricas de r, 

respectivamente, são: x = 1 + 4 t, y = −3 − t e z = 2, ݐ∈ Թ e  ;)3y(
4

1x
+−=

−  2z= .  Vejamos 

se M está em  r: −1  =  1 +  4 t,  −1 =  −3 − t,  9 = 2. absurdo! Logo o ponto M ∉ r. 

 
5)  Escreva as equações dos eixos coordenados. 

 Solução : Os eixos coordenados 0x , 0y e 0z passam pela origem  0 = (0, 0, 0) e tem como 

vetores diretores, respectivamente, os vetores 
→→→

keji , . Suas equações paramétricas são: 
 

Eixo OX Eixo OY Eixo OZ 

൝
ݔ ൌ ݐ
ݕ ൌ 0

ݖ    ൌ 0  
Թ ൝ ∋ݐ ,

ݔ ൌ 0
ݕ ൌ ݐ
ݖ ൌ 0

∋ݐ , Թ ൝
ݔ ൌ 0
ݕ ൌ 0

ݖ    ൌ   ݐ
 Թ ∋ݐ ,

 

3.2.5 - Exercícios propostos 

1) Escreva as equações paramétricas e simétricas da reta que passa  pelo ponto A = (1, 2, 2) cujo 

vetor diretor é 
→→→→

+−= kji3v . 
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2) Escreva as equações da reta que passa pelos pontos  )3,2,1(P1 =  e )6,0,5(P2 =  Verifique se 
os pontos )9,2,9(P3 −=  e )3,2,9(P4 −=  pertencem a essa reta. 

3) Escreva as equações paramétricas e simétricas da reta cuja equação vetorial é 

),(32
→→→→→→→

+−+++= kjitkjiOP  .Թ ∋ݐ 

4) Obtenha as equações paramétricas da reta  9z6
2

4y51x +−=
+

=−   . 

5) Obtenha a reta  x = 2 - s,  y = 4,  z = 3s  na sua forma simétrica. 

6) Determine as equações da reta que passa pelo ponto  A = (1, −1, 2) e pelo ponto médio do 
segmento  BC , onde  B = (−1, 0, 1)  e  C = (5, 2, 1). 

7) Obtenha, em cada caso, um vetor unitário paralelo à reta dada. 

a)  x = 1 − 2t ,  y = −5 + t,  z = 2 + 4t b)  x − 1 = .3;
7

=− yz  

8) A reta  r  passa  pelo  ponto )5,2,1(P0 =  e é paralela à reta que contém os pontos A = (3, 0, 1)  
e  B = (−1 , 2, 1) . Escreva suas equações. 

9) Determine as equações da reta que passa pela origem e é ortogonal às retas ,2tx:r1 +=
.s27z,sy,s31x:re5t6z,3t5y 2 +−==+=+=+=  

10) Obtenha as equações da reta dada pelos planos  x + y + z = 0   e  2x + 3y − z − 4 = 0. 

11) Escreva a equação da reta passa pelo ponto C = (−1, 1, 0) e é paralela aos planos 3x + 3y + z 
+ 1 = 0   e  x +  y − z = 0 .  

12) Escreva a equação do plano que contém o ponto  A = (2, 3, 0) e é perpendicular à reta  

4
z

2
1x;2y =

−
= . 

13) O plano π contém o ponto Q = (2, 1, 2) e é perpendicular à reta que passa pela origem e por  
Q . Escreva sua equação. 

14) Decomponha o vetor  
→→→→

++= kj2iv  na soma dos vetores 
→→
weu  tal que 

→
u  seja paralelo à 

reta  1z
3
1y

2
2x

+=
−
−

=
−  e  

→
w  seja perpendicular a essa reta. 

15) Escreva as equações do plano que contém a reta λ−−=λ−=λ+= 21z,65y,81x  e a reta 
interseção dos planos  x + y + z = 2  e  2x + 3y − z = 4 . 

16) Obtenha uma base ortonormal positiva {
→→→
c,b,a } tal que a

→
 seja paralelo a 

→
u  e 

→
b ortogonal 

a 
→
v , onde 

→

u  o vetor normal do plano 2x + y − 3z + 2 = 0 e 
→
v  um vetor paralelo à reta  

4z;
2

y14x =
−

=− .  

17) Determine as equações da reta r que passa pelo ponto A = (1, 2, −1) e é perpendicular ao vetor  
→→→

+= kjv  e paralela ao plano x + y − 5 = 0. 

18) Dê as equações da reta que contém o ponto M = (2, −1, 3) e é perpendicular ao plano 
3x + y − 2z = 9. 
 



87 
 

3.3 - POSIÇÕES RELATIVAS, INTERSEÇÕES, ÂNGULOS 
 

 Conhecidas as equações de retas e planos, analisaremos as posições relativas, as 

interseções e os ângulos entre essas figuras geométricas. São quatro casos a serem considerados: 

duas retas, dois planos, uma reta e um plano, três planos. 
 

3.3.1 - Duas retas 
 

 Dadas duas retas  21 rer , uma das seguintes situações ocorre: 
 

a) as retas 1r  e 2r  têm a mesma direção e pelo menos um ponto em comum. Neste caso, elas 

são coincidentes. (Prove isto.) 

b) as retas 1r  e 2r  têm a mesma direção e nenhum ponto em comum. Neste caso 1r  e 2r  são 

ditas paralelas e determinam um plano. 

c) as retas 1r  e 2r  têm direções diferentes e um ponto em comum. Neste caso 1r  e 2r  são ditas 

concorrentes e também determinam um plano. 

d) as retas 1r  e 2r  têm direções diferentes e nenhum ponto em comum. Neste caso 1r  e 2r  são 

ditas reversas, e não existe plano que as contenha simultaneamente. As figuras abaixo 

ilustram cada caso. 

                                                                                                            r1 

                          r r1 2=                                                                                r2 

                     coincidentes                                                                  paralelas 

                                             r1                                                      r1 

 

                                             r2                                              r2 

                  concorrentes                                                                   reversas 

 Em qualquer uma das situações descritas a posição relativa das retas 1r  e 2r depende de 

seus respectivos vetores diretores. Sejam 
→

1v  e 
→

2v  os vetores diretores das retas 1r  e 2r , 

respectivamente. 

 i) Se ,0vv 21

→→→
=×  então 

→

1v e
→

2v  serão L. D. e as retas  1r  e 2r  serão coincidentes ou 

paralelas. Tomemos um ponto arbitrário P1 ∈ r1. Se P1 ∈ r2, então as retas 1r  e 2r  serão 

coincidentes. Se P1 ∉ r2, as retas  1r  e 2r  serão paralelas. 
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 ii) Se ,0vv 21

→→→
≠× então 

→

1v e
→

2v  serão L. I. e as retas 1r  e 2r  serão concorrentes ou 
reversas. Tomemos pontos arbitrários P1 ∈ r1  e  P2 ∈  r2 . 

 a) Se 0v,v,PP 2121 =⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ →→→

 então 1r  e 2r  serão coplanares, logo concorrentes. Neste caso, as 

retas 21 rer  terão um ponto em comum, cuja obtenção descreveremos na seção 3.3.2. 

 b) Se 0v,v,PP 2121 ≠⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ →→→

 então  1r  e 2r  serão não coplanares, logo reversas. 

 

3.3.2 - Interseção de duas retas 

 Dadas duas retas  1r  e 2r  de equações 

   
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+=
+=
+=

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+=
+=
+=

sczz
sbyy
saxx

:r
tczz
tbyy
taxx

:r

22

22

22

2

11

11

11

1  

seus pontos comuns, caso existam, serão obtidos resolvendo o seguinte sistema de equações 

:                   
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=−
−=−
−=−

⇒
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+=+
+=+
+=+

1221

1221

1221

2211

2211

2211

zzsctc
yysbtb
xxsata

scztcz
sbytby
saxtax

 

cuja resolução nos leva a três possíveis situações: 

1) sistema compatível e determinado, com solução única: 210000 }),,({ rrzyxP ∩== , isto  é, 1r  e 2r  
são concorrentes. 
2) sistema compatível e indeterminado, com infinitas soluções. Então 1r  e 2r , são coincidentes. 
3) sistema incompatível (não há ponto comum). Então r1 ∩ r2 = ∅. Neste caso, 1r  e 2r  são 
paralelas ou reversas. 
 

3.3.3 - Ângulo entre retas 
 

 O ângulo (orientado) entre duas retas 1r  e 2r , denotado por )r,r( 21 , é determinado por 

seus vetores diretores  
→

1v e
→

2v , respectivamente.  Lembrando que se 
→
v  é um vetor diretor de uma 

reta então −
→
v também é vetor diretor dessa reta, tomamos 

→→

→→

→→
==

21

21

2121

vv

v.v
arccos)v,v()r,r(  

 Exemplos: 
 

 1) Determinar a posição relativa dos pares de retas abaixo, sua interseção (caso exista) e 

seu ângulo. Se as retas forem coplanares escrever a equação do plano que as contém. Se as retas 

forem reversas, escrever a equação do plano que contém uma delas e é paralelo à outra . 
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1)  t21z,t22y,t37x:r;
4

5z
3

2y
2

1x:r 21 −=+=+=
−

=
−
+

=
−  

      Solução: Os vetores diretores das retas 1r  e 2r  são, 

respectivamente, 
→→→→

+−= k4j3i2v1  e .k2j2i3v2

→→→→
−+=  Ora,  

→→→→→
++−=× k13j16i2vv 21 ≠ 0. Então  21 rer  têm direções 

                                                r1 

             P2       

 

          P1                           r2 

diferentes, sendo concorrentes ou reversas. Tomemos os pontos 11 r)5,2,1(P ∈−= , 

.r)1,2,7(P 22 ∈= Então 
→→→→

−+= k4j4i6PP 21 . O produto misto entre 
→→→

2121 vev,PP  é igual a 

zero (Verifique!). Logo 
→

21PP , 
→

1v e
→

2v  são coplanares e, portanto as retas 1r  e 2r  são 

concorrentes. (coplanares e com direções diferentes). O ponto de interseção 210 rr}P{ ∩=  é 

obtido a partir da solução do sistema 

4t2s4t21s45
4t2s3out22s32
6t3s2t37s21

−=+−=+
=−−+=−−
=−+=+

 

que é compatível  e  determinado,  com  solução  s = 0  e t = 2. Se fizermos s = 0 em 1r  obtemos: 

x=1, y=−2, z=5. Se fizermos t=−2  em 2r , obtemos x=1, y=−2, z=5. Logo 

)5,2,1(}P{rr 021 −==∩ , e o ângulo entre  21 rr ∩  será: 

1729
8

1729

866
)v,v(cos 21 =

−−
=

→→
  ⇒   

1729
8cosarc)r,r( 21 = . 

 

 Note que as retas concorrentes 1r  e 2r determinam o plano que passa pelo ponto P0 e é 

paralelo aos vetores 
→

1v e
→

2v . Se P = (x, y, z) é um ponto qualquer desse plano, então 

0v,v,PP 210 =⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ →→→

  ⇒   .031z13y16x20
223

432
5z2y1x

=+−−⇒=
−

−
−+−

 

é a equação do plano que contém as retas  21 rer  . 
 

2)  
6
3z

6
2y

9
1x:r;

4
3z

4
1y

6
2x:r 21 −

+
=

−
=

−
−
−

=
+

=
−    

Solução: Os vetores diretores das retas r1 e r2 são, 
→→→→

−+= k4j4i6v1 , 
→→→→

−+= k6j6i9v2 , 

respectivamente. Temos que 
→→→

=× 0vv 21 . Então 
→

1v  é paralelo a 
→

2v  e nesse caso as retas 1r  e 2r  
serão paralelas ou coincidentes. Tomemos um ponto 11 r)3,1,2(P ∈−=  e vejamos se 21 rP ∈ : 

P0 
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 ,1
2
1

9
1

6
33

6
21

9
12

−=
−

=⇒
−
+

=
−−

=
−   absurdo! 

Logo, 21 rP ∉  e portanto as retas 1r  e 2r  são paralelas, não havendo interseção entre elas. 

Além disso, seu ângulo, 0
21 0)r,r( = . As retas 1r  e 2r  determinam um plano  π  assim obtido: 

considere os pontos )3,1,2(1 −=P e )3,2,1(2 −=P  pertencentes às retas 1r  e 2r , respectivamente. 

O plano π  é aquele que contém  1P  e é paralelo aos vetores  
→

21PP e 
→

1v . Então,  π∈= )z,y,x(P  

se, e somente se, 

01z11y20x60PP,v,PP 2111 =+−−⇒=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ →→→

. 

 

3)   s2z,s41y,s3x:r;t41z,t3y,t22x:r 21 =+=+=+=−=+−=  

 Solução: Os vetores diretores das retas 1r  e 2r  são, respectivamente,   

→→→→
+−= k4j3i2v1  e 

→→→→
++= k2j4iv2 . Então 

→→→→→
≠+−=× 0k11i22vv 21  e, portanto os vetores  

→

1v  e 2v
→

 são L.I.. Assim, as retas 1r  e 2r  não têm a mesma direção, isto é, elas serão 

concorrentes ou reversas. Vejamos se elas se interceptam: 

6t4s2s27t41
1t3s4s41t3
5t2ss3t22

−=−+=+
−=+⇒+=−
−=−+=+−

 

Resolvendo o sistema, vemos que o sistema é incompatível. Logo, não existe ponto 

comum entre 1r  e 2r , isto é, as retas são reversas, e não existe plano que as contenham. Assim 

1r  ∩ 2r  = ∅. Determinemos, agora, o ângulo entre as retas 1r  e 2r : 

2129
2

2129

8122
)v,v(cos 21 =

+−
=

→→
  ⇒  

2129
2cosarc)r,r( 21 = . 

Vamos obter o plano π que contém r1 e é paralelo a r2. Observe que o plano contém os 

vetores diretores de 1r  e 2r . Portanto, se 11 r)1,0,2(P ∈−=  e )z,y,x(P =  ∈ π, então   

0v,v,PP 211 =⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ →→→

   ⇒   2x - z+ 5 = 0. 

que é a equação cartesiana do plano π que contém a reta 1r  e é paralelo à reta r2.  
 

4)   ;t43z,t41y,t62x:r1 −=+−=+=   s61z,s63y,s98x:r2 −−=+=+=  

 Solução: Temos que os vetores diretores de 1r  e 2r , são, respectivamente, 

→→→→
−+= k4j4i6v1  e 

→→→→
−+= k6j6i9v2 . Note que 

→→→
=× 0vv 21 , donde concluímos que  

→

1v  é 
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paralelo a 
→

2v  e, portanto 1r  e 2r  serão paralelas ou coincidentes. Seja  22 r)1,3,8(P ∈−=  e 

vejamos :rP 12 ∈ . 

t431
rP1tt413

t628

12

−=−
∈⇒=⇒+−=

+=
 

Logo 12 rP ∈  e como as retas têm a mesma direção, elas serão coincidentes. 
 

3.3. 4 - Dois planos 
 

 Dados dois planos π1 e π2 uma das seguintes situações ocorre: 

a) π1 e π2 são coincidentes - seus vetores normais são paralelos e os planos têm um ponto comum. 

b) π1  e  π2 são paralelos - seus vetores normais são paralelos e os planos não têm ponto comum. 

c) π1  e  π2  são concorrentes - seus vetores normais não são paralelos e os planos se interceptam ao 

longo de uma reta. 

 As figuras abaixo ilustram essas situações: 

                                         

                               

 

                  (a)                                             (b)                                               (c) 

          coincidentes                                paralelos                                   concorrentes 

 A determinação da posição relativa de dois planos π1 e π2, depende de seus vetores 

normais. Sejam  
→

1n  e  
→

2n  vetores normais dos planos π1  e  π2, respectivamente. 

i) Se  
→→→

=× 0nn 21 , então 
→

1n  e  
→

2n  são paralelos e os planos π1  e  π2  serão paralelos ou 

coincidentes. Tomemos um ponto arbitrário 11P π∈ . Se 21P π∉  então π1  e  π2 serão paralelos. 

Se 21P π∈ , então os planos serão coincidentes, 21 π≡π . 

ii) Se 
→→→

≠× 0nn 21 , então 
→

1n  e  
→

2n  não são paralelos e os planos π1  e  π2 serão 

concorrentes. 
 

3.3.5 - Interseção de dois planos 

 Dados os planos de equações 1111 dzcybxa −=++  e 2222 dzcybxa −=++ , a 

interseção entre eles é dada pela resolução do sistema  

⎩
⎨
⎧

−=++
−=++

2222

1111
dzcybxa
dzcybxa  

Temos três possibilidades na resolução deste sistema: 
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1) Sistema compatível e indeterminado, com grau de liberdade 1. Neste caso os planos serão 

concorrentes e sua interseção será uma reta. 

2) Sistema compatível e indeterminado, com grau de liberdade 2. Neste caso os planos serão 

coincidentes. 

3) Sistema incompatível. Neste caso os planos serão paralelos. 
 

3.3. 6 - Ângulo entre planos 

            O ângulo (orientado) entre dois planos 1π  e 2π  é 

determinado pelos seus respectivos vetores normais 
→

1n  e 

→

2n . Aqui também observamos que 
→
n  é um vetor 

normal a um plano então 
→

−n  também é um vetor 

normal a esse plano.  Logo,   

   

      
→

2n     π2                                    
→

1n  

                                  
→

1n            2n
→

       
 
 
                      
                   π1 
 

→→

→→

→→
⋅

==ππ

21

21

2121

nn

nn
cosarc)n,n(coscosarc),(    

 

 Exemplos: 
 

1) Determinar a posição relativa dos planos dados, sua interseção, caso exista, e seu ângulo. 

1.1) π1 : 2x + 3y + 3z - 5 = 0   e   π2 : − 4x − 6y − 6z + 2 = 0 

Solução: Sejam 
→→→→

++= k3j3i2n1  e 
→→→→

−−−= k6j6i4n2  os vetores normais dos planos 

dados, respectivamente. Temos que 
→→→

=× 0nn 21 . Assim 
→

1n  é paralelo a 
→

2n  e, portanto os planos 

dados podem ser paralelos ou coincidentes. Seja 22 )0,0,2
1(P π∈=  e note que 12P π∉ . Logo 

1π  é paralelo e 2π  e 0
21 0),( =ππ . Observe que este problema também pode ser resolvido 

através do sistema de duas equações e três incógnitas 

⎩
⎨
⎧

=++
=++

2z6y6x4
5z3y3x2  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

→⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
→⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
8000
2/52/32/31

2664
2/52/32/31

2664
5332

 

Logo o sistema é incompatível, isto é, não possui solução e, portanto os planos 21 e ππ  são 

paralelos. 
 

1.2) π1 : 3x − y + 3z − 9 = 0  e  π2 : 2x − 3
2 y + 2z = 6  
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Solução: Os vetores normais dos planos dados são, 
→→→→

+−= kjin 331  e 
→→→→

+−= kjin 2
3
222 , 

respectivamente. Então 
→→→

=× 0nn 21  e, portanto, 
→

1n  é paralelo a 
→

2n . Tomemos, por exemplo, 

11 )3,0,0(P π∈= , verifique que 21P π∈  e conclua que 21 π≡π .  Se tivéssemos iniciado a 

resolução pela discussão do sistema : 

     
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+−

=+−

6z2y3
2x2

9z3yx3
 

teríamos 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
→⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−

→⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−

0000
313/11

623/22
313/11

623/22
9313

 

Temos  ,2pne1pp ca =−==  logo o sistema é compatível e indeterminado, com grau de 

liberdade 2.  Assim os planos  21 e ππ  são coincidentes. 
 

1.3) π1 : 6x + 3y - 2z = 0   e  π2 : x + 2y + 6z = 12 
 

 Solução: Se 
→→→→

−+= k2j3i6n1 e 
→→→→

++= k6j2in2  são os vetores normais dos planos 

dados, e como 
→→→→→→

≠+−=× 0k9j38i22nn 21 , então os planos 21 e ππ  são concorrentes. 

Também chegaríamos a esta mesma conclusão pela análise do sistema: 
 

     
⎩
⎨
⎧

=++
=−+

12z6y2x
0z2y3x6

 

→⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−−

→⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

→⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
723890

12621
0236
12621

12621
0236

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −−
→⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
→

89/3810
49/2201

89/3810
12621

 

Temos 123pne2pp ca =−=−== , logo o sistema é compatível e indeterminado,  com 

grau de liberdade 1. Obtemos assim o sistema associado : 

          
⎩
⎨
⎧ =+−=− ,8

9
38;4

9
22 zyzx  .Թ∋ݖ 

que representa a reta interseção de  21 e ππ : ,;
9
388;

9
224 tztytx =−=+−=  .Թ∋ݐ

 O ângulo entre os planos  21 e ππ  será 0)n,n(cos 21 =
→→

 ⇒ 0
21 90),( =ππ . 
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3.3.7 - Uma reta e um plano 

 Dada uma reta r com vetor diretor  
→
v  e um plano π  com vetor normal 

→
n , uma das 

seguintes situações ocorre: 

a)  r  está contida em π ( r ⊂ π) e portanto todos os pontos de  r pertencem a π; 

b)  r  é paralela  a π ( r // π) e nenhum ponto de  r pertence a π; 

c)  r  e  π  são concorrentes e apenas um dos pontos de  r pertence a π. 

 As figuras, a seguir, ilustram essas situações :  

                                                                      
→
v              r 

                         
→
n                                         

→
n                                        

→
n  

                                                                                                      
→
v  

 

                                  π                                         π                                P0         π 

                  r  ⊂  π                                  r  // π                           r  ∩  π  = { P0 } 

                    fig. (a)                              fig. (b)                             fig. (c) 

Seja  
→
v  o vetor diretor da reta  

→
ner  o vetor normal do plano π. Então: 

  i)  Se 0n.v =
→→

, tomemos um ponto rP ∈ .  Se P ∈ π então r ⊂ π. Se P ∉ π então r // π. 

 ii). Se  0n.v ≠
→→

, então r ∩ π = {P0}. 
 
 

3.3.8 - Interseção de uma reta e um plano 

 Seja π um plano de equação cartesiana 0dczbyax =+++  e r uma reta cujas 

equações paramétricas são ,t'axx 0 +=  ,t'byy 0 +=  t'czz 0 += . Vamos determinar a  

interseção do plano π com a reta r , isto é, queremos os pontos comuns entre a reta r e o plano π. 

Desta forma, substituindo as equações paramétricas da reta na equação do plano, obtemos: 

0d)t'cz(c)t'by(b)t'ax(a ooo =++++++  

ou 

                  (*)0)dczbyax(t)'cc'bb'aa( 000 =++++++  

 Estudemos as soluções dessa equação. 

1.  Se a equação (*) acima for satisfeita para um único valor de t, obteremos, com este valor, um 

único ponto de interseção de  r  e  π.  (fig. (c)). 

2.  Se a equação (*) for satisfeita para todo valor de t, então todos os pontos de r estão no plano 

π, isto é,  r  ⊂  π. (fig. (a)). 
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3. Se a equação (*) não tiver solução, então nenhum ponto de r que está em π, isto é, r ∩ π = ∅, 

e r // π. (fig. (b)). 
 

3.3.9 -  Ângulo entre reta e plano 

            O ângulo entre uma reta r e um plano π é, por 

definição, o ângulo entre a reta r e sua projeção ortogonal 

sobre o plano π. Se a reta r tem vetor diretor  
→
v e o plano π tem 

vetor normal 
→
n , então o ângulo entre a reta r e o plano π será  

→→
−=π n,v(90),r( 0 ), onde 

                      
→
n    

→
v  

 

            

        π 

 

→→

→→

→→
=⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛

nv

n.v
cosarcn,v  

 Exemplos: 
 

1) Determine, em cada caso, a posição relativa, sua interseção (caso exista) e o ângulo entre a 

reta r e o plano π. 

1.1) t45z,t41y,t32x:r +−=−=+−=  e  5z6y3x4: =−−π . 

Solução: Para determinar a da interseção entre a reta r e o plano π, substituímos as equações 

da reta r na equação do plano π, obtendo: 

-8 + 12t - 3 + 12t + 30 - 24t  = 5  ⇒  0 t = 14 

Note que esta equação não tem solução. Assim r e π não tem pontos em comum, isto é r // π. 

Logo, o ângulo entre r e π é 00 . Observe que, neste caso, o vetor diretor de r é perpendicular ao 

vetor normal de π. De fato, como 
→→→→

+−= k4j4i3v  e 
→→→→

−−= k6j3i4n  então 

0241212n.v =−+=
→→

. 
 

1.2) t1z,ty,0x:r +−=−==  e  1zyx2: =−−π . 

Solução: Vamos resolver este problema através da análise da posição relativa entre o vetor 

diretor 
→
v  da reta r e o vetor normal 

→
n do plano π. Tem-se 

→→→
+−= kjv , 

→→→→
−−= kji2n   e 

011nv =−=⋅
→→

. Portanto r é paralela a π ou está contida em π.  Tomemos um ponto qualquer 

da reta r, por exemplo, P0 = (0, 0, -1) e vejamos se P0 ∈ π, isto é, vejamos se P0 satisfaz a 

equação do plano π:  2.0 - 0 - (- 1) = 1. Logo P0 ∈ π e, portanto, r ⊂ π. Isto significa que a 
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equação da interseção entre r e π tem infinitas soluções. De fato, substituindo as equações de r 

na equação do plano π obtemos uma identidade, válida para todo t ∈ Թ. 
 

1.3) ;
6
z

2
1y1x:r =

−
+

=−  .03zy3x2: =−++π  

Solução: Vamos determinar a interseção entre r e π. Tomando as equações paramétricas de r, 

x = 1 + t, y =−1− 2t, z  =  6t, e substituindo na equação do plano, obtemos: 

2 +  2t − 3 − 6t + 6t − 1 = 0   ⇒   t  = 2. 

Em r , fazendo t = 2, obtemos x = 3, y = −5, z = 12. Logo, r ∩ π = {P0 = (3, −5, 12)}, isto é, r e 

π são concorrentes e se interceptam no ponto (3, -5, 12). Para o cálculo do ângulo entre r e π, 

temos  ,k6j2iv
→→→→

+−= ,kj3i2n
→→→→

++=  assim 

1441
2

1441

662
v,ncos =

+−
=⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ →→
  ⇒  

1441
2cosarc90),r( 0 −=π . 

 

3.3.10 - Três planos 
 

 Dados três planos 321 ,, πππ , a interseção entre eles poderá ser um ponto, uma reta, um 

plano ou ser vazia, conforme ilustraremos abaixo. 

                 
                                            
                                        π3                                                                                                                       π 
 
                P0           
             π2                    π1                                                           
                                                           
    π1 ∩ π2  ∩ π3 = { P0 } -  fig (a)                                 π1 ∩ π2  ∩ π3 = π  - fig (c)            

                                                                                                             
                π1     π2                                                                        
                                    π3                                                                                  π1 = π2 
                                                                                                                      
                                                                                                                         
                    r                                                                                        π3 
          

    π1 ∩ π2  ∩ π3 = r - fig (b1)                                        π1 ∩ π2  ∩ π3 = r  - fig (b2)                                                                     

                                                                                                       π1 
                               π1 
                                                                                                                      π2 
                              π2 
                                                                                                                      π3 
 
                            π3                                   
 

   π1 ∩ π2  ∩ π3 = ∅  - fig (d1)                                   π1 ∩ π2  ∩ π3 = ∅  -  fig (d2) 
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                                                                     π2         π3     
 
 
                                π1                                                                                                                                         
 

π1 ∩ π2  ∩ π3 = ∅  - fig (d3)                                                               

 Para determinar qual dessas situações ocorre, devemos resolver o sistema 

                                           
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

π−−=++
π−−=++
π−−=++

33333

22222

11111

planodzcybxa
planodzcybxa
planodzcybxa

 

que admite a seguinte discussão: 

a)  sistema compatível e determinado, portanto com uma única solução x = x0 , y = y0 , z = z0 ,  

isto é,  }),,({ 0000321 zyxP ==∩∩ πππ  -  fig. (a). 

b)  sistema compatível e indeterminado, com grau de liberdade 1: a interseção é uma reta, isto 

é, r=∩∩ 321 πππ  -  figs  (b1)  e  (b2) 

c)  sistema compatível e indeterminado, com grau de liberdade 2: a interseção é um plano, isto 

é, 1321 ππππ =∩∩   -  fig. (c) 

d)  sistema incompatível, não existe interseção, isto é 321 πππ ∩∩  = ∅ - figs. (d1) , (d2)  e  (d3). 

 Nos casos (a) e (b) os planos são concorrentes. No caso (c) eles são coincidentes. 
 

 Exemplos: 
1) Determine a posição relativa dos planos abaixo: 

a) 2x + y − 2z − 10 = 0  , 3x + 2y + 2z − 1 = 0,  5x + 4y + 3z − 4 = 0 . 

 Solução : Resolvendo o sistema 

                                                           
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++
=++
=−+

4z3y4x5
1z2y2x3
10z2yx2

 

obtemos, por escalonamento, 

                                     
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
→→

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −

3100
2010
1001

4345
1223

10212
L  

Temos um sistema compatível e determinado, portanto 321 π∩π∩π  = {P0 = (1, 2, -3)}  

b) x + 2y − 3z − 6 = 0,  2x - y + 4z - 2 = 0,  4x + 3y− 2z − 14 = 0. 

Solução : Resolvendo o sistema 
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⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−+
=+−
=−+

14z2y3x4
2z4yx2
6z3y2x

 

obtemos, por escalonamento : 

                                     
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−→→

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−

0000
2210
2101

14234
2412
6321

L  

Trata-se de um sistema compatível e indeterminado, com grau de liberdade 1. Temos, 

então, o sistema associado: 

⎩
⎨
⎧

=−
=+

22
2

zy
zx

  

Isso representa a reta  x = 2 − t, y = 2 + 2t, z = t,  ∀ t ∈ Թ. Logo 321 π∩π∩π  =  r. 
 

c)  x + y − z − 1 = 0  ,  2x + 3y − 3z − 3 = 0,  x − 3y + 3z − 2 = 0 . 

 Solução: Temos o seguinte sistema: 

                                                   
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+−
=−+
=−+

2z3y3x
3z3y3x2
1zyx

 

Escalonando o sistema, obtemos : 

                                     
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−→→

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−
−

5000
1110
0001

2331
3332
1111

L  

Trata-se de um sistema incompatível. Assim os três planos não tem ponto em comum, 

isto é, 321 π∩π∩π  = ∅. Se quiséssemos obter a configuração dos planos, deveríamos estudar 

a posição de seus vetores normais . Ora, nenhum par dos planos dados é formado por planos 

paralelos, pois 
→→→→→→→→→→→→→→→

≠−−=×≠−−=×≠+=× 0k9j9nne0k4j4nn,0kjnn 323121  

Observe a última figura  (d3) . 
 

3.3.11 -  Exercícios propostos 
 

1) Determine se as retas abaixo são paralelas, coincidentes, concorrentes ou reversas. Calcule seu 

ponto de interseção (se existir), e o ângulo entre elas: 

a) 1z,0y,sx:r;1z,ty,1x:r 21 ======  
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b) 
8y;

14
4z

2
6x

:r

;4y;
7

2z
3x:r

2

1

=
−

=
−

=
−

=−
 d) 

n32z,n25y,n41x:r

;5z,
2

1y1x:r

2

1

+=+=+=

=
−

=+
 

c) ݎଵ: ݔ ൌ 1  ,ݐ3 ݕ ൌ 2  ,ݐ5 ݖ ൌ 1   ݐ7
:ଶݎ ݔ ൌ 7  ,ݏ6 ݕ ൌ 12  ,ݏ10 ݖ ൌ 6   (e ݏ14

.2t3z,3t2y,4t5x:r
s25z,s3y,1x:r

2

1

−=+=−=
+=−==

 

2)  Determine as posições relativas das retas r  e os planos  π  abaixo. Obtenha seu ponto comum 

(se existir) e seu ângulo : 

a) 01y5x3:e0z,t95y,t158x:r =−+π=−=+−=  

b) q2p2z,q4p1y,p25x:e
4

2z
2

2y3x:r −+=+−=−=π
−

=
−

=−  

c) qp1z,q8p22y,q4p1x:es1z,s21y,s2x:r −+=−+−=−−=π+=+=−=  

d) .05z4y2x:e)1,1,2(t)3,2,1(OP:r =+−−π−+=
→

 
 

3)  Determine a posição relativa dos planos abaixo, sua interseção e ângulo : 

a) 2x + y − z − 1 = 0     e 3x - 5y + z = 4 c) 2x - 2y + 6z = 6 e  x = − 3p − q, y = − q ,  z = p 

b) x + 2y + 3z = 1 e   2x + 4y = 2 − 6z d) 3x + 6y = 27 − 3z    e    2x + 4y + 2z = 14. 
 

4) Discuta e determine a interseção dos planos : 

a) 02z3yx,01zy2x,0zyx =−++=−++=++  

b) 0z6y2x,0yx,0z4yx =−+=−=−+  

c) 2zyx3,1z2y4x2,0zy2x =+−=−+=−+  

d) 0y2x,01zy4x2,0zy2x =+=+−+=++   

5) Achar as interseções da reta 
5

1y
2

3x +
=

−  = 2 − z com os planos coordenados. Essa reta 

intercepta algum eixo coordenado? 

6) Ache as interseções do plano  3x + 2y − z = 5 com os planos e os eixos coordenados. 

7) Escreva a equação do plano que contém as retas : 

 a) 
3
z1y

5
2xez

2
1y

3
2x

=−=
−

=
−

=
−  

b) 1z
2

1y
3

3xe1z,t21y,t32x +=
−

=
−

=+=+=  

8) Dada a reta 
2

3z
m

2y
3

1x:r +
=

−
=

+   e o plano 07z6y3x: =++−π , determine os valores 

de   m  para que : 

a) r  seja paralela a π.                                                 c) r  intercepte π em um ponto. 

b) r  esteja contida em π. 
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9) Determine os valores de m e c para que a reta 
3
5

4
12

−
−

=
+

=
− zy
m

x  e o plano 3x − 2y + cz + 1 = 0  

sejam perpendiculares e obtenha sua interseção. 
10) Dada a reta  r1 :  x = 2  + 3t, y = t,  z = − t,  escreva as equações uma de uma reta r2 de modo 
que: 
     a) r1  e  r2  sejam reversas.                                      b) r1  e  r2  sejam concorrentes. 
 

3.4 - DISTÂNCIAS 
 

 Vamos agora estudar a distância entre pontos, retas e planos. 
 

3.4.1 - Distância entre dois pontos 

 Dados dois pontos ),,( 1111 zyxP =  e ),,( 2222 zyxP =  a distância entre eles, indicada 

por  )P,P(d 21 , é o comprimento do segmento 21PP . Então 

→
= 2121 PP)P,P(d 2

12
2

12
2

12 )zz()yy()xx( −+−+−=  

 Exemplo: 

 1) A distância entre os pontos  A = (1, 2, 3)  e  B = (−2, 1, 1)  é: 

    14)2()1()3()B,A(d 222 =−+−+−=  

3.4.2 - Distância de um ponto a uma reta 
 

 Dado um ponto P0 e uma reta r, a distância de P0 a r, indicada por d(P0, r), é igual a 

distância de P0  a  P1 , onde  P1  ∈  r  é o pé da perpendicular baixada de P0  a  r. 

          Portanto,  
→

= 100 PP)r,P(d                                          
                               P0 

 

                            P1            r 

Observe que P0 ∈ r se e somente se 0)r,P(d 0 = . Suponhamos que P0  ∉ r. Sejam P 

um ponto qualquer da reta  r  e 
→
v seu vetor diretor. Como P0 ∉ r, os vetores 

→
v  e 

→

0PP  são  L.I. . 

Logo geram um paralelogramo. Ora, por um lado, a área do paralelogramo 00 PPQQ  é igual a 
→→

01PP.v .  Por outro lado, a área deste mesmo paralelogramo é igual a  
→→

× 0PPv .  

Logo   
→→→→

×= 001 PPvPP.v . 

Assim, 

                 
→

→→

→
×

=
v

PPv
PP

0

01  

                 P0                        Q0 
 
 
 
 

      P       P1     
→

v        Q 
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ou seja, 

݀ሺ ܲ, r) = 
ฮ௩ሬԦൈబሬሬሬሬሬሬሬሬԦฮ

ԡ௩ሬԦԡ  

 onde  P é um ponto qualquer da reta  r  e  
→
v  é um vetor diretor de  r . 

Observação : 1) Esta fórmula vale para o caso de P0  pertencer a r, pois nesta situação 

os vetores  →v  e 
→

0PP  serão paralelos e assim seu produto vetorial é o vetor nulo e portanto a 

distância de P0  a  r é zero.  
 

Exemplos: 
 
1) Determine as distâncias dos pontos A = (1, −1, 4) e B = (6,  −3,  −1)  à  reta r  cujas equações 

simétricas são 
2

1z
3
y

4
2x

−
−

=
−

=
−  . 

 Solução: Temos que o vetor diretor da reta r é 
→→→→

−−= k2j3i4v . Seja P = (2, 0, 1) um 
ponto de r. Então, 
     

Ԧݒ ൈ ሬሬሬሬሬԦܲܣ ൌ ቮ
ଓԦ     ଔԦ    ሬ݇Ԧ
4 െ3 െ2
1     1 െ3

ቮ ൌ 11ଓԦ  10ଔԦ  7ሬ݇Ԧ

 
 

Logo,  ฮݒԦ ൈ ሬሬሬሬሬԦฮܲܣ ൌ √270,  ԡݒԦԡ ൌ √29  e ݀ሺܣ, r) = 
ฮ௩ሬԦൈሬሬሬሬሬԦฮ

ԡ௩ሬԦԡ ൌ √ଶ
√ଶଽ

 . Como  

Ԧݒ ൈ ሬሬሬሬሬԦܲܤ ൌ ቮ
   ଓԦ     ଔԦ    ሬ݇Ԧ
   4 െ3 െ2
െ4     3    2

ቮ ൌ 0ሬԦ 

 
podemos concluir que  d(B, r)  = 0, ou seja, B ∈ r. 
 

3.4.3 - Distância de um ponto a um plano 

             Dado um ponto P0 e um plano π, a distância de P0 a  

π , que indicaremos por  d(P0  ,π),  é igual a  distância de P0 

a P1, onde P1  é o pé da perpendicular baixada de P0  a  π,  

ou seja , 
→

=π 100 PP),P(d  

                            P0      

 

                       

             P          P1                 π 

 Observe que P0 ∈ π se, e somente se, d(P0 ,π) = 0. Suponhamos que ∉0P  π. Seja P um 

ponto qualquer do plano π e 
→
n  o seu vetor normal. Como 

→

10PP  é paralelo a 
→
n , 

 

ฮ ܲ ଵܲሬሬሬሬሬሬሬሬԦฮ ൌ ฮ݆ݎ ሬԦ ܲܲሬሬሬሬሬሬሬሬԦฮ ൌ ቛ൫ሬԦ.బሬሬሬሬሬሬሬԦ൯.ሬԦ
ԡሬԦԡమ ቛ ൌ หሬԦ.బሬሬሬሬሬሬሬԦห

ԡሬԦԡ
  ⇒  ݀ሺ ܲ, ሻߨ ൌ หሬԦ.బሬሬሬሬሬሬሬԦห

ԡሬԦԡ
. 

→
n
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Se )z,y,x(P 0000 =  e 0dczbyax =+++  é a equação do plano π,  o vetor normal de π  

será 
→→→→

++= kcjbian , e se  P = ( x, y, z ) ∈ π, então: 
 

݀ሺ ܲ, ሻߨ ൌ
ห ܲܲሬሬሬሬሬሬሬԦ. ሬ݊Ԧห

ԡ ሬ݊Ԧԡ ൌ
|ܽሺݔ െ ሻݔ  ܾሺݕ െ ሻݕ  ܿሺݖ െ |ሻݖ

√ܽଶ  ܾଶ  ܿଶ
 

ൌ  
ݔܽ|  ݕܾ  ݖܿ െ ݔܽ െ ݕܾ െ |ݖܿ

√ܽଶ  ܾଶ  ܿଶ
 

Como  ax + by + cz = − d , então 

݀ሺ ܲ, ሻߨ ൌ  
ݔܽ|  ݕܾ  ݖܿ  ݀|

√ܽଶ  ܾଶ  ܿଶ
 

 

Exemplo: 
 

 1) As distâncias dos pontos R = (1, 1, −1) e S = (1, 1, 1) ao plano 2x − y + z = 2  são 

6
2

6

2112
),R(d =

−−−
=π  e 0

6
2112

),S(d =
−+−

=π , donde se pode 

concluir que S ∈ π . 
 

3.4.4 - Distância de uma reta a um plano 
 

 Sejam  r  e  π , respectivamente, uma reta e um plano quaisquer. A distância de r a π, que 

indicaremos por d(r, π), é o comprimento do menor segmento PQ, onde P ∈ r e Q ∈ π.                                     

 Assim há dois casos a  considerar:   

a) Se r ⊂ π ou se r intercepta π então d(r ,π) = 0. (Fig. 1)  

b)  Se r // π então d(r, π) = d(P0 , π), onde P0  é um ponto qualquer de  r. (Fig. 2) 

                            r  

 

                         π 
 

                             Fig. 1 

                                      P0                  r  
 

                            π 

 

Fig. 2 
 

3.4.5 - Distância entre duas retas 
 

 Sejam r1 e r2 duas retas quaisquer. A distância entre r1 e r2, que indicaremos por 

d(r1, r2), é o menor comprimento do segmento PQ, com P ∈ r1, Q ∈ r2. 

 Aqui há três casos a considerar: 

a) Se r1  e  r2  são concorrentes ou se r1 ≡ r2, então d(r1 , r2) = 0.(fig. 1) 

b) Se r1 // r2, então d(r1, r2) = d(P1, r2), onde P1 é um ponto qualquer de r1. Da mesma 

forma, d(r1, r2) = d(r1, P2) = d(P2, r1), onde P2 ∈ r2. (fig. 2) 
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c) Se r1 e r2 são reversas, a distância entre r1 e r2 é igual ao comprimento da 
perpendicular ଶܲܲ (fig. 3). Vamos determinar essa distância. Para isto, sejam  



21 vev  vetores diretores de r1 e r2, respectivamente, e tomemos pontos arbitrários 

211 rerP  2P . Os vetores 


121 v,PP  e 


2v  geram um paralelepípedo cujo plano 

que contém a base desse paralelepípedo é paralelo à reta r2 e contém a reta r1.  Então  

d(r1, r2) = d(r2, plano que contém a base) = 


PP2  altura do paralelepípedo. 

O volume do paralelepípedo pode ser obtido de duas maneiras: como produto da área da 

base pela altura, e como o produto misto, em valor absoluto, dos vetores determinados pelas 

arestas, ou seja: 

ܸ = ଵሬሬሬሬሬԦݒ ‖ × .‖ଶሬሬሬሬԦݒ ฮܲ ଶܲሬሬሬሬሬሬሬԦฮ   e   ܸ = ห ଵܲ ଶܲሬሬሬሬሬሬሬሬԦ . ଵሬሬሬሬሬԦݒ  ×   ଶሬሬሬሬԦหݒ

Das equações anteriores, podemos concluir que:  

ฮ ଶܲܲሬሬሬሬሬሬሬԦฮ = 
หభమሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬԦ . ௩భሬሬሬሬሬԦ×௩మሬሬሬሬԦห

‖ ௩భሬሬሬሬሬԦ×௩మሬሬሬሬԦ‖
     ݀(ݎଵ, ݎଶ) =  

หభమሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬԦ . ௩భሬሬሬሬሬԦ×௩మሬሬሬሬԦห

‖ ௩భሬሬሬሬሬԦ×௩మሬሬሬሬԦ‖
 

            
                   

                     r1      r1  r2 

 

                            r2 

 

fig. 1 

   

           P1                        r1 

 

                                      r2    
  

 

fig. 2 

                                    

 

 

 

 

fig. 3 

 

 Exemplo: 
 

 1) Vamos calcular  a  distância  entre  as  retas   r1 :  x = 1  2t;  y = 2 + t;  z = 3  t  e  

r2 : x = 1+ s;  y = 1 – s, z  = 4 + 2s. Observe que essas retas são reversas (Prove isto). Dessa 

forma, tomemos, por exemplo, pontos arbitrários P1 = (1, 2, 3) em r1 e P2 = (1, 1, 4) em r2 de 

modo que )1,1,2(PP 21 


. Sendo 


 kji2v1  e 


 k2jiv2  os vetores diretores de 

r1 e  r2 , respectivamente, temos: 









 kj3i

211

112

kji

vv 21   

 Logo 

(ଶݎ ,ଵݎ)݀ =  
หభమሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬԦ . ௩భሬሬሬሬሬԦ×௩మሬሬሬሬԦห

‖ ௩భሬሬሬሬሬԦ×௩మሬሬሬሬԦ‖
=

|ିଶିଷାଵ|

√ଽାଵାଵ
=

ସ

√ଵଵ
    



2v  

P
 

1r  

2r 2r  

1P

2P  



1v  
P2 
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3.4.6 - Distância entre dois planos 
 

 Sejam 21 e ππ  dois planos quaisquer. Se ≠π∩π 21 ∅ então d( 21 ,ππ ) = 0 (Fig a). Se π1 

é paralelo a π2, então d ),P(d),( 2121 π=ππ onde P1 é um ponto qualquer de π1 (Fig b). 

                             π1                                                 

 

                                                                                                                              

 
       

                        Fig a                                                                                Fig b 

 
3.4.7 - Exercícios Resolvidos 

 

1) Ache a distância entre as retas   
4
1z

4
4y

6
3x:r1 −

−
=

+
=

−  e 
6
3z

6
1y

9
1x:r2 −

+
=

−
=

− . 

 Solução: Em primeiro lugar precisamos determinar a posição relativa dessas retas, cujas 

equações paramétricas são: t41z,t44y,t63x:r1 −=+−=+=  e ,s91x:r2 +=  ,s61y +=  

.s63z −−=  Assim obtemos o seguinte sistema: 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−−=−
+=−−
+=+

s63t41
s61t44
s91t63

   ⇒    
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=+−
=−
−=−

4s6t4
5s6t4
2t9s6

  

Resolvendo por escalonamento o sistema acima, obtemos: 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−

−−

464
564
296

  233 LLL +→    
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

−−

100
564
296

 

Observe que o sistema é incompatível e, portanto as retas r1 e r2 são paralelas ou 

reversas. Como o produto vetorial entre os vetores diretores das retas dadas é nulo (Verifique), as 

retas possuem a mesma direção. Logo as retas r1 e r2 são paralelas. Seja P1 = (3, −3, 1) ∈ r1 . 

Então 

→

→→
×

==

2

212

2121
v

PPv
)r,P(d)r,r(d  

onde 
→→→→

−+= k6j6i9v2 , P2 = (1, 1, -3) ∈ r2, 
→→→→

−+−= k4j5i2PP 21 . Logo d(r1, r2) = 
17
621 . 

P1    

π2   

π1   

π2    
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2) Escreva as equações da reta r que intercepta ortogonalmente às retas r1 : 
4

1z
3
y

2
2x −

=
−

=
+   

e  r2 : 
2

7z
4

1y3x −
=

−
=− . 

Solução: Vamos determinar a posição relativa das retas r1 e r2. Sejam P1 = (−2, 0, 1) ∈ r1,  

P2 = (3, 1, 7) ∈ r2, 
→→→→

+−= k4j3i2v1  e 
→→→→

++= k2j4iv2  os vetores diretores das retas r1  e  

r2, respectivamente. Temos que 
→→→→

++= k6ji5PP 21  e que 044v,v,PP 2121 ≠−=⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡ →→→
 e, 

portanto as retas r1 e r2 são reversas. Observe que a direção da reta procurada é a direção do 

vetor 
→→

× 21 vv  que é ortogonal às duas retas dadas, isto é, 
→→

× 21 vv  é o vetor diretor da reta 
procurada. Vamos agora, determinar um ponto dessa reta. Sejam α o plano que passa por P2 e 

contém os vetores 
→

2v  e  
→→

× 21 vv , e A o ponto de interseção da reta r1 com o plano α. A reta 

procurada passará pelo ponto A e terá a direção de 
→→

× 21 vv . Assim, temos: 
 

→→
× 21 vv  = 

→→

→→→

+−=− k11i22
241
432
kji

; 

 

   r1 
 
 
 
 
          r2                            r      

Logo, a equação do plano α, contendo P2  e os vetores  
→

2v   e  
→→

× 21 vv   é 
 

0vv,v,PP 2122 =⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡ ×
→→→→

 
 

onde P = (x, y, z) é um ponto qualquer do plano α. Então 

            063z8y5x4:0
11022
241

7z1y3x
=−+−α⇒=

−

−−−
. 

 Escrevendo as equações paramétricas de r1, x = − 2 + 2t,  y = 3t,  z = 1 + 4t, e 
substituindo na equação do plano α, obtemos: − 8 + 8t + 15t + 8 + 32t = 63  ⇒  55

63=t . 

Substituindo o valor de t nas equações paramétricas de r1, temos: 55
16=x , 55

189−=y

55
307=z . Portanto o ponto de interseção entre a reta r1 e o plano α será: A = 

( )55
307,55

189,55
16 −  e a equação da reta r, que passa por A e tem a direção de 

→→
× 21 vv  é: 

sx 2255
16 −= , 55

189−=y  e sz 1155
307 += א ݏ ,  Թ. 

 

  

 

A 
→

1v × →

2v  →

2v

→

2v
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3.4.8 – Exercícios Propostos 
 

1) Determine a distância entre as retas dadas no exercício 1 da seção 3.3.11. 

2) Determine a distância entre as retas e os planos dados no exercício 2 da seção 3.3.11. 

3) Determine a distância entre os planos dados no exercício 3 da seção 3.3.11. 

4) Ache a distância do ponto A = (1, 2, 2) ao plano determinado pelos pontos B = (−1, 0, 0), 

C = (1, 0, 1) e D = (−2, 3, 0). 

5) Calcule a distância do ponto D = (− 2, 3, 0) à reta que passa por P0 = (1, 2, 5) e é paralela à 

reta que contém os pontos A = (3, 0, 1) e B = (−1, 2, 1). 

6) Determine a equação da reta r que intercepta as retas r1 e r2 ortogonalmente: 

a) r1 : x = 2 + t , y = 3 + 5t , z = 5 + 6t  ; r2 : x = 1 + 3s , y = s , z = −7 + 2s 

b) r1  passa pelos pontos A = (1, 0, 0) e B = (0, 2, 0) ;  r2 : 3
4z

2
3y

1
2x −

=
−

=
−  

7) Determine um ponto simétrico ao ponto A = (1, 2, -1), em relação a: 

a) à origem b) ao ponto B = (3, 1, 1) 

c) à reta x = 1 + t, y = t, z = 1 d) ao plano 2x + y – z + 1 = 0 

8) Calcule  a  distância  entre  a  interseção  dos  planos x + y – z = − 2  e  2x – y + z = 5, x + y 

= 2z – 4 e a reta  x = 1 + 2t, y = − t, z = 2 – 3t. 

9) Mostre que os planos x + 2y – z = 1 e  2x – y + z = 0 se interceptam segundo uma reta r. 

Ache a equação de uma reta que passa pelo ponto A  = (1, 0, 1) e intercepta a reta r 

ortogonalmente. 

10) Escreva as equações da reta que pertence ao plano x – y + z = 7, contém o ponto (3, − 3, 1) e 

é ortogonal à reta x = 1 + t, y = 1 + 2t, z = 1 + 3t. 

11) Mostre que os planos x + y – z = 0 e 2x – y + 3z – 1 = 0 se interceptam segundo uma reta r. 

Ache a equação do plano π que passa pelo ponto B = (1, 0, −1) e contém a reta r. 

12) Determine as equações da reta que passa pelo ponto B = (1,− 2, 1) e intercepta as retas 

reversas r1 : x = t – 1, y = 2t – 3, z = t  e  r2 : x = s – 2, y = 1 + s, z = s. 
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                            (Fig. 1)                                                                              (Fig. 2)                                                             

                                                                                           

 

 

 

 
 

                        (Fig. 3)                                                                                (Fig. 4) 
 
 Se o plano π passar pelo vértice V do cone, teremos as cônicas degeneradas. 

 

 

 

 

 
 

                   um ponto                                               uma reta                                                duas retas 
 

 A seguir, faremos um estudo mais detalhado de cada um dessas curvas, utilizando suas 

propriedades características para obter suas equações. Por simplicidade vamos considerá-las no 

plano coordenado x0y, isto é, z = 0. Obteríamos resultados análogos nos planos coordenados 

y = 0 ou x = 0. 
 

4.1.1- Circunferência 
 

 Chama-se circunferência ao conjunto de pontos P = (x, y) do plano cuja distância a um 

ponto fixo C = (x0, y0) é constante. O ponto fixo C chama-se centro, e a distância constante r, 

chama-se raio. 

          Vetorialmente, a equação da circunferência é: 

r)P,C(d =   ou  rCP =
→

 

          Em coordenadas,  
r)yy()xx( 2

0
2

0 =−+−  ⇒  22
0

2
0 r)yy()xx( =−+−  

          Temos assim a equação da circunferência de centro 

)y,x(C 00=  e raio r. 

        y 

                             r 

       y0                  C 

 

                         x0             x 
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Exemplos:  

1) A equação de uma circunferência de centro C = (−2, 1) e raio 3  é 9)1y()2x( 22 =−++ . 

2) O centro e o raio da circunferência de equação 0
9
8y2x

3
2yx 22 =−+−+  são obtidos por 

completamento de quadrados: 
 

9
1)

3
1x(

9
1

9
1x

3
2xx

3
2x 222 −−=−+−=− ;     1)1y(11y2yy2y 222 −+=−++=+  

 
Logo, a equação fica: 

0
9
81)1y(

9
1)

3
1x( 22 =−−++−−    ⇒   2)1y()

3
1x( 22 =++−  

de onde vemos que o centro é o ponto )1,
3
1(C −=  e seu raio é 2r = . 

 

4.1.2-  Elipse 
 

Chama-se elipse ao conjunto de pontos P = (x, y) do plano cartesiano tais que a soma das 

distâncias de P a dois pontos fixos F1 e F2, do mesmo plano, é constante. Os pontos fixos F1 e F2 

são chamados de focos da elipse. A distância entre os focos F1 e F2  chama-se distância focal  e 

será indicada por  2c. Chama-se centro da elipse ao ponto médio C entre os focos F1  e  F2.   

Os elementos PF1 e PF2 que ligam um ponto qualquer P da elipse aos focos F1  e  F2 

chamam-se raios focais. A soma dos raios focais será indicada por 2a. Segue-se da desigualdade 

triangular que a2c2 ≤  ou  ac ≤ . Se  c = a, a elipse se reduz ao segmento  F1F2 (Prove!).  Se 

F1 = F2 , isto é, c = 0, a elipse se reduz a uma circunferência de centro  C = F1  = F2  e raio  a. 

Uma elipse tem dois eixos: o eixo maior ou eixo focal que é o segmento interno à elipse 

e contém os focos, e o eixo menor ou eixo transverso que é o eixo interno à elipse passando pelo 

seu centro e perpendicular ao eixo focal e assim o centro da elipse é o ponto médio de seus eixos. 

 
C 

F1, F2 
A1A2 

B1B2 

PF1, PF2 
A1, A2, B1, B2 

d(F1, F2) 
 

            Elementos da Elipse 
- centro 
- focos 
- eixo focal ou eixo maior 
- eixo transverso ou eixo menor 
- raios focais 
- vértices 
- distância focal (2c) 

                              y 

                                                                        

                                                       
                                                                 x 

       

 

                               fig. 3 

A equação geral da elipse de focos F1 e F2 cuja soma dos raios focais é igual a 2a é: 

                                      .a2PFPF 21 =+
→→

                                   (2) 

P

C F2 A2 F1 

B2 

B1

A1 
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 Dadas as coordenadas do ponto P, a equação acima se reduz a uma expressão relativamente 

simples desde que sejam dados os focos em posições particulares, como veremos a seguir. 
 

1) Equação da elipse com focos sobre um dos eixos coordenados e centro na 
origem do sistema . 

 Consideremos inicialmente os focos sobre o eixo 0x. Então, como C ≡ O é o ponto médio 

entre os focos, teremos F1 = (c, 0), F2 = (− c, 0 ), pois 2c é a distância focal. Se P = (x, y) é um 

ponto qualquer da elipse, da equação geral (2) vem: 

    a2y)cx(y)cx( 2222 =+−+++  

Racionalizando e agrupando os termos convenientemente, obtemos: 
22222222 a)ca(yax)ca( −=+−  

Como c < a, temos  0ca 22 >−  e chamando de  222 cab −= , vem  

222222 bayaxb =+      ⇒     1
b
y

a
x

2

2

2

2
=+                    (3) 

 
Observe que se o ponto P = (x, y) pertence à elipse, também pertencerão a ela os pontos 

(− x, − y), (x, − y) e (− x, y). Concluímos que a elipse é uma curva simétrica em relação ao centro 

e aos eixos focal e transverso. Como tomamos o eixo focal sobre 0x e C ≡ 0, o eixo transverso 

estará sobre 0y e os vértices da elipse, pontos de interseção da elipse com seus eixos focal e 

transverso, serão: A1 = (a, 0)  e  A2 = (− a, 0), obtidos de (3) fazendo y = 0, e fazendo x = 0 em  

(3) obtém-se B1 = (0, b) e B2 = (0,− b). O número a
ce =  é chamado excentricidade da elipse. 

Note que na elipse a excentricidade é sempre menor que 1, pois c < a. Observando a figura 3, 

podemos concluir que a medida do eixo maior será a2AA 21 =
→

 e a do eixo menor b2BB 21 =
→

. 

  Se os focos estivessem sobre o eixo coordenado 0y e o 

centro ainda coincidisse com a origem do sistema, os focos 

teriam coordenadas F1 = (0, c) e F2 = (0,− c) e de modo análogo 

ao que foi feito acima a equação geral da elipse nos levaria à 

expressão: 

ba,1
a
y

b
x

2

2

2

2
>=+          (4) 

                   y                               

                         
      

                                           x  

 

       

              

 Neste caso os vértices são: B1 = (b, 0),  B2 = (− b, 0), A1 = (0, a) e A2 = (0, − a), o eixo 

menor b2BB 21 =
→

, o eixo maior a2AA 21 =
→

 e  excentricidade  
a
ce = . 

 

A1 

A2 

B2 B1 

F1 

F2 

C 
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2) Equação da elipse com centro em C = (p , q) e focos sobre uma reta paralela ao 
eixo coordenado 0x , passando por C . 

          Faremos de início uma translação de eixos. 

Pelo ponto C = (p, q), centro da elipse, consideremos 

outro sistema de eixos, Ox  paralelo a Ox e y0  

paralelo a 0y.  Seja P um ponto de coordenadas (x, y) 

no sistema XOY e ( x , y ) no sistema XOY . Vejamos 

relações entre as coordenadas do ponto P: 

              y                    y  

 

  y + q                    y                  P 

   q                                   x             

  
 

         O                       p            x +p      x 

ݔ ൌ   ҧݔ ⇒ ҧݔ ൌ  െ ݕ  e  ݔ ൌ ݍ  തݕ ⇒ തݕ ൌ ݍ െ  ݕ

 Essas relações permitem a passagem de um sistema para outro sistema, isto é, nos 
permitem fazer uma translação de eixos. Voltemos ao problema para determinar a equação de 
uma elipse de centro do ponto C = (p, q) e focos sobre a reta y = q. Observe que nesse novo 

sistema XOY  teremos a mesma situação descrita em 1), com focos ܨത1 = (c, 0), ܨത2 = (− c, 0) e, 
portanto a equação da elipse será: 

1
b
y

a
x

2

2

2

2
=+ . 

 Utilizando a translação de eixos, teremos  

1
b

)qy(
a

)px(
2

2

2

2
=

−
+

−                                  (5) 

que é a equação da elipse de centro C = (p , q) e focos  F1 = (p + c, q) e F2 = (p − c, q). Se os 
focos estiverem sobre a reta x = p e centro C = (p , q), a equação da elipse será: 
 

ሺݔ െ ሻଶ

ܾଶ 
ሺݕ െ ሻଶݍ

ܽଶ ൌ 1                                    ሺ6ሻ 

 
 Observações: 
 
1)  O caso 2) engloba o caso 1) quando se tem C = (0, 0). 

2)  Se a = b = r, obtemos de 2) a equação da circunferência de centro C = ( p, q ) e  raio r.  De  

b2 = a2 − c2  vem  c = 0 , como já foi vimos, e portanto a excentricidade da circunferência é nula. 
 

 Exemplos:  

1) A elipse cujos focos são os pontos  F1 = (3 , 0), F2 = (− 3, 0)  e cuja soma dos raios 

focais é 10 pode ser assim descrita. 

 Solução: Conforme vimos acima, a posição do centro e dos focos da elipse é 
fundamental para se escrever sua equação. Como o centro é o ponto médio entre os focos, 
temos aqui C = (0, 0). Além disso, os focos F1  e  F2  estão sobre o eixo 0x e portanto a equação 
desta elipse será do tipo dada em (3): 

O x
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1
b
y

a
x

2

2

2

2
=+ , com a > b. 

 

Como  2a  = 10, tem-se  a = 5 e  das coordenadas dos focos tiramos c = 3. Além disso 
222 cab −= , donde b = 4. Logo, temos uma elipse de equação 

1
16
y

25
x 22

=+  

com excentricidade e = 5
3 . Seus vértices são obtidos fazendo x = 0, o que dá 4y ±= e fazendo 

y = 0 obtemos x = ± 5. Logo, os vértices são A1 = (5, 0), A2 = (− 5, 0), B1 = (0, 4), B2 = (0, − 4). 

Assim eixo maior está sobre o 0x, com 10||AA|| 21 =
→

e o eixo menor sobre 0y e 8||BB|| 21 =
→

. 
 
2) Escrever a equação, descrever e esboçar a elipse de focos F1 = (2, 3), F2 = (2, − 5) e eixo 

maior de comprimento  10. 

 Solução: O centro da elipse é o ponto médio dos focos: )1,2(C −= . Façamos uma 

translação de eixos, passando a usar um novo sistema de eixos, y0x , com ,x0//x0 y0//y0 e 

)1,2(C0 −=≡ , isto é, 2xx2xx −=⇒+=  e 1yy −=  ⇒ 1yy += . Ora,  8||FF||c2 21 ==
→

, 

logo c = 4. Assim, no sistema y0x  temos F1 = (0, 4), F2 = (0, − 4) e portanto o eixo focal está 

sobre y0 . Como  2a = 10, vem a = 5, logo 3cab 22 =−= . Então, no sistema auxiliar y0x , 
temos a equação da elipse, do tipo dada (4). 

1
25
y

9
x

22

=+  

 Podemos obter os vértices da elipse, fazendo: ,3x0y ±=⇒=  donde ,)0,3(B1 =  

)0,3(B 2 −=  e ,5y0x ±=⇒=  donde ,)5,0(1 =A )5,0(A2 −= . Além disso, temos que a 

excentricidade da elipse é 
5
4

a
ce == , seu eixo menor sobre x0  e 6||BB|| 21 =

→
 e, seu eixo maior 

sobre y0 , com 10||AA|| 21 =
→

.  Observe que este estudo da elipse foi feito em relação ao sistema 

auxiliar y0x  cuja origem 0  coincide com o centro da elipse. No entanto, o uso deste sistema 
tem como finalidade facilitar a obtenção de todos os elementos da elipse, cuja descrição deve ser 
feita no sistema de eixos dado inicialmente, isto é, x0y. Voltando a esse sistema através das fórmulas 
de mudança de coordenadas, obtemos a equação da elipse 

1
25

)1y(
9

)2x( 22
=

+
+

−  

que tem como excentricidade 5
4e =  e cujos vértices são )6,2()15,20(A2 −=−−+= , 

)4,2()15,20(A1 =−+= , )1,1()10,23(B2 −−=−+−= , )1,5()10,23(B1 −=−+= . O eixo 

focal, que se situava sobre y0 , de equação 0x = , passa a estar sobre a reta  x – 2 = 0 ou  x = 2, 

enquanto o eixo transverso que se situava em 0y =  e passa a estar sobre a reta  y = − 1. Fica a 
cargo o leitor o esboço do gráfico da elipse. 
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4.1.3 -  Hipérbole 
 

Chama-se hipérbole ao conjunto de pontos P = (x, y) do plano, tais que o módulo da 

diferença das distâncias de P a dois pontos fixos F1 e F2 do mesmo plano, é constante.  Os 

pontos F1 e F2  denominamos de focos, cujo ponto médio é o centro. A distância entre os focos é 

a distância focal, indicada por 2c, e PF1, PF2 os raios focais da hipérbole. A diferença dos raios 

focais será indicada por 2a. 

           A hipérbole tem um eixo focal que contém os 

focos e um eixo transverso perpendicular ao eixo focal e 

passando pelo centro, mas que não corta a hipérbole. 

Ele também é chamado de eixo imaginário. A hipérbole 

tem apenas dois vértices A1 e A2, que são os pontos de 

interseção da hipérbole com o eixo focal. 

 

 

 

 

 

 

 

                              y 

                                        P 

                     P 
 

                    F2    A2    A1      F1           x  

 A hipérbole é uma curva com dois ramos e conforme o ramo em que esteja o ponto P 

diferença dos raios focais será 2a ou −2a. Portanto, a equação geral da hipérbole de focos F1 e F2 

é:  

                                    a2PFPF 21 =−
→→

                         (7) 

 Dadas as coordenadas do ponto P, a equação acima se reduz a uma expressão 

relativamente simples, desde que sejam dados os focos em posições particulares, como veremos 

a seguir. 
 

1) Equação da hipérbole com focos sobre um dos eixos coordenados e centro na 
origem. 

 Consideremos inicialmente os focos sobre o eixo 0x. Sendo o centro C ≡ O, o ponto  

médio entre os focos, temos F1 = (c, 0), F2 = (-c, 0),  com 2c a distância focal. Se P = (x, y)  é  

um  ponto qualquer  da  hipérbole, da equação geral  (7) vem : 

a2y)cx(y)cx( 2222 ±=+−−++  

Racionalizando, obtemos: 

)ac(ayax)ac( 22222222 −=−−  

Ora, 

cac2a2FFPFPF 2121 <⇒<⇒≤−
→→→

 

Tomando então b2 = c2 − a2, vem 
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                            222222 bayaxb =−     ⇒     1
b
y

a
x

2

2

2

2
=−               (8) 

 Observe que se o ponto (x, y) pertence à hipérbole, os pontos (−x, −y), (−x, y) e (x, −y) 

também pertencerão. Assim, a hipérbole é simétrica em relação à origem e aos eixos 

coordenados. Aqui o eixo focal estará sobre 0x e o eixo imaginário sobre 0y. Os vértices são 

obtidos da (8) fazendo y = 0, obtemos .ax ±=  Logo )0,a(A1 =  e )0,a(A2 −=  são os vértices. 

Verificamos que de (8) observa-se que a hipérbole não corta o eixo transverso, pois se x = 0, 

vem 22 by −= , o que é um absurdo. Da equação (8) também obtemos: 

     
2

2

2

2

2

2

a
x1

a
x

b
y

<−=  

Se x > 0, tem-se x
a
byx

a
b

<<− e se x < 0, tem-se x
a
byx

a
b

−<< , isto é, para  x > 0  a 

hipérbole situa-se acima da reta x
a
by −=  e abaixo da reta x

a
by = . Para x < 0 a hipérbole situa-

se acima da reta x
a
by =  e abaixo da reta x

a
by −= . As retas x

a
by ±=  são chamadas de 

assíntotas da hipérbole. Isto significa que, quando x  se torna arbitrariamente grande os ramos da 

hipérbole tendem a se confundir com as retas acima.  

Geometricamente as assíntotas da hipérbole podem 

ser obtidas marcando sobre o eixo focal os focos F1 = (c, 0)  

e  F2 = (-c, 0) e os vértices A1 = (a, 0) e  A2 = (-a, 0), a < c, 

levantando por um dos vértices, por exemplo A2, uma 

perpendicular ao eixo focal e interceptando-a por um arco  

de circunferência  de centro C  e  raio c.  As assíntotas são as 

                       y              x
a
by =  

 

                      O     A2             x       

                                   x
a
by −=  

retas que passam por C e pelos pontos acima obtidos. A excentricidade da hipérbole é o valor 

1
a
ce >= .Se os focos estivessem sobre o eixo coordenado Oy e o centro ainda coincidisse com a 

origem do sistema, os focos teriam coordenadas F1 = (0, c), F2 = (0, −c) e a equação geral da 

hipérbole nos levaria à expressão 

                                                             1
b
x

a
y

2

2

2

2
=−                                              (9) 

 onde  2a  é a diferença dos raios focais. 

        Observe que nesta hipérbole o eixo focal está sobre o eixo Oy. Portanto, a hipérbole só corta 

o eixo 0y, nos vértices obtidos fazendo x = 0, donde y = ± a e, portanto B1 = (0, a) e B2 = (0, −a). 
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        Se fizéssemos y = 0 chegaríamos ao absurdo x2 =− b2. 

Aqui as assíntotas seriam x
b
ay ±=  como se pode constatar 

graficamente na figura ao lado. 

                               y 
                                   F2 

                                                     x 
                                    F1 

 
 

2) Equação da hipérbole de centro C = (p, q)  e  focos sobre uma reta paralela ao 
eixo  coordenado  0x , passando por  C . 
            Neste caso, de modo análogo como tratamos a 

elipse, a mudança de coordenadas xpx +=  ⇒ 

pxx −=  e qyyyqy −=⇒+=  nos fornece a equação 

da hipérbole de centro C = (p, q) e cujos focos são 

)q,cp(F1 += , )q,cp(F2 −= : 

1
b

)qy(
a

)px(
2

2

2

2
=

−
−

−                  (10) 

                   y               y  
 

 

 

              q          F2             F1         x  
 

                                  p                      x

 

 Exemplo:  

1) Encontre a equação da hipérbole cujos focos são )4,0(F1 =  e )4,0(F2 −=  e a 

diferença dos raios focais é 6.  

 Solução: Examinando as coordenadas de F1 e F2 verificamos que os focos estão sobre 

o eixo 0y. Assim o centro será C = (0, 0) e c = 4. Como 2a = 6, então a = 3 e c2 = a2 + b2 ⇒ 

b = 7 .  Logo, a equação da hipérbole é do tipo (9): 

                     1
7
x

9
y 22

=−                                         

 A hipérbole tem como vértices os pontos )3,0(A,)3,0(A 21 −== , obtidos fazendo-se 

x = 0 na equação acima, como assíntotas as retas x
7

3=y ± , e excentricidade 1
3
4

a
ce >== . 

4.1. 4 - Parábola 
 

Consideremos em um plano, uma reta r e um ponto 

F, não pertencente à reta r. Chama-se parábola ao conjunto 

de pontos P = (x, y) do plano, equidistantes de um ponto fixo 

F e de uma reta fixa r. O ponto fixo F chama-se foco e reta 

fixa r chama-se diretriz da parábola. Uma parábola tem 

apenas um eixo, chamado eixo focal, que é a reta que 

contém o foco F e é perpendicular à reta diretriz r. 

                           y 

                                     P  

                                      F 

                                 V                      r 

                                                   x 
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O vértice da parábola, denotado por V, é o ponto de interseção entre a parábola e seu eixo 
focal. Como V pertence à parábola ele está a igual distância do foco F e da diretriz r. A equação 
geral de uma parábola de foco F e diretriz  r  é: 

                  )r,P(dPF =
→

                                      (11) 

 Em função das coordenadas do ponto P a equação acima se reduz a uma expressão 
simples, desde que seja dado o foco em posições particulares, como veremos a seguir. 
 

1) Equação da parábola como foco sobre um dos eixos coordenados e vértice na 
origem do sistema. 
 

            Consideremos o foco F da parábola sobre o eixo 0x, F = (c, 0), com c > 0. O eixo focal 

será o eixo coordenado 0x e a diretriz será uma reta paralela ao eixo 0y passando pelo ponto 

(−c,0), pois o foco e a diretriz são simétricos em relação ao vértice, de equação x =− c, (veja 

Fig. 1). Se P = (x, y) é um ponto qualquer da parábola e M = (−c, y), então da equação geral vem 

→→
= PFPM    ⇒   222 y)cx()cx( +−=+  

 Racionalizando, obtemos cx4y 2 = .  Se o foco fosse F = (−c, 0), conforme Fig. 2, a diretriz r 

seria a reta perpendicular a 0x de equação x = c e teríamos a parábola de equação, cx4y 2 −= . 

                   r           y  

                                          P 

 

           (-c, 0)     O       F=(c, 0)          x 

 

Fig. 1 

                                   y           r: x = c 

 
                        F(-c,0)    V      (c, 0)        x 

 
 

Fig. 2 

 Observe que, se o ponto P = (x, y) pertence à parábola, o ponto (x , -y) também a ela 

pertencerá, o que significa que a parábola é simétrica em relação a seu eixo focal. 

 Se o foco estivesse sobre o eixo coordenado 0y e o vértice ainda coincidisse com a origem 

do sistema, teríamos F = (0, c) ou F = (0,−c) e a diretriz interceptaria perpendicularmente o eixo 

focal 0y no ponto (0, −c) ou (0, c) respectivamente. Teríamos então as parábolas: 

                                   y 
 

                              F 
 

                              V                         x 

 

                           cy4x2 =  

                                      y 

 

                                 V 

 

 

                             cy4x2 −=                (13) 

M

r
F

x

r
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2) Equação da parábola com vértice  V = (p , q) e foco sobre uma reta paralela ao 
eixo 0x 
 

 Faremos, inicialmente, uma translação de eixos obtida através das fórmulas 
pxxxpx −=⇒+=  e yqy += ⇒ qyy −= . Utilizando o sistema de eixos auxiliares y0x , 

com ,V0 ≡  teremos a situação descrita anteriormente, obtendo assim 

xc4y
2
=       ou       xc4y

2
−=  

conforme o foco F esteja à direita ou à esquerda de V. Voltando ao sistema de eixos x0y, teremos 
)px(c4)qy( 2 −=−     ou    )px(c4)qy( 2 −−=−  

 Observamos que, qualquer que seja a posição da parábola, ela é simétrica em relação ao 

seu eixo de simetria e tem a concavidade voltada para a parte do eixo focal que contém o foco. 

 Exemplo:  
1) Escreva a equação da parábola de foco )3,0(F=  e cuja diretriz é a reta y = -3. 

  Solução: Examinando as coordenadas do foco e a 

equação da reta diretriz, observamos que o foco está sobre o 

eixo 0y e a diretriz é  uma  reta perpendicular a 0x. Assim, o 

eixo focal será o eixo 0y, que cortará a reta diretriz no ponto  

(0, -3).  O vértice da parábola será o ponto  médio  entre  (0, -3)

                            y 

                            F 
                                       
                           V                x  

                            -3 

e F = (0, 3), isto é, V = (0, 0). Então c = 3 e a equação da parábola será  x2 = 12y. 
 

4.1.5 - Exercícios resolvidos 
1) Obtenha a equação da elipse que tem o centro em C = (-3, 0) , um foco em F = (-1, 0) 

e é tangente ao eixo  0y. 

 Solução: Examinando as coordenadas do centro e 

do foco dadas, vemos que elas têm a mesma ordenada. 

Logo estão situados sobre a mesma reta horizontal, y = 0, 

isto é, o eixo 0x. Assim, a elipse terá eixo focal 0x, centro 

no ponto (−3, 0), e portanto sua equação será do tipo dada 

em (5). 

                                              y 

                                           5  
 

          -3                              0        x 

                                            - 5  

         Além disso, sendo tangente a 0y, terá gráfico do tipo descrito acima. A distância focal será 

c = d(F, C) = 2. Um dos vértices será (0, 0) e assim a equação da elipse nos  fornece  

549cab;3a1
a
9 22

2 =−=−==⇒=  

e obteremos finalmente    

1
5
y

9
)3x( 22

=+
+ . 
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2) Escreva a equação da hipérbole de centro em )1,2(C −= , eixo focal paralelo a 0x, e que 

passa pelos pontos  (0,  2)  e  (−5, 6). 

Solução: De acordo com a posição do eixo focal e do centro, a equação da hipérbole será 

do tipo 

1
b

)1y(
a

)2x(
2

2

2

2
=

−
−

+ . 

Como os pontos (0, 2) e (−5, 6)  pertencem à hipérbole, teremos: 

     

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=−

=−

1
b
25

a
9

1
b
1

a
4

22

22
        ⇒     

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=β−α

=β−α

1259
14

22

22

 

com a/1=α e b/1=β . Resolvendo este sistema obtemos como solução: ,91
242 =α  

91
52 =β . Logo, ,24

91a 2 =  5
91b2 =  e a equação da hipérbole fica 

            1

5
91

)1y(

24
91

)2x( 22
=

−
−

+   ⇒ 0y10x96y5x24 22 =++− . 

3) Identifique, descreva e esboce as curvas : 

a) 020y4x8y 2 =−++  b) 2918x16y9x4 22 =−−−  

 Solução:a) Por completamento de quadrados, verificamos que 

.4)2y(y4y 22 −+=+  

 Logo, 

)3x(8)2y(024x8)2y(20y4x8y 222 −−=+⇒=−++=−++  

Fazendo a mudança de variáveis   3xx −=  e 2yy += , temos  x8y
2

−= . 
Consideremos então um novo sistema de eixos cartesianos y0x , com ,)2,3(0 −≡ x0  e 

y0  paralelos a x0  e y0 , respectivamente. A  parábola  dada  tem  vértice  0V ≡ , eixo  focal  (ou 

de simetria) sobre 0x. Comparando sua equação acima com a forma padrão xc4y
2
= , temos  

4c = −8, donde c = −2, isto é, o foco )0,2(F −= , a 
concavidade é voltada para a parte negativa do eixo x0 , e a 
diretriz é a  reta  r de equação .2x =  Voltando ao sistema  
x0y pelas fórmulas 3xx −=  e 2yy +=  ⇒   3xx +=  e 

2yy −= ,   temos: 
)3x(8)2y( 2 −−=+  

Assim, teremos: ),2,1(F;2c);2,3(V −=−=−=  diretriz 

r: x = 5 e eixo focal a reta y = -2. 

 

                   y           y  
 
 
 
                      0     1       3      5       x 

 
                     -2    F       0             x  
 
 
                                          r 
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b) 29y18x16y9x4 22 =−−−  

 Por completamento de quadrado temos:  

16)2x(4)44x4x(4x16x4 222 −−=−+−=−   

9)1y(9)11y2y(9y18y9 222 ++−=−++−=−−  

Logo, 

299)1y(916)2x(4y18x16y9x4 2222 =++−−−=−−−   ⇒ 

1
4

)1y(
9

)2x( 22
=

+
−

−  

Fazendo a mudança de variáveis , 2xx −=  e ,1yy +=   obtemos 

1
4
y

9
x

22

=−  

 Assim, tomando-se um novo sistema de eixos com origem em )1,2(0 −=  e eixos x0  

paralelo a x0  e y0  paralelo y0 , vemos que a equação acima representa uma hipérbole de 

centro C ≡O , focos sobre x0  (pois não corta o eixo y0 ). Portanto temos: 9a2 = ⇒ ,3a =  

4b 2 =  ⇒ 2b=  e 13bac 22 =+= . Então )0,13(F1 =  e )0,13(F2 −= . Para obter os 

vértices, fazemos, na equação  ,3x0y ±=⇒=  donde )0,3(A,)0,3(A 21 −== . Assim teremos 

como assíntotas as retas x
3
2y ±=  e como excentricidade 1

3
13

a
ce >== . Voltando, agora, ao 

sistema x0y e usando as equações de mudança de variáveis 2xx −= e 1yy += ⇒ 2xx += e 

1yy −= ,  temos a equação da hipérbole 
 

1
4

)1y(
9

)2x( 22
=

−
−

−  
 

cujo centro é o ponto C = (2,−1)  e focos nos pontos )1,132(F1 −+= , )1,132(F2 −−= .  

Além disso, seus vértices são os pontos )1,1(A,)1,5(A 21 −−=−=  e suas assíntotas são as 

retas )2x(
3
2)1y( −±=+ ⇒ 07x2y3 =++   e .01x2y3 =−+  Esboce o gráfico. 

4) Escreva a equação da hipérbole de focos )2,2(F,)2,2(F 21 −−==  e tal que se semi-
eixo focal vale 2 .                                                                                                                                               
 
              Solução: Note que os focos não se situam em 

nenhum dos eixos coordenados, nem sobre alguma reta 

paralela a um dos eixos coordenados. Isto significa que  a 

equação da curva pedida deve ser obtida diretamente de sua 

definição. Se P = (x, y)  é um ponto da hipérbole, então 

                        y  
 
                            F2 
 
                                           x 
       F1 
 
 

2
2−

2−
2
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a2PFPF 21 =−
→→

 

Como 2a = ,  temos: 

22)2y()2x()2y()2x( 2222 =−+−−+++ . 

Esta é uma equação irracional, que deve ser resolvida por quadraturas: 

 ⇒⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −+−+=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ +++

2
22

2
22 )2y()2x(22)2y()2x(  

[ ]22
22

22

2y2x2)2y()2x(2

8y24x24)2y()2x(24

−+=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −+−

⇒−+=−+−
 

x
1y1xy4xy4 =⇒=⇒=    

5) Calcule a área do quadrilátero que tem dois vértices nos focos da cônica  20y5x 22 =+  e os 

outros dois vértices coincidem com os extremos de seu eixo menor. 

            Solução: A cônica dada, cuja equação pode ser escrita 

na forma 

1
4
y

20
x 22

=+  

é uma elipse, de focos sobre o eixo 0x, ,)0,4(F1 =  

)0,4(F2 −= , ,20a = ,2b = 22 bac −=  e vértices em  

                         y 

                        V2 

                                            x 

         F1                    F2     

                        V1 

 

)2,0(V1 =  e )2,0(V2 −= . Analisando o quadrilátero 2211 VFVF  e notamos que 
→→→

+= j2i4VF 11  e 

.
→→→

+= j2i4FV 22  Logo 
→→

= 2211 FVVF . Da mesma forma, temos 
→→→

−= j2i4VF 21  e   
→→→

−= j2i4FV 21  o  que  implica 
→→

= 2121 FVVF .  Portanto, o quadrilátero é um paralelogramo cuja 

área é   ฮܨଵ ଶܸሬሬሬሬሬሬሬሬԦ ൈ ଵܨ ଵܸሬሬሬሬሬሬሬሬԦฮ ൌ 16. 
 
6) Obtenha na parábola  y2 = 16 x   os pontos cujos raios focais medem 13 unidades. 

 Solução: A equação da parábola nos mostra que ela é simétrica em relação ao eixo 0x, 

passa pela origem (que será seu vértice) e é do tipo y2 = 4cx. Temos então .4c16c4 =⇒=   

Logo  )0,4(F =  é seu foco. Se  P =  (x, y) é um ponto da parábola de raio focal 13 então  d(P, 

F) = 13, ou seja, 

   169y16x8x13y)4x( 2222 =++−⇒=+−  

Ora, para os pontos  (x , y)  da parábola temos  y2 = 16 x . Portanto. 

    169x1616x8x2 =++−   ⇒ 169)4x( 2 =+  
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Esta equação admite duas raízes, x = −17 e x = 9, das quais apenas a segunda satisfaz ao 

problema, pois y2 = 16 x > 0 . Então x = 9 e de y2 = 144 vem y = ±  12 , o que fornece os pontos 

da parábola  A = (9,  −12) e B = (9 , 12), com raios focais  13. 
 

4.1. 6 -  Exercícios propostos 

 Os exercícios abaixo se referem ao plano x0y, isto é, z = 0. 

1) Escreva as equações das circunferências, esboçando seus gráficos. Obtenha todos os seus 

elementos (centro, raio). 

a)  Centro (−2 , 1)  e  raio  5. 
b)  Passa pelos pontos (1,  −2),  (1,  1),  (2,  3) . 
c)  Um diâmetro é o segmento que une os pontos (0, −1)   e  (−2,  −3). 
d)  Corta o eixo  0x  nos pontos  (−1, 0)  e  (3, 0) e o centro está a reta   y = x − 1. 

 

2) Escreva as equações das elipses abaixo, esboçando seus gráficos. Obtenha todos os seus 

elementos  (focos, vértices, excentricidade, centro, eixos). 

a)  Focos  )0,3(F,)0,3(F 21 −==   e soma dos raios focais  12. 
b)  Dois vértices em  A1 (3, −4)  e  A2(3,  4)  e distância focal  4. 
c)  Vértices  (−5, 0) ,  (5, 0),  (0,  −4) ,  (0,  4) 
d)  Focos sobre o eixo  0y , distância focal  8 e  excentricidade  2

3 ,  

e)  Centro  (2 ,  −1)  e passa pelos pontos   (−3,  −1)  e  (2,  3) 
f)  Focos  (−2,  −2)  e  (2,  2)  e soma dos raios focais  12. 

3)  Escreva as equações das hipérboles abaixo, esboçando seus gráficos. Obtenha todos os seus 

elementos  (focos, vértices, excentricidade, centro, eixos). 

a)  Focos )5,2(F,)7,2(F 21 =−=   e diferença dos raios focais  5. 

b)  Vértices  (2, −1)  e  (2,  7)  e excentricidade  3/2 

c)  Vértices  (0 , −2)  e  (0,  2) , assíntotas  y =  ±  2x  e não corta o eixo  0x. 

d)  Focos  (−2 , 2)  e  (2 ,  −2)  ,  e vértices  )2,2( −  e )2,2( − . 

4) Escreva as equações das parábolas, esboçando seus gráficos. Obtenha todos os seus elementos 

(foco, vértices, eixo, diretriz). 

a)  Foco  (3 , 0)  e diretriz  r :  x + 3 = 0 

b)  Foco  (0 , −2)  e diretriz r : y = 2 

c)  Foco  (−2 , 0)  e diretriz  r :  x − 4 = 0 

d)  Foco (−4 ,  1) e diretriz  y = 3 

e)  Vértice  (2 , 0)  e foco  (0 , 0) 

f)  Vértice  (4 , −1), eixo focal  r: y + 1 = 0 e passa pelo ponto  (3, −3). 
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5) Calcule a interseção da elipse de vértices (± 5, 0), (0, ± 1) com a circunferência de centro na 

origem e raio 2. 

6) Determine os comprimentos dos raios focais do ponto (6, 5) sobre a curva 80y4x5 22 =− . 

7) Uma circunferência centrada no ponto (4, −1) passa pelo foco da parábola 0y16x2 =+ . 

Mostre que esta circunferência é tangente à diretriz da parábola. 

8)  Identifique e esboce as curvas abaixo. Determine todos os seus elementos, conforme o caso 

(focos, vértices, centro, eixos, diretriz, excentricidade, assíntotas) : 

a) 1
2
y

5
x 22

=+  b) 1
16

)2y(
36

)3x( 22
=

−
+

+  c) 1
25

)2y(
16

)2x( 22
=

−
−

−  

d) x12y 2 −=  e) 09y2x4y 2 =++−  f) 011y5x4x2 =−−−  

g) 0x2yx 22 =−+  h) 0y2x2 =−  i) 01y6x2yx 22 =++−+  

j) 0y4yx 22 =++  l) 6y3x2 22 =−  m) 020xy5 22 =+−  

n) 28y2x6yx 22 =−−−  o) 10y4x4 22 =+   

9) Uma corda da circunferência 25yx 22 =+  encontra-se sobre a reta 025y7x =+− . Determine 

o comprimento da corda. 

10) Determine os valores de m e q  para que a equação 01mx2qyx 22 =−++  represente :  

a) uma circunferência; b) uma elipse;        c) uma parábola; d) uma hipérbole; 

e) uma reta; f) duas retas; g) um conjunto vazio; h) um ponto 

11) Calcule a área do triângulo formado pela reta 9x + 2y − 24 = 0 e pelas assíntotas da 

hipérbole   1
9
y

4
x 22

=− .  Esboce. 

12) Determine a equação da elipse cujos focos são os vértices da cônica  8y4yx 22 =−−  e dois 

de seus vértices são os focos da cônica dada. 

13) Escreva a equação do lugar geométrico de um ponto que se move de modo que sua distância 

à reta x + 3 = 0  é sempre duas unidades maior do que sua distância ao ponto (1, 1). Esboce. 

14) A base de um triângulo é fixa, sendo seus extremos os pontos (3, 0) e (−3, 0). Determine e 

identifique a equação do lugar geométrico do vértice oposto à base, se o produto das inclinações 

dos lados variáveis é sempre igual a 4. Esboce. 

15) Uma parábola tem como eixo focal o eixo imaginário da hipérbole  0y6x9y 22 =−− . Passa 

pelos focos da cônica dada e corta o eixo dos x no ponto (1,0). Escreva a equação dessa parábola. 

16) A elipse cujos focos são  (−3,  4)  e  (5,  4) e a soma dos raios focais é  12 tem dois pontos 

cujos raios focais são todos iguais. Escreva a equação da reta que passa por esses dois pontos. 
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4.2 - AS QUÁDRICAS 
 

 Chamam-se quádricas as superfícies que podem ser representadas por equações do 20 

grau nas três variáveis x , y  e  z . São elas:  as superfícies de revolução, as superfícies cônicas, 

as superfícies cilíndricas, a esfera, o elipsóide, dois tipos de parabolóides, dois tipos de 

hiperbolóides e o cone. Estudaremos cada uma delas. 

 
4.2.1 - Superfícies cilíndricas 

 

 Chama-se superfície cilíndrica ou simplesmente cilindro, à superfície gerada por uma 

reta r que se move, ao longo de uma curva C, contida um plano perpendicular à reta r. A reta  r  

chama-se  geratriz do cilindro e a curva  C chama-se  diretriz. 

 

                                                                                     r 

                                                                                            

 

 
 

 Aqui consideraremos apenas as superfícies cilíndricas cujas diretrizes C estão contidas 

em um dos planos coordenados. Assim, se a diretriz C estiver contida no plano x0y, isto é, z = 0, 

sua equação será uma expressão do tipo f(x, y) = 0 e z = 0. Um ponto P = (x, y, z) pertencerá ao 

cilindro se, e somente se, suas coordenadas satisfizerem a equação f(x, y) = 0. Observe que neste 

caso a geratriz é uma reta r paralela ao eixo 0z, que se transladará ortogonalmente sobre a curva 

C. Nessas condições, a equação do cilindro é f(x, y) = 0 (sem nenhum vínculo para a variável z). 

Se a diretriz  C  for uma cônica, obteremos os cilindros quádricos denominados cilindro circular, 

elíptico, hiperbólico e parabólico, conforme a diretriz for, respectivamente, uma circunferência, 

uma elipse, uma hipérbole,  uma parábola. 
 

 Exemplos: 

          1) A  equação  1yx 22 =+   representa  um  cilindro 

circular, cuja diretriz é a circunferência ,1yx:C 22 =+

(uma cônica no plano x0y) e cuja geratriz é a reta r  

paralela ao eixo 0z. 

                              z 

 

                                       r 

                                                     y 

                   x 

2) 2x4z −=  representa  um cilindro parabólico,  cuja 

diretriz é a parábola 0y,x4z:C 2 =−=  (uma cônica no 

plano x0y) , e cuja geratriz é a reta  r paralela  ao eixo 0y.   

                             z 

 

                                                   y 

             x 

C 
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 Observação: Se a curva diretriz não for uma cônica, por um processo análogo ao 

descrito no início deste tópico, obtemos uma superfície cilíndrica, mas que não será uma quádrica. 
 

 Exemplos:  

          1) A equação  3x − y = 0 representa um cilindro 

plano, cuja diretriz é a reta C: y = 3x, z = 0, e cuja geratriz 

é uma reta paralela ao eixo 0z. Esta é uma superfície 

cilíndrica, mas não é uma quádrica, pois na sua equação 

não aparece termo do segundo grau. Esta é outra maneira 

de caracterizar um plano sob certas condições.  

                        z 

 

 

                                               y 

                                  y = 3x 

        x 
 

2)  A equação z = sen y representa uma superfície cilíndrica senoidal, cuja diretriz é a curva 

trigonométrica  z = sen y,  x = 0  e cuja geratriz é a reta  r paralela ao eixo  0x. 

 

 

                     

 

 

                                                                       

                   Esta é uma superfície cilíndrica, mas não é uma quádrica. 
 

4.2.2 - Superfícies de revolução 
 
 Chama-se superfície de revolução à superfície gerada pela rotação (ou revolução) de uma 

curva plana C, chamada de geratriz, em torno de uma reta fixa r, dito eixo de rotação, situada no 

mesmo plano da curva C.  

                                                                               r 

                                                                 

                                              

  

     

 
 

 Se  P  é um ponto da superfície de revolução, traçando por  P um plano  π   perpendicular 

ao eixo de rotação r, ele interceptará a superfície segundo uma circunferência de centro  C  sobre 

o eixo  de rotação. Se Q  é o ponto do plano  π  que pertence à curva geratriz C, então a equação 

geral da superfície de rotação é 

Q
π P 

0 

x 

y 

z 

π-π

C
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→→
= QCPC  

 Consideraremos apenas as superfícies de revolução cujas geratrizes estão contidas em um 

dos planos coordenados e cujos eixos de rotação são um dos eixos coordenados do plano em 

questão. Neste caso, expressamos a curva C por  y = f(z) e o ponto Q da curva C descreverá uma 

circunferência, de centro em 0z, em um plano paralelo ao plano x0y, de equação 222 Ryx =+ , 

onde o raio R é o valor da ordenada  y do ponto Q  de C. Como  y =  f(z), vem 222 ))z(f(yx =+ , 

que é a equação da superfície de revolução. 
 

 Exemplos: 
 

1) A parábola 0c,0x,cz4y2 >== ,  está contida no plano  y0z. Tomando, por exemplo, 

0z como eixo de rotação, cada um dos pontos Q da parábola descreverá uma circunferência em 

um plano paralelo ao plano x0y, dada por 222 Ryx =+  onde R = y = f(z) de C. Como y2 = 4cz, 

temos cz4yx 22 =+ . Esta equação representa uma superfície de revolução chamada parabolóide 

circular, que estudaremos no §4. A geratriz é a parábola ,0x,cz4y 2 ==  sendo 0z o eixo de 

revolução.(ver Fig. 1)  

Observe que, estando a curva a C dada no plano y0z, poderíamos ter escolhido como eixo 

de rotação do eixo  0y. Neste caso, ao fazermos a rotação, um ponto Q de C descreverá a 

circunferência 222 Rzx =+  em um plano paralelo a x0z, com R = z = f(y) de C. Como 
c4

yz
2

=  

então 
2

4
22

c16
yzx =+  representa a superfície obtida.  (observe que não é quádrica) 

                                  z  
 
            R 
 
                                                                   y 
 
           x 
 

                                                    Fig. 1 

                                  z  

                      C 
                                             O                      y 

                      

                       x 

Fig. 2 
 

2) A  curva z = my, x = 0, é uma reta no plano y0z, que intercepta o eixo 0z na origem. 

Tomando 0z  como eixo de rotação, cada  ponto Q da reta dada descreverá uma circunferência 

em um plano paralelo ao plano x0y,  de equação 222 Ryx =+ . Aqui temos R = y = f(z). Ora, de C 

temos 
m
zy = , donde a equação 

2

2
22

m
zyx =+ , que representa um cone circular. (Fig. 3) 
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         Poderíamos também ter escolhido 0y como eixo de rotação. Neste caso, um ponto Q da reta C 

descreveria uma circunferência de equação 222 Rzx =+  e R = z =  f(y). Como em C,  z = my, 

temos 2222 ymzx =+  que é a equação de outro cone  circular. 

                                    z  
                                                         Q 

                                         z = my 

                                                         y 

                   x 
 

Fig. 3 

                                      z      

                                         C  
 

                                                           y 
                                          

                           x 

Fig. 4 
.    

 Daremos um roteiro para identificar superfícies, a partir de uma equação dada. Nos 

restringiremos apenas aos casos de superfícies centradas na origem. Dada uma equação 

quadrática, identificaremos a superfície, que a mesma representa, seguindo as etapas abaixo.. 

     1) Verificamos se a equação apresenta no máximo uma das três variáveis com expoente 1. Em 

caso afirmativo prosseguimos a pesquisa. 

     2) Determinamos as interseções da superfície com os três planos coordenados, obtendo curvas 

conhecidas. 

     3) A obtenção de duas curvas do mesmo tipo determina o nome genérico da quádrica. 

     4) O conhecimento da terceira curva-interseção qualifica a superfície. 

     5) Se ocorrer interseção vazia com algum plano coordenado e a equação só apresentar termos 

do 20 grau então a superfície terá duas folhas. Se a interseção com algum plano coordenado for 

vazia e a equação apresentar termo do 10 grau  então  é  preciso  fazer  uma  translação  de  eixos. 

     6) Determine as interseções da superfície com planos paralelos aos planos coordenados 

classificando as curvas obtidas. 

     7) Atenção especial deve ser dada as interseções da superfície com planos paralelos aos planos 

coordenados cujas interseções com a superfície resultou vazia ou pontual. 

     8) As interseções da superfície com os três eixos coordenados fornecem seus vértices (neste 

caso os eixos coordenados são os eixos da superfície). 

     9) Caso não se verifique a situação descrita no 10 item ou caso se verifique a segunda 

alternativa do item 5, após um conveniente ajuste ou completamento de quadrados fazemos uma 

translação de eixos, passando a operar, conforme necessário, com um novo sistema Oxyz  dado 

por ,pxx −= ,qyy −=  szz −=  e usamos então o roteiro acima exposto para classificar e 

localizar a superfície no novo sistema de eixos. Finalmente retornamos ao sistema de eixos 

O
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inicial pelas fórmulas ,pxx +=  ,qyy +=  szz +=  (processo análogo ao já desenvolvido com 

as cônicas) 
 

4.2.3 - Esfera 
 

 A equação  2222 rzyx =++  representa uma esfera de  centro na origem e raio  r. A 

esfera é uma superfície simétrica em relação à origem, aos eixos e planos coordenados, isto é,  se o 

ponto P = (x, y, z) pertence à esfera, também os pontos (-x, y, z),  ( -x, -y, -z),  (x, -y, z),  (x, y, -z),  

(-x, -y, z),  (-x, y, -z) e (x, -y, -z) a ela pertencerão. As interseções com os planos coordenados são 

as circunferências 222 ryx =+ , com o plano x0y (z = 0),  222 rzx =+ , com o plano x0z (y = 0) e 

222 rzy =+ , com o plano y0z (x = 0). Também são circunferências as interseções com planos  

paralelos aos planos coordenados. Se ,rk < obtemos as circunferências ,kryx 2222 −=+ no  plano 

z = k, 2222 krzx −=+  no plano ;ky =  ,krzy 2222 −=+ no 

plano .kx =  Se rk > , as interseções com os planos x = k, y = 

k e z = k  são vazias. As interseções da esfera com os eixos 

coordenados 0x, 0y e 0z são os pontos )0,0,r(A1 −= , ),0,0,r(A2 =  

,)0,r,0(B1 −=  ),0,r,0(B2 =  )r,0,0(C1 −=  e  )r,0,0(C2 = .  

          A equação 

 

 

 

 

 

 

 
 

      22
0

2
0

2
0 r)zz()yy()xx( =−+−+−                    (*) 

representa uma esfera de centro no ponto )z,y,x( 000  e  raio r.  Fazendo  a  translação 
,xxx 0−=  ,yyy 0−=  0zzz −=   obtemos 

2
222

rzyx =++  

que é uma equação do tipo anterior . Da equação (*)  vemos que a esfera é o conjunto de  pontos   

P = (x, y, z)  do espaço  ℜ3  cuja distância a um ponto fixo é constante. 
 

 Observação: Na equação de uma esfera, as três variáveis aparecem com expoente 2 e 

esses termos têm coeficientes iguais e positivos. 
   

Exemplos: 

1) A equação 02y8x4z2y2x2 222 =++−++  representa uma esfera. Completando 

os quadrados obtemos (x - 1)2 + (y + 2)2 +  z2  = 4, cujo centro é C = (1, -2, 0) e raio r = 2. 

2) A esfera de raio 1 e centro no ponto (0, 1, 2) é dada pela equação 

1)2z()1y(x 222 =−+−+ , ou seja,  04z4y2zyx 222 =+−−++  
 

z 

x 
y 
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4.2.4 - Elipsóide 
 

 É a superfície representada pela equação 

1
c
z

b
y

a
x

2

2

2

2

2

2
=++  

onde  a, b  e  c  são números reais positivos e representam os semi-eixos do elipsóide. A equação 

mostra que esta superfície é simétrica em relação à origem, aos planos e eixos coordenados.  

          As interseções com planos coordenados x0y, x0z, y0z 

são, respectivamente, as elipses: 

,1
b
y

a
x

2

2

2

2
=+ ;0z=  0y,1

c
z

a
x

2

2

2

2
==+  e 0x,1

c
z

b
y

2

2

2

2
==+   

        A interseção com o plano paralelo ao plano x0y, z = k, com 

rk < , é a elipse: 

,1
db

y
da

x
2

2

2

2
=+  com 

2

2

c
k1d −= . 

                          z  

 

 
  B1                      O               B2                 
                                                  y 

 

 

 

Analogamente para os planos paralelos aos outros planos coordenados. Se ck > , a 

interseção com o plano z = k é vazia. Se bk >  ou se ak > , as  interseções  com  os  planos 

y = b ou x = a também serão vazias. Os vértices do elipsóide são os pontos de interseção com 

eixos coordenados:  A1  =  (a, 0, 0),   A2 = (-a, 0, 0),   B1 = ( 0, b, 0),  B2 = (0, -b, 0),  C1 = (0, 0, c)   e  

C2 = (0, 0, -c).  Se dois dos valores a , b  e  c são iguais, a interseção com o plano coordenado que 

relaciona esses números é uma circunferência e teremos um  elipsóide circular ou de revolução.  

Se  a = b = c, as três interseções com os planos coordenados são circunferências, e 

teremos, portanto,  uma  esfera. 

 O elipsóide acima descrito está centrado na origem. Se, porém, seu centro fosse o ponto 

)z,y,x(C 000= , fazendo a   translação  de   eixos  ,xxx 0−= 0yyy −= , z z z= − 0   e utilizando 

o novo sistema de eixos Oxyz , com  z0//z0,y0//y0,x0//x0,C0 ≡ , obtemos o elipsóide: 

1
c
z

b
y

a
x

2

2

2

2

2

2

=++    ⇒  1
c

)zz(
b

)yy(
a

)xx(
2

2
0

2

2
0

2

2
0 =

−
+

−
+

−  

 

 Exemplo: 

 1) A equação 036z9y9x4 222 =−++  representa um elipsóide. De fato, podemos 

reescrevê-la 

1
4
z

4
y

9
x 222

=++  

A1 

A2 

C1 

C2 x 
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que é a forma canônica da equação do elipsóide (de centro na origem). Fazendo interseções com 

os planos coordenados obteremos: 

1) com o plano  x0y, isto é, z = 0, teremos a elipse:  1
4
y

9
x 22

=+ ; 

2) com o plano  x0z, isto é, y = 0, teremos a elipse:  1
4
z

9
x 22

=+ ; 

2)  com o plano  y0z, isto é, x = 0, teremos a circunferência: 4zy 22 =+ . 
 
 Como duas das interseções forneceram elipse, trata-se de um elipsóide. A última 

interseção mostra que se trata de um elipsóide circular ou de revolução. 
  

4.2.5 -  Parabolóides 

 São superfícies representadas por uma das equações 

cz
b
y

a
x

2

2

2

2
=±± , cy

b
z

a
x

2

2

2

2
=±± ,  cx

b
y

a
z

2

2

2

2
=±± , 

com .0c,0b,0a ≠>> Observamos que o expoente de duas das variáveis é 2, enquanto a 

terceira variável aparece apenas com expoente 1. Se os termos quadráticos têm o mesmo sinal, 

trata-se de um parabolóide elíptico ou parabolóide circular ou de revolução quando a = b. Se os 

termos quadráticos têm sinais contrários temos um parabolóide hiperbólico. Estudaremos alguns 

destes casos. 
 

4.2.5.1 - Parabolóide elíptico ou circular 
 Consideremos o parabolóide elíptico ou circular de equação  

cz
b
y

a
x

2

2

2

2
=+    

 com   0c,0b,0a ≠>> . É  simétrica  em relação aos planos coordenados x0z, y0z e ao eixo 0z. 

Se o ponto P = (x , y, z) pertence à superfície, também os pontos  (-x , y, z), (x, y, z) , (x,  -y,  z)  e  

(-x , -y , z) a ela pertencerão. Não é simétrica em relação ao plano x0y, pois se (x, y, z) está na 

superfície, o mesmo não acontece com (x, y, -z). O eixo 0z será o eixo de simetria. 

 Vamos analisar os casos em que c > 0. As interseções com os planos coordenados são: 

1)  y = 0 (plano xz),  temos  parábola  czax 22 = , com eixo de simetria  0z. 

2)  x = 0 (plano yz),  temos  parábola  czby 22 = , com eixo de simetria  0z. 

3)  z = 0  temos o ponto (0, 0, 0), pois  0
b
y

a
x

2

2

2

2
=+ , somente  se,  x = 0  e  y = 0. 

 As interseções com planos paralelos aos planos coordenados são: 

1) 1
ckb

y
cka

x,0kz 2

2

2

2
=+>=   -  temos uma  elipse no plano xy. 
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2) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−== 2

2
22

cb
kzcax,ky   -  temos uma parábola no plano xz. 

3)  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−== 2

2
22

ca
kzcby,kx   -  temos novamente uma parábola, agora no plano yz. 

 Observe que no caso z = k < 0, o termo da direita da igualdade é positivo enquanto o 

termo da esquerda é negativo e portanto a interseção será vazia. Essas interseções explicam o 

nome da superfície, parabolóide elíptico. 

                            z  

 

 

       

                                           y       

          x 
 

fig.  1                      

                          z 

                                          y 

 

 

 

 
 

fig. 2 

                                  z  

        z 

        z0 

 
          

                                   

                                      

 x                      fig. 3 
 

Caso  c < 0, a  mesma equação  representa  a  superfície  inteiramente  contida  na  região 

z ≤ 0  , como mostra a fig. 2. Se em vez de elipse a interseção com um dos planos coordenados 

fosse uma circunferência, teríamos um parabolóide circular ou de revolução, e neste caso temos 

a = b. Observe que nos dois acima estudados o vértice do parabolóide é a origem do sistema. Se 

o vértice se situasse no ponto  )z,y,x(V 000= ,  mudando para um novo sistema de eixos,  Oxyz ,  

,x0//x0,V0≡  ,y0//y0 z0//z0  e ,xxx 0−=  ,yyy 0−=  0zzz −=  obteríamos: 

zc
b
y

a
x

2

2

2

2

=+   ⇒ )zz(c
b

)yy(
a

)xx(
02

2
0

2

2
0 −=

−
+

−
 

As equações  ax
c
z

b
y

2

2

2

2
=+  e by

c
z

a
x

2

2

2

2
=+  representam parabolóides elípticos cujos 

eixos de simetria são, respectivamente, os eixos coordenados 0x  e  0y: 
 
 Exemplo: 

          1) A equação y4
4
z

9
x 22

=+  representa um parabolóide 

elíptico. De fato, as interseções com os planos coordenados 

são as curvas y16z 2 = , que é uma parábola  no  plano  y0z, 

                       z  

 

                                                  y

       x 

tendo 0y como eixo de simetria e y36x 2 = , que também é  uma parábola no plano x0y, tendo 0y 

com eixo de simetria. Desse modo, temos um parabolóide com vértice na origem. As interseções 

y0 y 

x 

V y
x0 
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com planos ,0ky >=  são as elipses  1
k16

z
k36

x 22
=+ .  Trata-se, portanto, de um parabolóide 

elíptico, tendo 0y como eixo de simetria. 
 

4.2.5.2 - Parabolóide hiperbólico 
 

 Vamos considerar a superfície de equação cz
b
y

a
x

2

2

2

2
=+− , com ,0c,0b,0a ≠>>  onde 

fizemos esta distribuição de sinais por facilidade de desenho. Aqui as simetrias são apenas em 

relação aos planos x0z, y0z e ao eixo 0z. Vamos analisar o caso em que c > 0, começando pelas 

interseções com os planos coordenados:  
 

czax,0y:z0x)1 22 −==  - temos uma parábola com eixo de simetria 0z e concavidade voltada 

para a parte negativa de 0z. 

czby,0x:z0y)2 22 ==   -  temos uma parábola com eixo de simetria 0z e concavidade voltada 

para a parte positiva de 0z .  

x
a
by,0z:y0x ±==   -  neste caso temos duas retas 

  

 

 

 

 

fig. 4 

 

 

 

 

 

fig.5 

 Vejamos a interseção com planos paralelos ao plano x0y. Se kz= , temos a hipérbole, 

1
ckb

y
cka

x
2

2

2

2
=+−  (fig. 4).  No caso em que c < 0, obteríamos a mesma figura, porém virada 

para baixo. Observe que nos dois casos acima estudados ( )c c> <0 0e  as duas parábolas 

interseções com os planos  x0z  e  y0z  tem seus vértices na origem.  

Caso esse vértice comum esteja no  ponto )z,y,x(V 000= , mediante a translação 

,xxx 0−=  ,yyy 0−=  ,zzz 0−=  com V0≡ , ,x0//x0  z0//z0ey0//y0 , obtemos a 

equação do parabolóide hiperbólico (fig. 5) 

zc
b
y

a
x

2

2

2

2

=+−     ou    )zz(c
b

)yy(
a

)xx(
02

2
0

2

2
0 −=

−
+

−
−  

z

x

y

 
z -

  
 
 
 
 
  
 

-

 
 

O

                                                                   y 
 

 x
 
 

-
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 As equações ax
c
z

b
yby

c
z

a
x

2

2

2

2

2

2

2

2
=−=− e  também representam parabolóides 

hiperbólicos. 
 

 Exemplo: 

           1) A equação z
9
y

4
x 22

=−  representa um parabolóide 

hiperbólico ou sela. De fato, as interseções com os planos 

coordenados são: 

1) z9y,0x 2 −==  -  temos uma parábola no plano y0z, com a 

concavidade voltada para a parte negativa de 0z, seu eixo focal.

     z 

 

                                                    

                                                   y

 

                x 

2) z4x,0y 2 ==    -  temos uma parábola  no plano x0z , com concavidade voltada para a 

parte  positiva de 0z, seu eixo focal. 

 3) x
2
3y,0z ±==   -  duas retas 

4) 1
k9
y

k4
x,0kz 2

2

2

2
2 =−≠=  - hipérbole no plano paralelo a x0y e eixo focal paralelo a 0x  

5) 1
k4
x

k9
y,0kz 2

2

2

2
2 =−≠−= -  hipérbole no plano paralelo a x0y e eixo focal paralelo a 0y. 

Trata-se então de um parabolóide hiperbólico ou sela . 
 

4.2.6 -  Hiperbolóides 
 

 São superfícies representadas por uma das equações 

1
c
z

b
y

a
x

2

2

2

2

2

2
±=−+ ,  1

c
z

b
y

a
x

2

2

2

2

2

2
±=+− ,  1

c
z

b
y

a
x

2

2

2

2

2

2
±=++−  

com  a ,b, c > 0. Aqui as três variáveis se apresentam com expoente 2. As equações com apenas  

um sinal negativo representam os  hiperbolóides de uma folha.  As equações com dois sinais 

negativos representam os hiperbolóides de duas folhas. 
 

4.2.6.1 - Hiperbolóide de uma folha 
 

 Consideremos a superfície de equação 1
c
z

b
y

a
x

2

2

2

2

2

2

=−+ , com  a , b, c > 0 . 

Observamos que é uma superfície simétrica em relação à origem, aos planos e eixos 

coordenados. Vejamos suas interseções com os planos coordenados: 

1)  1
c
z

a
x,0y:z0x 2

2

2

2
=−=   -  temos uma hipérbole com eixo focal  0x 
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2) 1,0:0 2

2

2

2

=−=
c
z

b
yxzy   -  temos uma hipérbole com eixo focal  0y. 

3) 1,0:0 2

2

2

2

=+=
b
y

a
xzyx -  temos uma  elipse. 

 

 Vejamos as interseções com planos paralelos aos planos coordenados : 

4)  ,bky ±== x
a
cz ±=  - temos duas retas 

5) 1
11

,

2

2
2

2

2

2
2

2

=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

±≠=

b
kc

z

b
ka

xbky     -   hipérbole 

6) Analogamente para os planos x = k, isto é, teremos também duas 

retas e uma hipérbole na interseção dos planos x = k = ± a  e x = k 

≠ ± a, respectivamente, com o hiperbolóide. 

 7) 1
11

,

2

2
2

2

2

2
2

2

=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

+

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

=

c
kb

y

c
ka

xkz     -    elipse 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 Temos assim um hiperbolóide elíptico de uma folha. Se na equação dada tivermos a = b,  
a superfície intercepta o plano  x0y e planos a eles paralelos segundo circunferências. Assim, 
teremos um hiperbolóide circular (ou de revolução) de uma folha. A variável que se apresenta 
com sinal diferente das outras indica o eixo de simetria da superfície. Nos casos descritos, as 
hipérboles têm centro na origem.  Se, por acaso, elas fossem centradas no ponto )z,y,x(C 000= , 

fazendo a translação ,xxx 0−=  ,yyy 0−= 0zzz −=  e usando o sistema  ,xyz0  com ,C0 ≡  

,x0//x0  ,y0//y0  z0//z0 , obteríamos um hiperbolóide de uma folha de equação 

1
c
z

b
y

a
x

2

2

2

2

2

2

=−+    ou   1
c

)zz(
b

)yy(
a

)xx(
2

2
0

2

2
0

2

2
0 =

−
−

−
+

−  

 

 Exemplo: 

 1) A equação 1
449

222

=++−
zyx  representa uma superfície com as seguintes 

características: 

1) 1
9
x

4
z,0y

22
=−=  - hipérbole no plano x0z, com eixo 

focal 0z. 

2) 1
9
x

4
y,0z

22
=−=  - hipérbole no plano x0y,  com eixo 

focal 0y. 
3) 4zy,0x 22 =+=  - circunferência no plano y0z de 
centro na origem e raio 2. 

                                   z 
 
 
 
                                                       y
 
 
 
 
       x 

Temos então um hiperbolóide de uma folha, circular ou revolução 
 

 

z 

x 

y 
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4.2.6.2 - Hiperbolóide de duas folhas 

 Vamos considerar a superfície de equação 1
c
z

b
y

a
x

2

2

2

2

2

2

−=+− , com  a , b, c > 0 , 

onde a distribuição de sinais atende as conveniências do desenho. É simétrica em relação à 

origem, aos planos e eixos coordenados. Vejamos as interseções com os planos coordenados  e 

as interseções com planos paralelos ao plano  x0y : 

1) 1
c
z

a
x,0y:z0x 2

2

2

2
−=+=   -  vazia 

2) 1
c
z

b
y,0x:z0y 2

2

2

2
=−=  - hipérbole com eixo focal 0y. 

3) 1
a
x

b
y,0z:y0x 2

2

2

2
=−= - hipérbole com eixo focal 0y.  

4) by ±=  - temos os vértices V1 = (0, b, 0)  e V2 = (0,-b, 0) 

5) 1
1

b
kc

z

1
b
ka

x,ck,ky

2

2
2

2

2

2
2

2
=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

+

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

>=  - elipses 

6) ck,ky <=  - vazia 

Assim, a superfície tem duas folhas (fig. 6), uma folha na região by −≤ e a outra na 

região by ≥ . Portanto, temos um hiperbolóide elíptico de duas folhas. Se a = b, as interseções 

com os planos bk,ky >= ,  são circunferências e teremos então um hiperbolóide circular  (ou 

de revolução) de duas folhas. A variável que se apresenta com sinal diferente das demais indica o 

eixo de simetria da superfície. Observe que as interseções com os planos coordenados  x0y  e  

y0z são hipérboles com centro na origem. Se elas fossem centradas no ponto )z,y,x(C 000= , 

fazendo a translação ,xxx 0−=  ,yyy 0−=  0zzz −=  e usando o sistema ,xyz0  com ,C0 ≡  

,x0//x0  ,y0//y0  z0//z0 , obteríamos um hiperbolóide de duas folhas de equação (fig. 7) 

1
c
z

b
y

a
x

2

2

2

2

2

2

−=+−    ⇒    1
c

)zz(
b

)yy(
a

)xx(
2

2
0

2

2
0

2

2
0 −=

−
+

−
−

−
 

 

 

 

 

 

 

fig. 6 

                  z 

 

 

 

                                                                                y

 

    x                                  fig. 7 
 

z  

y  

x

y0 

z0

x0

O 
V1 V2 

-c c
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 Exemplo: 
 

 1) Vamos classificar e esboçar a superfície de equação 1
16
z

9
y

4
x 222

=−− . 

 Solução: De acordo com o que vimos no início  deste  parágrafo,  nesta  equação  

as três variáveis são quadráticas e existem dois sinais negativos. Devemos ter um hiperbolóide de 

duas folhas. Vejamos as interseções com os planos coordenados e com planos paralelos aos 

planos coordenados: 

1) 1
16
z

4
x,0y

22
=−=   -   hipérbole  no  plano  x0z , com eixo focal  0x . 

2) 1
9
y

4
x,0z

22
=−= -  hipérbole no plano  x0y , com eixo focal  0x . 

3) 1
16
z

9
y,0x

22
−=+=   -  vazia 

4) 1
4

k
16
z

9
y,2k2,kx

222
−=+<<−= com . A interseção é vazia, pois .01

4
k 2

<−  

4)  0ze0y2x ==⇒±=  - vértices  V1 = ( -2, 0, 0) e V2 = (2, 0, 0).

5)  1
4

k
16
z

9
y,2k2k,kx

222
−=+>−<= ou    - elipses 

      Temos então um hiperbolóide elíptico de duas folhas.(fig. 8) 

                            z 

 

                           o                   y

 

        x                          

fig. 8 

 4.2.7 -  Cone elíptico 

 É a superfície de equação 0
c
z

b
y

a
x

2

2

2

2

2

2

=−+ , com a, b, c > 0.  É simétrica  em  relação à 

origem, aos planos e eixos coordenados. Vamos estudar as interseções com os planos 

coordenados e com planos paralelos aos planos coordenados: 

1) x
a
cz,0y:z0x ±== - duas retas 

2) y
b
cz,0x;z0y ±==  - duas retas 

3) x0y: z = 0, x = 0, y = 0 – um ponto V = (0, 0, 0). 

4) 1

c
kb

y

c
ka

x,0kz

2

22

2

2

22

2
=+≠= - elipses (circunferências se  

a = b). 

                                       z = − xa
c

    z = xa
c  

 

 

                                              

                                         z = yb
c   

z = − yb
c  

fig. 9 
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Temos um cone elíptico ou de revolução com vértices na origem (fig. 9). A variável que 

aparece com sinal diferente das demais indica o eixo simetria. Se a = b as interseções com os 

planos 0kz ≠=  são circunferências e teremos um cone circular (ou de revolução). Se o vértice 

do cone estiver no ponto )z,y,x(V 000=  e o eixo de simetria for a reta 0zz =  fazendo a 

translação 000 zzz,yyy,xxx −=−=−= , e usando o novo sistema de eixos xyz0 , com ,V0 ≡  

,x0//x0  z0//z0,y0//y0  obtemos a equação do cone 

0
c
z

b
y

a
x

2

2

2

2

2

2

=−+    ou 0
c

)zz(
b

)yy(
a

)xx(
2

2
0

2

2
0

2

2
0 =

−
−

−
+

−
 

 

 Exemplo: 

 1) A equação  0
9
z

4
yx

22
2 =++−  representa um cone tendo como eixo de simetria, o 

eixo 0x. De fato, analisando as interseções com os planos coordenados, obtemos: 

1)  0
9
z

4
y,0x

22
=+=   - um ponto: V = (0, 0, 0) 

2)  y = 0, z = ± 3x  -  duas retas no plano x0z. 

3)  z = 0, y = ± 2x  -  duas retas no plano x0y. 

4)  1
k9
z

k4
y,kx 2

2

2

2
=+=  - elipses . 

                                z 

 

                            o                         y 

 

        x 

 

4.2.8 -  Exercícios resolvidos 
 

 Nos exercícios abaixo, identifique, descreva e esboce as superfícies dadas. 
 

1) 0z2zyx 222 =−++  

 Solução: Todas as variáveis apresentam-se com a maior potência igual a 2, e esses termos 

têm coeficientes iguais. Além disso, uma das variáveis também apresenta um termo do 10 grau, e 

por completamento de quadrado, obtemos: 

1)1z(yx 222 =−++  

Trata-se de uma esfera de centro  C = (0, 0, 1) e raio 1(esboço do gráfico a cargo do 

leitor), cujas interseções com os planos coordenados são: 

a) )0,0,0(V0yx,0z:y0x 22 =−=+=  - um ponto 

b) 1)1z(x,0y:z0x 22 =−+=  - uma circunferência 

c) 1)1z(y,0x:y0z 22 =−+=  - circunferência 
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2) )z4(yx 22 −−=+  

 Solução:  Fazendo  ,z4z −= xx =   e yy =   vem que zyx
22

−=+ ,  no sistema  

,y0x  onde )4,0,0(0 =  As interseções com os planos coordenados são: 

   a) zx,0y:y0x
2

−==   -  parábola com foco em z0  e  

concavidade  voltada para a parte negativa de z0 . 

   b) zy,0x:z0x 2
−==  - parábola com foco em z0  e 

concavidade voltada para a parte negativa de  z0 . 

                              z 

 

                         o                           y

        x 

 

Trata-se então de um parabolóide . Vejamos de que tipo : 

    c) 0yx,0z:y0x
22
=+=   - um ponto V = (0,0,0) 

    d) 0kz >=   -  interseção vazia. Logo a superfície está situada na região .0z ≤  

    e) )k(yx,0kz
22

−=+<=   - circunferência de raio k− . 

Concluímos que a superfície é um parabolóide circular ou de revolução, que corta o eixo  

0z  no ponto  (0, 0, 4) e tem a concavidade voltada para  baixo.   
                                                                                  

3)   1zyx 222 −=+−  

Solução: As três variáveis se apresentam com expoente 2 e há dois sinais negativos e dois 

positivos. Portanto temos um hiperbolóide de duas folhas. Vejamos suas  interseções com os 

planos coordenados : 

a) 1xy,0z:y0x 22 =−=  - hipérbole com focos 

sobre o eixo  0y. 

b) 1yx,0y:z0x 22 −=+=    - vazia 

c) 1zy,0x:z0y 22 =−= - hipérbole com focos 

sobre o eixo 0y.  

   

 

 

 
 

                         fig. 10 

Interseções com planos paralelos ao plano x0z. 

d) 1qzx,qy 222 −=+=  

      i) se  ,1q <   a interseção é  vazia ; 

     ii) se  ,1q =  temos os pontos  (0 , -1, 0)  e  (0, 1, 0) 

    iii) se ,1q >  temos as circunferências ,1qzx 222 −=+ de centro (0, q, 0) e raio .1q 2 −  

         Logo , trata-se de um  hiperbolóide (ou de revolução)  de duas folhas. (fig. 10) 
 

 

z

4−

x
y
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4) 1zyx 222 =+−  

 Solução: As três variáveis apresentam expoente 2 e há apenas um sinal negativo.  

Portanto temos um hiperbolóide de uma folha. Vejamos  as  interseções  com  

os planos coordenados : 

1) 1yx,0z:y0x 22 =−=  - hipérbole  com vértices em  0x 

2)  1yz,0x:z0x 22 =−=  -  hipérbole  com vértices em  0z 

3) 1zx,0y:y0x 22 =+=  - circunferência de raio 1 e centro na  

origem. 

      Temos um hiperbolóide de uma folha circular. (fig. 11) 

                             z   

 

                            o                  y  

 

                x 

fig.11 

5) 0zyx 222 =+−  

 Solução: As três variáveis apresentam-se com potência 2, e só há um sinal negativo. No 

entanto, o termo independente é nulo. Trata-se de um cone (compare com os dois exercícios 

anteriores). Determinemos suas interseções com os planos coordenados e planos paralelos aos 

planos coordenados: 

1) xy,0z:y0x ±==   -   duas retas 

2) yz,0x:z0y ±==   -   duas retas 

3) 0zx,0y:z0x 22 =+=   -  um ponto  V = ( 0 , 0, 0). 

4) 222 kzx:ky =+= - circunferência de centro na origem e 

raio k. 

                               z 

 

                           o                     y

 

               

        x 

Temos então um cone circular (ou de revolução) de vértice na origem e tendo 0y como 

eixo de revolução. 
  

6) yzx 22 =−  

         Solução: Observe que duas variáveis apresentam-se com 

potência 2 e uma tem potência 1. Trata-se de um parabolóide. 

Determinemos suas interseções com os planos coordenados e 

planos paralelos aos planos coordenados: 

1) 2xy,0z:y0x ==  - parábola com foco em 0y e 

concavidade voltada para a parte positiva do eixo 0y. 

2) 2zy,0x:z0y −== - parábola com foco em 0z e 

concavidade voltada para a parte negativa do  eixo 0z. 

3) 0zx,0y:z0x 22 =−=   -  duas retas  z = ± x. 

                             z 

 

 
 

                       o                        y 

 

 

 

         x 

fig. 12 
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4) 1
k
z

k
x,ky 2

2

2

2
2 =−=   -  hipérbole 

5) 1
k
x

k
z,ky 2

2

2

2
2 =−−=  -  hipérbole 

 

Temos um parabolóide hiperbólico. (fig. 12) 

7) Determine as possibilidades de interseção do hiperbolóide de uma folha 1zyx 222 −=−+

com  o plano 1mzx =+ ,  dependendo dos valores de  m . 

 Solução: Da equação do plano temos  x = 1 - mz. Substituindo na equação do 

hiperbolóide, vem  que .02mz2z)1m(y 222 =+−−+  Logo,  

   7.1) 2z2y,1mSe 2 −±=±=   -  parábolas com foco no eixo 0z. 

   7.2) Se ,1m ±≠   obtemos a equação 

                                        
1m

m2
1m

mz)1m(y 2

22

2
22

−
−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−
−−+                           (*) 

cujo segundo membro pode se anular, ser positivo ou negativo. 

   7.3) Se ,0
1m

m2
2

2
=

−
−

 isto é, 2m ±= ,  temos ( ) 02zy
22 =+ m .  Isto só é  possível  se y = 0 

e 2z ±= . Como x = 1 − mz, obtemos quatro pontos: ,)2,0,1( −− )2,0,1( − , ,)2,0,3( −  

)2,0,3( . 

   7.4) Se 0
1m

m2
2

2
>

−
−   teremos uma  elipse,  o que  ocorrerá apenas se  0m2 2 >−  e 01m2 >−   

ou seja, 2m2 <<−  e 1m −<  ou 1m > . Portanto, se 1m2 −<<−  ou 2m1 <<  , teremos 

elipses. Se   0m2 2 <−  e ,01m2 <−  deveríamos  ter  2m −<   ou  2m>  e ,1m1 <<−   o 

que é impossível. 

   7.5) 0
1m

m2
2

2
<

−
−    em duas situações : 

       7.5.1) 2m20m2 2 <<−⇒>−  e 1m101m2 <<−⇒<− . Logo 1m <  e teremos 

uma  hipérbole que não corta  eixo 0y.  

      7.5.2) 2m0m2 2 −<⇒<−  ou 2m >  e 1mou1m01m2 >−<⇒>− . Logo 

2m > . 

Esta situação, porém é impossível, pois teríamos  que a expressão  (*) seria positiva de 

um lado e negativa do outro, o que é um absurdo.  Logo,  se  2m >   a interseção  é vazia . 

  Em resumo temos: 
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1) Se   1m=  ou 1m −=   teremos as parábolas  )1z(2y 2 −=  e )1z(2y 2 +−= . 

2) Se  2m ±=    teremos   quatro pontos:   )2,0,1( ±−  e )2,0,3( ± . 

3) Se  1m2 −<<−  ou ,2m1 << temos uma  elipse. 

4) Se  1m <  ,   teremos uma  hipérbole. 

5) Se  2m > ,  a interseção é vazia. 

6) Não existe m  tal que a interseção seja circunferência. 

7) Não existe m  tal que a interseção seja duas retas. 
 

8) Escreva as equações dos planos tangentes à esfera  25)1z()2y()3x( 222 =−+++−   e 

paralelo ao plano  .017z3x4 =−+  

Solução: Os planos pedidos, sendo paralelos ao plano  017z3x4: =−+π , admitem  um  

mesmo  vetor normal,
→→→

+= k3i4n .  A reta  que  passa  pelo centro  da  esfera  C =  (3, -2, 1) e é 

paralela a  
→
n , cuja equação é ,2y,t43x −=+=  z = 1 + 3t , intercepta a esfera em dois pontos 

pelos quais passam os planos procurados, normais a 
→
n . Vamos determinar a interseção desta 

reta com a esfera. Então  

25)1t31()22()3t43( 222 =−+++−+−+    ⇒    t = ± 1. 

Se t = 1 obtemos x = 7, y = -2  e  z = 4, ou seja,  se t = 1 a reta intercepta a esfera no 

ponto P1 = (7, -2, 4). Se t = −1, obteremos o ponto P2 = (−1, −2, −2). Portanto a equação do plano 

que passa por  P1   e  é normal  a  
→
n  será:  

4(x + 1)  +  3(z - 4) = 0  ou   4x + 3z  - 40 = 0. 

A equação do plano que passa por P2  e é normal a n
→

 será:   

4(x + 1) +  3(z + 2) = 0  ou   4x + 3z + 10 = 0 . 

Assim,  os  planos  tangentes procurados são : 4x + 3z -  40 = 0 e 4x + 3z + 10 = 0. 
 

4.2.9 -  Exercícios propostos 
 

1) Discuta, identifique e esboce as superfícies : 

a) 4zy 22 =+  c) z4z4x 22 =+  e) 2yz −=  

b) 36y9x9 22 =−  d) 0y8x2 =+  f) 3y=  

2) Identifique, discuta e esboce as superfícies de equações : 

a) 1zyx 222 =++  f) 0zyx 222 =+−  l) 22 z2xy4 +=  



 141

b) 222 z436y4x9 +=−  g) 013z18y6x4yx 22 =+−−−+  m) 222 z9y9x =−  

c) 0x4y 2 =−  h) 0y9x 22 =−  n) 0y36z4x9 222 =++  

d) 222 y4zx =+  i) 22 y8z22x −−=  o) 222 z9y9x =−  

e) 0zyx 22 =+−  j) z9y9x 22 =−  p) 04x 2 =−  

3) Escreva a equação da esfera cuja diâmetro é o segmento que une os pontos (1, 2, 3) e (2, -1, 0). 

4) A reta  y = 3x ,  z = 0 , gira em torno do eixo  0x determinando uma superfície. Escreva a 

equação dessa superfície e identifique. 

5) Mostre que a equação 0zy 22 =−  representa dois planos que se interceptam. Esboce. 

Obtenha a interseção desses planos. 

6) Obtenha as equações paramétricas da reta que contém o diâmetro da esfera 

11zy6x2zyx 222 =+−+++   que é perpendicular ao plano  17z2yx5 =+− . 

7) Escreva as equações dos planos tangentes à superfície    9zyx 222 =++ e paralelos  ao  plano  

x + 2y + − 2z + 15 = 0. 

8) Determine os valores de  m para os quais a interseção do plano  x + my - 2 = 0   com o 

parabolóide elíptico   y
3
z

2
x 22

=+  seja : 

a) uma parábola b) uma circunferência c) uma elipse d) uma hipérbole 

e) um ponto f) duas retas g) uma reta h) vazia 

9) Determine condições sobre as constantes a, b  e  c  de modo que a superfície 

1
c
z

b
y

a
x

2

2

2

2

2

2
−=−−   passe a ser obtida pela rotação, em torno do eixo 0x, de uma hipérbole do 

plano  x0z , com focos sobre o eixo 0z. Identifique e esboce a superfície obtida e a curva geratriz. 

10) Escreva a equação do cilindro circunscrito à esfera  ,3z2y4x2zyx 222 =++−++  e cujas 

geratriz são paralelas ao eixo  0z . 

11) Determine a equação e identifique a superfície gerada pela  rotação  da  reta  z = x, y = 2 em 

torno da reta  x = 0 ,  y = 2. 

12) Os cilindros 09z6x4zx 22 =+−++  e 06z6y2zy 22 =+−−+  são circunscritos à 

mesma esfera. Determine a equação dessa esfera. 

13) Uma esfera tem centro sobre o eixo  0z  e no plano  2x - 3y + 4z = 6 , e é tangente ao plano  

x0y . Escreva sua equação. 

14) Determine  a  equação  da  esfera  cujo  centro  é  o  ponto   (3, 2, -2)  e  que  é  tangente  ao  

plano  x + 3y - 2z + 1 = 0. 
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Respostas dos Exercícios 
 

Capítulo 1 
 

Seção 1.3.7 
 

1) 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−

−
=+

12196
8413
311

CAB ;   ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−−

=
19514
617

BC  

    C.B, C.B t .D − BA, AB + BA – não tem solução. 
 
2) a) A, B e C são matrizes diagonais 2) b) a = b = c = 0 
2) c) 

2
1z,1y,

3
1x ===  2) d) 

2
1,3,

3
2

−=−=−= γβα  
 
3) x = 1  ou  x = −2  e  y = 3  ou  y = −3 
 

4) 
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

−

−
=

5
2

5
1

5
3

5
4

A  5) a) 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

a00
fe0
cba

 5) b) 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

a00
ba0
cba

 6) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−

=
aa
aa

A  

 
Seção 1.9.2 
 
1) a = 4, b = 0  e  c = 2 
 

2) a) 0z,
3
1y,

3
8x ===  b) ℜ∈−−=+= 33231 x,2x3x;

2
5x

2
7x  

    c) 1x;2x 21 ==  d) não tem solução 
3) a) x = y = z = 0 b) x = 2z,  y = 3z,  z ∈ ℜ 
 

4) k ∈ ℜ 
 

5) a) Compatível e determinado se m ≠ 1. Compatível  e indeterminado se m = 1. 
    b) Compatível e determinado se n = −6. Incompatível se n ≠ −6 
    c) Compatível e determinado se n ≠ 2  e  n ≠ −3. Compatível e indeterminado se n = 2. 
Incompatível se n = − 3. 
   d) Compatível e determinado se m = 0. Incompatível se m ≠ 0 
   e) Compatível e determinado se  m ≠ −2  e  n ∈ ℜ..   Compatível e Indeterminado se  m = −2,  

n = 4. Incompatível se m = −2  e  n ≠ 4 

  f) Compatível e indeterminado se n = 3 e m ≠ −16  ou  n ≠ 3  e  m = −16. Incompatível se n = 3  
e  m =  −16 
 

Seção 1.11.2 
 
1) a) Compatível e determinado: x = 0, y = 0, z = 0. b) Compatível e Indeterminado: x = 2z, y = 3z, z ∈ ℜ
    b) Compatível e determinado: x = 0, y = 0, z = 0. d) Compatível e Indeterminado 
 

2) A = (1, 2, 3) não é solução. Solução do sistema: x = 2z, y = 3z, z ∈ ℜ 
 
3) Qualquer que seja o valor de k, o sistema será compatível e indeterminado. Se k = 2, as soluções do 

sistema serão: x = −2y − z,   y, z ∈ ℜ. Se k ≠ 2, as soluções do sistema serão: x = − z,   z ∈ ℜ.  
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4) a = 7. Solução geral: x = −z, y = z, z ∈ ℜ. 

5) Solução: ℜ∈−=−= z,z
6
13x,z

6
5y  6) 

5
11a = , ℜ∈=−= x,x5y,x

6
5z  

7) m ≠ 1, m ≠ 3. 

8) m ≠ ± 1, possível e determinado m = 1, possível e indeterminado m = −1, impossível 

9) 1k ≤ - possível e indeterminado 1k ≥  - impossível 

 
 

Capítulo 2 
 
 

Seção 2. 4. 7 
 

1) 
→→→→

++= k
4
5j

4
1i

2
1a

4
1  

→→→→→→
−+−=++− k22j2i11cb3a5  

→→→→→
−+=+− k

2
15j

2
3i5a

2
1d  

→→→→
−−=− k5i3cb  

2) 
→→→→

−+−= k3j3i6v  

5) 
→→→→

−−−= k3j2i4AB ;  
→→→→

−−−= k6j4i4AC ;  
→→→

−−= k3j2BC  
 
6) B = (4, 6, 8) 7) (3, 2, 3) 

8) 
→→→→

−+= k
2
5j2i

2
5w  9) D = (0, 6, 11) 

 

10) C = (9, −5, 12) e D = (6, −1, 19) 
 
11) a) LI  b) LD c) LI d) LD 
 

12) a) m = 2 ou m = −1 b) m = 4 
 
13) Os pontos A, B e C não estão alinhados. 
 
14) Os valores de y e z são tais que y + 2z = 4. 
 
15) a) São coplanares b) Não são coplanares 

16) Os vetores 
→
a , 

→
b  e 

→
c são lados de um triângulo. 

 
17) A, B e C são vértices de um triângulo 

18) 
→
a , 

→
b  e 

→
c formam uma base negativa para o ℜ3.   

→→→→
++= k

91
5j

91
39i

13
1v  

19) 
→
u , 

→
v   e 

→
w formam uma base negativa para o ℜ3. 

→→→→
++= wvua  

21) 
→→→→

+−= c
2
3b2a

2
1u  22) 

→→→
+= v7u8w  

 
Seção 2.6.5 
 
3) 10 4) 20 5) a) 13                  b) 13 
6) Normas iguais 7) 62)c3b()b2a3( −=+⋅−

→→→→
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Seção 2.6.9 
 

1) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−=

→→→
k5j3

34
1v  2) 

3
11x −=  

3) 2u =
→

, 34vu =+
→→

 4) x = 0 

5) 
1

1

u

uu
→

→
→
= , onde 

→→→→

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+= k

11
1

14
3j

14
2

11
1i

11
3

14
1u 1  

6) A, B e C são vértices de um triângulo retângulo e isósceles. 090AC,AB =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ →→
, 045BC,AB =⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ →→
 e 

045CA,CB =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ →→
 

7) ℜ∈=
→→

→ αα ,uvproj
u

 8) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++=

→→→→
→ k4j5i

21
1vproj

u
 

9) 
→

=

v

xcosα ,  
→

=

v

ycos β ,  
→

=

v

zcos γ  

10) γ = 450 11) 
→→→→

−+= kj2iv  ou 
→→→→

−−= kj2iv  

12) 
13
4i,vcos =⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ →→
, 

13
3i,vcos =⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ →→
, 

13
12i,vcos =⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ →→
 13) 

→→→→
−+−= k36j45i48b  

14).  
→→→→

++= k35j
2
2i

2
63v   15) 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ →→→

c,b,a  não é base ortonormal.  
→→→→

++= k
3
5j

3
4i

3
1v

 
Seção 2.7.6 
 

1) 
→→→→→

−−=× k4j10iba  
→→→→

−−=× k3i3ac  
→→→→→

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
×+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
× 0bccb  

2) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+−=

→→→→
k4j4i3

42
1v  3) 

→→→
+= j

13
10i

13
24v  4) 1210A =  

 

5) A, B e C são vértices de um triângulo, que é isósceles. 1855A =  

6) 
→→→→→

++== k3ji2ua ,  
→→→→→

−+== k3ji4vb ,  
→→→→→→

−+−=×= k2j18i6bac  

     
→→→→

+−= k
91
4j

91
7i

91
26w  

7) 
→
a  e  

→
b   devem ser paralelos 

8) 
138
9i,vucos −=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
×

→→→
,  

138
5j,vucos =⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
×

→→→
,  

138
7k,vucos =⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
×

→→→
 

9) a) 
5
3m ±=  b) m = 0, se 

→
a  não é paralelo a 

→
b        m  ∈ ℜ, se 

→
a  é paralelo a 

→
b  

10) 
→→→→

++= k10j50i70c  
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Seção 2.8.6 
 

1) 7w,v,u −=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ →→→
,   7u,w,v −=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ →→→
,   0w,w,u =⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ →→→
 

2) Os vetores dados não são coplanares, pois o produto misto é diferente de zero. 
 
3) V = 15 u.v. 4) a) São coplanares 4) b) Não são coplanares 
 

5) x ≠ 1  ou  x ≠ −2 
 

6) a) 090BC,AB =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ →→ , 045AC,AB =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ →→  e 045CA,CB =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ →→  

 
b) ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=
→→→

→ kj
2
1ABproj

AC
 

c) 
2
2h =  d) .a.u

2
1)ABC(Área =Δ  e) V = 1 u.v. 

 
7) O ângulo entre os vetores é 900 e, portanto, esses vetores são LI. 

8) 
1

1

a

aa
→

→
→
= , onde 

→→→→
+−= k2ji2a 1 , 

1

1

b

bb
→

→
→
= , onde 

→→→→
−−−= k2j26i11b 1  e 

1

1

c

cc
→

→
→
= , onde 

→→→→
++−= k7j2i6c 1  

9) 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ →→→

c,b,a  será base ortonormal se x = ± 
3
1 . 

→→→→
+−−= c

3
10b

3
1a

3
5v .     10) .v.u24c,b,a =⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ →→→
 

 

11) A, B, C e D podem ser vértices de um paralelepípedo. V = 24 u.v.. E = (3, −3, 3) 
 

12) Usando projeção: a base será composta pelos vetores 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

×
→→→→
wu,w,u , onde  

⋅
⋅

−=

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⋅−=−=
→

→

→→
→

→

→

→

→
→→→→→

→ u

u

uvv
u

u

u

uvvvprojvw 2u
 

       Usando produto vetorial: 
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
×××
→→→→→→
vuu,vu,u  

 

13) A base será negativa se x < 0 e será ortogonal se x ≠ 0. A base será ortonormal se x ≠ 0 e 
tomarmos os seus respectivos vetores unitários. 
 

14) 10cba =++
→→→

 

 
Capítulo 3 

 
Seção 3.1.5 
 

1) Equações paramétricas:
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

ℜ∈−=
−−=
−+=

t,st32z
st21y

st3x
 

    Equação cartesiana: π : x – y + z – 4 = 0. 
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2) Equação cartesiana; π : x – 2y + 3z + 3 = 0.  O ponto B ∈ π e o ponto C ∉ π. 
 

3) Eqs. Paramétricas: 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

ℜ∈−−=
−+=
++=

q,p,q2p2z
qp2y
qp21x

 Fazendo p = 1 e q = 0 obteremos o ponto (3, 3, 1) 

do plano. 
 

4) Equação Cartesiana  π : − 9x + y – 7z + 40 = 0. 
 
5) m = 3 e o plano não passa pela origem. 
    Equação cartesiana do plano que passa pela origem: π : 2x – y – 3z = 0. 
 

6) Vetor normal unitário: )kji3(
11
1v

→→→→
+−=   

    Equações paramétricas:
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

ℜ∈+=
+−−=

−=

q,p,qpz
qp21y

p1x
 

 

7) )k7j2i3(
62

15v
→→→→

+−−=  

     Equação cartesiana: π : − 3x – 2y + 7z + 8 = 0. 
 

8) Equação cartesiana: π : − 2x + y + z + 6 = 0. 
 

9) )k
3
4j2i4(

7
1v

→→→→
++=   

     Equação cartesiana:π : 6x + 3y + 2z – 6 = 0. 
 

11) π : x – y = 0. 
 

12) Base ortonormal negativa:  
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−−−+−+−
→→→→→→→→

)k2j2i(
3
1),ki2(

5
1),k4j5i2(

35
1  

 

13) Equações paramétricas:  
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

ℜ∈=
−−=

+=

q,p,pz
q5py

q2px
 

      Equação cartesiana: π : 5x + 2y – 3z = 0. O ponto B não pertence ao plano. 
 

14)  Equações paramétricas:  
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

ℜ∈−=
+=

+−=

q,p,p3z
p42y

qp27x
 

       Equação cartesiana: π :  −2y – 4z – 10 = 0. O ponto médio ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2
7,4,6 de AB pertence ao 

plano. 
15)  π : y + 2 = 0.  A origem não pertence a esse plano. 
 

16) m = 3  e  n = − 4. 
 

17)  m = ± 1 
 

18)  π : 9x – 3y – 4z – 20 = 0. 
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19) 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

ℜ∈−+=
+−=
++=

q,p,qp33z
q4p2y
qp21x

 

 
20) x = 2. 
 
21) a) paralelos b) paralelos       c) não paralelos d) não paralelos 
 
22) a) 
perpendiculares 

b) perpendiculares       c) não 
perpendiculares 

 

 
23) a) L = 3  e  3

2m −=   

      b) 5
6me3

10L −=−=  
 
24) a) m = 6 b) 2L + m = 9 c) 2

1m =  

25) Qualquer vetor obtido a partir de pontos do plano é paralelo ao próprio plano: 
→→→

−−= k3iv  
 

26) 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

ℜ∈+=
=
=

q,p,qpz
p3y
p4x

    ou   3x – 4y = 0. 

 
Seção 3.2.5 
 

1) 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

ℜ∈+=
−=
+=

t,t2z
t2y
t31x

:r           ou    2zy2
3

1x
−=−=

−  

2) 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

ℜ∈+=
−=
+=

t,t33z
t22y
t41x

:r    ou  
3

3z
2

y2
3

1x −
=

−
=

− ;   P3 ∈ r,  P4 ∉ r. 

3) 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

ℜ∈+=
−=
+=

t,t3z
t2y
t1x

:r   ou    x – 1 = 2 –  y =  z – 3  

4) 
6

t9z,
5

4t2y,t1x:r −
=

−
=+=  

5) 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

ℜ∈=
=

−=

s,s3z
4y

s2x
:r             ou    4y;

3
zx2 ==−  

6) 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

ℜ∈−=
+−=

+=

t,t22z
t22y

t1x
:r      ou   

2
2z

2
1y1x

−
−

=
+

=−  

7)  a) )k4ji2(
21
1v

→→→→
++−=                               b) )k7i(

25
1v

→→→
−=  

8) 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

ℜ∈−=
+=
−=

t,t22z
t22y
t41x

:r        ou   5z;
2

2y
4
1x

=
−

=
−
−  
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9) 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

ℜ∈−=
=
=

t,t14z
t16y

t4x
:r      ou   

14
z

16
y

4
x

−
==  

10) 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

ℜ∈+−=
+=

−=

t,t1z
t31y

t4x
:r   ou   1z

3
1y

4
x

+=
−

=
−

 

11) 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

ℜ∈=
+=
−−=

t,0z
t41y

t41x
:r         

 
12) π :  2x + 4 z – 4 = 0. 
 
13) π: 2x + y + 2z – 9 = 0. 

14) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+−+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++=+=

→→→→→→→→→
k

14
3j

14
9i

7
3k

14
17j

14
19i

7
10wuv  

 

15) π: 8x – 5y – 17z + 16 = 0 
 

16) 

⎪
⎪

⎭

⎪
⎪

⎬

⎫

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

→

→

→

→

→

→

c

c,
b

b,
a

a  é uma base ortonormal positiva, onde 
→→→→

−+= k3ji2a , 
→→→→

+−= k3j3i6v , 

→→→→
−−−= k12j24i6v  

 

17) 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

ℜ∈−−=
+=
−=

t,t1z
t2y
t1x

:r   ou   
1
1z2y

1
1x

−
+

=−=
−
−  

 

18) 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

ℜ∈−=
+−=
+=

t,t23z
t1y
t32x

:r    ou   
2
3z1y

3
2x

−
−

=+=
−  

 
Seção 3.3.11 
 
1) a) concorrentes, ponto de interseção P = (1, 0, 1), (r1 , r2) = 900 

    b) concorrentes, ponto de interseção P = (1, 2, 2), ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

3154
48arccos)r,r( 21  

    c) paralelas, (r1 , r2) = 00 d) reversas, ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

145
8arccos)r,r( 21  

    e) concorrentes, ponto de interseção P = (1, 5, 1), ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

190
4arccos)r,r( 21  

2) a) coincidentes, (r1 , r2) = 00 b) concorrentes, ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

3
2,

3
2,

3
7P , (r , π) = 900 

    c) paralelos, (r , π) = 00 d) paralelos, (r , π) = 00 
3) a) concorrentes, interseção: ℜ∈=+−=+= t,tz,t

13
5

13
5y,t

13
4

13
9x:r , (π1 , π2) = 900 

    b) coincidentes, interseção: o próprio plano, (π1 , π2) = 00 
    c) paralelos, (π1 , π2) = 00 d) paralelos, (π1 , π2) = 00 
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4) P = (-2, 1, 1) b) x = 2t,  y = 2t,  z = t c) não se interceptam      d) não se interceptam 
 
5) interseção com o plano coordenado z = 0: P = (7, 9, 0) 

   interseção com o plano coordenado y = 0: ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

5
9,0,

5
17P  

   interseção com o plano coordenado x = 0: ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

2
7,

2
17,0P  

6)  interseção com o plano coordenado z = 0: 0z,ty,t
3
2

3
5x ==−=  

     interseção com o plano coordenado y = 0: tz,0y,t
3
1

3
5x ==+=  

     interseção com o plano coordenado x = 0: tz,t
2
1

2
5y,0x =+==  

     interseção com o eixo dos x: ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= 0,0,

3
5P  

     interseção com o eixo dos y: ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= 0,

2
5,0P  

     interseção com o eixo dos z: ( )5,0,0P −=  
 

7) a) 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

ℜ∈+=
++=
++=

q,p,q3pz
qp21y

q5p32x
 b) 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

ℜ∈+=
++=
++=

q,p,q1z
q2p21y
q3p32x

 

 
8) a) m = 5 b) não tem solução c) m ≠ 5 
 

9) n = − 6 e c = 4; interseção: P (−1, 1, 1) 
 

10) 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

ℜ∈=
+=

=

t,0z
t21y

tx
:r2  b) 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

ℜ∈=
=

+=

t,0z
t2y

t2x
:r2  

 
Seção 3.4.9 
 
1) a) 0 b) 0 c) 0 d) 2 e) 0  
 
2) a) 0 b) 0 c) 

101
3  d) 

21
10  

3) a) 0 b) 0 c) 
11
3  d) 

6
2  

 
4) 

46
4),A(d =π  5) 70

5
3),D(d =π  

 

6) 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

ℜ∈−=

+=

+=

t,t14
117
1533z

t16
117
1141y

t4
117
392x

:r  
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7) a) P = (−1, −2, 1) b) P = ( 5, 0, 3) c) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

3
5,

3
4,

3
5P  d) P = (−3, 0, 1) 

 

8) 
14
13d =                                       9) ℜ∈−==−= t,t

35
41z,t

35
4y,t

35
41x  

 
10) ℜ∈+=−−=−= t,t31z,t23y,t53x                         11) 3x + 2z – 1 = 0 
 
12) ℜ∈+=+−== t,t1z,t32y,1x  
 

Capítulo 4 
 
Seção 4.1.6 
 

1) a) (x + 2 )2 + (y – 1)2 = 25 b) 
4

65
2
1y

2
13x

22

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −  

c) (x + 1 )2 + (y + 2)2 = 2, C(-1, -2), R = 2  d) (x – 1)2 + y2 = 4, C(1, -2), R = 2 
 

2) a) ( ) ( ) 2
1e),0,0(C,27,0B,0,6A;1

27
y

36
x 22

==±=±==+ ;  

    b) ( ) ( ) ( ) 2
1e),0,3(C,2,3F,0,27B;1

16
y

12
3x 22

==±=±==+
−  

    c) ( ) 5
3e),0,0(C,0,3F;1

16
y

25
x 22

==±==+  

    d) ( )
1

36
yy

20
x 2

0
2

=
−

+  

    e) 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) 5
3e,1,2F,1,5F

),1,2(C,5,2B,3,2B,1,3A,1,7A;1
16

1y
25

2x

21

2121

22

=−−=−=

−=−==−−=−==
+

+
−

 

    f) 8x2 + 8y2 – 2xy – 212 = 0. 
 

3) a) ( ) x
3
4y,3

5e),0,0(C,0,3V;1
16
y

9
x 22

±===±==−  

    b) ( ) ( ) x
119
5y,5

12e),1,2(C
2
7,2V,

2
3,2V;1

4
119

2x

4
25

1y
21

22
±==−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛==

−
−

+  

    c) ( ) ( ) ( ) ( ) x
5
1y),3,2(C,9,2F,3,2F;1

20
2x

16
3y

21

22
±===−==

−
−

−  

    d) ( ) x
3
4y,2

5e),0,0(C,5,0F;1
4

x
16
y 22

±===±==−  

    e) xy – 4y – 2 = 0 
 
4) a) y2 = 12x, V = (0, 0) 
    b) x2 = − 8y , V = (0, 0) 
    c) y2 = − 12(x – 1), V = (1, 0) 
    d) (x + 4)2 = − 4 (y – 2), V = (−4, 2) 
    e) y2 = −8(x – 2). diretriz x = 4 
    f) (y + 1)2 = −4(x – 4), F = (3, −1), diretriz x = 5 
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5) 
8
7y,

8
5x ±=±=  

 
6) d(P, F1) = 13,   d(P, F2) = 5 
 

8) 
24
21y,

24
75x ±=±=  

 

9) a) Elipse - C(0, 0),  A = (± 5 , 0), B = (0, 2± ), F = ( 3± ,  0), 
5
15e =  

    b) Elipse - C = (-3, 2),A = (-3 ± 6, 2), B = (-3, 2 ± 4), )2,203(F ±−= ,
3
5e =  

    c) Hipérbole - C = (2, 2),V = (2 ± 4, 2), )2,412(F ±= ,
4
41e = , y – 2 = ±

4
5 (x – 2) 

    d) Parábola - V = (0, 0), F = (-3, 0), x = 3 
    e) Parábola - V = (2, -1), F = (3, -1), x = 1 
     f) Parábola - V = (2, -3), F = (2, 

4
7

− ), y =
4

17
−  

    g) Circunferência - C = (1, 0), R = 1 

    h) Parábola - V = (0, 0), F = (0, 
2
1 ), y = −

2
1  

    i) Circunferência - C = (1, −3), R = 3 
    j) Circunferência - C = (−2, 0), R = 2 

    l) Hipérbole - C = (0, 0),V = ( 3± ,0), )0,13(F ±= ,
3

13e = , y = ±
3
6 x 

  m) Hipérbole - C = (0, 0),V = ( 20± ,0), )0,62(F ±= ,
5
30e = , y = ±

5
5 x 

   n) Hipérbole - C = (3, −1),V = (3 ± 6,−1), )1,263(F −±= , 2e = , y +1= ±(x − 
3) 

   o) Circunferência -  C = (0, 0),
2
5R =  

 
10) 25  
 
11) 1. Se q = 0, teremos um par de retas: 2m1mx +±−= , m ∈ ℜ. 

      2. Se q > 0, teremos uma família de elipses: ( ) ( )
( ) ℜ∈=
+

−
+

+

+ m,1

q
m1

0y

m1

mx
2

2

2

2
 

      3. Se q < 0 ( qq −= ), teremos uma família de hipérboles: ( ) ( )
( ) ℜ∈=
+

−
−

+

+ m,1

q
m1

0y

m1

mx
2

2

2

2
 

     4. Um caso particular de 2) é: q = 1, m ∈ ℜ, teremos a circunferência de centro em (−m, 0) e 
raio 2m1 + : 

( ) 222 m1ymx +=++  
     5. Um caso particular de 3) é: q = −1 , m ∈ ℜ, teremos a hipérbole eqüilátera 222 m1yx +=−  
 

12) A = 12. 13) ( ) 1
4
2y

8
x 22

=
+

+  14) ( ) x41y 2 =−  
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15) 1
36
y

9
x 22

=−  16) ( ) )10x(3y 2 −−=−  17) t54524y;1x −+==  

 
Seção 4.2.9 
 
1) a) Cilindro Circular b) Cilindro Hiperbólico 
    c) Cilindro Elíptico  d) Cilindro Parabólico  

    e) A união de dois semi-planos: 
⎩
⎨
⎧

≤−−=
≥−=

2y),2y(z:
2y,2yz:

2

1
π
π  f) Plano paralelo ao plano xOz 

 
2) a) Esfera de raio 1 b) Hiperbolóide de duas folhas 
    c) Cilindro Parabólico d) Cone 
    e) Parabolóide Hiperbólico f)  Cone 
    g) Parabolóide Elíptico h) Um par de planos (Oz como interseção) 
    i) Parabolóide Elíptico j)  Parabolóide Hiperbólico 
    l)  Parabolóide Elíptico m) Cone 
   n) Um ponto 0) Cone 
   p) Um par de planos x = ± 2   
 

3) 
2222

2
19

2
3z

2
1y

2
3x ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −  

 
4) Cone de equação y2 + z2 = 9x2 
 
5) Planos:  z = ± y, que se interceptam segundo o eixo Ox 
 
6) x = −1 + 5t,   y = 3 − t,   z = 

2
1

−  +  2t. 

 

7) 0
3
522 =±−+ zyx  

 
8)  
 
9) a ≠ 0, b = c = k ≠ 0; hiperbolóide de uma folha 
 
10) ( ) ( ) 92y1x 22 =++−  
 
11) Cone Circular: ( ) 02 222 =+−− zyx   -  vértice: (0, 2, 0) 
 
12) ( ) ( ) ( ) 43z1y2x 222 =−+−++  
 
13) x2 + y2 + z2 − 3z = 0  
 
14) ( ) ( ) ( )

14
1962z2y3x 222 =++−+−  

 


