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MATRIZES E SISTEMAS DE EQUACOES

Neste capitulo, lembraremos-nos dos conceitos basicos sobre matrizes e resolucéo de
sistemas lineares, conceitos estes que serdo utilizados no decorrer deste curso, tanto na parte de
Calculo Vetorial como em sua aplicacdo a Geometria Analitica. Estudaremos, também, o

escalonamento de matrizes, que sera utilizado na resolugdo de sistemas de equactes lineares.

1.1 - MATRIZES - INTRODUCAO

Chamaremos de matriz de ordem m x n (Ié&-se: m por n) a uma tabela de elementos

dispostos em m sequencias horizontais, chamadas de linhas e n sequencias verticais chamadas de

colunas;
a.ll a.12 ---------------- a.ln
a, a a
A _ 21 .22 2n
- DR WP A

Os elementos da matriz serdo indicados por a;j, 1 <i<m,1 <j<n,ondeiindicaalinha,

ej, acolunaem que ele se Situa. Usaremos também anotacdo A=(a;; )., OU Ap,, paraindicar

a mesma matriz. Os elementos de uma matriz podem ser nlmeros reais ou complexos,

polindmios, fungdes, outras matrizes, etc.

0 2

1
Exemplo: A matriz A = { 5} éumamatrizdeordem 2 x 3,isto é 2linhase 3

6 -5
colunas. Seuseementossdo aj;1 =1,a12 =0, a;3 =2, ax1 = 6, ax = -5, axz =5.

Duas matrizes A =(a;) n.n € B=(b;),.s S0 iguais se elas ttm a mesma ordem e seus

elementos correspondentes sdo iguals, isto &, sem=r,n=se g; =b;, 1 <i<m, 1 <j <n.

1j ?

9 1 2 n

Exemplo: = 3 N7
0 5 sen0 5

1.2 - TIPOS ESPECIAIS DE MATRIZES

Matriz quadrada € uma matriz cujo nimero de linhas é igual ao de colunas. Usaremos a

notacdo A, =(a;), , 1 <i, j <n paraindicar amatriz quadrada com n linhas e n colunas.

bll b12 bln
1 3
Exemplos: A= ' B = b?l b?z b?” ;
0 -8 : Do
bnl bn2 bnn



Chamaremos de diagonal principal de uma matriz quadrada A, =(a;; ), , @s elementos
a; comi = j. A diagond principal, algumas vezes chamada apenas de diagonal, da matriz A e

formada pelos elementos 1 e —8 edamatriz B pelos elementosbis , bay ..., by -

A matriz identidade é uma matriz quadrada em que todos os elementos da diagonal
principal sdoiguaisal e o restante dos elementos da matriz so todos nulos.

Notacéo: | :(aij )n ,onde a;; = 1, parai = j, a;= 0 parai #]j.

10

Exemplos: IZ:{0 1

} - matriz identidade de ordem 2.

1 0
I;=0 0| - matriz identidade de ordem 3
0 1

o = O

Matriz nula é aquela que todos os elementos sao nulos, cuja notacdo € Oy -

0 00 00O
0 0O 0 0
Exemplos: A= . B= ; C=/0 0 00 0; D=]o]
0 0O 00
0 00 0O

Matriz linha é amatriz formada por uma Unica linha e sera denotada por A1,
Exemplos: Ay, =[2 -3 5]; By =[-4]

Matriz coluna é a matriz formada por uma Unica coluna.

-1

sen45°
Exemplos: Cyq = Dsq =] 1
cos60° 0

Matriz diagonal é uma matriz quadrada em que os Unicos elementos ndo nulos estdo na

diagond, isto &, A=(a;;),, comaj =0 parai =j.

. -1 0}, 3
Exemplos: A = [O 4}, B, =

O O N
o O O

0
0
5

Matriz simétrica € uma matriz quadrada em que os elementos situados simetricamente

em relacdo adiagonal sdo iguais, isto &, A=(a;;), tal quea;j=a;i, 1 <i,j < n.

1 2 -1
Exemplos: A=| 2 0 9/; B=|5 -1
-1 9 4 1



Matriz anti-simétrica € uma matriz quadrada em que os elementos situados

simetricamente em relac3o a diagonal sao opostos, isto €, A= (a;;),, coma;j = —a;i, 1 <i,j<'n.

Na matriz anti-simétricaa diagonal € nula.

o 1 -4
0 -4
Exemplos: C = ; D=|-1 O
4 0
4 -2 0

Matriz triangular superior é uma matriz quadrada onde todos os elementos abaixo da

diagonal sdo nulos: isto &, A=(a;;),, coma; =0 parai > j.

11 -3 2 12
Exemplos: A={0 4 O0]; B:{O 3}
0 0 1

Matriz triangular inferior € uma matriz quadrada onde todos os elementos acima da

diagonal sdo nulos, isto &, A=(a;;),, comajj =0 para i < j.

40 3 0 O
Exemplos: A= {5 6} B=(2 -1 0
0 5 8

Observagdo: Dada umamatriz A= (a;;) ., , SUa transposta, € a matriz A' obtida de A

trocando-se linha por colung; isto €, A=(a;;), .

1 0
Exemplos: A=| 2 5 Aol 2 -3
0 5 3
-3 3, 2x3

13- OPERAC}()ES COM MATRIZES
1.3.1 - Adicéo

Sgjam A= (aij )mxn eB= (bij )mxn duas matrizes de mesma ordem m x n. A soma entre as
matrizes A e B € uma matriz de mesma ordem C, onde Cj =a; +by, paral <i<m,1<j<n.De
outraforma,

all a12 ---------- aln bll b12 ---------- bln all+ bll a12 + b12 --------- aln + bln
dy Ay app, + by by by _ Ay + by Ay +by ay, + D0y,
Ay A eeeeeeen Amn By Brpeeeeeen Brn A +0my Amp Do Ay + b

cemnle. |13 CU Lt 1 4]_[2 4 3
PIo- 19 1 2 2 9 7| |2 10 -5



1.3.2 - Propriedades da adicdo de matrizes

Sejam A, B e C matrizes de mesma ordem m x n. S0 vélidas as seguintes propriedades:
P1) A+ (B + C) = (A + B) + C (associativa)

P2) A+ B =B + A (comutativa)

P3)A+0=0+ A=A, onde0 éamatriz nulade ordemm xn.

P4) Existe umamatriz, denotadapor — A, tal que A+ (-A)=(-A) + A=0.

1.3.3 - MULTIPLICACAO POR ESCALAR
Se k é um nimero real, o produto de uma matriz A= (aij )mxn por k (também chamado de

escalar) éamatrizk. A=(b;) ,onde b =ka;,1<ism 1<j<n.

: _ |1 a ap_ |3
Exemplo: Se A = [4} entdo —-3A = [_12}

1.3.4 - Propriedades da multiplicagdo por escalar
Dadas as matrizesA e B demesmaordemm xn e escalaresk; ek, temos:

M1) k;. (A +B) =kA+kB

M2) (ki +ky) A =kiA+ kA

M3) 0.A =0, onde O é matriz nulade ordemm x n
M4) ki(koA) = (ki k2) A

1.3.5 - Multiplicacdo de Matrizes
Sejam A:(aij )mxn e B :(bij )nxp matrizes. O produto de das matrizes A e B € uma

n
matriz C = (Cij )mxp ,onde cj = D Ak by
k=1
Observacoes:

1) S6 podemos efetuar o produto de duas matrizes A, € B nessa ordem, se o

nxp !
nimero de linhas da segunda matriz for igual 0 nimero de colunas da primeira. Neste caso, a

matriz produto AB tera ordem m x p.

2) Cada elemento c;; da matriz produto & a soma dos produtos dos elementos da i-ésima

linha da primeira matriz pelos elementos correspondentes da j-ésima coluna da segunda matriz.
Abreviadamente, diz-se que o produto de matrizes é feito “linha por coluna”.

1
2 1 0
235 e

Exemplos: 1. Se A:[ 1
1 2x3 0



. [ 2 1 0} ik z[ (2)(1) + (L)1) + (oxoq _ H
-1.3 -1] |, (-1)(1) + (3)(1)+ (-1)(0) J,,, [2
Observe que o produto BA ndo podera ser efetuado, pois 0 nimero de linhas da segunda

matriz é diferente do nimero de colunas da primeira.

-1 2 5 1
2.5 A=|0 1|e B=|-1 4], note que os produtos AB e BA ndo poderdo ser
3 4 0 3

efetuados, pela mesma razéo apresentada no Exemplo 1.

1.3.6 - Propriedades da multiplicacao:

Dadas as matrizes A Bo.p € Cp.q de ordens compativeis com as multiplicacOes e

mxn1 Pnxp
adicdes indicadas, séo vélidas:
M5) A(BC) = (AB)C (associativa) ;
M6) A(B + C) = AB + AC (distributiva a esquerda) ;
M7) (A + B)C = AC + BC (distributiva a direita);.

M8) Arvn - lh =Anns 1n - Avm = Anm » ONde |, € umamatriz identidade de ordem n.

Observacoes:

1) Amn Oy = Oneps O = Anxp = Opyp » ONde 0 € uma matriz nula.

2) Emgeral, AB = BA. Observe os exemplos abaixo.

2 -1 -2 0 2 -1
21.Oproduto (-1 4| . {‘01 ﬂ =1 7| ,mes {‘01 ﬂ e« |-1 4
3 0 3x2 22 -3 3 3x2 2 3 0 3x2
néo esta definido.
-1
22.Se A={ 0| e B=[213],,, temos que AB e BA estfo definidos, mas AB &
4 3x1
-2 -1 -3
diferenteBA,pois AB= | 0 0 0| e BA=][10].
8 4 12 3x3
1 -2 -1 1 ~ -1 3
23. Se A{O J , B_[O _J entao AB_BA_[0 _1]
2x2 2x2

3) E possivel ter AB=0 sem que se tenha A=0 ou B =0. Por exemplo, se A{Z 0}

10
0 0 N 0 0
e B_L J , entao AB_{O O]



1.3.7 - Exercicios

L0 2 10 10 10

1) Dadas as matrizes A={3 2|, Bz[l _3 4}, C=|5 1 0]e D={0 1]calcule,
5 —4 0 -1 4

as operacdesindicadas: AB + C, BC, CB, CB'D —BA, AB + BA, quando possivel.
0 0 O 1 00 0 0 O

2) Dadasasmatrizes A=|0 0 O0|,B=/0 0 0,C=(0 2 O
0 0 3 0 0 O 0 0O

a) Classifique matrizes.

b) Determinea, b, ¢ € R, taisque aA + bB + cC = O.

c) Determinex, y, z € R, taisque xA +yB + zC = 1.

-3 0 O
d) Determine o, S, 7 € R, taisquecA + B + )C = [0 -1 0].
o 0 -2

_ _ | x2+x 6 [2 6
3) Determinex,y € R paraque A =B, sendo A—[y2+4 J € B—[13 1]

4) Se A:B ﬂ determine umamatriz B tal que AB = I.
5) Determine todas as matrizes que comutam com as matrizes
1 0 1 1 1 0
aA=|0 1 0 by B=|0 1 1
0 0 1 0 0 1

6) Determine uma matriz quadrada A, ndo nula, tal que A2 =0, .

1.4 - SISTEMAS DE EQUACOES LINEARES - INTRODUCAO

Um sistema de equagdes lineares com m equacgfes a n incognitas € um conjunto de
equacoes

ap Xy + apX, + .+ a X, =b

Ay Xy + 8yXy + oo+ AypX, =D,

(1)

A Xy + ApaXy + o + A X, = Dy

ondeajj eR, bijeR, 1<i <m, 1<j <n.
O sistema (1) também pode ser escrito naformamatricial AX = B, isto &
iy A ot 8y || X b

1
Q1 Az A | X% | |b

a Xn b,



onde

i Ay an
dy  Ap azn ; ; .
A=| : ‘ - € amatriz dos coeficientes,
[8m1 8mz 0 8 mxn
Xy
X =| X2 - € amatriz das incognitas
_X” nx1
e
by
B= b:2 - é amatriz dos termos independentes
bm mx1
Podemos também associar ao sistema (1) amatriz ampliada
ay A8 v A, by
a?l a.22 e a?n b.z
Ay 8m2 0 Ay bm

obtida acrescentando-se & matriz dos coeficientes uma coluna formada pelos termos
independentes. Dessa maneira a matriz ampliada representa o sistema de forma abreviada.
Dois sistemas de equacdes lineares sdo equivalentes se admitem as mesmas soluges.

Assim, 0s sistemas

X+ 2y =5 3x—-y=1
(2){2x ~3y=-4 & 3 { X —2y =-3
s80 equivalentes, pois ambos admitem a tnica solucdo x = 1 ey = 2. Observe que essa solucdo é
também solucdo do sistema (4)

) {

X+0y=1
Ox+ y=2

Logo, (4) éequivalentea (2) e (3).
15- RESOLUQC)ES DE SISTEMAS LINEARES

Para resolver um sistema de equagdes lineares devemos exibir um outro sistema
equivalente a ele no qual a solucdo esté evidente. Assim, por exemplo, para resolver 0 sistema
(2) acima devemos obter o sistema equivalente (4), onde os valores das incdgnitas sdo facilmente
obtidos. O sistema (3) € equivalente ao sistema (2), mas o seu conhecimento ndo fornece, de

modo evidente, como no caso de (4), a solucéo comum.



Vejamos entdo, como proceder para obter o sistema equivalente conveniente, através do
processo eliminacdo de varidvel's em cada equacdo. Para tornar mais claro o processo, ao lado de
cada sistema vamos escrever sua matriz ampliada.

X+ 2y =5 1 2 5
(2) {Zx _3y =4 [2 -3 —4}
13) Eliminemos x da 22 equagdo. Substituimos a 2% equagdo por outra, obtida somando-se a 2°
equacdo com a 12 multiplicada por -2:

@) X+2y =5 1 2 5
Ox -7y = -14 0 -7 -14
23) Vamos tornar unitario o coeficiente de y na 2% equagdo. Para isso, substituimos a 22 equagdo
por outra, obtida multiplicando-se a 2 equagao por —% ;

(2") {Ox+ y =2 [012J
3%) Eliminemos y da 1% equacdo. Substituimos a 1* equacdo por outra, obtida somando-se a 12

equacdo com a 22 equacdo multiplicada por — 2 :

179 X + Oy = 1 1 0 1
2 {Ox+ y =2 [012}
O sistema (2°"") é equivalente ao sistema (2), e assim obtivemos a solucdo procurada de

(2) : x=1, y=2. De modo analogo se resolve o sistema (3):

3x—- y=1 3 -1 1
3) {x—Zy:—S [1 -2 —3}
A 12 etapa é obter um coeficiente unitério paraavaridvel x na 1* equacéo, o que pode ser
obtido multiplicando a 1% equagdo por 1/3. Com isso, obtemos os outros coeficientes

fracionérios, o que dificultara os cdlculos posteriores. Para evitar dificuldades e proceder da
mesma maneira anterior, vamos aplicar, inicialmente, a 12 etapa.

1%) Vamos permutar a 12 com a 22 equagéo:
{ X — 2y=-3 [1 -2 —3}
3x — y=1 3 -1 1
28) Vamos eliminar x da 2% equagdo. Substituimos a 22 equacdo pela soma da 22 equagdo com a
12 multiplicada por — 3 :

X -2y =-3 1 -2 -3
Ox + 5y = 10 0 5 10
3%) Vamos tornar unitério o coeficiente de y na 2% equagdo. Substituimos a 2% equagéo por ela
mesma multiplicada por 1/5:

X —2y= -3 1 -2 -3
Ox + y=2 0o 1 2



43) Vamos eliminar y da 1* equacdo: substituimos a 12 equag&o pela soma da 12 equagdo com a

1 101
1 0 1 2

Assim obtivemosasolugdo: x =1, y = 2.

22 multiplicada por 2:
{ X + 0y

OXx + vy

Nos dois exemplos apresentados partimos de um sistema de equagtes lineares e fomos
obtendo sistemas sucessivos, obtidos do anterior por operacdes que preservam as igualdades
indicadas, até chegarmos ao sistema equivalente que expressa a solugdo. As etapas
intermedidrias sd0 todas reversivels, pois podemos obter o sistema (2) a partir do sistema (4)
efetuando as operacdes inversas das mencionadas, na ordem inversa. Analogamente para o
sistema (3). As operagOes que fornecem sistemas equivalentes sdo chamadas operagoes

elementares.

1.6 - OPERACOES ELEMENTARES

As operacOes elementares sobre as linhas de uma matriz sdo:

1. Permutacéo dai-ésima ej-ésimalinha: L <> L,

-2 0] 1 5
Exemplo: 1 5| L oL, |-2 0
| 3 -4 3 4
2. Multiplicar ai-ésimalinha por um escalar qualquer k, ndo nulo: L, — k.L;.
-2 0] -2 0
Exemplo: 1 5 L, » 2L, 1 5
3 -4 -6 8

3. Substituicdo da i-ésima linha pela i-ésima linha mais k vezes a j-ésima linha
L+ k..L;
[ j

-2 0 -2 0
Exemplo: 1 5|L; »>L;-3L, |1 5

3 -4 0 -19

L.

P =

Na resolucdo dos sistemas (2) e (3) da secéo 1.5, observamos que as matrizes ampliadas
dos vérios sistemas obtidos sucessivamente apenas sofreram operacdes elementares sobre suas
linhas com objetivo de serem transformadas numa matriz na forma escada. Lembremos que

guando ndo fazemos referéncia a alguma linha, a mesma deve permanecer inalterada.

1.7 - MATRIZ NA FORMA ESCADA

Umamatriz € linha reduzida a forma escada se satisfaz as condicoes:
1) O primeiro elemento ndo nulo de cadalinha é 1.

9



2) Cada coluna que contém o primeiro elemento ndo nulo de alguma linha tem todos os
outros elementos iguais a zero.

3) Todalinha nula ocorre abaixo de todas as linhas n&o nulas.

4) Sel, Ly,..., L sdoaslinhasndo nulas e se o primeiro elemento ndo nulo de L; ocorre

nacolunaji,entéoj; < jo <..<j.

Lembramos que uma linha é nula se todos os seus el ementos forem nulos. Uma linha néo
nula é aquela que possui pelo menos um elemento ndo nulo. A condicdo 4) significa que os

primeiros elementos ndo nulos unitérios de cada linha devem ocorrer em colunas seqlienciadas.

Exemplos:

Consideremos as matrizes abaixo e verifiquemos quais sdo linha reduzida a forma escada:

Azlé 510 21]; -[iitfc-periy
000 1 3 0 001
-[00 14 E_F ; S’}
010
As matrizes A e B sdo linha reduzida a forma escada, pois todas as condicbes estéo
satisfeitas. A matriz C ndo € linha reduzida a forma escada, pois ndo satisfaz a 12 condicdo. A
matriz D ndo é linha reduzida a forma escada, pois ndo satisfaz a2® e 4% condigbes. A matriz E
também n&o é linha reduzida a forma escada, pois ndo satisfaz a 3% condicao.
Dadas duas matrizesm x n, A e B, dizemos que B € linha-equivalente a A se B foi obtidade A
apdés um numero finito de operagBes el ementares sobre as linhas de A. Neste caso, indicamos
A—>B, ouA ~B
Teorema 1 : Dois sistemas de equacdes lineares que possuem matrizes ampliadas
equivalentes s80 equivalentes.

Teorema 2 : Toda matriz Amx, € linha-equivaente a uma tnica matriz linha reduzida a
forma escada.

Dada uma matriz Anxn , chamamos de posto (ou caracteristica) de A, indicado por p, ao
numero de linhas ndo nulas de sua matriz equivalente linha reduzida a forma escada.

Exemplo:
1 1 2 0

Paraobter o posto damatriz A={2 -1 -1 3| precisamos, em primeiro lugar, obter a
1 -3 -2 4

sua matriz equivalente B linha reduzida a forma escada. 1sso é conseguido aplicando-se
operacOes elementares convenientes as linhas damatriz A :

10



1 1 2 0]L,>»L,-2L,[1 1 2 0 1 1 20

0 3 5 3|L,>L,+3L,/0 0 -2 0

A=[2 -1 -1 3 N 0 -3 -5 3|L,>L,|0 -4 -4 4
1 -3 -2 4| L;>L—L, |0 -4 -4 4 0 -3 -5 3

L [t 1 2 ojLoL-Llo 11

L, > -4 L0 1 1 - - 01 1 -1

101 1lL->L-L;|1 00 1
Ly, > —-—=L;/0 1 1 -1 — 010 -1|=8B
001 O|L,>L,-L;|0 0 1 O
Portanto, o posto de A €igua a3, que € o niumero de linhas ndo nulas da matriz B.
Observagao: Podemos considerar a matriz A acima como a matriz ampliada de um

sistema de equagdes lineares, a saber:

X+y+ 22z =0
2X —y— 7 =3
X—-3y-2z=4

A matriz B acima é linha-equivalente a matriz A, e pode ser considerada como a matriz

ampliada de um sistema de equaces lineares equivalente ao anterior, a saber:

X = 1
y =-1
z= 0

Os dois sistemas possuem amesmasolugdo: x=1, y=-1, z=0.
1.8 - RESOLUQAO DE SISTEMAS POR ESCALONAMENTO

Para resolver um sistema de equacdes lineares de m equagdes a n incognitas procedemos
da seguinte maneira:

1°) Escrevemos a matriz ampliada do sistema.

2°) Através da aplicacdo de operagdes elementares convenientes chegamos a matriz linha

reduzida a forma escada equivalente.
3% Escrevemos o sistema associado a matriz obtida, chegando-se assim a solugdo do

sistema dado.
Exemplo:
Resolva 0s sistemas abaixo:
X—-2y-32 =0
s x+4y -z = -1
2X—-y+z2 =20

Vamos escalonar a matriz ampliada do sistema:

11



2 -1 1 0|L—>L -2, |0 3 7 0O 0 3 7 0
7 Lol + 2L 5
L,—>L,+2L,]1 0 -5 0 . 10 -3 1R 1"‘? 3110 0 —
N 01%3L3—>€L301%—6i N 010 -L
L;—>L:; 3L 10 0 6 4 00 1 L|L,5L+-L,]00 1 &

Como esta Ultima matriz € linha reduzida a forma escada, paramos 0 processo e

escrevemos o sistema a el a associado:

-_5
X - 746
z= 1
12
o qual nos fornece a solucéo do sistema dado.

2) X+y+z+3t=1
X+y—-z+2t=0

Tomemos a matriz ampliada do sistema:

11 1 3 1|LoL-L[1 1 1 3 1,52t 11
11-120 00 -2 -1 -1 2 71001

A Ultima matriz € linha reduzida a forma escada, ou sgja, a matriz ampliada do sistema

Nl

N =
| I

L,—>L-L, [1 10
001

N = Nofon
N[~ N[

dado jafoi escalonada, e 0 sistema associado ser&

x+y+—t—1
2

z+—t=1

2 2

Aqui o sistema obtido no fornece uma solugdo numérica Unica, mas sim uma familia de
solucdes, dependendo das escolhas arbitrérias de algumas varidvels. Essa familia de solucbes

recebe o nome de solucéo geral do sistema: x = % - gt -y, 7= 5" Et’ y,t eR.
X+y+z=1
) xX—-y-z=2
2X +Yy+2z =3
1 -1 -1 2 — 0 -2 -2 1|Ly3»>-L,|0 1 1 -1 —
2 1 1 3|L—>L-2Lj0 -1 -1 1 0 -2 -2 1| Ls—>Ls+2L,

12



1 00 2 100 2|L—>L-2371 0 0 O
011 -1L3—>-L;/0 1 1 1 - 0110
00 00

0 -1 0 1|L—->L+L;|0 0 0 1

Tendo escalonado a matriz ampliada, escrevemos o sistema associado a matriz escada:

X
y+12
0

Em vista da ultima igualdade desse sistema ser absurda, o sistema é impossivel, isto €,

0
0
1

ndo existe uma solucdo que satisfaca simultaneamente as trés equagdes do sistema.

Vamos agora andisar trés sistemas bem simples, de duas equacdes e duas incognitas,
bastantes esclarecedores.

X+ 2y =7
4 {x—3y=—3

Observemos inicialmente que cada equacdo desse sistema € a equacdo de umareta, cujos
gréficos esbocamos na fig. 01, abaixo. A resolucdo grafica do sistema nos mostra duas retas
concorrentes, isto €, retas com um Unico ponto em comum, P = (3, 2), que é a solucdo do
sistema. Assim o sistema é possivel e tem como Unica solugdo o ponto P = (3, 2).

Resolvendo o sistema por escalonamento de matrizes, obtemos:

1 -3 -3 N 0 -5 -10 5 "o 1 2 N 0

Portanto o sistematerdcomo solugdo x =3, y =2 ouoponto P = (3, 2).

5) X+ 2y =7
2x + 4y = 14

Iniciando com a resolucdo gréfica, obtemos duas retas coincidentes, isto &, tem todos os
pontos em comum (fig. 02). Assim, o sistema € possivel e tem infinitas solucfes (cada ponto da

reta) e portanto a solugdo é indeterminada. Resolvendo, agora, por escalonamento, temos:

1 2 7 L>L,-2L,[1 2 7
2 4 14 N 000

Logoasolugdo geral sera x+2y =7, ou x=7-2y, Vy eR.

X+2y=7 y y
X-3y=-3 2x+4y =14
\7 7\
2 2
2
=0 | 3 A N 0 7 X ]
fig.01 fig.02 X+2y=7
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7

6){x+2y 7

2X + 4y

Aqui a resolucéo gréfica nos fornece duas ty
retas paraelas sem pontos em comum: O sistema X+2y=7
é impossivel, ndo admite solugéo. T~

Por escalonamento, obtemos: o

{2 4 —6} - {o 0 —20} \

X+ 2y =7
0 =-20

Sistema associado: {

A segunda equacdo expressa um absurdo, o que nos informa ser o sistema impossivel.
Assim, ndo existe solucdo satisfazendo simultaneamente as duas equacdes.
Em cada um destes trés Ultimos sistemas acima resolvidos vamos analisar a forma escada

de suas matrizes dos coeficientes e ampliadas:

o503 ezl ez

Os trés sistemas envolvem duas incognitas. No Exemplo 4), tanto a matriz dos
coeficientes como a matriz ampliada tem duas linhas ndo nulas, em nimero igual ao de
incognitas, e obtivemos uma solucéo bem determinada: P = (3, 2). No Exemplo 5), tanto a
matriz dos coeficientes como a ampliada tem uma linha ndo nula, em ndmero inferior ao de
incognitas, e obtivemos solugdo indeterminada. No Exemplo 6), as matrizes dos coeficientes e a
ampliada ndo apresentam aspectos compativels. na matriz dos coeficientes existe apenas uma
linha n&o nula, enquanto na matriz ampliada tem duas linhas n&o nulas e observe que o sistema
ndo tem solucdo. O sistema foi impossivel. Adotando a seguinte notagdo, p. = posto da matriz
dos coeficientes, p, = posto da matriz ampliada e n = nimero de incognitas do sistema, os trés
exemplos 4), 5) e 6) fornecem seguintes resultados. No exemplo 4), temosp, =2, pa=2,n =2
e n —p. = 0. Neste caso, observou-se que o sistema tem solucdo, e essa solucdo € Unica. No
exemplo 5), temos. p. =1, pa=1,n=2 e n —p; = 1. Neste caso, podemos observar que 0
sistema tem solucdo, mas € uma solucdo indeterminada. Para cada valor atribuido a uma das
variavels, obtém-se um valor para a outra, havendo, portanto, infinitas solucfes. Ja no exemplo

6), temos: pc =1, pa =2 e n=2. Neste caso, 0 sistema ndo tem solugéo.

1.9 - DISCUSSAO DE UM SISTEMA m xn

Um sistema de m equacBes an incognitas pode ter:

14



a) uma Unica solucdo e neste caso, 0 sistema € dito compativel ou possivel e

determinado.
b) infinitas solucfes e neste caso o sistema é dito compativel e indeterminado.
¢) nenhuma solugédo e neste caso o sistema é dito incompativel ou impossivel.
No paragrafo 1.8, os exemplos 1) e 4) sdo compativeis e determinados, 2) e 5) sdo

compativels e indeterminados e 3) e 6) sdo incompatives.

Teorema: 1) Um sistema de m equacfes a n incognitas admite solucdes se, e somente
se, 0 posto da matriz ampliada p, for igual ao posto da matriz dos coeficientesp; , isto €, pa = p.

2) Se o0 sistema tem solucdo, isto €, pa = p. = p, € Se n = p, entdo a solugdo serd Unica
(sistema compativel e determinado)

3) Se 0 sistema tem solucdo, isto €, pa = pc = p, € Sen > p, entdo n — p incognitas séo
arbitrérias e as p incognitas restantes sdo dadas uma funcdo dessas n — p incognitas. Chamamos o
valor n — p de grau de liberdade do sistema (sistema compativel e indeterminado).

Do item 1) do teorema acima, concluimos que o sistema é incompativel se, e somente se,

Pa #Pc . Voltando aostrés primeiros exemplos de 81.8, temos:

10 0 ->

X -2y -32=0 12 -3 0 36

1) s XxX+4y -z =-1 —> 1 4 -1 -1 - |0 1 0 —-——
2x — y+ 2 =0 2 -1 10 O 36i
0 1 —

L 12 |

Aqui temosp. = pa = p = n = 3. Logo o sistema é compativel e determinado.

5 1

gy x+y+z+3t=1 11 1 31 11055
X+y—-z+2t=0 11 -120 00111
2 2

Neste caso, temosp, = p. =2 en =4 > p. Logo o sistema € compativel e indeterminado.
Tem-se n — p = 2 e portanto o sistema tera grau liberdade igual a 2. Note gque este sistema é
compativel e indeterminado, com infinitas solugbes. HAn —p = 2 variaveis livres ou independentes,
easoutrasp =2 varidveis restantes dependem das duas primeiras. A solucéo geral do sistema é

: X:E—Et— , Z :1 —%t, vy, t € R. Asvariaveisindependentessdo y e t. Asvariaveis x

2 2 y 2
e z sdo dadas em funcdo das primeiras, isto €, sdo variaveis dependentes.

X+y+z=1 1 1 1 1 1 000
3) X-y-z=2 ->1{1 -1 -1 2/—->/0 110
y+z=3 2 1 1 3 0 00 1

Aqui temos p, # pc € portanto, o sistema é incompativel.
15



1.9.1 - Exercicios Resolvidos

mx + 2y = 6
1) Discutir eresolver osistema <3x — y= -2
X +y =0

Solugdo: Se x # 0, amatriz ampliadafica:

m 2 6 1 1 0]L—>L-3,[1 1 0 1
[3 1 2} "1“"'3[3 1 2] N 0 -4 2|77k

1 1 0 m 2 6 |L>L-mL|0 2-m 6 N
L0 L, > L - L, 10 -3
o 1 = — o1 &
02—m623 L, - Ly — (2 - m)L, 0 0 Lm

Se m = -10, temos p, = pc = N = 2. Assim 0 sistema € compativel e determinado, com

m +1O¢ 0. Logo a matriz ampliada do

solugéo x=-— % e y:%. Sem = -10, temos que

sistema tem posto 3, enquanto que a matriz dos coeficientes tem posto 2. Portanto o sistema é

incompativel.
X+4y =2
L . . ) x=5y=1
2) Discutir e resolver o sistema: 2x — y =3
4x +16y = 8

Solucéo: Usando o método de escal onamento, temos.

1 4 2 14
1 4 2]L->L-L[1 4 2 1 1| L oL, 4L, 10 3
1 5 1|L,—>L,-2L,|0 -9 -1 L3—>—§L2 0 1 5 IR 01 ¢
2 -1 3 N 0 -9 -1 o0 L. SLo49.l0 0 -1
4 16 8|L,—»L,-4L,|0 0 O - 8 g 01 UG 0 0

Temos, p. = pa = n = 2. Logo o sistema é compativel e determinado, com solucéo
- 14 -1
Xx="T5 ey = A .
X — 2y —

z =1
3) Discutir eresolver osistema <2x + y -3z =0
X -7y =3

Solugdo: Novamente, usaremos 0 método do escalonamento. Temos:

[2 1 -3 o} N 0 5 1 2| >gh

1 -7 0 3| Ly »>L;-L; [0 -5 1 2 N
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|
|
Uil

1 -2 -1 1] L, »>L,+2, 1|10
0 1 ¢ -2 B 01 -
0 5 1 2| L—=>L+5L 00

|
1[N}

o

Temos p, = p. = 2. Logo o sistema é compativel. Como o grau de liberdade do sistema é
igual a1, pois n-p =3 -2 =1, entdo o sistema sera compativel e indeterminado com uma

variavel livre. Portanto, temos o sistema associado:

1
X_ J—
5

— 7
S
1
_Z_
5 5

y_

. ~ . 1 7 2 1
cuiasolucdogeral & x=—+—z e y=——+—-12, ze Q.
5 5 5 5

1.9.2 - Exercicios propostos

2 0 a 1 1 2
1) Determine valores de a, b e ¢ para que as matrizes [0 -1 O] e {2 0 4] sgjam
b ¢ O 1 3 2

linha-equivalentes.

2) Discuta e resolva os sistemas:

X+ y+z=3 2X; + X, —4X3 = 3
a)2x - y+2z=5 b)i2X; + 3X, + 2X; = -1
X+4y—-5z =4 X, +3X3 = -2
2x — y+3z =11
X+ X, =3
c){3xf-4x22_2 d)4))((;3§/,izzz=:%
2% = 3%, =1 X+ y+ z=4
3) Discuta eresolvaos sistemas homogéneos:
2x -y + z=0 X— y+ z=0
a)sx—-2y-32=0 b) x -3y +7z=0
X—-—4y - z=0 2x -3y +52 =0
X—y+ z7=-5
4) Determine os valores dek paraque o sistema < x— y+ k?z = 2 n&o tenha solucéo.
X—y—- z = 3

5) Discuta e resolva os sistemas abaixo para os diversos valoresde m e n.

mx -2y +z =0 —4x + 3y =
Q< XxX+my+z=0 b) < 5x -4y =0
X+ y+z2=0 2X — y =n
X+ y—z=1 X+y=1
C)<2x + 3y + nz =3 d<2x +y =2
X+ny+3=2 3y =m
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SN

X— Yy X+ny— 8z=1
) {2x+my f){

2X+6y+mz =0

6) Quando se faz uso do computador € comum adotar 0 Método de Gauss para resolucdo de
sistemas de equagdes lineares, pois este método exige um nuimero menor de operagdes. O
Método de Gauss consiste em reduzir a matriz ampliada do sistema a uma matriz que sO
difere da matriz escada, dada no § 1.7, pela segunda condicéo. Apés reduzir a matriz ampliada a
uma matriz dessa forma por meio de operacOes elementares e observando as condigdes 1), 3) e
4), obtém-se as solucdes do sistema por substitui¢ao.

_ : X+2y =5
Exemplo: Resolvao sistema {ZX —3y = 4

1 2 5]LoL-2L,[1 2 5L —>-211 25
2 -3 -4 N 0 -7 -14 77012

Escrevendo o sistema associado, temos:

{x+2y
y

5
2
Assim, por substituicdo, obtemos a solucéo do sistema: x + 4 =5 = x = 1. Portanto, a solucéo
dosistemaé x=1e y=2.

Discuta e resolva 0s sistemas abaixo pelo Método de Gauss.

0 X+ y—a =0
0 byiax + y— z=2-a
0 X+ay — z =

X— y+ 2z

a) <3x — 2y — 12z
2x — 3y + b5z
1.10 - DETERMINANTES

Dada uma matriz quadrada A, = (ajj)n , indiquemos por Aj;; amatriz quadrada de ordem

n —1 obtidadamatriz A suprimindo-se ai-ésimalinhae aj-ésima coluna.

Exemplos:
1 0 2
~ 1 2 -1 3
1) SeA=|-1 3 5| entdo A,, {_ 1 5] A :[ 4 8]...,etc.
4 8 6
0 -1 ~
2) SeB = [_3 4] entao 511:[4]’ B, :[— 3]’ B,y = [O]

A toda matriz quadrada A = (a;j), esta associada um nimero real chamado determinante

de A, que serddenotado por det A ou|A|ou

18



e sera assm definido:
Sen=1entdo A= (a) edetA=a.Sen=>2entdo A = (ajj) , €
det A = Y (- 1) Ta; detA,
paraqualquer i =1,..., nfixado de modo ;rtl)itrério. Da mesmaforma, temos

i=1
para qualquer j = 1 ..., n fixado de modo arbitrario. A expressdo acima chama-se
desenvolvimento de Laplace.

V gamos alguns casos particulares. Sen = 2, entéo

A:{an 312}
ay  Axp
e sefixarmosi = 2, o determinante de A seraigua a:
d — 2 2+ ] _ 2+1 242
et A= > (-1 aydetAy; = (- 1) ay det Ay + (- 1) "% ay,det Ay,
j=1
det A = _a21|312| + a22|311| = =8, 8, +3p8; = detA =a;,a8, — ajay
Fixando j=1:
det A = [A| = ay[ay| — axla,| = aa, — apay
Analogamente sei = 1 ou j = 2. Neste caso, temos 0 algoritmo pratico: o determinante da
matriz A sera igual ao produto dos elementos da diagonal principal menos o produto dos

elementos da outra diagonal .
Se A éumamatriz de ordem 3 e fixando i = 1, obtemos, paran = 3:

A = i(— l)l”aij‘pﬁ‘ = (- " ap|Auf + (- 17 Pagy| Al +(= 1) ag|A|

dy Ay
a3 dp

Ay Ay
A3; Az

a a
= ay a22 a23 —ap + a3
3 A3

= a11(61225‘33 - azsasz) - a12(6‘216‘33 - a23a31) + a13(a21a32 - azza31)

= aq1apazz —aydy3dz —aAjpdy Az T ApaAndz +a13a)183; —aq385a3;

Fixando outros valores para i ou j obtemos 0 mesmo resultado. Assim chegamos ao
algoritmo prético conhecido como Regra de Sarrus . O determinante de uma matriz de ordem 3
€ obtido da seguinte maneira:

a) repetem-se as duas primeiras colunas a direitada 32 coluna;
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b) faz-se a soma dos produtos dos elementos situados na diagonal principal e em suas paraelas,
menos a soma dos produtos dos elementos situados na outra diagonal e em suas paralelas:

a; dp az(d ap
det A = |ay ap ay|dy ay|=
Az dz QAgz|d3 Ay

=ay18p833 T Q83831 t+ Q138183 — Q138p831 — 81189383y — Appdp(dz3

Exemplos:
1) Dada B :{_% _41 } ,calcule 0 seu determinante. Fixemosi = 1. Entdo o determinante
deB ser&

2 .
B|= z 1) a8y = (1) ol + (-1)"**(-1)- g =-3

Usando a Regra de Sarrus, podemos, também, calcular o determinante damatriz B. Tem-se:

B|= ‘3 4‘ 0-3--3
1 0 -2
2) Calcule o determinantedamatriz A={1 -3 5
2 0 0

Fixemos j = 2. Entéo

3
|A| Z |+2ai2|Ai2|:_0|A12| + (—3)|A22|—0|A32|:— 3

i=1
Observacao:

A fixacdo do indicei ou j éarbitréria. Por economia de célculos, aconsel ha-se escol her
aquele i (ou j) correspondente a linha (ou coluna) que contém a maior quantidade de zeros. No

exemplo 2) acima as escolhas mais“econdmicas’ sdo: i=30uj=2

1.10.1. - Propriedades dos determinantes

1%) Se uma matriz quadrada A, de ordem n, tem uma linha (coluna) nula seu determinante
é nulo. Bastafixar alinha (coluna) nula para o calculo do determinante de A.

2% Permutando-se duas linhas (colunas) da matriz A seu determinante muda de sinal.
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3% Se uma matriz A tem duas linhas (colunas) iguais seu determinante é nulo. Decorre da
propriedade anterior, permutando-se as linhas (colunas) iguais.

4% Multiplicando-se  uma linha (coluna) de uma matriz A por uma constante k seu
determinante fica multiplicado por k. Basta fixar essalinha (coluna).

5% det (AB) = (det A)(det B).

4 &2 v An & 8 o8 |&n 8y ot A
69 |ay + by & + by o @y bin| = %y @ o Q| F bgl bgl v bgn
ang an e ann dyp 8y ot @y Ay @ ot @y

1.11 - SISTEMAS LINEARES HOMOGENEOS

Um sistema de m equagdes lineares a n variaveis é dito homogéneo quando todos os

termos independentes sdo nulos, isto €,

allxl + a12X2 + -+ alan
a.z:LXl + a22X2 + -+ aZan

0
0
0

X
Il

amix1+ a0 X5 + .+ a 0

Matricialmente, temos AX =0

Um sistema homogéneo é sempre compativel, admitindo pelo menos a solugdo trivial,
Xx1=0,%x =0, .., X, =0. Isto se deve ao fato dos termos independentes serem todos nulos e
portanto a matriz ampliada tera sempre 0 mesmo posto da matriz dos coeficientes. Se esse posto
for igual ao nimero de variaveis o sistema sera determinado, sO possuindo a solucdo trivial. Se o
posto for diferente do nimero de varidvels, o sistema serd indeterminado possuindo infinitas
solugdes, inclusive a solucgéo trivial.

No caso de um sistema linear homogéneo de n equagbes a n incognitas cabem as
Seguintes observagdes:

1) Sgja A uma matriz quadrada n x n, sgja B sua matriz equivalente na forma escada.
Temosdet B=k. det A, ondek = 0.

De fato, ao fazermos o escalonamento de A usamos apenas as operacies el ementares
(permutar linhas, multiplicar linha por constante ndo nula, substituir uma linha por uma sua
combinacdo linear com outra linha), de modo que os respectivos determinantes, em cada
processo, ou ndo se ateram ou ficam multiplicados por uma constante ndo nula (veja as
propriedades 2%), 49, 5% e 6% dos determinantes). Como conseqliéncia, segue a afirmagéo: “O
escalonamento ndo altera a nulidade do determinante de uma matriz quadrada’, isto é,

detA=0 < det B=0.
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2) Sgam A a matriz dos coeficientes de um sistema homogéneo n x n, e B sua matriz
equivalente na forma escada. Da 12 propriedade de determinantes segue:
a) det B =0 se, e somente se, 0 posto de B € igual ao nimero de incdgnitas.

b) det B = 0 se, e somente se, 0 posto de B € menor que 0 nimero de incognitas.

Daobservacdo 1) segue que o det A =0 se, e somente se, 0 posto de A éigual ao nimero
de incognitas e portanto teremos um sistema compativel e determinado.

Assim, como um sistema AX = 0 é sempre compativel, temos:

a) Se det A =0, 0 sistema sO admite a solugdo trivial x; =x; =... =X, =0.

b) Sedet A =0, o sistemaadmiteinfinitas solugdes, que devem ser obtidas pelo processo
usual de escalonamento.

1.11.1 - Exercicios resolvidos

X+ y —
1) Discutir eresolver o sistema { X+ 2y +
+

Z 0
0
0

z
22
Solucédo: Trata-se de um sistema homogéneo 3 x 3. Pela observacédo 2) vem quedet A =1

que é diferente de zero. Logo, 0 sistema so admite solugéo trivial x =y = z = 0. Se quisermos

comprovar por escal onamento teremos:

[1 2 1 o] 5 [o 1 2 o]Ll_’Ll‘L2[o 1 2 o}

-1 -1 2 0o|L—>Ly+L, |0 0 1 0 00 10

— 0100

L—>L+3L; [1 0 0 O

Assim, temos p. = pa = n = 3. Logo o sistema é compativel e determinado, isto €, admite
como solucéo atrivial,ousga, x=0,y=0, z=0.

2x +y-32=0
2) Discutir eresolverosistema < x+y — z =0
-X+y+32=0

Solucdo: Trata-se de um sistema linear homogéneo cujo determinante € igual a zero. Portanto, o

sistema admite infinitas solugdes, obtidas através de escal onamento:

2 1 -3 0 11 -1 0]L,»L,—2L, [1 1 -1 0
[1 1 -1 o}'ﬂ“'ﬂ[z 1 -3 o} N 0 -1 -1 o|leLe

-1 1 3 0 -1 1 3 0|Li—Ls+L; |0 2 2 0
11 -10] L —>L-L [10-20
01 1 0 — 01 0 O
02 2 0lL—>L -2, |00 0 O
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Temos entdo que p.=2,p,=2, n=3 e n—p=1. Logo, o sistema é compativel e

indeterminado, com grau de liberdade igual al. Assim, 0 sistema associado &

x—2z2 =0 _ - _
{y+z:0 = X =22,y=-2,VZ € R.
X— y— z=0
2X+ y+2z=0

3) Discuta eresolva o sistema
3X+2y+3z=0

X+ y+ z=0

Solugdo: Trata-se de um sistema homogéneo ndo quadrado (4 x 3). E um sistema

compativel (pois é homogéneo) mas sua(s) solucdo(des) deve(m) ser obtida(s) por

escalonamento:

1 -1 -1 0]L,»L,-2L,[1 -1 -1 0 1 -1 -1 0
2 1 2 0|L,>L,-3L,]0 3 4 0 |_4_>£|_2 01 1 0
3 2 30 N 0 5 6 0 F o5 60
1 1 1 0|L,oL-L |0 2 20 0 3 4 0

L-Li+Lkr1 0 0 0 100 0

Li—oL-5L g 1 1 0|27 lg 1 0 0

- -
0010 0010
0010 0000

Temos entdo que p, = p, = N = 3 e portanto o sistema é compativel e determinado,
tendo apenasasolucdo trivial x =0, y =0 e z =0.

3Xx+y+3z+t=0
4) Discutaeresolvaosistema < x+y+2z-t=0
X—y—-z-5t=0
Solucdo: Tratase de um sistema homogéneo ndo quadrado (3 x 4); é portanto
compativel, mas sua(s) solucdo(des) deve(m) ser obtida(s) por escalonamento:
31 3 1 0 11 2 -1 0|L,»L,-3,/1 1 2 -1 0

L oL

1 1 2 -1 0723 1 3 1 0 5 0 -2 -3 4 0
—

1 -1 -1 -5 0 1 -1 -1 -5 0|LysL,~L,| 0 -2 -3 -4 0

1 1 1 2 -1 0]L,-»L -L, 1012 10 1
L=>obklo 102 20 N 013 2 olk?ghs
— 0 2 -3 -4 olksmLs +2L;j0 0 0 -8 0 —
10%10|_1_>|_1_|_310%00
0132 -20 N 013200
000 1 ollo>L +2L3jp0 00 10
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Temos entéo que p.=p,=3,n=4en-p=1 e portanto o sistema é compativel e

indeterminado, tendo infinitas solugdes. Logo 0 sistema associado é

X +£z =0
5
y+ -2 =0 = x:—lz, y:—gz, zZeR, t=0.
0 2 2
t =

1.11.2 - Exercicios propostos

1) Discutir eresolver os sistemas:

2x —y+ z=0 3X + 2y — 12z
a)sx—-2y-32=0 b)sx—- y+ 2z
X+4y - z =0 2x — 3y + 5z

2X + 5y - 22
C) X+ y+ Z
X -7y -7z

0
0
0

d){4x+3y— z+t=0

0
% X— y+2z-1t=0

X— y+ z=0
2) Verifigue se o ponto A = (1,2,3) ésolucdo do sistema < x — 3y + 7z = 0 . O sistema tem
2x —3y +52 =0

solucdo unica? Em caso negativo, obtenha outra(s) solucdo(des) do sistema..
3

i
OO o

6
2
K

X X X
+ + +
++ +
N N N

3
3) Determine os valores de k para que o sistema {

<<<<

a) sgja compativel e determinado.

b) sgja compativel e indeterminado.

C) sgjaincompativel.

Nos casos em que houver solucéo, determine-a.

X+2y—-2=20
4) Determine os valores de a para que o sistema {Zx — Yy + 3z = 0 tenhainfinitas solucgdes, e
X+ay -6z =0

obtenha sua solucéo geral.

X+ y+3z =0
5) Discutir o sistemahomogéneo <2x — 4y + z =0
S5x -7y +52 =0
1_}.3_{.1:0
X 'y z
6) Determine o(s) valor(es) de a, paraque o sistema a + L + 2 =0
X y z
N
X 'y z

a) sgjaindeterminado
b) sgjaimpossivel.

24



X+ y+ z
7) Paraquevaloresdemosistema { X + my + z
z

1
2 édeterminado?
2X + my + (m—-1) 3

mx + y
X + my

8) Discutir osistema{

. X +y
9) Paraquevaloresdekosstema{x 4 senk

<
Tl

a) é indeterminado?

b) é incompativel?
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VETORES

Neste capitulo estudaremos conceitos e regras do Calculo Vetorial, visando sua utilizagdo
na Geometria Analitica.

2.1 - INTRODUCAO

Consideremos dois pontos A e B. Segmento orientado AB é um segmento de reta
determinado por estes pontos, considerados numa certa ordem. O ponto A chama-se origem ou

ponto inicial e o ponto B, extremidade ou ponto final.

A/B

Dois segmentos orientados AB e CD sdo coincidentes se possuem 0S mesmos pontos
inicial efinal,istoé, AB=CD < A=C e B=D. Noteque, se A =B, AB =BA.

Um segmento orientado AB é nulo quando o ponto inicial coincide com o ponto final, ou
sgja, A =B.

Dois segmentos orientados AB e CD sdo opostos quando AB = DC. Assim, AB e BA sdo
segmentos orientados opostos.

O comprimento de um segmento orientado é a sua medida em relagcdo a certa unidade de
comprimento. O segmento orientado nulo tem comprimento zero. Note que o comprimento de
um segmento orientado qualquer € sempre um namero real positivo ou nulo.

Dois segmentos orientados AB e CD, ndo nulos, tém a mesma direcdo se estdo situados
sobre retas suportes paralelas ou coincidentes. SO neste caso podemos comparar seus sentidos.

Observe gue segmentos orientados opostos tém sentidos contrarios.

Exemplos
B
A / oP
segmento orientado AB segmento orientado nulo
A - origem; B - extremidade P - origem e extremidade

Os segmentos orientados AB, CD, EF, GH tém a mesma direcdo. Os segmentos AB, CD,
GH e JL tém 0 mesmo comprimento. Os segmentos AB e GH tém a mesma direcdo, 0 mesmo

26



comprimento e 0 mesmo sentido. Note que o segmento nulo | esté sobre a mesma reta suporte do
segmento GH. No entanto, eles tém a mesma direcdo, pois 0 segmento nulo ndo tem direcéo e
nem sentido definidos. Os segmentos JL e AB tém 0 mesmo comprimento, mas ndo podemos
comparar seus sentidos, pois eles ndo tém a mesma direcéo.

Dois segmentos orientados ndo nulos MN e PQ sdo equipolentes se tém a mesma direcéo,
0 mesmo comprimento e 0 mesmo sentido. Neste caso, denotaremos por MN ~ PQ.

Todos os segmentos nulos sdo equipolentes. Na figura anterior temos AB ~ GH e

AB ~ DC. Assim, segmentos equipolentes estdo contidos na mesma reta suporte ou em retas

paralelas.
C
D M
A \N
B MN n&o é equipolente a AB
AB ~CD E oG H
AC ~BD EF ~GH

Vemos, entdo, que dois segmentos equipolentes ndo nulos e ndo colineares determinam
um paralelogramo, isto €, um quadrilatero que tem os lados dois a dois paralelos e de iguais

comprimentos, como ABCD.
2.1.1 - Propriedades da equipoléncia
1) Reflexiva:  AB ~ AB
2) Smétrica: Se AB ~ CD, entdo CD ~ AB
3) Transitivae SeAB~CD e CD ~PQ, entédo AB ~ PQ
4) SeAB ~CD, entioBA ~DC
5) Se AB ~ CD, entdo AC ~ BD (paraelogramo)

6) Dado um segmento orientado AB e um ponto qualquer C, existe um Unico ponto D tal
que AB ~CD

C [ 4 C \[)

B B
DadosA,BeC ......... existe um Unico D tal que AB ~ CD.
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Toda relacdo que satisfaz as trés primeiras propriedades (reflexiva, simétrica, transitiva)
chama-se relacdo de equivaléncia. Assim, a equipoléncia € uma relagdo de equivaléncia no
conjunto dos segmentos orientados.

A propriedade 6) assegura que dado um segmento orientado AB podemos obter um outro

segmento orientado, equipolente a AB, com origem em qualquer ponto do espago.
2.2 - VETORES

Chama-se vetor determinado por um segmento orientado AB ao conjunto de todos os
segmentos equipolentes a AB. As propriedades 1), 2), 3) e 6) da equipoléncia mostram que um
mesmo vetor pode ser determinado por uma infinidade de segmentos equipolentes, cada um

deles chamado um representante desse vetor. Logo, se AB ~ CD, entdo AB=CD.

Representaremos um vetor por um segmento nulo ou por um segmento que tenha uma
direcdo, um comprimento e um sentido bem definidos, e que pode estar localizado em qualquer

ponto do espaco tridimensional (Propriedade 6). Um vetor serd denotado por um seu

- -
representante AB ou simplesmente por uma letra minascula encimada por uma seta a, desde

gue isto ndo cause confusao.
B -
/ /
A

N
Note que AB e u representam o mesmo vetor. Eles tém a mesma direcdo, 0 mesmo

comprimento e 0 mesmo sentido, estando apenas seus representantes |ocalizados em pontos diferentes.
Iniciaremos agora 0 estudo das operacbes com vetores, comecando com a Adicdo de
vetores e Multiplicagdo de um vetor por escalar. Em seguida, trataremos dos produtos entre

vetores.

2.2.1 - Adicao de vetores

- -

- -> -
A soma de dois vetores u e v €0 vetor u-+Vv assim obtido: tracamos o vetor u a

- -
partir de um ponto arbitrario P e em seguida o vetor v a partir do ponto final de u . A soma
- -

5
u+Vv serd o vetor que tera ponto inicia coincidindo com o ponto inicial de u e ponto fina

- — > o5 o — -

- - -
coincidindo com o pontofinal de v.Se u=AB e v =BC,entdo u+v=AB+BC=AC.

<l

Exemplos:
- - - -
1) A somade u e\ sS4 u+v
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-

2)Asomadea)/' e/' serd

B
- - - - - - -
P A u=PA; v=AB; u+v=PB
- - ;
3) A somade u e v sera
u
- - N - > - - > - s
P u+v B v A u= PA;v=AB; u+v=FPB
— — i i
Observacao: Se u e v nado tiveram a mesma direcdo, a soma entre eles pode ser
- -
obtida através da regra do paralelogramo. O vetor u + v serarepresentado pela diagonal maior
- -

do paralelogramo determinado por u e v , com amesma origem.

Exemplo:

1) A soma de J\ /c sera

cl
<l

2.2.2 - Propriedades da adicéo de vetores

- — - - - - - - -
1) Associativa: Dados trés vetores quaisquer a,b e ¢ tem-se (a+b )+ c=a+(b+ c).(fig. 03)

RN

2) Comutativa: Dados doisvetores a e b quaisquer, tem-se a+b=b +a. (fig. 04)

- -
3) Elemento neutro: Dado um vetor a qualquer, existe um vetor 0 , chamado de vetor nulo, tal
e e

que 0+a=a+0=a.

- - - - -
4) Simétrico: Dado qualquer vetor a, existe o vetor — a tal que a+(-a)=0 .

— -
b b

a
i 33
(3a+b)+ o b
fig. 03 fig. 04
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2.2.3 - Multiplicagéo por escalar

Dado um vetor a e um escalar A real, multiplicando-se A por a obtém-se o0 vetor Aa, que
ter4 a mesma direco do vetor a e seu comprimento € um multiplo |4 do comprimento de a. O
vetor La terdo mesmo sentido de a seA >0 e sentido contrariode a seA <0. Sed =0, entdo A

- -

a=0.
Exemplos:
1) Dado o vetor a , € A=3 entdo ra serd:
A.a )
2)Sen=-2, ) ). a

>V

3) De um modo geral, tem - se:

B
%

C

— - > - - -
PA=v, PB=x.v, se x > 0 e PC=y.v,se y <O.

2.2.4 - Propriedades da multiplicac&o por escalar

-

Se ae B) sdo vetorese A, a, f € R, entéo
1) A(a+b) = Aa+Ab 3) a(fa)=(af)a
2) (a+f)a-aa+fa 4) la=a

- — - -
Observacao : Dadosos vetores a e b, adiferenca entre a e b éo vetor

- -

C-a+(-b)=a-b.

Exemplos:
_)
- - a
1) A diferencaentre a e b sera
- o —
a-b -b
. - - -
2) A diferencaentre a e b sera a

v
v

v

- - -
a->b -b
- Ve - - 4) 4) ~
Geometricamente, podemos representar também a diferenca entre dois vetores a e b néo

paralelos, pelalel do paralelogramo. (ver figura abaixo)
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ol
o |
+
ol

— - -
a a->b
2.2.5 - Exercicios resolvidos
1) Dado um tridngulo qualquer ABC, sgja M o ponto médio de AC e N o ponto médio de BC.

Demonstre que MN é paralelo aAB, e MN =%ATB :

Solucdo: Sejam M e N os pontos médios de AC eBC respectivamente. Entéo:

- - - C

AM :M9C=%A9C,BN -NC :%BC.
Dafiguraao lado, vemos que:

MN = MC + CN == AC — 1BC =
2 2

N

AC + 1CB - l(ﬁc N Cﬁsjzlﬁs A B
2 2 2
- % - _) - -
Assm MN éum mdltiplo de AB e, portanto, esses dois vetores tem a mesma direcéo.

- -
Como M néo pertence ao lado AB do tridngulo ABC, conclui-se que MN éparaleloa AB .

2) Mostre que as diagonais de um paralelogramo cortam-se ao meio.
Solucdo: Se ABCD é um paralelogramo, temos. D C

AB=DC e AD=BC.SeM é ponto médio da diagonal AC do

paraelogramo, entdo AM=MC e DA:CQB Devemos
mostrar que M é também, o ponto médio da diagonal DB, isto

& MB=DM . De fato, DM =DA+AM =CB+MC=MB , como
gueriamos.

2.2.6 - Exercicios propostos

1) Dado o paralelogramo ABCD, onde M é o ponto médio do lado DC, completar:

a) AD+AB = ¢) AC—BC = y M ¢

b) BA+DA = d)BM %DE: / /
A B

2) Provar que os pontos médios dos lados de um quadrilatero qualquer séo vértices de um

paralelogramo. (Sugestdo: Use 0 exemplo 1)).
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- — -
3) Na figura ao lado DB =2AD. Exprimir CD em

— -
funcdo de AC e BC.

plano. Construir, graficamente, com origem em A, 0

> 5 >

A
. > o - D
4) Na figura a0 lado AB,ACeAD estdo no mesmo '\A
- - -
vetor v tal que AB+AC+AD+v=0
C
C

. - - - - - -
5) Nafiguraao lado, MA+MD =0 e NB + NC =0.

— - —
Escrever o vetor AB + DC emfuncdode NM.

6) Dado o tetraedro OABC da figura ao lado, em que

— - — - — - .
OA=a, 0B=b e 0C =c e M é o ponto médio do B
- - > >
lado BC, escrever o vetor AM em fungdo de a,b,c.
0] A

7) Verificar as propriedades da multiplicagdo por escalar parai < 0.
2.3 - DEPENDENCIA E INDEPENDENCIA LINEAR

Vamos agora analisar como se comportam alguns vetores em conjunto, quanto ao seu

direcionamento.
2.3.1 - Dois vetores

Dois vetores do espaco tridimensional sdo ditos linearmente dependentes (L.D.) se
podem ser representados na mesma reta. Caso contrario, eles serdo linearmente independentes
(L.1.)

— - -
Se o vetor u € ndo nulo, para qualquer escalar x o0 vetor v =x u € dito combinacéo

- - - -
linear de u . Para cada valor de x € R, o vetor x u é colinear com o vetor u . Logo o vetor u
geraumaretar.
- -
u Xu r

» »
» »

- - - -
Note que um vetor u=0 éL.l.. Assim, dois vetores u e v sdo L.D., se um deles for

- - -

N
combinacdo linear do outro, isto é, seexistirumx € Rtal que v=xu (ouu = x V).
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Exemplos:

1) Os pares de vetores abaixo séo L.D. :

) g — — -
a% v v =X. U

- — - -
b) u v v = Xu,x<0

- - - -

2) Osvetores u e v saoL.l.: / u
- -
v\ v

- -
Observacao : Se um dos vetores considerados u ou v for nulo, entéo eles seréo L.D.

- - -

- - -
Defato,se u=0, bastatomar x=0 e teremos u =xv ou 0 =0 v .

- - - - -
Dados dois vetores u e v um vetor w édito combinacéo linear de u e v seexistirem

- - -

- -
escaaresx,y € R tasque w =xu+yv.Se u e v forem vetoresL.l. (isto € ndo colineares)

RN

- - -

todos os vetores que sdo combinagdes lineares de u e v estdo no mesmo planode u e v.
- - -

Reciprocamente, todo vetor w do plano que contém u e v pode ser escrito como combinacéo

- -
linear de u e v . Dizemos entdo que dois vetores L.l geram um plano.

N - - -

yv W=XU+YVyV
- - -
\% u Xu

-> - - -

- -
Dados a,b e c vetores coplanares, com a e b L.l., para se obter c graficamente

- -
como combinacdo linear de a e b tomamos um ponto P qualquer e nele localizamos os vetores
- - -

- -
a,b e c. Pelaextremidade de ¢ trabamos areta paraela ao vetor a até cortar a reta que

contém o vetor b e pela extremidade de c tracamos a reta paralela ao vetor b ate cortar areta
que contém o vetor a Dessaforma obtemos o vetor yb é colinear com b e xa € colinear com

a. Pela regra do paraelogramo, c se escreve como combinagdo linear de a e b, isto &,

c=xa+yb,x,yeR.

S
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-

- - - - -
Sendo ¢ =xa+yb,osvetores xa e y b sdo ditos componentes de ¢ nas direcoes

- — -
a e b, respectivamente. Os escalares x, y € R sdo ditos coordenadas de ¢ em relacdo aos

-

_)
vetores a e b, respectivamente.

— -

- - -
Se a e b sdo vetores L.l., qualquer outro vetor ¢ do plano gerado por a e b se
- -
escreve de maneira Unica como combinacdo linear de a e b, isto € tem um Unico par de

-

coordenadasemrelacédo a e b.
2.3.2 - Trés vetores
Trés vetores do espaco tridimensional sdo ditos linearmente dependentes (L.D) se eles

forem coplanares. Caso contrario eles serdo ditos linearmente independentes (L.1.). Assim, trés

vetores serdo L.D. se um deles puder ser escrito como combinagéo linear dos outros. Eles seréo

L. I. quando for impossivel escrever umatal combinacéo.

Exemplos

1) Ostrésvetoresabaixosdo L. D..

N
u

o
v
Il

A v C

N

2) Os vetores 56 eg a0 lado, sdo linearmente C
independentes (L1).

P
. R -> - - e -
Observacao : Dados trés vetores u, v e w, se um deles for nulo entdo u, v e w,
- - - - -

serdo L.D.. De fato, se u = 0, entdo sempre poderemos escrever u = X v+ y w bastando

N

- -
para isto, tomarmosx =y =0,ousga, 0 =0v+ Ow.

e

N
Dados trés vetores u, v e w, dizemos que um vetor a é dito combinacéo linear de

- - -> o -> -

- - - -
u,Vv e w,seexistirem escalaresx, y,z € Rtasque a = xu+yv+zw.Se u, v e w, forem

_)
L.I, entdo eles geram o espaco tridimensional, isto €, qualquer vetor a pode ser escrito como
- - -

N
combinacdo linear de u, v e w, e reciprocamente, podemos obter qualquer outro vetor b



- - -

- - - -
partindo-se de u, v e w, mediante escolha conveniente de escalares. mu+nv+lw="Db. Se

- - - - - - -

N
a=XUu+yv+zw, osvetores xu, y v e zw chamam-se componentes de a em relagdo aos

- - o> -

- - -
vetores u, v e w. Os escalares x, y e Z sd0 as coordenadas de a emrelagdoa u,v e w,

respectivamente.
. . -> > -
Dados trés vetores linearmente independentes a, b e ¢, as coordenadas de um vetor
- - = -
qualquer v, em relacdo a a,bec, sdo obtidas graficamente da seguinte manera
- = -
Escolhemos um ponto P qualquer como origem dos vetores a, b, c e

-> > -

- -
v tracamos uma reta paralela a um dos vetores a,b ou ¢, por exemplo ¢, até encontrar o

7 . Pela extremidade de

- - —
plano determinado pelos outros dois vetores (no caso, aeb ) no ponto Q, obtendo o vetor PQ

-> - -
(ver figura abaixo). Os vetores a, b e PQ sdo coplanares. Entdo podemos obter graficamente
- . . - — - - - - > -
PQ como combinagdo linear de a e b, PQ =xa+yb. Os vetores v,c e PQ sd0

- — -
coplanares, e, portanto, podemos obter v como combinacédo linear de PQ e ¢, ou sga,

- — - - - - -

v=PQ+zc.Logo, v=xa+yb+zc.

N
ZC

ol

2.3.3-Teorema

RN

- -
Os vetores a, b e ¢ do espaco tridimensional sdo linearmente independentes se, e

- - -

somente se, aequacdo xa+yb+zc=0,comx, Y,z € R, sO possui a solucdo nulax =0,y =0,

z=0.
- - - . .
Demonstracao: (=) Suponhamos que os vetores a, b e ¢ sgam L.I. (isto é ndo

-

- - -
nulos e ndo coplanares) e formemos a combinagdo linear xa+yb+zc =0,comx,y,z € R.
Se um dos coeficientes x, y ou z fosse ndo nulo, por exemplo, se x = 0, poderiamos escrever

- y - YA . - . . o - - L, -
a=—-—= Db - —c eassmo vetor a seriacombinagdo linear de be c,istog a,bec
X X
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seriam coplanares, logo L.D., contra a hipétese. Logo nenhum dos coeficientes pode ser ndo nulo

eaunicasolucgdo éx=0,y=0,e z=0.
(<) Suponhamos que a equagao x§+ yB+ zg = 6 (*) sb possua a solucéo nulax = 0,

-> > -
y=0,z=0 emostremosque a, b e ¢ sdo ndo nulos, ndo colineares e ndo coplanares.

> o> >

i) Defato, os vetores a, b e ¢ sdo ndo nulos, pois se um deles fosse nulo, por exemplo,

RN

- - - - - .
c=0,teriamos0a + 0b + z0 =0, Vz € R, g, portanto, a equacdo (*) teria uma solucéo

ndo nula x=0,y =0, z # 0, contrariando a hipotese.

- - -
i) Se a, b e ¢ fossem colineares, existiriam escalares ndo nulos o, p € R tais que
a=ac, b=,c.Substituindo naequacéo (*), obtemos:
- - - - - -
xa€C+ypc+zc=0 = (xa+yp+2z)c=0

donde xa + yg+z = 0, pois Z;tg (por i), eentdo z = —(xa+ YB)
Assim a equacdo (*) poderiater uma solugdo ndo nulax =0,y =0, z= -(xa + yf), com

- > o

a =0, contraahipétese. Logo a, b e ¢ sdo ndo colineares.

-> > -
iii) Se a,b e ¢ fossem coplanares e ndo colineares entdo um desses vetores, por

5
exemplo, b, seria combinag&o linear dos outros dois, isto €, existiriam escalares, ndo todos

- -

nulos, o, p € Rtaisque b =a a+p ¢ . Assim, aequacdo (1) ficaria:

(x+ya)a+(yB+2)c =0 (2)

- -
Se a e ¢ fossem colineares, entédo a =\ c,A#0, eaequacdo (2) ficaria

- -

(xk+yak)g+(y[3+z)c:0
onde XA+Yyor+YyB+z=0 ou z=—xA+Yyar+YyB) eaequacdo (1) teria uma solucdo ndo

—

5
nula, contrariando novamente a hipotese. Logo, a e ¢ ndo sdo colineares, e portanto séo

L.I. Se naequacdo (2) um dos coeficientes fosse ndo nulo, por exemplo, se x+Yya# 0, teriamos

yg+z)> 2> 7

g: C e a e cseriam L.D., absurdo. Logo em (2) temos x+ya=0 e yp+z=0.
X+ Yya

—

- -
Portanto, X =— ya. z=—yB, comb =a a+p ¢ eaequagdo (1) teriaentdo uma solugdo ndo

-> > -
nula, contra a hipotese. Logo, osvetores a, b e ¢ ndo podem ser coplanares, e portanto séo

L.I.

36



- > >

Definicdo: Umabase do espaco tridimensional € um conjunto de trés vetores{ a,b,c }
linearmente independentes.

Observacao: Qualquer vetor v pode ser escrito, de maneira Unica, como combinacéo

> > >

linear dos vetores de umabase{ a,b,c }. Deixamos esta verificacdo a cargo do leitor.

2.3.4 - Exercicios resolvidos

- -

- = - -
1) Que condicdes devem satisfazer os vetores a e b, paraque os vetores a+b e a— b sgam

linearmente dependentes ?

-> - - -
Solucdo: Osvetores a+b e a— b seréo L.D. seforem colineares, isto €, se existir x € R
-
tal que a+b— x(a b):>(1 x)a+(1+x)b O Sex =1, entaob 0 e ae qualquer

- - X+1\> . g
vetor. Sex =—1, entdo a=0 e bequalquervetor Sex #+1, entéo a— 1 b,istoé a e
X_

- - o> -

. . - . . - - - - —
b sdo colineares. Logo, a+b e a— b seréo colineares sea=0, ou b=0,0use a e b forem
colineares.

- > - -> - - - - - -
2) Se{ a,b,c} éumabase, mostreque{ a+b,2a-3b-c, b+2 ¢} também é uma base.
- > >
Solugdo: Os vetores a,b,c formar&o uma base se forem L.1, e estes vetores serdo LI se
- - - -
aequacdo xa+yb+zc=0 sO admitir a solugcdo trivial x =y =z = 0. Portanto, os vetores
- - = -

a+b 2a-3b-c, b+20 serdo linearmente independentes se

m(a+b)rn(2a-3b-c)+p(b+2¢)=0 (¥

implicarem m =n = p =0. De (*) obtemos um sistema linear homogéneo

m +2n =0
m-3n+ p =0
- n+2p =0

cujo determinante da matriz principal do sistema € igual a —12 # 0. Assim 0 sistema acima sO
admite a solucdo trivial m =n =p = 0. Logo a equacdo (*) s admiteasolucdom =n=p=0e
- - - -> - -

portanto osvetores a+b, 2a-3b-c, b+2c sd0 L.I., e assim formam uma base.

2.3.5 - Exercicios propostos
. - - - - - -
1) Considereaequagdo x, a+y; b+z, c=x,a+y,b+z,c

> > o

i) mostrequese a,be csdoL.l. entdo X3 = Xp, Y1 = Y2, 21 = 2o

> > o

i) mostrequese a,be c sdoL.D., entdo ndo podemos concluir que X = Xz, Y1 =2, 21 = Zo.
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- > o

2) Sgjam a, b e ¢ vetores que representam as arestas de um paralelepipedo. Expresse cada uma

> 5 o

das quatro diagonais internas como combinagédo linear de a,be c .

— -
3) Suponha que AB e AC sgam L.I.. Como devem ser os escalares X, y € R de modo que o
- - - -
vetor AD=xAB + yAC segjaparalelo ao vetor AB, mas de sentido contrério?
4) Verifique se as afirmagdes abaixo sdo verdadeiras ou falsas. justificando suas respostas. Tente

representar graficamente cada situacéo.

- -
a) Doisvetores AB e CD sdoiguaisse, esomentese, A=C eB =D.

- -
b) Osvetores u e v podem ser paralelos, mas ndo colineares.
- = > - -

- -
c) Se u =0, entdo osvetores u,Vv,w sao coplanares, quaisgquer que sejam os vetores v e w.

> > > > o

- -
d) Se v=0, entdo os vetores u,Vv,w sdo colineares, quaisgquer que sgjam oS Vetores u e w.

e) Trésvetoressdo L.D. se, e somente se, forem colineares.

2.4- SISTEMAS DE COORDENADAS NO ESPACO

Tomemos no espaco um ponto O, que chamaremos de origem, e por este ponto trace trés
retas mutuamente perpendiculares. Se atribuirmos a cada uma dessas retas uma orientacdo ou
sentido de percurso, teremos trés eixos coordenados, cujas partes positivas correspondem ao
sentido indicado pelas retas, e que se chamardo, eixo dos X, eixo dos y e eixo dos z,
respectivamente, os quais denotaremos por 0x, Oy e 0z. Um ponto P qualquer do espaco

tridimensional seraindicado por suas coordenadas sobre os eixos 0x, Oy e 0z. Observe que a cada

- -
ponto P do espaco podemos associar um vetor OP e acadavetor v esta associado um ponto do

espaco, a saber, seu ponto final. (ver figura0l)

Um vetor € unitario quando seu comprimento igual a 1, na unidade de medida de

- >

%
comprimento adotada. Sejam i,j e k vetores unitarios no sentido positivo dos eixos 0x, Oy e
- - -
0z, respectivamente. Observe que i,j e k sdo L.l e portanto formam uma base para o espaco
- -
tridimensional, chamada de base canonica. Logo, qualquer vetor v = OP pode ser escrito
T - > 2 > )
como combinacdo linear destes vetores, isto ¢ v =0P =x1i +Vy j +zk. Podemos também

identificar o vetor 7 por V =(X,y,2) ou P =(x,Y, z).Desse modo, podemos definimos

R3 ={P = (x,v,2),x,y,z € R3} ou R3 ={17=x?+yf+z§,x,y,z € R}
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Exemplos:

1) Vamos marcar pontos A= (3,1,2)eB = (2, -4, -2).
z

A 4

K 2
i
i

A f/ -4

2.4.1 - Operacdo com vetores (enfogque analitico)

- -

Considere 0s vetores a = a17+ a, j+ak e b= blT+ b2T+ bsz e o escdar x e R3.
Definimos a soma entre estes vetores como sendo o vetor
- - - - -
a+b=(a;+b;)i+(a,+b,) j+(a;+bs)k
- -
-
e amultiplicagdo do vetor a pelo escalar x, como sendo
- - - - -
xa=(xa)i+(xa,) j+(xa;)k ou xa=(xa, Xa,, Xa,)
Essas definigdes decorrem das propriedades geométricas das operacdes envolvidas. Por
outro lado, analiticamente, as propriedades sdo facilmente demonstradas usando propriedades

conhecidas dos nimeros reais.

Exemplos:

- - - -

. - -> - - - - 3 - 1~ - -
1)Sgam a=3 i+j+2k eb=2 i-4 j-3 k vetores. Calcule a+b,Ebe 2a-3b.

Solucdo: Temos que

39



a+b=(3+2)i+(1-4) j+(2-3)k=5i-3 j—k ou a+b=(5-3,—1)

1> (1. 1 > (1 oo 2 37 1> 3
e Eb_(zzjl+(§(—4)jj+(§(—3)jk_|—Zj—Ek ou Eb_(L—Z,—EJ.

—

— - — - —
Damesmaforma2a-3b=14 j+13k ou 2a-3b=(0,14,13).

2) Sendo A = (a;, az,a3) eB = (by, by, bs)., encontre as coordenadas do ponto médio de AB.
Solugdo: Seja M o ponto médio de AB. Os pontos A, B e z

M determinam os vetores OA, OB, OM , gue tém as mesmas M

coordenadas dos pontos A, B e M, respectivamente. Da figura

- — - - — -
ao lado temosque OM = OA+AM e OM=0B+BM .

Somando membro a membro e lembrando que

- - -
AM =MB =— BM, obtemos:

- - - - - - - - b, \—
20M = OA + OB => OM =%(0A+ OB) = (alT“’lj i +[¥j j+(a3%j K

Logo, M = a, +b, a, +b, a; +b, .
’ 2 2 2

2.4.2 - Vetor determinado por dois pontos

Dados dois pontos A e B do R3, o segmento AB z
determina o vetor AB=v . Considerando o sistema de eixos . A v
. N a
ortogonais Oxyz, os pontos A e B teréo as coordenadas A = B
(a1, a2, asz) e B = (by, by, b3). O ponto A determina o vetor O b >

- - -

5
OA=a, e o ponto B, o vetor OB =Db. Logo o vetor

RN

B = v seradado por

- — — -

AB — OB—OA = v=b-a = AB=(b —a)i+(h, —a,)j+(b —as)k

Exemplo:

1) As coordenadas do vetor PE) determinado pelos pontos P = (1,6,-1) e Q = (2,-5,-1)
o (1, 11, 0). Entfo PQ = i—11] .

Observacéo: Quando se pede as coordenadas de um vetor do R3, sem especificar a

base, subentende-se que se trata da base canonica{ i, j,k }
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2.4.3 - Dependéncia e Independéncia Linear em R3

. - - - o > e - - O
Sgam a =a, i+a, j+a; k,b=b, i+b, j+b;k e c =c;i+c, j+c3k vetores.

Do Teorema 2.3.3 tem-se que esses vetores serdo L.I. se, e somente se, a equagao

- -

Xxa+yb+zc=0 tiver apenasasolucdo nula, isto € x =y =z = 0. Entéo:
x(aﬁ+ aj+ a, E) +y(bj+ b,j+b3 E) + z(cﬁ+crj+c3 E) :6 =
(a;x+b,y+c z) i +(ax+by,y+c,2) j+(asx+bsy+c;z)k =0

> >

Como i, j e Eséovetores L.I.em R3, obtemos o sistema linear homogéneo
axX+by+cz=0
a,Xx+b,y+c,z=0 (2
azXx+bgy+c;z=0

No capitulo 1 vimos que um sistema homogéneo sempre tem solucéo e esta podera ser

obtida, por exemplo, por escalonamento. Se ele for compativel e determinado terd uma Unica

solucdo, a solugdo trivial x =y = z = 0. Neste caso, a equagdo sb tera a solucdo trivia e os

- = -
vetores a,be ¢ serdo L.I. Se o sistema (2) for compativel e indeterminado, terd infinitas

> > o

solugdes e a equacdo tera outras solucbes além datrivia e, portanto, os vetores a,b e ¢ seréo

L.D. Lembramos que um sistema homogéneo s6 admite a solucdo trivial (nula) se, e somente se,

o determinante da matriz dos coeficientes do sistema é ndo nulo. Logo, podemos concluir que os

> o .
vetores a,bec Sera)L.l.Se,esomentese,
a; by ¢
a, b, ¢,|#0 (*)
az by c;

- >

N
Observando os vetores dados a,b e ¢, vemos que (*) é o determinante da matriz cujas

colunas sdo formadas pelas coordenadas dos vetores dados. Esta é a maneira analitica de

verificar se trés vetores do R3 sfo L.I. ou L.D., e, portanto, se formam ou ndo uma base de R3.

2.4.4 - Orientacdo no espaco

- > >

- - -
Umabase { a,b,c} serd positiva quando o sentido de rotagdo de a para b, de b para

- - -
c ede ¢ para a, no plano que contém os respectivos vetores, for o sentido anti-horério, e

- > >

negativa quando for o sentido horério. Na base canbnica { i, j,k } notamos que o sentido de
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e = = - - 2 o . : -
rotagcdo de i para j,de j para k ede k para i , no plano respectivo, é o sentido anti-horério.
- —> =

Neste caso, dizemosque abase{ i, j,k } €umabase positiva.

c a
a c
B -
base positiva { a,b,c } base negativa { a,b,c}

- - >

Em 2.4.3, para verificarmos se os vetores a,b,c eram L.l. (isto & formavam base do
R3) obtivemos o sistema (2), cuja matriz dos coeficientes &
a, b ¢
A=la, b, c,
a; b; cg

- 5>

Observe gue as colunas da matriz A s&o as coordenadas dos vetores a,b,c nessa ordem,
e estes vetores serdo L.l. se, e somente se, o determinante de A for diferente de zero, isto

é, det A =0.

Consideremos a base canénica{ i, j, k }. Temos que
i =1i+0 j+0k
j=0i+1j+0k

I
k=01i+0 j+1k
Assim, a matriz dos coeficientes do sistema correspondentes a (2) é a identidade 13 cujo

> o >

determinante igual a 1 e, portanto positivo. Podemos entdo dizer que uma base { a,b,c} é

positiva se o determinante da matriz dos coeficientes do sistema (2) for positivo, isto &, se

- > >

det A > 0. Caso contrério serdnegativa, isto €, sedet A< 0, { a,b,c } serdumabase negativa
Observe que estaremos sempre trabalhando com bases orientadas, isto €, tomando os

vetores na ordem dada. Caso tomassemos esses mesmos vetores em outra ordem, e forméassemos

amatriz dos coeficientes do sistema obtido, obteriamos suas colunas em ordens diferentes o que

poderia acarretar atrocade sina do determinante e, portanto, a base poderia mudar ou néo de

42



sinal. Todas as bases de R3 ficam separadas em duas classes: as positivas e as negativas. Duas
bases de uma mesma classe tém a mesma orientacdo, e duas bases de classes diferentes tém

orientacdo oposta.

2.4.5 - Coordenadas de um vetor numa base

.2 > 2 oo >, 7 2 2 > > =
Sgam a=a, i+a, j+agsk, b=b i+b, j+b;k e c=c, i+cC, j+c3k vetores de
- -

- - -
uma base do R3e v = v, i +V, j+Vvz; k um vetor qualquer do R3. Como javimos, v pode
- - -

ser escrito como combinacdo linear dessa base, istoé, v = xa+yb+z ¢, sendo x,ye zsuas
coordenadas obtidas como segue. Entdo
- e g - g - e g g e g -
Vi 1+V, j+vgk=x(a,i+a, j+agk)+y (b, i+b, j+by k)+z(c, i+c, j+c;5k)

- >

Sendo osvetores i,j e k linearmente independentes, temos o sistema
ayX+by+cz=v,

agX+byy +c3z=v;

gue resolvido por um método conveniente, nos da osvaloresde x, y ez, que sdo as coordenadas

> o >

de v nabase{ a,b,c}.

2.4.6 - Exercicios resolvidos

> > > o o,

- - -
1) Verificar seosvetores a = i+3 j+k,b = i+j—-Kk ec =2 |+3 j—k sdolL.l.ouL.D

~

Solugao: Trés vetores de R3 sdo L.I. se forem n&o coplanares. Pelo teorema 2.3.3, 0s

-> - - - - -> -

vetores a,b e ¢ serdo L.I. se, e somente se, aequacdo x a+y b+z c=0 admite apenas a

solucdo nula, x =y =z = 0. Caso contrario, eles serdo L.D. Assim temos:

> > > -

X(1 43 ] +K)+y(i+]-K)+2(2143]-K)=0 =

(Xx+y+2z2) i + (3x+Yy+3z) j+ (x—y—z)zzg

Como i,j,k sdoL.l.temos:

X+y+2z=0
3X+y+3z=0
X—y—z=0
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Resolvendo o sistema pelo método do escalonamento (deixamos a cargo do leitor),
vemos que este sistema € compativel e indeterminado, tendo portanto, infinitas solucdes. Logo a

- - - -

equacdo xa-+yb+z c=0 admite infinitas solugdes, portanto uma solucéo ndo nula, e os

- >

N
vetores a,b e c¢ sdo L.D. De outra maneira, vemos que o determinante da matriz dos

coeficientes do sistema é nulo, ou sgja,

1 1 2
3 1 3(=0
1 -1 -1

de onde podemos concluir que os vetores dados séo L.D. .

2) Verificar seosvetoresabaixosdo L.I. ou L.D. .

- i i S S S
a)u =—3i—-j+2k;v =61i+2 j-4Kk
O A i S e
b)u=2i1-3j-k;v=1i+j+2Kk
Solucdo: a) Dois vetores de R3 sdo L.D. se forem colineares, isto é, se um for multiplo
de outro. Caso contrario eles sdo L.1. Portanto, os vetores dados serdo LD se existir x eR tal que

—

—3i—-jJ+2k=x(61+2 j—4k) = (6x+3) i +(2x+1) j+(-4x-2)k =0

- > >

Como 1i,]j,k sdovetores L.I., pelo teorema2.3.3 vem:

6X+3=0= X=— y

2
2Xx+1=0= x:—%
— 4x-2=0= x= —%
> o . - -
Logoosvetoresue vsdo L.D.,,ousga u =xv,com x = —%.

- -

b) Analogamente, se u =x v, temos.

27-3]-K=x(i+]+2K) = (x=2) i +(x+3) j+(2x+1) Kk =0 =
X—-2=0=>x=2
X+3=0=Xx=-
2x+1=0 =x=-1
Como nas trés equacdes obtemos resultados diferentes para x, concluimos que ndo existe

> -

- -> ;
XxeR taque u =xv, istoé, uev saolL.l..



- . - > -
-3 j—k vetores. O conjunto { a,b,c}

é base para 0 R3? E positiva ou negativa? Se {a,b,c} for uma base, determinar as

coordenadasde v =3 i+2 j+12 k nessabase.

. - - > , - > -
Solucdo: O conjunto { a,b,c } serd uma base de R3 se os vetores a,b e ¢

forem L.I..

Como no exercicio 1), obtemos o sistema homogéneo

2x— y+ z=0
X—2y—-3z2=0
X+4y—- 2 =0

Como det A = 36 = 0, 0 sistema s6 admite a solucdo trivial x =y =z = 0. Logo 0s
- > - - > -

vetores dados sdo L.1., e portanto { a,b,c } ébase parao R3. ComodetA>0,{ a,b,c} éuma

N
base positiva. Vamos, agora, determinar as coordenadas de v nessa base. Paraisto, precisamos
- - -

IR
encontrar escalaresx, y ez reaistaisque v = x a+y b+z c . Entéo, temos:

3?+27+ 122: x(27+7+¥)+ y(—?—27+4Z)+ Z(T—3T—E)3
(2x—y+z—3)?+(x—2y—3z—2)—j>+(x+4y—z— 12)E:6)

- > -

Como i, j,k sdoL.l., oteorema2.3.3. nos diz que os coeficientes na equacdo acima sdo
nulos, o que nos da o sistema
2X — y+ 7z =3
X—2y-3z = 2
X+4y— z2 =12
Resolvendo por escalonamento obtemos a solugcdo x = 3,y = 2, z = -1, que serdo as

- - >

- - - - -
coordenadasde v nabase{ a,b,c},istoé v =3a+2b-c.

4) VerifiqueseospontosA = (3, 1, 2),B=(2,3,0)eC=(2, 2, 1) sdo vértices de um triangulo.

Solucdo: Trés pontos serdo vértices de um triangulo se eles forem ndo colineares.

- - -

_)
Fixando um dos pontos dados, por exemplo A, obteremos os vetores AB =— i+ 2 j—2k e

- -

- - -
AC = — i+]j—k . Os pontos A, B e C serdo néo colineares se, e somente se, 0s vetores AB e

- - -
AC forem ndo colineares (L.l.), isto é ndo existir x € R tal que AB =x. AC . Ent&o, temos

N

- - - -
—i+2 j-2k =x(— i+ j— k) donde concluimos das equacdes encontradasquex =1, x =2
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- - - -
ex =2. Logo, ndo existex € R tal que AB =x. AC, isto é, AB e AC sdo L.l., e portanto os

pontos A, B e C sdo vértices de um tridngulo.

5) Determine se 0s pontos abaixo podem ser vértices de um paralelogramo.
aA=(3,2,0),B=(1,20,C=(2,0,2), D=(0,2,1)
b)A=(2,4,1),B=(1,2,0),C=(2,3,-2,D=(0,-1, -4)
c0A=(3,3,2,B=3,2,1),C=(3,2,2),D=(3,1,1).

Solucdo: Um paralelogramo é um quadrildtero que tem os lados opostos paralelos e de
iguais comprimentos. Assim, devemos verificar se os pontos dados sdo coplanares, e se

satisfazem as condi¢des acima.

- - - -
|

- -
a) Fixando um dos pontos, teremos os vetores AB =—2i,AC =—i-2 j+2k e

- -> o -

- -
AD=-3 i+k. Como ja vimos, AB,AC e AD serdo coplanares (L.D.) se a equagdo

- - -

5
X AB+y AC+z AD = 0 tiver pelo menos uma solucdo ndo nula. Como temos um sistema

homogéneo, basta que o determinante principal sga nulo. Mas, 0 determinante principal do

- > -

sistema éigua a4 que é diferente de zero (verifique!) e portanto os vetores AB,AC e AD sdo

L.I. Logo os pontos A, B, C e D ndo sdo veértices de um paral el ogramo.

- - -> > - - - - - - - . .
b) Temos que AB =— i—2 j—k, AC=—j-3k,AD=-—2i-5 j-5k cujo determinante é
- o -

nulo. Logo os vetores AB,AC e AD sdo L.D., isto & sdo coplanares. Vamos anadlisar as

possiveis disposicbes de A, B, C e D.

D C - - - > - - - -
D Neste caso, temos. AB=—-i-2 j-k e DC=-4i-4 j-8k.
- -
A B Entdo AB = DC e, portanto, ABCD ndo é um paralelogramo.

C D - - - - - - - -

Temos AB=-i-2j-k e CD=4i+4j+8k. Entéo
- -
A AB = DC e, portanto, ABDC ndo € um paralelogramo.

D B - - - - - - - - -
Temos AC = -3k e DB =-21i-3 j-4k.Entdo AC = DB e,
portanto, ACBD néo é um paral elogramo.

A C
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-

D - - - - - - - -
Temos AC = j-3k e BD=21i+3 j+4 k. Entio AC = BD e
portanto, ACDB néo € um paralelogramo.

A C

- -

c) Temos que AB=-— j—k, AC =— jeAD =-2 j—k . Como no item anterior, concluimos que

- - -

os vetores AB, ACe ADsZo L.D. Entéo os pontos A, B, C e D sdo coplanares. Vamos

analisar as disposi¢des dos pontos A, B, CeD:

C - - - - > > - -
Neste caso, temos. AB =- j-k, CD =- j-k, AC = j
- - - — - -

eBD =-j. Entdo AB = CD, AC = BD, portanto ABDC é um

- -
paralelogramo. Observe que AB e CD sdo L.I.

2.4.7 - Exercicios propostos

- - > - - - -

- o - o> o - —
1) Dados os vetores a =2 i—j+5k, b =—i-j,c =—2i+3k e d =6i-2 j+10Kk,

- - -

1- - - — -
cacule Za; 3b-5a+c; —d+5a; b-a.

- 7 77 . - - . L. .
02) Dado u=2i-j+k, determine um vetor v colinear com u , de sentido contrério, e cujo
- . . 0 _)
comprimento sgja o triplo do comprimento de u . Esboce.

03) Marque num sistema de coordenadas os pontos A = (2,3,4), B = (-2,1,1), C = (-2,-1,-2).

- -

4K, d =j-2k.

> > o I T
I+ ] Ul e

- -

04) Esboceosvetores a =i+ j,b =—3i+j+2k, c =2
- oS> >

05) Cacule AB,AC,BC,com A=(2, 3, 4), B=(-2,1,1),C=(-=2,-1, -2).

- - - -
06) Considere o ponto A = (1, 2, 3) eo vetor v =3 i+4 j+5 k . Determine o ponto B tal que

— -

AB=v.

07) DadosP = (2, 1,5) e Q = (4, 3, 1), ache as coordenadas do ponto médio de PQ.

- -> o

08) Dados u = (3, -1,2), v = (2, 4, —2), determine o vetor w tal que 3 w-+2 U=,

09) Dados os pontos A = (1, -2, 3), B= (5, 2,5) e C = (-4, 2, 9) ache o ponto D tal que ABCD
seja um paralelogramo.

10) Seja ABCD um paralelogramo e G 0 ponto de encontro das diagonais. Sabendo que
A=(2,-1,-5), B=(-1,3,2), G=(4, -1, 7), determine os vértices C e D.
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11) Verifique se os vetores abaixosdo L. I. ouL. D.:

A u=i+2k, v=21i+j, w=31i+j+5Kk c) u=i+j,v=31i+12 j+k
- - - - - - - - - - -
b) u=-—141i1+91 j+56 k, v=21-13 j-8k d u=(2-12),v=(111),w=(2,0,2).

T _j)+ k sejam coplanares.

> o o o - -

b) J: mi+2 j+k, v=8i+m j+2¥ sejam paralelos.
13) Verifigue se os pontosA = (1, -1, 2),B=(0, 1, 1) eC = (2, -1, 3) sdo alinhados.
14) Determine dois numeros reais y e z tais que os pontos A=(1,2,1), B=(10,0),
=(1,y,2) sgam colineares.
15) Verifigue se os pontos abaixo séo coplanares:
aA=(1,11), B=(-2,-1,-3), C=(0,2,-2), D=(-1,0, -2).
b)A=(1,0,2),B=(-1,0,3),C=(2,4,1),D=(-1, -2, 2).

- -

K,G: 3]+5k e c 2I+] 4k podem

i-

16) Verifigue se os vetores a——3|+2

representar os lados de um triangulo.
17) OspontosA = (1, 1, 0), B=(3, 1, 0), C = (1, 3, 0) podem ser vértices de um tridngul0?
- -> - -> - -> - — - - -> -
18) Osvetoresa =4 i+ j-3k,b =2i+j+3kec =-3i+9 j—k sBoL.louL.D.?Eles
3 Z . g > > -
formam uma base para o R® ? E base negativa ou positiva? Se{ a,b,c } for base, determine as
A e 4

coordenadasdo vetor v =i+ j+k emrelacdo aestabase.

. - - - . - > > o
19) Sgjam u =(0,1,1), v =(2,1,0) e w =(1,0,1).Verifigue se{ u,v,w} € base positiva ou

negativa. Obtenha as coordenadas de §=(3,2,2) na base { HVVV}

> > >

20) Sga{ a,b,c } umabase. Venﬂquese{a 2b+c 2a+b 3c b+5c}ebase

e s e T

21) Escrevao vetor u=i+ j+k como combinagdo linear dos vetores a =21+3 j, b=j+k
- =
c =]

N
ec =j+2k.

> 5> > o -> >

- - -
22)Sgamu =2 a+b-c, v =—a+b+2 c vetores, onde ,b e ¢ sdovetores L. I.. Mostre

- - - - > >
que o vetor w =9 a+15b+6 ¢ é combinagdo linear de u e v, e determine os coeficientes

dessa combinagdo linear. Justifique detalhadamente sua resposta.
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2.5 - PRODUTOS ENTRE VETORES — INTRODUCAO

Estudaremos trés tipos de produtos entre vetores. o produto interno, o produto vetorial e
0 produto misto. Inicialmente veremos alguns conceitos necessarios para as definicdes desses

produtos.

2.5.1 - Norma de um vetor

_)
Chama-se norma de um vetor AB ao comprimento do segmento AB.

-

: normade a=

-

a

-

N
Notacdo: normade AB = | AB

N

- - —
Se u éum vetor tal que | u | =1, dizemos que u é um vetor unité&rio. Se u um vetor

unitario nadirecdo de a entdo existea € R tal que a = o u . Neste caso, definimos a norma de

- -
a como sendo o valor absoluto de o, ou seja, ||a|=|«|.

2.5.2 - Propriedades da norma de vetores

1) |[a|>0e|a|=0<a=0.
- - - - -
Demonstragdo: Se | u | = 1, entdo a =a u e |a|=|a|>0. Agora se |a|=0 =
- N = - - - - -
o=0ecomo a=au=a=0.Se a=0, teremos a=0u e a| = [0 = 0.
- -
2) |xa|=|x||a|, para todox e R.
- - - - - - -
Demonstragdo: Se a=o U, entdo x a=x(o U )=(xa)ue | xa |=[ xo|=[x|| a|.

2.5.3 - Angulo entre vetores

N

_)
O angulo orientado entre os vetores ndo nulos a e b € o menor angulo entre dois
- — - - -
representantesde a e b com amesma origem, e sera denotado por (a,b ). O angulo entre a e

RN

- —
b serdpositivo se arotacdo necessariapara a setornar colinear com b for no sentido anti-

horério e sera negativo se arotacdo for no sentido horario.

Exemplos:
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- -
b

b
a a
[g_b)j > 0 - sentido anti-horario (QEJ < 0 - sentido horé&rio

- -
Se a=0 ou b=0, oangulo entre estes vetores ndo esta definido. Daqui para frente nos

referiremos simplificada mente a angulo entre vetores, em vez de angulo orientado entre vetores.

Observacéao: DaFig. 6, podemos observar que, se x > 0, (x gg]z(ggj NaFig. 7,
observa-se que, se X < 0, (xggj = (2 Ej—lSOO. De uma maneira semelhante, tem-se
[g,x_b)j = (QGJ ,sex>0 eque (5 xgj = (5 B)—lSOO, sex<0.

-
b

—)\A\—)
a Xa

Fig.6 Fig.7

|

2.6 - PRODUTO INTERNO

- - -

N
Sgam a e b vetores ndo nulos. O produto interno de a por b é o nimero real

indicado por ;Eedefinido por

Se a=0 (oub=0) definimos a.b =0. Como consequéncia da defini¢&o, obtemos uma

- -
maneira de calcular o angulo entre vetoresndo nulos a e b . Entéo

cos (26) = _)—b_) = [ggj = arccosj—'b_) 0 < [E{Ej < 180°
a b|| a b||

N
Podemos também obter a norma de um vetor a , apartir de um produto interno:

-> - - >
cos{ a,a | = = a.a

-

a

-

a

RN

-> >
a.a= a

. oo - >
pois (a,a)=0° e cos(a,a)=1.
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2.6.1 - Interpretacdo geométrica. Projecao

- - 4
A projecdo de um vetor ndo nulo v sobre um vetor unitario u , denotada por, proj v, é

u

= )\ >

coS| u,v [ |U=
- - )\ |- - >\
vVi|cos|u,v|ju=|ju.v (u

- -
O valor algébrico da projecdo de um vetor v sobre um vetor unitério u € a norma de

- >
cos| u,Vv

N
Assim, geometricamente, 0 médulo do produto interno de um vetor unitério u por um

0 vetor

.- —> -
proj_v= 0A = ||V

@)

sua projecao:

-

proj_, v
u

N
\Y

-> -
u.v

- - -
vetor ndo nulo v representa o comprimento do vetor projecao de v sobre u .

2.6.2 - Propriedades do produto interno

- -

- -
1) a.b=>b.a
Demonstracéo: De fato,

cos(g,gj: cos(g,gj = Eg pois cos{g,k_)j:cos(g,g).

2) x(ggj :(x g].E:Z.(x E] com x=0

Demonstracdo: Defato, se x > 0, temos:
- = - =
x(a.bjzx cos(a,bj =
Sex<0
- - - - -
x(a.bjzx cos(a,bj:— X|la

[cos X Z,EDZ

- >

a.b=

-

a

-

b

-

bla

-

a

RN

b

RN

5
x alllb

COS(X 2,6)]=(X gjg

[_ [bn _
E [cos[x g,ED:(x g).g .

N

a

N

b
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- -
Demonstracdo: Se a=0 apropriedade étrivial. Consideremos dois casos.

- - —
1° caso: Suponhamos quea é um vetor unitério, isto &, = 1. Observe que os vetores OA e

— —
OB' séo colineares, logo |OB' OA‘ B . Mas
— -> - -> > o -> -
OB'|=|b+c cos(a,b+c} b+c co[ j [b+cj
— - - - =>|[|[— - > - -
OA'|=|b cos(a,bj: b cos(a,bjza b
- - - > =>|[|[— - - - -
A'B'|=]|c cos(a,cj: alllc cos(a,cj:a c

> (> - - > > >
Logo a.(b+cj=a.b+a.c.

- - -
2° caso: Consideremos o caso em que o vetor a=0 eétal que || a |l = 1. Comisto, temos que
—
- - a
a L , >0 . |a ~
0 vetor u =— seraunitario (e colinear com a) pois |—r{ = y=p=1 Entao,
_)
a a a

> - - g - - - g - -
al b+c |=|al—:.| b+c |=||a||+—. b+cC ||=
- —
a a
- -
- a a ~— a - ~la =& 22> —->-
=lal| —y.b+—.C |= .b+/|al—;.c=a.b+a.c.
- - -
a a a a

2.6.3 - Vetores perpendiculares

- - —

Sggam a e b vetores ndo nulos. Dizemos que a e b sdo perpendiculares se
- = - -
(a,b)=190° ou(a,b)= grd. Neste caso, a.b =0. Logo, Z € perpendicular (ou ortogonal)
- - -
ab se esomentese, a.b =0.

L . - = -
Notacdo: a perpendiculara b: alb.
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- - i - . . ;
Se a=0, entdo a.b=0, paratodo vetor b . Assim, consideraremos que o vetor nulo é

perpendicular atodos os vetores do R®.

2.6.4. - Exercicios resolvidos

- - . - | = 2 - > = 2
1) Se a e b sdo vetores quaisquer, mostre que aib” =l|al| +2a.b+ b|| .
Solucdo: Temos que:
—>—>2 - - -> - 5> > > o> o —>2 - - —>2
a+b :(a+bj.(a+b] =a.a+a.b+b.a+b.b=|a| +2a.b+|b
Da mesma forma, temos:
—>—>2 - o - o e e T I —>2 - - —>2
a-b =[a—bj.(a—bj= a.a—a.b-b.a+b.b=|al —2a.b+|b

2) Usando o Célculo Vetorial, demonstre o Teorema de Pitégoras.
Solucdo: O Teorema de Pitagoras diz que, em um
triangulo reténgulo, o quadrado da hipotenusa € igual a soma

dos quadrados dos catetos. Consideremos o tridangulo ABC.

— -

— - - - - .
Temos. AB=b,AC=a e BC = a-b . Peloexerciciol),

-> - 2 - - - - 2 ml = >
a—-b| =|al|-2a.b+|b A b B
. - - - - 2 - 2 - 2 .
Como ABC éum triangulo retangulo, entdo a.b=0e|la—b| = +|b| ,ousda,
N 2 N 2 N 2
BC| =|AC| +|AB
N
2) Se g e b sdo vetores quaisquer, demonstre a desigualdade de Schwarz:
-> - > =
a.b|<|a bH
-> o -> o - o - -
Solucdo: Se a=0 (ou b=0), entdo a. b=0e|a|=0 (ou b||:0). Logo
- - >l
a.b|<|a||b
- - - - - - == - > == . - >
Sea=#0(oub=0),entdo a.b|= alllb cos(a,b) <lla b|| pois 0< cos(a,bj <1.
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N

- -
e b formam um angulo de 45°. Calcule o angulo entre os vetores u e v,
e e T 2 —
sabendoque u=a,v=a+b,||a|=6,|b|=1.
- -
~ - u.v
Solucéo: Sabemos que cos (u ,vj =TS Agora,
uffv

2 5, - - - -
+a.b=36+a.b = a.b=

-

- > > (> -
u.v=a.la+b|=|a

RN

a

RN

b

cos(g B) =6 .1.[%}3\/5

|=\/37+6\/§ ent&o
(a HJ 36+34/2 12 ++2 (» aj [ 12+4/2 J
COos{ uU,v | = = = U,V |=alCCoS| —————

Logo, u.v=36+3v2, u|=[a|=6e|v|-|a+b

6374642 2437 + 642 2,37 +642

2.6.5 - Exercicios propostos

1) Demonstre que as diagonais de um losango s&o perpendicul ares.

3) Se g e E s30 vetores quaisquer, mostre que:
- - - = 2 2
a) (a+bj.[a—bj=

- - 1—)—)2 —>—>2_
b) a.bzz{a+b —|la—-b

—

a

-

b

S 2 S o2 NP NP
c) l[a+b| +fa—Db =2(a +||b ]
d) |a+b|<|al+ E” (desigualdade triangular).

- - -
3) Dados a,b e c tais que o angulo entre dois quaisquer deles, nessa ordem é 60° determine

- o> - - - -
a+b+c|, sabendo-seque |a|=4,|b|=2,|c|=6.
- - - - . - o
4) Sabendo-se que |a :11,||b||=23, a—b||=30, determine a+b|.
- — . - - - o - -
5) Osvetores a e b sdo perpendicularese |a|=5, b||:12.CalcuIe a+bj e a—b||.

- - - -
6) Que condicdes devem satisfazer os vetores a e b paraque o vetor a + b tenhaadirecdo da

bissetriz do angulo formado por g e G ?



- - . . - - - -
7) Os vetores a e b sdo perpendiculares entre s, e [c, aj:GOO,[c,bj =60°. Sabendo-se

2.6.6 - Base ortonormal

que

=8, calcule(S a—-2 bj [b+3 Z]

NN
Uma base { a ,b, c} de R é dita base ortogonal se os seus vetores sd0 dois a dois
0

. - - - - - -
ortogonais, isto ¢, se a.b=0,a.c=0e b.c=0.

- = >
Umabase{ a,b,c} de R? é dita base ortonormal se for uma base ortogonal e se todos

RN

- -
0S seus vetores forem unitérios, isto €, =1, |bjl=1 e |c|=1.

o 3 T .
Exemplo: A basecanbénicadoR® { i, j,k} éortonormal.

- - - N . - — - = - =
Teorema: Se a,b e c sdo vetores ndo nulos tais que a.b=0,a.c=0 e b.c=0
- > 2>
entdo { a,b,c } ébaseortogonal.

- > > -

_)
Demonstracao: O conjunto { a,b,c } serabase se osvetores a,b e

ol

forem L.1., isto

- - -

N
€ seaequacdo x a+Yy b+z c=0 sotiver asolucdo trivial. Fagamos, nessa equagdo, 0 produto

X(Z.Z} {Z.E}{Z.Z}QH

> > -

Por hipétese, os vetores a,bec sGo ndo nulos e dois a dois ortogonais. Logo

) -
Interno por a:

-

5
al’=0 , donde x = 0. Fazendo, agora, o produto interno por b , obtemos:

- = - > - > - >
x(b.a}r y[b.b} z(b.cjzb.o

2

X.

%
Com um raciocinio semelhante ao anterior, temos y.Hb =0 dondey = 0. Da mesma

- - -

N
forma, fazendo o produto interno por ¢ obtemosz = 0, e, portanto, os vetores a,b e ¢ sdo
L.I.

> > o -> >

_)
Corolario: Se a, b e ¢ sdo vetores unitarios a.b =0, a.
€ base ortonormal.

%
C

- - - > >
=0eb.c=0entdo{a,b,c}
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2.6.7 - Coordenadas de um vetor numa base ortonormal

- > >

Segjam{ a,b,c } umabase ortonormal e v um vetor qualquer. Entdo, podemos escrever
5
v como combinacdo linear dos vetores dessa base, isto €, existem escalares x, y e z
. - - - -
taisque v =xa+yb+zc.

- -

_)
Calculandooprodutointerno dev por a,b ec obtemos respectivamente, x = a v,

-> > > > >

y=b.v e :c v Assim, se { a,b,c} €umabase ortonormal entéo

> > > - o> o

v (a.v)a+ ( b v) b+(c v)c
Observacao: Se{ g,g,g} for uma base qualquer, um raciocinio analogo nos levara ao
sistema
(a.a)x+(a.b)y+(a.c)z=a.v
(B.g)x+(_b).t_)))y+(_b).g)z :B)\_/)

(c.a)x+(c.b)y+(c.c)z=

- - > >
cuja solucdo nos fornecera as coordenadas de v nabase { a,b,c }.

Podemos expressar o produto interno de dois vetores em fungdo de suas coordenadas.

- - - - - -

- -
Dados os vetores a =a;, i +a, j+a; k e b =b, i+b, j+b; k de acordo com as

propriedades do produto interno temos:

+a2b1(7 ?j+ azbz[j Jj+a2b3(1 kj+ asb, [k ?)+ a3b2(z.Tj+ a3b3(¥.%j

_)
j,k} ébaseortonormal, vem:

- -

Além disso, conforme vimos em 2.8,

- - 2 2 2

-

a
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2.6.8 - Exercicios resolvidos

. o . - > o7
1) Ache um vetor unitario nadirecdo esentidode a=2 i -3 j+ K.

- -
Solucéo: Temos que ||al|=4/4+9+1=+/14 =1, logo a ndo é unitario. Neste caso, 0

: L, 21> Z - 1 A e B :
vetor pedido sera u = —a=-—: u:—(2 -3 j+k]. E claro que =1, pois
2 g \14
a a
lall
- a
full="—-=1.
Il all

2) Dados a=(2,1— 2),b=(3,3,0), c=(-1— 2— 2) d =(2,3,1) calcule os angulos (Q,Ej,

[#€)e(%4) o

~ > ~ T
Solucdo: Temos que cos| a,b =—=—— Entéo Zrd ou

TVaV18 92 V2 2

- - —> T X , —>
—— = " =0.Entdo | a,c |=90° ou Erd, ISSoé, a e ¢

- - - - _
(a,bjz45°.Agora, cos[a,c] 2 2+ 4

sS40 vetores ortogonais, e

COS(E,H}= 6+9 = 15 = (B a)j = arccos £ .

J18 V14 647 V7
- — - — — - - - - — - -
3) Dados os vetores a=—i——j+ 2k b :gi+gj+£k ec =—gi +£j+gk,verifique
3 373 3 373 3 3 3

> > > - =

se a,b,c formam uma base ortonormal. Calcule as coordenadas do vetor v 3i- j+k em

- > -

relagdo aos vetores a,bec .

Solucdo: Vamos, iniciamente, verificar se 0s vetores sdo ortogonais e unitarios:

->-> 2 4 2 - - - -

a.b= 979 5—0 De uma forma semelhante mostra-se que a.c=0 e b.c=0. Agora,
- 1 4 4 . ; - - - = =
al = 5+§+§ = 1. De maneiraandogatemosque |b|=1 eque =1.Logo {a,b,c}
. - 715 5 - 7> 5> 5~

€ uma base ortonormal e as coordenadas de v sdo 3 ge ~3 portanto, v = 5 + 3 b — 5
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2.6.9 - Exercicios propostos

01) Determine um vetor unit&rio paralelo ao vetor 22—5), sendo 5:7—2 T+4E e
- -> - -
b=2i-j+3 k.

: SO i d s i .
2) Determine o valor de x para que os vetores a=x i +3 j+4k e b=3 i+ j+2k sgam

perpendicul ares.

_)
\'

- -

. - - . - - -
3) Sgam u e v vetorestaisque u .V =6, ujl eflu+v

-3/2 e (UUJ :%rd. Calcule

4) Acheovalor dex ta que (x,3,1).(2,1,0) =3.

> > >

- - —

5) Ache um vetor unitério na direcdo da bissetriz do anguloentre i -2 j+3 k e 3 i+j—k
6) Os pontosA =(1,1,0),B=(3, 1,0),C=(1, 3,0) sio vértices de um tridngulo? Este
tridngulo é retdngulo? E isdsceles ? Calcule seus angulos.

- - - -
7) Sggam u e v vetoresL. D. Determine aprojecdo de v sobre u.

- 2> - - - -

8) Determineaprojecode 3 i — j+k nadirecdiode i+5 j+4 k.

- - -
9) Sga v = 0 um vetor qualquer e o, B ey os angulos que v formam com os vetores da base

- - - N
candnica i, j e k , respectivamente. Os angulos o, 3 e y sdo ditos angulos diretores de v e
COS o, COS P e cosy sdo 0s cossenos diretores de v . Determi ne aexpressdo de cada cosseno

N
diretor de v eproveque cos® o+ cos? B+ cos? y=1.

10) Um vetor v forma com os eixos 0x e Oy os angulos o = 120° e B=45° respectivamente.
, N e d
Qual éoanguloentre v e 0z ?

N
11) Um vetor v tem dois de seus angulos diretores dados por o =60° e y = 120°. Calcule

-

as coordenadas de \_/) , Sabendo que |v| =2.

. - > 2 -
12) Calcule os cossenos diretoresde v =4 i +3 j+12 k.

13) Dado g = (16, — 15,12), determine o vetor E paraelo a g, de sentido oposto cuja

norma é 75.

14) Sejamg:i[?— 2 ?+ Z) B:%[T—ﬁj e E)Zi(—i)-i- 2_j)+¥j vetores. Verifique se {

V6 V6
- > >
a,b,c} €& Dbase ortonorma? Determine, caso sgja possivel, as coordenadas de
- - - - - - -
v=31+2 j+2 k emrelagdo aosvetores a,b e c .
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-> 2> o > -> - -> o> - L - >

15) Dados os vetores u=j+k,v=2i+j e w=i+k, verfigue se {u,v,w}é base
. ; - - - — . o - > -

ortonormal. E possivel escrever a =3 i1+2 j+2 k como combinagdo linear de u,v e w?

2.7 - PRODUTO VETORIAL

- - - -
O produto vetorial de doisvetores u e v € um vetor, denotado por u x v , satisfazendo

as seguintes condicgdes:

- o . - -> - -
1) ux v éperpendiculara u e v simultaneamente. uxv
-
- - - - - - u
2 (uxvi|=|ullv]|sen|u,v
. - -
3) 0 sentido de uxv é ta que o terno ordenado -
e e e . Y
u, v,ux v épositivo.
) N . 23
O sentidode u x v também pode ser dado pelaregra
At
- - "&z 6 N :
da mé&o direita. Tomando u e v com origem comum, {é,_ %g: i %{‘;
N ke n :- 0 Fr /D
coloca-se a méo direita aberta sobre o primeiro vetor u, :/ .;/ /o

com os dedos apontando para a extremidade de U L A LN
modo que, a0 se fechar a md os dedos fagcam um ‘f'_EE/ g g—:

5
movimento de rotacdo em direcdo ao segundo vetor v . O

sentido de Ux \7 € 0 sentido do dedo polegar distendido.

Observe que considerando apenas a condi¢éo 1) o vetor J X 7 poderia ser qualquer vetor
na direcdo da reta r perpendicular a0 plano gerado por U e 7 (ver fig. 1 a sequir).
Considerando depois a condicéo 2) va poderia ainda ser um dos dois vetores sobre areta r

(ver fig. 2). Acrescentado-se acondici0 3) Ux v fica univocamente determinado (ver fig. 3).

u /4u><v
(@) (@) 0)

5

v

fig. 1 fig. 2 fig. 3

cl
cl

<l
<l
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2.7.1 - Propriedades do produto vetorial

5
=0, p0|s sen(u u) 0.

- - -
4) ux(V+W)=UXV + UXW.

2.7.2 - Interpretacdo geométrica - Area

- — . N . - -
Dados a e b ndo nulos e ndo colineares, tragamos axb

- - - —
a x b graficamente. Note que os vetores a e b (quesdo L.1.)

RN

determinam um paralelogramo OACB, cuja base é 01 =

—

N
enquanto sua atura é =|b

.sen(g,gj. Da condicéo 2)

j:

da definicéo de produto vetorial vem

- > - -
b a,b axb

N
sen

N
area (OACB) = |ja

Assim, |laxb| representa geometricamente a area do paralelogramo determinado pelos
vetores Z e B) :
Observacéao: Considerando-se a base candnica{ i T k} tem Q
Sse: —|>><_J) = E), _j)xk—T E)X—I)——;, —J>><—I>:—k Kx_j) T e >

- - K¢ J
|

7 ﬁz—j i
2.7.3 - Vetores paralelos

Assim com o produto interno nos fornece uma condicéo de perpendicularismo entre
vetores, 0 produto vetorial esclarece o paralelismo.
. " - - > =
Teorema: Doisvetoresndo nulos u ev sdo L.D. se, esomentese, u xv=0.

Demonstragdo: (=) Segjam e vetores ndo nulos e linearmente dependentes, isto €,
- -
paralelos (ou colineares). Entéo existex € Rtalque u =x v, e

- - - - - - -
UxV=[XV|ixv=x vxvVv|=0

. - - N . - o> o -
(<) Sgam u e v vetoresndo nulostaisque u x v =0 . Entdo temos:
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- -
uxyv

H
u

-

v

)
|3l

- >
sen| u,v
- -

> o
Logo, sen(u ,VJ:O, e, portanto, os vetores u e v sdo colineares.

2.7.4 - Produto vetorial em coordenadas

- - - - - - -

Dados os vetores u=u, i+u, j+u,k e v =v, i+v, j+v,k, usando as propriedades do

-

- -
produto vetoria e aobservacdo sobre abase canonica{ i, j,k } vem:
- - e = = > 2 @ 27 > 2 i
uxv :(u1 I+U, J+Ug ij[v1 1+V, J+V, kaulVl(W'}rUle['XJ}FUlVa('ij +

+u2vl[Tx_i)]+u2v2 (Tx_jj+u2v3 [Tx§j+u3vl(zx_i)]+u3v2 (?x—;j +UgVy (ﬁx?j

Logo
- - - - —
UxV=(U,Vs—UsV, ) i +(Ugvy —Uyvs) j+(Uv, —U,v, ) K
ou
> o e wlr juowl (u oul?
uxv =|{"2 3| -t “3j4| 1 "2k (1)
VZ V3 vl V3 Vl VZ

Lembrando o desenvolvimento de Laplace para determinantes, podemos representar o

produto vetorial pelo (pseudo) determinante

> 2 o

- > I J k

UxV=[U U, U 2)
Vi Vo Vg

Desenvolvendo o “determinante” acima, segundo os elementos da primeira linha,

obtemos u x v dado verdadeiramente em (1). O “determinante” em (2) € apenas simbdlico, pois

sua primeiralinha é formada por vetores, enquanto as demais linhas sb contém escalares.
2.7.5 - Exercicios resolvidos
- -
1) Determine um vetor de norma 3 que sgja ortogonal aosvetores a =(2,— 1,1)eb=(1,0,-1)

- - - -
Solucdo: O vetor axb éortogonal a a e b . Usando (2) acimaobtemos:

> 2 o

> > J - -> -
axb=2 -1 1|=i+3]j+k

1 0 -1
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-> - - -
Ora,|a x b||=/1+9+1 = 4/11  1.Vamos ent&o obter um vetor unitério nadirecao de axb:
axb
N
u=2 :Jl_(l’&l)
axb 11
- L -> - - ; . -> -
Como u é unitario, paraelo a axb e como v terd norma 3 e mesma direcéo de axb,
t50 pod lher v =3 U eportanto v =———(1,31)
entdo podemos escolher v =3 u eportanto v =——(1,3,1).
J11

2) Verifique se os pontos A = (1, 2, 1), B=(3,0,4) eC = (5, 1, 3) sdo vértices de um
tridngulo, e em caso afirmativo, calcule sua area.

- —
Solucdo: Os pontos A, B, C serdo vértices de um tridngulo se AB e AC forem néo

—> —
colineares, isto €, L. |.. Sabe-se que os vetores ABe AC sio L. D. se, e somente se,

— —

BxAC = 0 .Ora AB=2 i—2 j+3K, AC=4 i — j+2 K, entéo

- - -

— — ! J k - - -> >

BxAC=[2 -2 3/=—1i+8 j+6k=#0
4 -1 2

— —
Logo ABe AC ndo sdo L.D., isto é sdo L. I, e ABC € um tridngulo. Os vetores

ATB e ATE: determinam o paralelogramo ABCD cuja area € AﬁBxAﬁC (vgja interpretacéo

geométrica do produto vetorial).

- —
Como area (4ABC) = % area (ABDC) = %”ABX AC|| segue-se que

area (4ABC) = %1/1+64+3 =—‘1201 :

- -
Observacao: Dadosdoisvetoresndonulos u e v , temos:

-0

<!

- - . -
a) uev colineares < U x
— - . N
b) uev ortogonais< u.v = 0.

2.7.6 - Exercicios propostos

> > - > > - - - > 5> 5 >

1) Dados os vetores a=2 i+]j-2k,b=2 i—-j+3 k,c=i+2 j—k, cacule axb, cxa e

(EXZHZXE{) .
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- 77 - 22 . o
2) Dados os vetores u=2i+j-2k e v=—i—-j—k, determine um vetor unitario

perpendicular E e 7
- - - — > > = - — - -
3) Acheumvetor v=xi+y j—zk ta que v.(Zi +3jj:6 ev x(Zi +3jj =4k.
4) Calcule a area do paralelogramo que tem trés vértices consecutivos nos pontos A = (1, 0, 1),
B=(2,1,3) e C=(3, 2, -5).

5) OspontosA = (-1, -3,4), B=(-2,1, 4), C = (3, -11, 5) sdo vértices de um tridngulo? Esse

triangul o € isdsceles? E retangulo? E equildtero? Calcule sua &rea, e explique cada resposta.

AP di S > : - >
6) Dados u=2i+j+3k, v =4 i+ -3k determine uma base ortonormal positiva { a,b,c

e

}, com g paraelo a U e B) paralelo a V Obtenha o vetor W:i+j+z como combinagdo

> o >

linear dos vetores dabase{ a,b,c}.

7) Use o produto vetorial para determinar as condigdes que devem satisfazer os vetoresg e E
paraque §+E e g_B sejam paralelos.

8) Determine os cossenos diretores de E X 7 sendo J:(2,—J,3) e ;: (4,5).

-

9) Sabendo que ||a

- — —
=3,||b||=5, determine os valores de m € R tal que os vetores a+mb e

g—m E sgam: @) perpendiculares; b) paralelos.

- -

- - - -
10) Determine um vetor ¢ sabendo que ¢ é perpendicular aos vetores a=i-2 j+3 k,

-

- > > > (> - -
b=2i-3 j+k e c.(i+2 -7 k] =100.
2.8 - PRODUTO MISTO

. R - = - ; - = =
O produto misto de trésvetores a,b e ¢ é o numero real, denotado por | a,b,c |, dado

por

Observe que na expressao do produto misto ndo ha necessidade de se escrever paréntesis,
pois a Unica maneira dessa expressao ter significado € resolvendo primeiro o produto vetorial e

em seguida o produto interno.
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2.8.1 - Interpretacdo geométrica. Volume

> > >

Considere trés vetores a,b,c ndo coplanares. Entéo
eles determinam um paralelepipedo, conforme figura ao
lado.

O volume do paralelepipedo € o produto da area da
axb

base pela altura. Ora, a &rea da base é eaadturaé

— —
DC||=||OC'||, entdo temos:

_)
C

%
|

cos(gxg,gj
Assim, o volume do paralelepipedo sera
cos(zxa,zj F,a,z}

isto & 0 volume do paralelepipedo de arestas determinado por esses trés vetores € o valor

-> o

axb

-

c

> oo

V = axb.c

absoluto do produto misto desses vetores.

2.8.2 - Propriedades de produto misto

1) O produto misto néo se altera se trocarmos ciclicamente

o

a ordem dos vetores, no sentido convencionado positivo

(anti-horério):

[z,a,z}:[az,z}:[az,q R
b c

2) O produto misto muda de sinal se permutarmos dois vetores consecutivos:

F,E,Z} - _[E,Q,E}
Essas propriedades sdo decorrentes das propriedades dos produtos interno e vetorial.

2.8.3 - Produto misto em coordenadas

- - - -> -

- : PO S dine
Dados os vetores a=a, i+a, j+as k,b=b;i+b, j+bsk, c=c,

> 2 2
I+C, J+C3k, para

X - > > - = — , . L.
calcularmos o produto misto | a,b,c | =axb-c épreciso inicialmente obter

axb= (a2b3 - a3b2) I+ (a‘3b1 - ale) j+ (aibz - aZbl)k
Entéo
axb-c = a,b,c,—asb,c, +asb,c,—ab,c, +ab,c,—a,bc,

Por outro lado,



al a2 a3
b, b, bsl=ab,c,+a,b,c+abc,—ab,c,—ab,c,—abc,

Comparando os resultados, obtemos:
al a2 a3
[a,b,c}z b, b, b, (3)
Cl CZ CS

2.8.4 - Dependéncia linear e produto misto

Assim como o produto vetorial determina a dependéncia linear de dois vetores, o produto

misto o faz para trés vetores.

> > >

Teorema: Trés vetores a,b e ¢ sdo linearmente dependentes se, e somente se, 0

produto misto entre eles for igual a zero.

—

Demonstracdo: (=) De fato, se gﬁ) e ¢ forem L. D., um deles ser& combinacéo linear
-

dos outros, por exemplo, g:x B)+y c . Entéo FEZ} dado por (3), serd nulo (lembre-se das

propriedades do determinante).

(<) Por outro lado, lembrando que geometricamente o produto misto representa o

volume de um paralelepipedo gerado pelos vetores g,ge Z se FEZ}:O entdo o

> > o

paral el epipedo tem volume nulo, e a,b e ¢ serdo coplanaresou L.D.

Esse teorema nos fornece uma maneira simples de verificar aindependéncialinear detrés

vetores (compare com 2.7.3).

2.8.5 - Exercicios resolvidos

1) Verificar se osvetores a=

Solucéo: O conjunto { E{E } serab

osvetoresdadossdo L.1. . Logo {Z, B),

2) Determine x tal que g =(3,5,1), E =(2,0,4) e g = (1, x, 3) sgam coplanares.



-> > o - > >
Solucdo: Osvetores a,b e ¢ serdo coplanares (ouL.D.) se {a,b,c} =0. Calculando,

- > - 3 5
[a,b,c}: 2 0 =—(10x+10)
1 X

w b P

Logo,
FEZ} =0sex=-1

2.8.6 - Exercicios propostos

#1,w=-2]-K calcule F,V,VV} ,F,Vv,ﬁ}, [U,VV,VV} .

1) Dados u=3i-2]+K,v=1
2) Os vetores _i)+_j)+3 E) 2_i)—_j) + 5? e 4_i)—ST+E) s80 coplanares? Explique sua resposta.
3) Calcule o volume do paralelepipedo que tem um dos vértices no ponto A = (2, 1, 6) e ostrés
vértices adjacentes nospontosB = (4, 1,3), C=(1,3,2) eD=(1, 2, 1).
4) Verifigue, em cada caso, se 0s pontos sao coplanares:

aA=(0,2-2), B=(10,-2), C=(-2,-1,-3),D=(1,1,1)

byA=(-1,0,3), B=(-1,-2,2), C=(1,0,2) ,D=(2,4,1)

5) Determine x de modo que g =(1,x,0), B):(—x,— 1,1), g:(l,l,l) nao sejam coplanares.
6) Considere o tridngulo cujos veértices sGo 0s pontosA=(3,2,1),B=(3,2,2),C=(3, 3, 2).
Determine:

a) Os angulos do 4ABC.

b) O vetor projecéo do menor lado sobre 0 maior lado.
c) A aturado tridngulo, relativa ao maior lado.

d) A areado triangulo ABC

- —

€) O volume do paralelepipedo gerado pel os vetores KB, AC e ABxAC .

-> >

— - - —
7) Calcule o angulo entreosvetores 2i—j+k e —i+2 j+4 k . Essesvetoressdo L.I. ou L.D?

> o >

8) Dados u=2i-j+2 k, v=i+3], determine uma base ortonormal negativa { a,b,c}, com

N

- — - -
a paalelo a u e b coplanarcomu e v.

9) Dados g:2x?+ 2x7+ XE, B):x_i>—2x—j>+2xz, E): 2x_i>— x—j)—ZXE), mostre que { 5,3,2}
€ base ortogonal negativa se x < 0. Para que valor(es) de x, {g,g,g} sera(80) uma base

- -
ortonormal ? Ache as coordenadas de v na base ortonormal obtida, sendo v o vetor que

na base canonica { 77?} tem coordenadas (1, -2, —-3).
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10) Os vetores a, b e ¢ formam um terno ordenado positivo, e sdo perpendiculares entre Si.

—

a

N

Sabendo que =4, |b|=2, Z

=3, cacule FBE} )

11) Os pontos A=(4,6,2), B=(1,2,1), C=(3,3,3), D=(7,4,3) podem ser vértices
de um paralelepipedo ? Em caso afirmativo, calcule o volume do sdlido considerado, as

coordenadas do ponto E, sendo AE uma diagonal interna.

> o> o

- -
12) Determine uma base ortonormal positivaa partir dosvetores u =2i— j+k e v=

13) Dados os vetores g:(x,Zx,x),E:(—x,O,x), Z:(x,—x,x), Para que valores de X, {

> o >

- > -

a,b,c} ébase negativa? Para que valoresde x, { a,b,c } é base ortogonal? Para que valores de
> 2>

X, { a,b,c} ébaseortonormal?

- - -
14) Dados os vetores a, b e ¢ tais que o angulo entre dois quaisquer deles, na ordem dada

%
a

_)
C

> o> o

=6 determine|| a+b+c

acima, é %rd e sabendo que

5
=4,[b|=2
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RETAS E PLANOS

Neste capitulo faremos o0 estudo da reta e do plano, suas relacbes métricas e diferentes
posicionamentos, utilizando os conceitos e resultados do Calculo Vetoria introduzidos no

capitulo anterior.

3.1 -0 PLANO

Basicamente, um plano fica determinado em trés situacdes:

1%) conhecendo-se trés pontos ndo colineares,
2%) conhecendo-se um ponto e dois vetores ndo colineares;
3% conhecendo-se um ponto e um vetor perpendicular ao plano.

Em cada caso, vejamos suas equagoes.
3.1.1 - Plano determinado por trés pontos

Da geometria euclidiana sabemos que trés pontos P;,

P, e P3,ndo colineares, determinam um plano . Por outro *P1
lado, trés pontos ndo colineares P;, P, e P; determinam os P
- - . T oP3
vetores P,P, e P,P;, ndo colineares, logo L. I..
Um ponto qualquer P pertence a0 plano n se, e / Q
—>
somente se, o vetor PP pertence ao plano gerado pelos P,
P1 P3

vetores Pl_l>32 e Pl_l>33 . Na figura ao lado, o ponto P pertence

ao plano 7 determinado pelos pontos P;, P, e P3, pois PTP

- -
pode ser expresso como combinagéo linear de PP, e P,P;.
O ponto Q ndo pertence ao plano r .

Assim, um ponto P qualquer pertence ao plano 7 determinado pelos pontos P;, P, ePs,

%
se PP for combinagdo linear dos vetores ndo paralelos PlTDZ e PfP3 ,ISto &,
—> —> —>
P,P = pP,P, + qP,P; ,comp, q e Q.

Como PTP ~ OP - O?’l, onde O é a origem de um sistema de eixos coordenados

ortogonais, obtemos a equacéo vetorial do plano determinado pelos pontos P, ,P, e P3

— — - —
OP = OP, + pP,P, + qP,P, (1)
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Se Pr=(x1,¥1,21), Pa=(X,Y2,2),Ps=(Xs,Ys,23)eP=(x,y,2z) entdo
podemos reescrever a equacdo (1) da seguinte maneira:

> o o S > > >
Xi+y j+zk =% i+y; j+z; K+p[(Xg=X;) 1+ (Yo—Yy) J+(2,-24)K]

+q[i+(y; —y1) 1+ (z5-24) K]
ou

X1 +y 42K =[x+ 0 —x)+0(xs )] 4]y + P(Y, — y2) +alys-y:)]J+
+zy+p(z,-2,)+0a(z5 — Zl)ﬁ)

Como {i,], K} ébasedo R® ,vem

X =X+ P(Xa—X;) + A(X3—X;)
y =Y1+P(Y2=Y1) + (Y3 -V1) 2
z = 12,4 p(z,-2,) +4(25-24)

Estas sdo as equacbes paramétricas do plano 7. Os escalares p e q das equactes (1) e (2)
chamam-se parametros do ponto P. As equactes (1) e (2) mostram que a cada ponto P do plano
7 corresponde um par de parametrosp, g € R, e acada par de nimeros reais p, g corresponde
um dnico ponto P € 7.

Usando o produto misto podemos também chegar a outro tipo de equacéo para o plano 7

determinado pelos pontos Pi, P, e Ps. Um ponto P € 7 se, e somente se, 0S vetores

— - -
PP, P,P,, P,P; sBoL.D. istoé€, se, e somente se,
—> - -
|:P1P’ PP, P1P3} =0 (3)

Em coordenadas:
X=Xy Y=-y1 -7
Xo=Xy Yo=Yy Z, =2, | =0 (4)
X3—=Xy Ya3—Y1 Z3—Z
Caculando o determinante acima, e fazendo
a=(y, =y )z3 — 23) = (Y3 — Y1 )(2, = 23);
b =(X3 =X )(Z; — 21) = (X, — X )(Z3 — Z)

C =(X; =X )(Yz = Y1)—(X3 =X )(Y2—Y1)
d =—(ax, +by, +cz,)

obtém-se
ax+by+cz+d=0 5)

que € a equacdo cartesiana do plano =.
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Observacdes: 1) As equacles paramétricas e vetorial do plano 7 determinado pelos

pontos P,,P, e P; teriam um aspecto diferente se consideréssemos o0s vetores
- - —
P,P,, P,P; e P,P.A equagdo vetorial ficaria
—> —> — —
onde consideramos os parametrosp’ e q’ . As equacOes paramétricas ficariam:

X = Xp+ P'(Xp=Xz2) + q'(X3—X;)
Yy =Y+ p(Yi—Y2) + d'(yz—-Y2) (1
=12+ p'(2,-2;) +9(25-2,)
As equacoes (1) e (1) ou (2) e (Il), representam 0 mesmo plano determinado pelos pontos
P,, P, e P;, apesar do aspecto diferente. A equagéo cartesiana do plano 7z determinado por trés

pontos é sempre a mesma, qualquer que sga a ordem adotada para se considerar 0s pontos

N

P,, P, e P;. Analogamente se considerassemos P: P, P: P, e P;P.
2) Se em vez dos pontos P, P, e P, tivéssemos tomado outros pontos do plano 7, por
exemplo, A, B e C, chegariamos a equagéo do mesmo plano, mas usando coordenadas diferentes.
Se um ponto M satisfaz (ou n&o) as equagdes obtidas de P, P, e P;, entdo M satisfaz (ou néo)
as equacOes obtidas de A, B e C (apenas os parametros mudam em cada caso).
3) Para se obter um ponto de um plano dado por equacdes paramétricas, basta atribuir
valores arbitrarios aos parametros p e (, e calcular suas coordenadas x, y e z. Se o plano for dado

por equacdo cartesiana, um ponto arbitrario do plano pode ser obtido atribuindo-se valores

arbitrérios a duas das variaveis e calculando-se 0 valor daterceiravariavel na equacéo dada.

Exemplo:

1) Obtenha as equacdes paramétricas e cartesiana do plano © que contém pontos
Pi=(-1,1,-2), P,=(1,2,1) e P;=(1,4,3). Veifique se os pontos A=(-1,3,0) B=(1,1, -2)
pertencem a esse plano. Obtenha um ponto C do plano, distinto dos pontos dados.

Solugdo: Fixando P; obtemos os vetores P;P2 =2?+T+3§ e P}3=2T+3T+5¥ do
plano. Assim, as equagdes paramétricas do plano ficam:

X=-1+2p+2q; y=1+p+3gez=-2+3p+5q, p,qeR.

Vegamos se o ponto A = (-1,3,0) ez, isto &, se existem escalares p e q tais que

-1=-1+2p+2q 2p+29=0
3=14+ p+3q = p+3q=2
0=-2+3p+5¢q 3p+5q=2
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Resolvendo o sistema obtemos p = -1 e g = 1. Logo existem parametros p e q que

correspondem ao ponto A, isto €, A € n. Vglamosseoponto B=(1, 1, -2) ex:

1=-1+2p+2q 2p+2q=2
1=1+ p+3q = p+3q=0
-2=-2+3p+5Qq 3p +5q=0

Temos um sistema é impossivel. Logo ndo existem parametros p, g € R que
correspondem ao ponto B, isto € B ¢ m-. Para obtermos um ponto C distinto dos ja citados,
devemos escolher um par de parametros diferentes. Note que, ao ponto P; correspondem os
parametros p = 0 e @ = 0. Ao ponto P,, correspondem p = 1 eq = 0, e a0 ponto P3;, 0s
parémetrosp =0, g = 1. Tomando p =2 eq = 3, as equacdes paramétricas de © nos fornecem o
ponto C = (9,12, 19) € =.

A equagdo cartesiana do plano © é dada por
— - -

- 2 - oo e - >
Como P, P=(x+1)i+(y-1)j+(z+2)k,P,P,=2i+j+3k e PP;=2i+3j+5k,
vem que:
x+1 y-1 z+42
2 1 3|1=0 = x+y-z-2=0.
2 3 5
Veamos se os pontosA = (-1, 3,0) e B=(1, 1, -2) estdo em n. Para que os pontos A e
B pertencam ao plano, suas coordenadas devem satisfazer a equacao do plano. Entéo:
-1+3-0-2=0=20=0=2A e
1+1+2-2=0= 2 = 0, absurdo! B ¢ .
Para obtermos outro ponto de =, diferente de A e B, vamos atribuir, a duas variaveis,
valores arbitrérios, porém distintos dos valores ja assumidos nos outros pontos. Por exemplo, se

x=0ey =0, vem daequacdo cartesianaz = — 2 e, portanto, D = (0, 0, -2) € =.

3.1.2 - Plano determinado por um ponto e dois vetores

Este caso é analogo a0 3.1.1. Um ponto P, e dois

v
vetores H e 7 nao colineares sempre determinam um plano P
7. Um ponto P(x, y, z) qualquer pertence ao plano « se, e Po
z u

RN

—> -
somente se, o vetor P,P for combinagdo linear de u e v,
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— - -
isto é se osvetores PyP, u e v sdo coplanares. Portanto, a equagéo vetorial do plano & ser&

JP: SPO + pU + qc 1)

- - - - -

- - -
Se Py=(Xy,Y0:29 ) U=U i+U,j+Uk e v=v,i+V,j+Vv,k obtemos as equacdes

paramétricas do plano que contém vetores u e v e passapelo ponto P,.

X= Xy+ pu,+qv;

Y =Yoot Pu,+qv, (2’)
= ZO+ pU3+ C]V3

Usando o produto misto, podemos expressar o fato do ponto P pertencer ao plano «, ou

sgja, 0s vetores P;P, U, v sfo L.D. e portanto
{P:P, U, 3} =0 3"

Considerando as coordenadas de P, U v , entdo temos que:

X=X Y=Y Z-1,
U, u, u; =0 (4 )
Vi 2 Vs

Calculando o determinante obtemos a equacéo cartesiana do plano
ax + by +cz+d=20 (5)
onde a =Uu,V;— UzV,, b=U3Vv; —U V3, C =U;V,—U,V; €d =— (ax,+by,+cz; ).
Exemplo:

1) Obtenha as equacOes cartesiana e paramétricas do plano que passapor A = (1, 2, 3) eé

> > >

paralelo aos vetores u=i +3j—E e 3:2?—2T+§.

Solucdo: Vamos determinar a equacéo cartesiana do plano o. Para isto, temos que um
- o -
ponto P =(X,Y,2) € a se,esomentese, AP, u e v foremL.D., isto é, se, e somente se,
N x-1 y-2 z-3
[AP,u,v}:O = 1 3 -1|=0 = x -3y -8z + 29=0
2 -2 1
Vamos determinar agora as equacfes paramétricas de plano que passa pelo ponto

A =(1,2, 3) epaaeoa J=?+ ST—E e Vz 2?— 2? + E Entdo, teremos:

X=1+ p+2q
y=2+3p-2q
z=3-p +(
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3.1.3 - Plano que contém um ponto e é perpendicular a um vetor

e d - , ) —
Um vetor n= 0 é perpendicular ou normal a um n
plano 7 se, e somente se, n for perpendicular a todos os
vetores paralelos a 7. Sejam Py=(X,,Y,,Z, ) um ponto do 5
0
- - - —
plano 7 e n = ai+bj+ck o vetor norma de 7. Um P 7T

-

ponto P = (X, Y, z) pertence ao plano r se, e somente se, P,P

for perpendicular a ﬁ ,isto é,
n-PP=0 (6)

RN

e esta € aequacao normal do plano. SeP = (Xo, Yo, 20), P=(X, Y, 2) ﬁ = aT+b j+ cz , entéo

aeguacdo normal do plano 7 ser&

- -

- - - -
(ai +bj +ckJ.((x—xo)i +(y—y0)J+(z—zo)kJ:0 = ax+by+ cz+d=0
onde d =— (ax, + by, + cz, ). Observe que na equacdo cartesiana (5) os coeficientesde x, y ez

sS40, respectivamente, as coordenadas de um vetor normal do plano r.

Exemplo:
1) Determine a equagdo normal do plano © que passa pelo ponto A = (1, 2, 3) e é pardelo

aoplanomy: 3x-y+22+5=0.

Ny =n,
0 plano dado. Como 7, € pardelo a 7, eles tém os

mesmos vetores normais. Assim o vetor normal de 7, sera A l-|
- A S L‘
n.=3i-j+2k.SgaP = (x,Y, z) um ponto qualquer de 7 P/ /m

1. Como KP:(X—1)7+(y—2)T+(z —S)E, a equagéo

Solucédo: Chamaremos de 71 0 plano pedido e 7> > - ‘ n—’
2

normal de 1 sera

n, - AP=0 = 3(x—1)—(y-2)+2(z-3)=0 = 3x—y+22-7=0,

Observacoes:
. ~ . - -
1. Dois planos 71 e 7, sd0 perpendiculares ou m[ / n,
ortogonais se seus vetores normais forem ortogonais, isto &,

5
n,.n,=0.
7
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2. Para que dois planos m; e m, sgam paralelos é 1
I

necess&rio, mas nao suficiente, que tenham vetores normais /

- -

) , g il g n
paraelos, istoé n, =tn,, teRou n, xn,=0 ﬂ

3.1.4 - Exercicios resolvidos

> > -

_)
1) Determine um vetor unitério normal a um plano paralelo aos vetores u =2i+ j—k e
- - -
v=—i+3k.

Solucdo: Sgja 7 plano dado. Se H eT/) s80 paralelos a

- -
i
~ - - 7 . -
T, entdo uxv serd perpendicular (normal) a 7. Portanto u
- = -
> uUxVo, . . v
W = € 0 vetor pedido. Entdo,
- = T

[[uxv]|
— - -
i j k
- - - -> o
uxv=[2 1 -1|=3i-5j+k
-1 0 3

-> -
donde, |Ju x V|| =4/9+25+1 =+/35. Entdo, um vetor unitério normal ao plano 7 serd

W=V 1 [37—5T+§j
luxvy V38

2) Escreva as equacOes paramétricasdo plano 3x —y + 2z + 6 = 0.
Solucéo: Determinemos trés pontos quaisquer A, B e C do plano dado. Fazendox =0
ey = 0 na equacdo do plano, obtemos z = — 3 e teremos o ponto A = (0, 0, —3). Da mesma

forma, sex=0ez=0, entdoy = 6 eteremos o ponto B=(0,6,0). Sey=0ez=0, entdox = -2
- - —
e teremos o ponto C = (-2, 0, 0). Fixando o ponto A teremos os vetores AB=6 j+3k e

A%C = —2?+3¥ do plano e, portanto suas equacdes paramétricas sdo: x = —-2q; y = 6p e
z=-3+3p+3q,p, q € R. Paraverificarmos se as equagles paramétricas estdo corretas, basta
substituirmos estas equacfes paramétricas na equacao cartesiana dada. Assim teremos:
— 60 —6p —6 + 6p + 60+ 6 =0 0ou0 = 0. Poderiamos determinar de uma maneira mais simples,

as equacdes paramétricas do plano. Basta fazermos x = p ey = q e substituindo na equacédo
cartesiana dada, obtemos 3p-q+2z+6=0 = z:—3—g p +%q. Assim as equaches

paramétricasdoplano: x=p, y=q e z:—3—gp+%q.
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3) Sga © um plano de equacles paramétricasssGo x =4 —p +2q, y=2+pe z=3p—q
Escreva a equagdo cartesiana do plano «t

Solugdo: As equagBes paramétricas de um plano contém vérias informagdes Uteis
X=X,+ pa, +qb;, Yy =Yy,+pa,+aqb, e z=1z,+pa,+qb,. Por exemplo, um ponto P, do plano é

dado pelos valores livres dos parametrosp eq: Py =(Xy, Yo ,Zo ). DoOis vetores g eE , paralelos

- - -

N
ao plano, sdo dados pelos coeficientes dos paréametros p e g. Entdo, temos a=a, i+a, j +ask

— - - —
eb=b;i+b, j+b;k.Para obtermos a equacdo cartesiana de um plano, precisamos conhecer
um de seus pontos e dois vetores desse plano. Neste caso, temos P, =(4,2,0) e os vetores

-

g=—7+7+3§, b= ZT— K SeP = (x, Y, z) €um ponto qualquer do plano entéo
I Xx-4 y-2 z
{POP,a,b}zO = | -1 1 3|=0 = Xx-5y+2z2+6=0.
2 0 -1
4) Determine a equacdo do plano que passa pelo ponto A = (1, 2, 0) e é perpendicular aos
planos 3x -y -2z -3=0 e 2x+y-3z+1=0.

Solucdo: Chamemos de wn; 0 plano de eguacdo 3x—-y-2z-3=0 e de
n,:2X+ Yy — 3z + 1 =0. Observe que eles admitem, respectivamente, como vetores normais
r?lz 37—7—2? e né =2 ?+T—3¥. Observe que nj ndo é multiplo de nz . Logo os planos
n, e n, Nd0 S0 paraelos. Sggam n plano desgjado e ﬁ 0 seu vetor normal. Como o plano «

deve ser perpendicular aos planos dados =; e m; entéo ﬁ) é paralelo ao vetor nj X n_; . Como
A ern ese P=(X,y,z) éum ponto qualquer do plano &, entdo sua equagao fica:
3 -1 2
- - —
(nyxn,)-AP=0=| 2 1 -3|=0 => x+y+z-3=0.
x-1 y-2 2z
5) Determine a equacéo do plano 7 que contém os pontos A=(1,2,3) eB=(-2,0,6) e é

- - -

paralelo aovetorvz—i +3]j .

Solucdo : Se A, B e 7, entdo eles determinam o vetor
= > 77 : ~ . B
AB=-3i-2j+3k do plano =, ndo colinear com v . Sga A P
P
T

N
= (X, Y, ) um ponto qualquer do plano. Entéo os vetores AP,

KB e \_; s30 L.D.. Portanto, teremos [KP KB, q =0.

Como A_)P =(x—1)T+(y—2)T+(z—3)¥ entéo,

x-1y-2 z2-3
-3 -2 3 |=0=9%+3y+11z2-48=0
-1 3 0
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6) Determine 0 angulo entre o vetor Hz(l, -1,-3) e um vetor norma ao plano n cujas
equacles paramétricassdo x =2-3p+29,y=1-3p+qez=3+p-2q.
Solucdo: Analisando as equagbes paramétricas do plano, concluimos gque os vetores

7 =(-3,-3,1), Vv =(2,1,-2)sdo paraelos ao plano dado e, portanto, seu vetor normal serd

Lok
n=vxw=-3 -3 1|=(5,-4,3
2 1 -2

> o

5
Oanguloentre u e v xw édado por

lcos[aa »jl |U.(V><Wj| |5+4—9| 0 [—) - —>j 900
U,V xwif= = =0=|u,vxw|=

- - -

Nulll] vsw])  V11VS0

-> -

Logo osvetores u e n sdo perpendiculares entre si e 0 vetor ué paralelo ao plano dado .

7) Escreva as equacfes dos trés planos coordenados:

Solucéo: Os planos coordenados séo x0y, x0z ey0z. O Tz x=01
plano coordenado x0y, plano xy, contém a origem 0 = (0, 0, 0) y .
e é perpendicular ao vetor ? seP =(x V,2) e x0y, entdo 0| y
K-OP=0=2=0.0 plano coordenado x0z, plano xz, contém z= 0

aorigem e é perpendicular ao vetor T . Se P=(x,Y, ) éum ponto
do plano x0z, entéo j - JP =0 ou y = 0. O plano coordenado y0z, plano yz, cujo vetor normal é
T tem equacdo éx = 0.
8) Escrevaaequagdo do plano paralelo ao plano x0z, passando por P, =(1,2,3) .

Solucdo: Seja = 0 plano que passa por Py e é paralelo a 32

, - <1
x0z . Note que o plano = terd como vetor normal o vetor j e

seP =(Xx,Y,2) € x,vem que T P:P:O . Como

PP =(x=1)i +(y=2)] +(z-3)k

podemos concluir que aequacgdo do planot seray —2=0o0uy = 2.

3.1.5 - Exercicios propostos

1) Escreva as equacies paramétricas e catesanado plano determinado peos pontos A = (3, 1, 2),
B=(@4,-1,-1) eC=(20,2).
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2) Ache a equacdo do plano que contém o ponto A=(2, 1,-1) e é ortogona ao vetor
7:?—2 T+3 ﬁ .OspontosB = (-1, 1,0) e C=(0, 1, -1) pertencem a esse plano ? Justifique.
3) Escreva as equagdes paramétricas do plano que passa pelo ponto Py, =(1,2,2) e é pardelo
aos vetores G =(2,1,-1) e 7 =(1,-1,-2). Obtenha outro ponto desse plano.

4) Escrevaaformanormal e cartesiana do plano que contém ospontosA = (2, -1,3)e B=(3,1,2) e
é paralelo ao vetor V= 37—7—4? :

5) Sgja © 0 plano de equagdo 2x— y— 3z = -5. Determine o valor de m para que o ponto
Py =(m, m+2,2) pertengaao plano. Este plano passa pela origem? Como deveria ser a equacao
de um plano paralelo a esse, passando pela origem?

6) Obtenha um vetor unitério normal ao plano 3x —y + z = 4. Escreva as equacdes paramétricas
desse plano.

7) Obtenha um vetor de comprimento 15, normal ao plano x=2 -3p-q,y=1+p-2qe
Z=-p —q. Escrevaaequacdo cartesiana do plano dado.

8) O ponto A = (2, -1, -1) é o pé da perpendicular baixada da origem a um plano. Ache a
equacao desse plano.

9) Encontre um vetor de comprimento 2/3 e que segja ortogonal ao plano que contém os
pontosM = (1,0,0), N=(0, 2,0) e Q =(0, 0, 3) . Escreva a equacéo cartesiana desse plano.
10) Descreva e esboce o plano y = 3.

11) Escreva a equagdo do plano que contém o eixo 0z e um vetor na diregdo da bissetriz do
angulo entre os vetores 7 e T . Esboce o plano.

12) Determine uma base ortonormal negativa { g,g,g} tal que g sganormal ao plano 2x-— 5y
+4z-3 =0 e osvetores E e Z sejam paral el os a esse plano.

13) Escreva as equagdes cartesiana e paramétricas do plano que passa pela origem e é paralelo ao
plano 5x + 2y—3z+ 6 =0. O ponto B = (1, 0, 1) pertence a esse plano?

14) Determine as equacles paramétricas e cartesiana do plano que contém 0s pontos
A=(7,2,-3) e B=(5,6,—4), e éparadelo ao eixo 0x. O ponto médio de AB pertence a esse
plano?

15) Determine a equagdo do plano que contém o ponto A = (1,— 2, 4) e é paralelo ao plano x0z.

A origem pertence a esse plano? Esboce.
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16) Dados os planos2x + my + 3z —5 =0 enx —6y —6z = 0, determine os valoresde m e n para

que sgjam paralelos.

17) Calcule os valoresde m paraque osplanos mx -2y +z=0 e mx+y+z -1 =0 sgam

perpendicul ares.

18) Escreva a equacdo do plano que passa pelos pontos A = (1,-1,-2) e B=(3,1, 1) eé

perpendicular ao planox —y + 3z -5 =0.

19) Escreva a equacdo do plano que passa pelo ponto A = (1, 2, 3) e é perpendicular aos planos

2x-y+3z=0ex+2y+z-1=0.

20) Obtenha a egquacdo do plano que passa pelo ponto A = (2, 2, -1) e é paralelo aos eixos

coordenados Oy e 0z.

21) Quais pares, das equacdes abaixo, determinam planos paralelos ?

a)4x -6y +10z -14=0 e 6x-9y+152-14=0 cC)4x+2y—-4z=0 e 2x-6z-4=0

b)x=1-p+2q, y=3p—-q, z=2+2p-2q d x-3z+2=0 e 2x-62-4=0
X=4+p,y=1+p-q,z=1-¢q.

22) Quais pares, das equacdes abaixo, determinam planos perpendiculares ?

Q3x+9y-22-5=0 e x-y-3z-4=0 c)3x—-5y+z=0e x+52+8=0

b)x -3y -z-9=0 e2x+y-z+1=0

23) Paraque valores de m e n os pares de equagdes abaixo determinam planos paralelos ?

Q2x+my+2z=0e3x-y+nz-2=0 bymx+3y-22-1=0e2x-5y-nz=0

24) Determine os valores de m e n para que 0s pares de equacdes abaixo representem planos

ortogonais :

a)3x-5+mz-3=0 e x+3y+22-5=0 b)2x+my+3z=1 enx+y-3z=6

C)-2x+7y-3z=0 e x+my+nz-1=0

25) Indique um vetor paralelo ao plano 3x + 2y —z = 4.

26) Escreva a equacdo do plano que passa pelo eixo 0z e pelo ponto A = (4, 3, 1) . Esboce 0

plano.
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3.2-ARETA

Basicamente, uma reta é determinada por um ponto e uma diregdo. Alguns casos

particul ares dessa situacdo serdo estudados separadamente.

3.2.1 - Reta determinada por um ponto e uma direcao
_)

— - 3 - -
Dado um vetor v=ai+bj+ck e um ponto /v

Py =(Xo, Y02 ), existe uma Unica reta r que passa por /
Pa

P, e tem a diregéo do vetor 7 Umponto P =(x,Y,
z)

— -
pertence aretar se, e somente se, o vetor P,P for paralelo ao vetor v , isto é seexistir t € R
— - — — — »

tal que PyP =tv.Como P,P = OP — OPy, entdo:

— — -

OP=0Pg +tv, teR (7

5
Esta é a equacéo vetorial da reta que passa pelo ponto P, e é paralelaao vetor v . Em

coordenadas, a equacéo (7) fica:

xT+ yT+ ziz x0?+y07+ ZOZ+t(a?+bT+ c?)

Xi + y_j>+zz:(xo+at)?+(y0+bt)_j>+(Zo+C'[)E

> > 2 . .
Como i, j e k sdolinearmente independentes, concluimos que

X =X +at
y =Yy, +bt teR (8)
Z =z,+cCt

Estas sdo as equagOes paramétricas da reta r que passa pelo ponto P,=(X,,Y,,2,) € tem a
direcdo do vetor 7=a?+b T+c K . O escalar t que aparece nas equagoes (7) e (8) chama-se

_)
parametro do ponto P. O vetor v que da a direcdo da reta chama-se vetor diretor da reta r. A
cada ponto P daretar corresponde um valor do parametro t e a cada valor real do parametrot em
(7) ou (8) corresponde um ponto P dareta r .

Se 7=a?+b7+c¥ € o vetor diretor deumaretar eétal que a=0,b=0 e c=0, entdo
de (8) vem:

X=X Z—-17
t= 0: t=2-29%; t= 0

a b c

Portanto,
X — Xg _y_yO Z— 17 (9)




Estas sdo as equagbes simétricas da reta r que passa pelo ponto Py = (X,,Yq,Z,) ha
N > > 2 o
direciodovetor v=ai+bj+ck.
Exemplos:

1) Escreva as equacdes vetorial, paramétricas e simétricas da reta que passa pelo ponto

P, =(1,2,3) e é paraelaao vetor Vz 47—27—5?. Verifigue se os pontos A = (5, 0, -3) e
B = (-1, 3, 2) pertencem a essa reta. Obtenha outro ponto C da reta distinto dos anteriores.
Solucdo: SeP = (X, Y, z) e r, entdo as equacoes vetorial, paramétricas e simétricas dareta

r so, respectivamente :
OP=OP,+tv, P,=(L2,3); v=4i-2]-5k, t € R

X=1+ 4t
y=2-2t e
z=3-9

x-1 y-2 z-3
4 -2 -5

Vejamos se o ponto A = (5, 0,-2) pertence a reta r. Substituindo suas coordenadas nas
equacles paramétricas de r , obtemos :
5=1+4t = t=1
0=2-2t = t=1
—2=3-5t = t=1
Como ao ponto A corresponde o parametro t = 1 concluimos que A pertence ar. Vejamos
se o ponto B = (-1, 3, 2) pertence a reta r . Substituindo suas coordenadas nas equactes

paramétricas de r, temos :
~1=1+4t > t=-1
3=2-2a =>t=-1
2=3-5t=>t= Y
Como ndo existe um valor do parametro t correspondendo ao ponto B, concluimos
que B ¢ r. Observe que o ponto P,=(1,2,3) corresponde ao parametrot = 0. Para obter outro
ponto C em r, distinto dos pontos A e Py, basta atribuir at um valor distinto dos ja usados.

Assim, para qualquer valor real det, t =1 et = 0, teremos um ponto na reta. Tomemos, por
exemplo, t = —1. Ent&o, das equacdes paramétricas daretar, obtemos x = -3, y=4e z=8e

assim teremosoponto C=(-3,4,8) er.
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3.2.1.1- Reta situada em um plano coordenado

Se a reta r estiver contida em um dos planos coordenados, por exemplo, x0y, cuja

equacdo €z = 0, qualquer ponto Rye r seradotipo Py =(X,,Y,,0) etodo vetor der se escrevera

- - - —
como v=ai+b j+0k . Assim, as equacdes paramétricas de r ficardo:

X =Xy +at
y =Yy, +bt, teR.
z=0
Observe gque neste caso ndo podemos obter as equacdes simétricas der, mas sim uma

formaquase-simétrica, paraa =0 eb =0,

X—Xg Y—Yo.
a b

Da expressao anterior tiramos:
YYo= (X~ %); 2=0
0 a 0/
que é, no plano z = 0, a equacdo da reta que passa pelo ponto Py =(X,,Y,,0) e tem como

inclinacdo o ndmero %. Além disso, da equacéo anterior, obtemos:
y—9x+(y —Exj z=0
a ° a’?)

b b . ~
Fazendo m=—, n=y, ——X,, obtemos y= mx + n, com z = 0, que € a equagdo de uma reta no
a a

plano x0y. Equacfes analogas podem ser obtidas se r estivesse contida em um dos outros planos

coordenados x0z ou y0z .
3.2.2 - Reta determinada por dois pontos

Doispontos P; = (X1, Y1, 21), P2 = (X2, Y2, Z2), com P; =P, , determinam uma Unicareta,

- -
a reta r que passa por um desses pontos e tem a dire¢cdo do vetor v=P,P, . Dessa forma,

recaimos na mesma situagdo de 3.2.1. Entdo um ponto P = (X, y, z) pertencera a reta r

determinada pelos pontos P; e P, se, e somente se,

- -

PP=tPP, teR
ou sgja,
OP=OP+tPP,, teR (7)

que sera aequacao vetorial dessareta.
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- - - - — -
Sev=PP,=(X,—%X )i+ (y,-y;)J+(z,-2, )k , entdo
X = X+ (X,—x)t
Yy =Y+ (Y=Yt teR (8)
z =7+ (z,-,t
Serdo as equagies paramétricas da reta que passapelos pontosP, eP2. Se X, — x; #0, y,—-y, #0 e

z,— 7, # 0, teremos as equacdes simetricas dareta que passapor P; e Pa:

X_Xl — y_yl — Z_Zl (9’)

Xo =Xy YYo= Y1 Z,—74

Para as equagtes (7°), (8”) e (9’) valem as mesmas consideragoes feitas sobre o parametro

t, referentes as equagdes (7), (8) e (9).
3.2.3 - Reta determinada por dois planos

Sgam m, e m, dois planos ndo paralelos e ndo coincidentes, cujas equagdes S50,
respectivamente, a;x+b;y+c¢,z+d;=0 e a,x+b,y+c,z+d, =0. Note que estes planos se
cortam segundo umareta r, indicada por
. {a1x+b1y+clz+d1:0

a,x+b,y+c,z+d, =0

e cujas equagOes podem ser obtidas de duas maneiras.

1% Para escrevermos as equacles da reta r, precisamos de um de seus pontos e do seu
. > .o I - >, 2 o :
vetor diretor v . Sgjam n;=a, i +b;, j+c, k en,=a, i+b, j+c, k vetores normais aos planos
- -
n, e m,, respectivamente. Como a reta r esta contida nos planos n, e m, entdo v.ln; e
- - i - - - - - - .
v1ln2.Logo podemos considerar v=n,xn,, (ou v paralelo a n; xn, ). Vamos determinar
um ponto dareta, isto & um ponto Py € m; N7, . Paraisso, tomemos as equagbesde mt, € m,:
a; x+b,y+c,z=-d, b,y+c,z=-d,
(1) (1)
Um ponto P, pertenceraareta r se satisfizer o sistema (I) acima. Por exemplo, fazendo
x = 0, obtemos o sistema (I1), que resolvido nos dard o ponto P = (0, y, z) . A reta r =n, Nm,

RN

sera areta que passa pelo ponto P,, nadire¢do do vetor Vz rﬁx n, .
2%) As equagdes dos planos m; e m, formam um sistema de equagBes lineares, que
resolvido nos dara areta
. {alx+bly+clz:—dl

a,x+b,y+c,z=-d,
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Exemplo:
1) Escrever as equacOes paramétricas da reta dada pela intersecdo dos planos

X+2y—-2+1=0e2x-y-2-4=0
Solucdo: Conforme vimos acima, ha duas maneiras de resolver esse problema. Usaremos

a 22 forma. Consideremos, entdo, o sistema:
X+2y—-z=-1
2Xx—y—z=4

Usando escalonamento, temos:
-1 -1 1 0 -3/5 7/5}

1 2 -1 1] [1 2 -1 1] 12
— — —
2 -1 -1 4|05 -1 -6] |01 - 870 1 _15 /5

Portanto, x — :—;z = %; y— %z =— 6 , te R. Tomando z como parametro, isto &, fazendo

z = t, obtemos as equacdes paramétricas der,

x:%+gt; y=i+lt;2=t,tER- *)

A retar é paralelaao vetor 7 = §7+%T+K e passa pelo ponto P, = (7/5, -6/5, 0).

22 maneira Tomemos 0s vetores normais aos planos =, e m,, respectivamente,

- g =2 - - - 2> -
n,=1+2j—-K en,=2i-j-k. Entéo
- = —
i Kk
- - - - - —
v=nxn,=1 2 -1|=-3i-j-5k
2

-1 -1

€ um vetor diretor de r. Vamos determinar o ponto P,. Fazendo, por exemplo, y = 0, no sistema
acima e usando escalonamento, obtemos:
X—z=-1 1 -1 -1 1 -1 -1 1 05 X=5
. = — - -
2Xx—12=4 2 -1 4 0 1 6 0 16 z=6.

Logo, P,=(5,0,6) e asequagdes paramétricasder sdo: x =5-3t, y=-t,z=6 -5t

te R.(*%)
Note que chegamos as equacgOes paramétricas distintas das ja obtidas na resolucéo

anterior. As equagOes (**) expressam uma reta que passa pelo ponto P,=(5,0,6), e tem a

direcdo do vetor G) =— 3?—7—5?, enquanto as equactes (*) expressam uma reta que passa
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pelo ponto P,=(7/5,-6/5,0), com vetor diretor \_/>:§|+§T+E). Logo as retas

equacionadas em (*) e (**) tem a mesma diregdo. Além disso, se em (*) fizermost = 6
obteremos o ponto (5, 0, 6), usado em (**) e, se em (**) fizermos t = 6/5 obteremos o0 ponto
(7/5, -6/5, 0), usado em (*). Logo (*) e (**) sdo duas expressoes diferentes da mesma reta.

Observagdes:
. . - - . ~
1) Sejam r; e r, duasretas, com vetoresdiretores v, e v, , respectivamente. Ent&o:
a r er, seréo perpendiculares se os seus vetores diretores forem ortogonais, isto &,
Vi -V, =0.

- - -
b) r, e r, serdo paralelas se os seus vetores diretores forem paralelos, isto é, se v; xv, =0

- -

ou Vv,=myv,, meR.

3.2. 4 - Exercicios resolvidos
1) Obter as equagdes paramétricas daretadadapor x+1= 2? =—.

Solucdo: Recordemos que as equacbes simétricas de uma reta que passa por um ponto

X=X _ Y=Y _2-7

a b c

-

Py =(Xo,Y0,Zo ) €€éparaelaao vetor 7=a?+bj+c§, sdo:

As equacdes da reta dada ndo estdo exatamente nessa forma, mas podemos reescrevé-las,

obtendo:
(1o 2(y—3/2):(z—2) N x+1_ y—3/2:z—2
—4 1 5/2 —4
Logo, PR, :(—1,%,2), \_/):_i)+g_j)—4¥ e as eguacdes paramétricas da reta dada séo:

2) Escreva as equacfes da reta que contém o ponto A = (-2, 1, 0) e é perpendicular ao

plano 2x +3y —z=4.

Solucdo: Se aretar € perpendicular ao plano =, entdo r T: .
o P

tem a diregdo do vetor normal den,queé n=2i+3j-k. ‘

Ent&o, as equacles paramétricas da retar que passapelo ponto

_)
A etemvetor diretor n sdo: x =—2+2t, y=1+3t, z =—t,
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t e R e as equagdes simétricas sdo ;=

x+2 y-1
3

3) Escreva as equactes paramétricas da reta que passa pelo ponto Py=(1, -1,1) e é paralelaareta

intersecdo dosplanos 3x —y+z=0 e x+2y-z=0

Solugdo: Para escrever as equagdes de uma reta precisamos de um ponto Py=(1, -1, 1) edo

vetor diretor dessa reta. Se aretar é paralela aretar;, intersegdo dos planos «; € m,, entdo r

RN

o A N - e .
tem a mesma diregdo de ri. Sendo n;=3i—-j+k e n,=i+2j—-k vetores normas m; e m,,
respectivamente, areta r terd como um vetor diretor

-

- - - ! J - - -

v=nxn,=(3 -1 1l|=—i+4j+7k
1 2 -1

Ent&o as equacOes paramétricasdaretar serdo: x =1 —t, y=-1+4t, z=1+T7t, teR.
4) Escreva a equagdo da reta que passa pelo ponto A = (1, -3, 2) e é paralela a reta

X—3
4

=—(y+2); z=9 .Oponto M = (-1, -1, 9) pertence a essa reta?

Solucéo: Chamemos de r a reta pedida e de r; aretadada. Como r € pardelaar;, entéo r
tera como vetor diretor V= 4?—7. Logo as equagles paraméricas e simétricas de r,
respectivamente, séo: x =1+4t,y=-3 -tez=2,teRe XT_lz —(y+3); z=2. Vgamos
seMestaem r: -1 = 1+ 4t, -1= -3 -t, 9=2. absurdo! Logo o pontoM & r.

5) Escrevaas equagdes dos eixos coordenados.

Solucdo : Os eixos coordenados 0x , Oy e 0z passam pelaorigem 0 = (0, 0, 0) e tem como

vetores diretores, respectivamente, os vetores TT e k . Suas equagdes paramétricas sao:

Eixo OX Eixo OY Eixo Oz
x=t x=0 x=0
y=0,teR y=t ,teR y=0,teR
z=0 z=0 z=t

3.2.5 - Exercicios propostos

1) Escreva as equagtes paramétricas e simétricas da reta que passa pelo ponto A = (1, 2, 2) cujo
- > -

N
vetor diretor é v=3i—j+k.
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2) Escreva as equages da reta que passa pelos pontos P, =(1,2,3) eP,=(5,0,6) Verifique se
ospontos P; =(9,-2,9) e P, =(9, 2,-3) pertencem aessareta

3) Escreva as equacles paramétricas e simétricas da reta cuja equacdo vetorid €
6P :?+2_j)+3 E+t(7—_j>+z), teR.

Y4 6749 .

4) Obtenha as equacdes paramétricas dareta x — 1=

5) Obtenhaareta x =2-5s, y =4, z=3s nasuaformasimétrica

6) Determine as equacdes da reta que passa pelo ponto A = (1, -1, 2) e pelo ponto médio do
segmento BC,onde B=(-1,0,1) e C=(5, 2, 1).

7) Obtenha, em cada caso, um vetor unitario paralelo areta dada

A X=1-2t, y= 5+t 7=2+4t b)X—1=—;;y=3-

8) A reta r passa pelo ponto P,=(1,2,5) e é paraelaareta que contém os pontosA = (3, 0, 1)
e B=(-1, 2, 1) . Escreva suas equacoes.

9) Determine as equagOes da reta que passa pela origem e € ortogonal as retas r;:X =t+2,
y=5t+3,z=6t+5€e r,: x=1+3s,y =5, z=—7+25.

10) Obtenha as equagdes daretadadapelosplanos x+y+z=0 e 2x+3y -z -4 =0.

11) Escreva a equacdo da reta passa pelo ponto C = (-1, 1, 0) e é paralela aos planos 3x + 3y + z
+1=0 ex+y-z=0.

12) Escreva a equagdo do plano que contém o ponto A = (2, 3, 0) e é perpendicular a reta
y=2: x-1_ z

2 4
13) O plano = contém o ponto Q = (2, 1, 2) e é perpendicular a reta que passa pela origem e por
Q . Escreva sua equagao.
- > - - - - - . .
14) Decomponha o vetor v =1i+2 j+k nasoma dos vetores u e w tal que u sgaparalelo a

x-2 y-1 -

reta =z+1 e w sgaperpendicular aessareta.

15) Escreva as equagBes do plano que contém areta X =1+8A,y =5-6A,z =—1-21 eareta
intersecdo dosplanos x+y+z=2 e 2x+3y —-z=4.
L. - > > N . - —>
16) Obtenha uma base ortonormal positiva{ a,b,c } tal que a sgaparaleloa u e b ortogonal
a 7 onde J o vetor normal do plano2x +y -3z + 2 =0¢€ 7 um vetor paralelo a reta
x—4=1Y =4,
2

17) Determine as equacOes da reta r que passa pelo ponto A=(1, 2, -1) e é perpendicular ao vetor
- -

v=j+? epardelaaoplanox +y —5=0.

18) Dé as equac0Oes da reta que contém o ponto M = (2, -1, 3) e é perpendicular ao plano
3x+y-—-22=09.
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3.3 - POSICOES RELATIVAS, INTERSECOES, ANGULOS

Conhecidas as equacOes de retas e planos, analisaremos as posices relativas, as
intersecdes e o0s angulos entre essas figuras geométricas. S&o quatro casos a serem considerados:

duas retas, dois planos, umareta e um plano, trés planos.
3.3.1 - Duas retas
Dadasduasretas r; e r,, umadas seguintes situagdes ocorre:

a) asretas ; er, tém amesma direcdo e pelo menos um ponto em comum. Neste caso, elas

sdo coincidentes. (Prove isto.)

b) asretas ; er, tém a mesma direcdo e nenhum ponto em comum. Neste caso I; er, sdo

ditas paralelas e determinam um plano.

C) asretas r; er, tém direcdes diferentes e um ponto em comum. Neste caso 1, e r, sdo ditas

concorrentes e também determinam um plano.

d) asretas r; e r, tém direcdes diferentes e nenhum ponto em comum. Nestecaso I; er, sdo

ditas reversas, e ndo existe plano que as contenha simultaneamente. As figuras abaixo
ilustram cada caso.

r
I’l = rz //rz

coincidentes paralelas
I I
concorrentes reversas

Em qualquer uma das situagdes descritas a posi¢ao relativa das retas r; e r, depende de

- -
seus respectivos vetores diretores. Sejam v, e v, o0s vetores diretores das retas r, er,,

respectivamente.

i - - = . 7 - - L.
i) Sev; xv,=0, entdo v,ev, serdo L. D. easretas 1, er, serdo coincidentes ou

paralelas. Tomemos um ponto arbitrario Py € ri. Se P1 € rp, entdo as retas 1, er, serdo

coincidentes. SeP; # r,, asretas r; er, seréo paralelas.
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- - — - -
i) Se v; xv,=0,entdo v,ev, serdo L. |. e asretas 1, er, serdo concorrentes ou
reversas. Tomemos pontos arbitrariosP; ery e P, e 1.

e

a)Se|PP,,v;,v, |=0 entdo 1, er, serdo coplanares, logo concorrentes. Neste caso, as

retas r, e r, terdo um ponto em comum, cuja obtengdo descreveremos na segéo 3.3.2.
—

_
b) Se| P,P,,v,,Vv, |#0 entdo 1, er, serdo ndo coplanares, |logo reversas.

3.3.2 - Intersecdo de duas retas

Dadasduasretas r; e r, deequagbes

niyy =y, +bt M 1Y =Y, +b,8

Seus pontos comuns, caso existam, serdo obtidos resolvendo o seguinte sistema de equacdes

yi+bit =y, +bys = (bit-bs =y,-y,

cujaresolucdo nos leva atrés possiveis situagoes:

1) sistema compativel e determinado, com solucdo unica: {Py=(Xy, Yo, Zo)} =N, iSt0 é, 1, er,
S80 concorrentes.
2) sistema compativel e indeterminado, com infinitas solugdes. Ent&o 1, e r,, sdo coincidentes.

3) sistema incompativel (ndo ha ponto comum). Entdo ry » r, = <. Neste caso, I, er, S0
paralelas ou reversas.

3.3.3- Angulo entre retas

O angulo (orientado) entre duas retas r; er,, denotado por (1, I, ), € determinado por

- - -
seus vetores diretores v, ev, , respectivamente. Lembrando que se v € um vetor diretor de uma

_)
reta entdo — v também é vetor diretor dessa reta, tomamos

-> -

vy .V,

- -
(ry,rp)=(vy,v,) = arccos

N
Vy

N
Vo

Exemplos:

1) Determinar a posicdo relativa dos pares de retas abaixo, sua intersecéo (caso exista) e
seu angulo. Se as retas forem coplanares escrever a equacdo do plano que as contém. Se as retas

forem reversas, escrever a equacao do plano que contém umadelas e é paralelo a outra.
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1 r: x=1_ y+2:z—5; o Xx=7+3t, y=2+2t, z=1-2t
2 -3 4

Solugdo: Os vetores diretores das retas 1, er, sdo, r

. T e S - S
respectivamente, v, =2i-3j+4k e v,=3i+2j-2k. Ora

> o 2 a7 a7 ~ N
vV, x V,=—21i+16 j+13k # 0. Entdo r, e r, tém diregdes P

diferentes, sendo concorrentes ou reversas. Tomemos os pontos P,=(1,-2,5)er,,

- - - — . - o -> .
P,=(7,2,1)er,.Entdo P,P,=61i+4 j—4k. O produto misto entre P,P, v, e v, éigua a

> >

_)
zero (Verifique!). Logo P,P,, v,ev, s30 coplanares e, portanto as retas , er, Sdo
concorrentes. (coplanares e com diregdes diferentes). O ponto de intersecdo {P, } =r,Nr, €

obtido a partir da solucéo do sistema

1+25=7+3t 2s-3t=6
—2-35=2+2t ou -3s-2t=4
5+4s=1-2t 4s + 2t = -4

que é compativel e determinado, com solugdo s=0 et = 2. Sefizermoss = 0 em r, obtemos:
x=1, y=-2, z=5. Se fizermos t=-2 em r,, obtemos x=1, y=-2, z=5. Logo

rnnr,={P}=(1,-2,5),eo0anguloentre r, N r, sera

cos(\7 \7) —|6_6_8|— 8 = (r,,r )—arccosL
PR 2917 29417 b V2917

Note que as retas concorrentes r; e r, determinam o plano que passa pelo ponto Py e é

- -
paralelo aos vetores v, ev, . Se P = (X, Y, z) € um ponto qual quer desse plano, ent&o
x-1 y+2 z-5
— - -
[POP,vl,vz}:O = | 2 -3 4 =0 = 2x-16y-13z+31=0.
3 2 -2

é aequacdo do plano quecontém asretas ; e r, .

Xx-2 y+1 z-3 Xx-=1 y-2 z7+3

2) r: A P
)16 4  —47 % 9 6 -6

~ : - S e - - S
Solugéo: Os vetores diretores das retasr, e r, séo, v,=6i+4 -4k, v, =91+6 j-6k,

- - - - -
respectivamente. Temos que v, x v, =0 . Entdo v, éparaleloav, enessecasoasretas I, er,
serdo paralelas ou coincidentes. Tomemos um ponto P, =(2,—1,3)er, evgamosse P, € 1,
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2_1:_1_2:3+3 = 1:_—1=—1, absurdo!
9 6 -6 9 2

Logo, P, ¢ r, eportanto asretas 1, e r, sdo paralelas, ndo havendo intersegdo entre elas.

Além disso, seu angulo, (r,,r,)=0°. Asretas r, er, determinam um plano 7 assim obtido:

considere os pontos P,=(2,-1,3) eP,=(1, 2, -3) pertencentes asretas ; er,, respectivamente.

- -
O plano n éaguele que contém P, e é paralelo aosvetores PP, ev, . Entdo, P =(X,y,z)en

Se, € somente s,

- > -
[Plp,vl, Ple}z 0 = 6x-20y—11z+1=0.

3 n:x=-2+2t,y=-3t,z=1+4t; r,: X=3+s,y =1+4s,72=2s

~

Solugdo: Os vetores diretores das retas r, e I, S30, respectivamente,

RN

- - ) - -> o - — - - - - o>
v, =2i-3]j+4k e v,=i+4]+2k . Entdo v, xv,=-221 + 11k =0 e, portanto os vetores

-

_)
vV, € V2 sd0 L.I.. Assim, as retas r, e I, ndo tém a mesma dire¢do, isto €, elas seréo
concorrentes ou reversas. Vejamos se elas se interceptam:

-2+2t=3+s5s s—-2t=-5
-3t=1+4s = 4s+3t=-1
1+4t=7+2s 25 — 4t = -6

Resolvendo o sistema, vemos que o sistema é incompativel. Logo, ndo existe ponto

comum entre r, e I,, isto &, as retas s80 reversas, e ndo existe plano que as contenham. Assim

r, N 1, =J. Determinemos, agora, o angulo entreasretas r, e I,

cos(\7 \7) |2_12+8| 2 (ry,ry) arccos—2
, = = = ) = .
b V29421 29421 He V29421

Vamos obter o plano ©t que contém r; e € paralelo ar,. Observe que o plano contém os

vetoresdiretoresde r, e r, . Portanto, se P, =(-2,0,1)er, e P=(X,y,z) € &, entdo
- o> o
{PlP, vy, vz}:o = 2x-z+5=0.
que é a equacdo cartesiana do plano = que contém areta r; e éparalelo aretar;.

4) r:x=2+6t,y=-1+4t, z=3-4t; r,: x=8+9s,y=3+6s,z=-1-06s

Solugdo: Temos que os vetores diretores de r, e r,, sdo, respectivamente,
- - - - - - - - - - - ; -
v;=61+4]j—-4k ev,=9i+6 ] -6k . Noteque v, x v2 = 0, donde concluimos que v, €
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paraelo a \72 e, portanto r, e r, serdo paraelas ou coincidentes. Sgja P, =(8,3,-1)er, e

vejamos P, € r;:.

8=2+6t
3==1+4t => t=1=>P,en
-1=3-4t

Logo P, € r; ecomo as retas tém a mesma diregdo, elas seréo coincidentes.

3.3. 4 - Dois planos

Dados dois planos wt; e ; uma das seguintes situagdes ocorre:
a) m e, S840 coincidentes - seus vetores normais sdo paralel os e os planos tém um ponto comum.
b) m e m, sdo paraelos - seus vetores normais sdo paral el os e os planos ndo tém ponto comum.
C) m e SA0 concorrentes - seus vetores normais ndo sao paralel os e 0s planos se interceptam ao
longo de umareta.

Asfiguras abaixo ilustram essas situagoes:

A T
A
:l——>
/ [ n/ / /b / |
(@) (b) ()
coincidentes paralelos concorrentes

A determinacdo da posi¢céo relativa de dois planos m e m, depende de seus vetores
- -
normais. Sejam n, e n, vetores normais dos planos m; e m, respectivamente.
. - - - L - y
i)Se n, xn, =0,entdo n, e n, sdo paralelos e os planos m e m serdo paralelos ou
coincidentes. Tomemos um ponto arbitrério P, € wn;. Se P, ¢ n, entdo m e m serdo paralelos.
Se P, € m,, entdo os planos serdo coincidentes, n;, = n, .

- -

- - -
i) Se nyxn, =0, entdo n, e n, ndo sdo paralelos e os planos m € m serdo

concorrentes.

3.3.5 - Intersecao de dois planos
Dados os planos de eguagbes a,x+b,y+c,z=-d, e a,x+b,y+c,z=-d,, a
intersecdo entre eles é dada pela resolucéo do sistema

ayx +by+cz=-d,
a, X +b,y+c,z=-d,

Temos trés possibilidades na resolucéo deste sistema:
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1) Sistema compativel e indeterminado, com grau de liberdade 1. Neste caso os planos seréo
concorrentes e sua intersecdo sera umareta.

2) Sistema compativel e indeterminado, com grau de liberdade 2. Neste caso os planos seréo
coincidentes.

3) Sistemaincompativel. Neste caso 0s planos serdo paralel os.

3.3. 6 - Angulo entre planos
O angulo (orientado) entre dois planos n; € n, é

-

determinado pelos seus respectivos vetores normais n, e

-

N
n, . Aqui também observamos que n € um vetor

5
normal a um plano entdo —n também é um vetor

normal a esse plano. Logo,

- -
(m,, m,) = arccos|cos (n,,n,)|=arccos

ng

Exemplos:

1) Determinar a posi¢ao relativa dos planos dados, suaintersecdo, caso exista, e seu angulo.
1) m:2x+3y+32-5=0 e mp:—4x-6y—-62+2=0

Solugdo: Sejam r?l = 27+ 37+3§ en,=—41-6j— 6k osvetores normais dos planos

—

- - - -
dados, respectivamente. Temosque n, x n,=0.Assim n, éparaleloa n, e, portanto os planos
dados podem ser paralelos ou coincidentes. Seja P, :(y ,0,0) e, enoteque P, ¢ n;. Logo
n, € pardeloe w, e (n,,m,)=0°. Observe que este problema também pode ser resolvido

através do sistema de duas equacdes e trés incognitas

2Xx+3y+32=5
4 +6y+62 =2

2335_)1 3/2 3/2 5/2_)1 3/2 3/2 5/2
4 6 6 2 4 6 6 2 0 0 0 -8

Logo o sistema é incompativel, isto € ndo possui solugdo e, portanto os planos m; e m, sdo

paralelos.
12)n1:3x—y+32-9=0em:2x-2y+22=6
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- - -

~ : a2 77 0 D > 22 O
Solugéo: Os vetores normais dos planos dados séo, n, =3i — j+3k e n,=2i —§j+2k,

> > - -

respectivamente. Entdo nj xn,=0 e portanto, n, € paralelo a n, . Tomemos, por exemplo,
P, =(0,0,3) e m,, verifiqgue que P, € T, e conclua que m; =m,. Se tivéssemos iniciado a
resolucdo pela discusséo do sistema :

3x—  y+3z=9

{ZX— % y+ 22=6

teriamos
3 -1 39 1 -1/3 1 3 1 -1/3 1 3
- -
2 -2/3 2 6 2 -2/3 2 6 0 0 0O
Temos p,=p.=1e n-p=2, logo o sistema € compativel e indeterminado, com grau de

liberdade 2. Assim osplanos m; e m, Sao coincidentes.

13) m:6x+3y-22=0 em:x+2y+62=12

R A A - S .
Solugdo: Se n;=6i+3j—-2k e n,=i+2j+6k sdo os vetores normais dos planos
- - - - - -
dados, e como n,xn,=22i—-38j+9k #0, entdo os planos m, e m, S840 concorrentes.

Também chegariamos a esta mesma conclusdo pela andlise do sistema:

6Xx+3y—-2z=0
X+2y+6z=12

6 3 -2 0 1 2 6 12 1 2 6 12
— — —
1 2 6 12 6 3 -2 0 0 -9 -38 -72

1 2 6 12 1 0 -22/9 -4
— -
0 1 38/9 8 0 1 38/9 8

Temos p,=p, =2e n—-p=3-2=1, logo o sistema é compativel e indeterminado, com
grau de liberdade 1. Obtemos assim o sistema associado :

{X—QZ:—Q y+§z:8, VzeR.
9 9

querepresenta aretaintersegdo de m; e m,: x=—-4+ %t; y= 8—%t; z=t,VteR.

- -
O angulo entre os planos 7, € m, serd |cos(n,,n, )| =0 = (n,, m, )=90°.
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3.3.7 -Umareta e um plano

Dada uma reta r com vetor diretor 7 e um plano © com vetor normal ﬁ) uma das
seguintes situagdes ocorre:
a) r estdcontidaemn (r <) e portanto todos os pontos de r pertencem ar;
b) r éparaéea an (r// ) enenhum ponto de r pertence ar;
C) r e m S30 concorrentes e apenas um dos pontos de r pertence a .

Asfiguras, aseguir, ilustram essas situagoes :

—
\ r

- - -
n n n

x S
/\\' n / / | n / / Fj 4

rcm r//'n ron={ Po}
fig. () fig. (b) fig. ()

- -
Sgja v ovetor diretor dareta r e n o vetor norma do plano n. Ento:
- -
i) Sev.n=0,tomemosumponto Per. SePenentdorcn. SeP ¢ mentéor // .

- -
iM).Se v.n=0,entdor N ={Pg}.

3.3.8 - Intersecao de uma reta e um plano
Segja m um plano de equacdo cartesianaax + by + cz+d =0 e r uma reta cujas
equagdes paramétricas sG0 X =X,+a't, y=y,+bt, z=z,+ct. Vamos determinar a
intersecdo do plano = com aretar , isto € gqueremos 0s pontos comuns entre aretar e o plano .
Desta forma, substituindo as equactes paramétricas da reta na equagdo do plano, obtemos:
a(x,+at)+b(y,+bt)+c(z,+ct)+d=0
ou
(aa'+bb'+ cc' )t+ (axy + by, + czp+d) =0 *)
Estudemos as solugdes dessa equagao.
1. Seaequagdo (*) acima for satisfeita para um Unico valor det, obteremos, com este valor, um
anico ponto deintersecdo de r e n. (fig. (c)).
2. Se aequagdo (*) for satisfeita para todo valor de t, ent&o todos os pontos de r estdo no plano

n,is0é, r c n. (fig. ().
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3. Se aequagdo (*) ndo tiver solucdo, entdo nenhum ponto de r que estaem «, isto &, r Nt = J,
er// n. (fig. (b)).

3.3.9 - Angulo entre reta e plano
O éangulo entre uma reta r e um plano © €, por ;
definicdo, o angulo entre a reta r e sua projecao ortogonal

- )
sobre o plano . Se aretar tem vetor diretor v eo plano © tem
4 /

N
\'
T

N

vetor normal n, entdo o angulo entre aretar e o plano r serd
0 - -

(r, r) =90" - (v, n), onde

- -
v.n

- >
V, n | = arccos

\Y n

Exemplos:

1) Determine, em cada caso, a posi¢ao relativa, sua intersecdo (caso exista) e o angulo entre a
retar e o plano =.
11) r:x=-2+3t,y=1-4t,z=-5+4t e n: 4x-3y—-62=5.
Solucdo: Para determinar a da intersecdo entre aretar e o plano =, substituimos as equagtes
daretar naequacéo do plano =, obtendo:
-8+ 12t-3+12t+30-24t =5 = 0t=14
Note que esta equacdo ndo tem solucdo. Assim r e © ndo tem pontos em comum, isto é r // m.

Logo, o angulo entre r e t € 0° . Observe que, neste caso, o vetor diretor de r é perpendicular 20
> > o o > o 2 o

veor nomad de n. De fao, como v =3i—-4j+4k e n=4i-3j-6k entéo

-> -

v.n=12+12-24=0.

12) r: x=0,y=-t,z=-1+t e m: 2x-y—-z=1.

Solucdo: Vamos resolver este problema através da andlise da posicdo relativa entre o vetor

e e - -
-]

- - -
diretor v daretar e o vetor normal ndo plano n. Tem-se v=—j+k, n=2i—-j-k e

-> -
v-n =1-1=0. Portanto r é paralelaan ou esta contidaem n. Tomemos um ponto qual quer
da reta r, por exemplo, Py = (0, 0, -1) e vglamos se Py € m, isto & vejamos se Py satisfaz a

equacdo do planom: 2.0-0-(-1) = 1. Logo Py € 7 e, portanto, r — . Isto significa que a
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equacao da intersecdo entre r e © tem infinitas solugdes. De fato, substituindo as equagtes de r

na equacao do plano © obtemos umaidentidade, validaparatodot € R.

y+1=é; . 2X+3y +z-3=0.

13) r:x—1=

Soluc&o: Vamos determinar a intersecéo entre r e 7. Tomando as equagdes paramétricas de r,
x=1+t y=-1-2t z = 6t, e substituindo na equacéo do plano, obtemos.
2+ 2t-3-6t+6t-1=0 = t =2
Emr,fazendot =2, obtemosx =3,y = -5,z=12. Logo, r n 7= {Py = (3, -5, 12)},isto & re

7 S0 concorrentes e se interceptam no ponto (3, -5, 12). Para o calculo do angulo entre r e ,

> o5 > > o o

- - .
temos v=i-2j+6k,n=2i+3j+k, assim

- -
cos| n,v

3.3.10 - Trés planos

_|2—6+6| B 2
TV e

= (r,n)=90° - arccos

2
Va1414 -

Dadostrés planos &, , m,, T3, aintersegdo entre eles podera ser um ponto, umareta, um

plano ou ser vazia, conforme ilustraremos abaixo.

3 T
Po
T Tcl/
T M T2 ﬁTL‘3:{P0}-fig(a) T M T2 ﬂTE3:TE-ﬁg(C)
\Q/
1 N1 Nrg=r-fig (by) N1 Nrz=r -fig (by)

A\

L=/ VARV
[ w/

TN Nnz= < -fig (dy) TN Nnz= < - Tig (do)
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T2 3

) Gy
A\ //

1Ny Nng= < -fig (ds)

Para determinar qual dessas situagdes ocorre, devemos resolver o sistema

aXx+by+c,z=-d;, - plano n,
a,x+b,y+c,z=-d, - plano &,
azx+byy+cyz=—d; — planor,

que admite a seguinte discussao:

a) sistema compativel e determinado, portanto com uma Unicasolucdo X =Xo, Y =VYo,Z2 =12,
istoe, 7 N N m={Py= (X4, Yo, 2o)} - fig. ().

b) sistema compativel e indeterminado, com grau de liberdade 1: a intersecdo é uma reta, isto
é mnNnr,Nmy =1 - figs (b1) e (by)

c) sistema compativel e indeterminado, com grau de liberdade 2: a intersecdo € um plano, isto
é mNr,Nry =m - fig. (C)

d) sistemaincompativel, ndo existe intersecéo, isto é r,Nx, Nz, = - figs. (d1) , (d2) e (ds).

Nos casos (a) e (b) os planos séo concorrentes. No caso (¢) eles sdo coincidentes.

Exemplos:
1) Determine a posicao relativa dos planos abaixo:
a 2x+y-2z2-10=0 ,3x+2y+22-1=0, 5x+4y+3z-4=0.

Solucéo : Resolvendo o sistema

2x+ y-2z=10
3X+2y+2z=1
5x+4y+3z=4
obtemos, por escal onamento,
2 1 -2 10 100 1
32 2 1|-»->0 10 2
5 4 3 4 0 0 1 -3

Temos um sistema compativel e determinado, portantort, N"n, Ny ={Po = (1, 2, -3)}

b) x+2y-32-6=0, 2x-y+4z-2=0, 4x+ 3y-2z -14 =0.

Solucéo : Resolvendo o sistema
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X+2y—-32=6

2X— y+4z=2
4x+3y -2z=14
obtemos, por escalonamento :
1 2 -3 6 10 1 2
2 -1 4 2|—>--—>0 1 -2 2
4 3 -2 14 00 0 O

Trata-se de um sistema compativel e indeterminado, com grau de liberdade 1. Temos,

X+ 2=2
y—2z=2

Issorepresentaareta x =2 -t,y=2+2t,z=t, ¥Vt eR.Logon; "m, N"7my = T.

entdo, 0 sistema associado:

) Xx+y-z-1=0,2x+3y-32-3=0, x-3y+3z-2=0.
Solugdo: Temos o seguinte sistema:

X+ y—-z=1
2x+3y —-3z=3
X—3y+3z=2

Escalonando o sistema, obtemos :

1 1 -1 1 1 0 0 O
2 3 -3 3|—->--—>|01 11
1 -3 3 2 0 0 0 5

Trata-se de um sistema incompativel. Assim os trés planos ndo tem ponto em comum,
isto & m, N, N Ty = J. Se quisessemos obter a configuragdo dos planos, deveriamos estudar

a posicdo de seus vetores normais . Ora, nenhum par dos planos dados € formado por planos

paraelos, pois

e e e T S S

3 - - - - - - - -
Nyxn,=j+k#0, nxng=—4j—-4k=0 e n,xn;=—9j -9k %0

Observe aultimafigura (ds) .

3.3.11 - Exercicios propostos

1) Determine se as retas abaixo sdo paralelas, coincidentes, concorrentes ou reversas. Calcule seu
ponto de intersecdo (se existir), e 0 angulo entre elas:

an:x=1L,y=tz=1, rb, x=s,y=0,z=1
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I x—3:2;2; y=4;
7
b)

. _x—6_z—4_ _3
2Ty g YT

. y-1 .
nh: X+1= ,Z2=05;
e B

r,: X =1+4n,y = 5+2n, z= 2+3n

C) m:x=14+3t,y=2+5t,z=1+4+7t rn:x=1,y=38-s,2=5+2s
r:x =7+ 6s,y=12+10s,z =6 + 14s € r,: X=5t-4,y=2t+3,z=3t-2.
2) Determine as posigoes relativas dasretasr e osplanos © abaixo. Obtenha seu ponto comum
(seexistir) e seu angulo :
a) rrx=—38+15t, y=5-9t,z=0 e w 3x+5y-1=0
y-2 z-2

b) r:x—B:T_ 1 e m:x=5-2p,y=1-p+4q,z=2+p-2q

C)r:x=2-s,y=1+2s,z=1+s e n:x=1-p-4q, y=—2+2p-8q,z=1+p—q

d)r:OP=(123)+t2-11) e n:x—2y—42+5=0.

3) Determine a posicao relativa dos planos abaixo, suaintersecéo e angulo :
a2x+y-z-1=0 e3x-5y+z=4 C)2x-2y+6z=6ex=-3p—-Q,y=-q, z2=p
byx+2y+3z=1e 2x+4y=2 -6z d)3x+6y=27-3z e 2x+4y+2z=14.

4) Discuta e determine a intersecéo dos planos:

a Xx+y+2z=0, x+2y+z-1=0, x+y+3z-2=0
b) x+y—-4z=0, x-y=0, Xx+2y-6z2=0

C) Xx+2y—-z=0, 2x+4y-2z=1, 3x-y+z2=2

d) x+2y+z=0, 2x+4y-z+1=0, x+2y=0

Xx-3 y+1

5) Achar as intersecOes da reta c

= 2 —z com os planos coordenados. Essa reta

intercepta algum eixo coordenado?
6) Ache asintersegdes do plano 3x + 2y —z =5 com 0s planos e 0s e x0s coordenados.

7) Escreva a equacdo do plano que contém asretas :

a) x—2:y_—1:Z o x—2:y_125
3 2 5 3
b) x=2+3t,y=1+2t,z=1 e X;3=y7_1:2+1
8) Dada areta r:X;L1 = y-2 = ZJZF3 eo plano m: x—3y+6z+7 =0, determine os valores
m
de m paraque:
a) r sgapardeaar. C) r intercepte = em um ponto.

b) r estgacontidaem .
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x-2 y+1 z-5

9) Determine os valoresdem e ¢ paraque areta 2 3

eoplano3x -2y +cz+1=0

sejam perpendiculares e obtenha sua intersecao.
10) Dadaareta ri: x=2 +3t,y=t, z= —t, escrevaas equacdes umade umaretar, de modo
que:

a)r; e r, sgamreversas. b) r; e r, sgjam concorrentes.

3.4 - DISTANCIAS

Vamos agora estudar a distancia entre pontos, retas e planos.

3.4.1 - Distancia entre dois pontos
Dados dois pontos P,= (X, ¥,, ;) € P,= (X,, V,, Z,) adistancia entre eles, indicada

por d(P,,P,), éocomprimento do segmento P,P, . Entdo

d(R, B) = H PP :\/(XZ_X1)2+(y2_y1)2+(22_21)2

Exemplo:

1) A disténciaentreospontos A=(1,2,3) e B=(-2,1,1) &
d(A,B) =y/(-3)2+(-1)?+(-2)? =14

3.4.2 - Distancia de um ponto a uma reta

Dado um ponto Py e uma reta r, a distancia de P, a r, indicada por d(Po, r), é igua a

LPO
P, r

Observe que Py € r se e somente se d(R,, r) = 0. Suponhamos que Py ¢ r. Sejam P

distdnciadePy, a P;,onde P; € r éo pédaperpendicular baixadadeP, a r.

N

Portanto, d(P,, r) = ‘ PP

- -

N
um ponto qualquer dareta r e v seu vetor diretor. Como Py ¢ r, osvetores v e PP, sdo L.I..

Logo geram um paralelogramo. Ora, por um lado, a area do paralelogramo PQQ,P, éigua a

- - - -
v H PR, |. Por outrolado, a area deste mesmo paralelogramo éigual a v x PR, |.
- - - -
Assim, Po Qo

- - '
v x PP, !
i 1
v ;
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ou seja,
(233

d(P01 r): ”,b-)”

N
onde P €um ponto qualquer dareta r e v éum vetor diretor de r .

Observacdo : 1) Estaformulavale para o caso de Py pertencer ar, pois nesta situacéo

N
os vetores V e PP, serfo paralelos e assim seu produto vetorial € o vetor nulo e portanto a

distdnciade Py a r é zero.

Exemplos:

1) Determine as distancias dos pontosA = (1, -1, 4) eB = (6, -3, -1) a retar cujas equagdes

L . X—=2 y z-1

simétricassdo —— = — = .
4 -3 -2

- - - -
Solucdo: Temos que o vetor diretor daretar € v=4i—-3j-2k.SgaP = (2,0, 1) um
ponto de r. Entdo,

—

N A .
BXxAP =4 _3 _p|=117+10]+ 7k
1 1 -3

|[¥x4P|| _ V270

Logo, || x AP|| = v270, ||13|l = V29 ed(4, ) ="—— . Como
R I A
UVXBP=| 4 —3 —2/=0
—4 3 2
podemos concluir que d(B,r) =0,ousega, B e r.
3.4.3 - Distancia de um ponto a um plano
Dado um ponto Py e um plano &, adistanciade Py a Po .
n
7, que indicaremos por d(P, ,w), €igua a distanciade Py
aP1, onde P; é 0 pé da perpendicular baixada de Py a m, i M ’
ou sgja, P P1 r
R J
d(Ry, m) =||RP

Observe que Py € ©t se, e somente se, d(Po ,m) = 0. Suponhamos que P, ¢ . Seja P um

- - -
ponto qualquer do plano e n o seu vetor normal. Como RP, éparaeloa n,

P,

|7.PoP|

Il

(7PoP).7
(I7i]|2

| = 77

N7l

[PoPill = llproj s PoP| = |

= d(Po,T[) =
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Se Py=(Xq,Yg.Zp) € ax+by+cz+d=0 éaequacdo do plano n, 0 vetor normal de n

- - >

_)
serdAn=ai+bj+ck,ese P=(xY,2) e x, entdo:

d(Po ) = |PoP.7i| _ la(x —xo) + b(y — yo) + c(z — z,)|

. Va2 + bz + c2
_ lax + by + cz — axy — by, — cz,|
va? + b? + c?

Como ax + by +cz=-d, entéo
laxy + byo + czy + d|
va? + b? + c?

d(Po, ) =

Exemplo:

1) Asdistancias dos pontosR = (1, 1, -1) eS= (1,1, 1) aoplano2x -y + z =2 sdo
|2-1-1-2] 2 C2-1+1-2
V6 V6 V6

concluir queS € =« .

d(R, 1) =

e d(s, n)

0, donde se pode

3.4.4 - Distancia de umareta a um plano

Segam r e m, respectivamente, uma reta e um plano quaisquer. A distanciader am, que
indicaremos por d(r, ), € 0 comprimento do menor segmento PQ, ondeP e reQ € m.

Assim hadois casosa considerar:

a) Serc mouserinterceptan entdo d(r ,x) = 0. (Fig. 1)

b) Ser// nentdod(r, ©) =d(Py, n), onde Py €um ponto qualquer de r. (Fig. 2)

"\ P, r
\
Fig. 1 Fig. 2

3.4.5 - Distancia entre duas retas

Sejam r; e r, duas retas quaisquer. A distancia entre r; e ry, que indicaremos por
d(ry, r2), € 0o menor comprimento do segmento PQ, comP €11, Q er».

Aqui hatrés casos a considerar:

a) Ser; e rp, sdoconcorrentesou ser; =i, entdo d(ry , r2) = 0.(fig. 1)

b) Seri/l ry, entdo d(ry, ry = d(P1, rz), onde P; € um ponto qualquer de r;. Da mesma

forma, d(ry, rp) = d(r1, P2y = d(P2, ryy, onde P e 2. (fig. 2)
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c) Se r; e r, sdao reversas, a distancia entre r; e r; ¢ igual ao comprimento da
perpendicular P,P (fig. 3). Vamos determinar essa distancia. Para isto, sejam

- -
v, e v, vetores diretores de r; e r», respectivamente, € tomemos pontos arbitrarios

- - -
P, er, eP,er,. Os vetores P,P,, v, e v, geram um paralelepipedo cujo plano

que contém a base desse paralelepipedo € paralelo a reta 7, e contém a reta ;. Entao
-
d(ry, rz) = d(rs, plano que contém a base) = || P,P || = altura do paralelepipedo.

O volume do paralelepipedo pode ser obtido de duas maneiras: como produto da area da

base pela altura, e como o produto misto, em valor absoluto, dos vetores determinados pelas
arestas, ou seja:
V=||U1XUZ||||PP2|| (§ V=|P1P2.U1XU2|

Das equagdes anteriores, podemos concluir que:

”P?”J%’z;fl = dm) = lﬁgﬁ_ﬂ
rr . TrI=1 P &
><
rs P2 2
fig. 1 fig. 2

Exemplo:

1) Vamos calcular a distancia entre as retas r;: x=1-2t;, y=2+1t, z=3 -t ¢
ry:x=—-I1+s; y=1-s5 2z =4+ 2s. Observe que essas retas sdo reversas (Prove isto). Dessa

forma, tomemos, por exemplo, pontos arbitrarios P; = (1, 2, 3) emr; e P, = (-1, 1, 4) em r, de

- - - o> - - - > -
modo que PP, =(-2—-1,1).Sendo v, = -2i+j—k e v, =i—j+ 2k os vetores diretores de

ry € rp, respectivamente, temos:

e
i j k
- - - > -
v, xv,=|=2 1 =l|=i+3j+k
1 -1 2
Logo
|P1P; o1xV;|  |-2-3+1] _ 4

d(ry, rp) = ——— = =
(1, 72) | o7 %05 || VoF1+1 Vi1
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3.4.6 - Distancia entre dois planos

Sgjam n; e m, doisplanos quaisquer. Se n; N1, = entdo d(w,,m,) =0 (Fig a). Sem

éparaeloan,, entdod(n, ,m, )=d(P,,n, )onde P; €um ponto qualquer de wr; (Fig b).

- % - /
AVAY S

Fig a Fig b

3.4.7 - Exercicios Resolvidos

x-3 y+4 z-1 er x=1 y-17+3

6 4 -4 T 9 6 -6
Solugdo: Em primeiro lugar precisamos determinar a posi¢ao relativa dessas retas, cujas
equagdes paramétricas sd0: I :Xx=3+6t,y =—4+4t,z=1-4t e

1) Acheadistanciaentreasretas r;:

r,:x=149s, y =1+6s,
z=— 3—65. Assim obtemos 0 seguinte sistema:

3+6t= 1+0s 65— Ot = —2
_4-4t= 1+6s = { 4t-6s5=5
1-4t=-3-6s _4t+6s =4

Resolvendo por escalonamento o sistema acima, obtemos:

6 9 -2 6 -9 -2
4 6 -4 0o 0 1

Observe que o sistema € incompativel e, portanto as retas r; e r, séo paralelas ou

reversas. Como o produto vetorial entre os vetores diretores das retas dadas é nulo (Verifique), as

retas possuem a mesma direcéo. Logo as retas r; e r, sdo paralelas. SgaPy = (3, -3,1) e r; .
Enté&o

- -
v, x PP,

d(r,rp)=d(P ,r, )=

—

vy

g

- > 2 2 - e 62
ondev, =9i+6j—-6k,P,=(1,1,-3)ery PP, = -2i+5j—4k .Logod(r, r;) =

T
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2) Escreva as equacdes da reta r que intercepta ortogonalmente asretas r : ==

erz:x—3:—y_1=2_7.
4 2

Solucgdo: Vamos determinar a posicéo relativadasretasr; e rp. Sgjam P1 = (-2, 0, 1) € ry,

- - - - - —
P,=@B,1,7)er,v,=2i-3j+4k ev, = i+4 j+2k osvetoresdiretoresdasretasr; e

> > |:—)—)~>

rp, respectivamente. Temos que PP2 =51+ j+6 k e gue Ple,vl,vz}:—M;tO e,

portanto as retas r; e r, sdo reversas. Observe que a diregdo da reta procurada € a direcéo do

- - - -

vetor v, x v, que é ortogonal as duas retas dadas, isto & v, x v, € o vetor diretor da reta
procurada. Vamos agora, determinar um ponto dessa reta. Sggam o 0 plano que passa por P, e

- >

d B -
contém os vetores v, € Vv, x v, , € A 0 ponto de interse¢do da reta r; com o plano a. A reta

- -
procurada passara pelo ponto A eteraadirecdo de v, x v, . Assim, temos:

-

1
- - <\
=y >
- - - -
VixV, = |2 -3 4|=-22i+1lk; '
1 4 2
ry r

2
- - -

Logo, aequagdo do plano a,, contendo P, eosvetores v, e v, x v, €
- -> > -
onde P = (X, y, z) € um ponto qualquer do plano a.. Entdo

x-3 y-1 z-7
1 4 2 |=0 = a:4x-5y+82-63=0.
-22 0 11

Escrevendo as equacles paramétricas de ry, x = —2 + 2t, y=3t, z=1+ 4t, e
substituindo na equagZo do plano o, obtemos: — 8 + 8t + 15t + 8 + 32t =63 = t = 63/

Substituindo o valor de t nas equacSes paramétricas de i, temos: x =16, y = —189¢,

z =3074-. Portanto o ponto de intersecio entre a reta r; e o plano o sera A =

(1Ey5 - 1897, 307 55) e a equagio da retar, que passa por A e tem a diregio de v, x v, &
X:1655—228, y:_1895592 :307/55+113,S € R
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1)
2)
3)
4)

5)

6)

7)

8)

9

3.4.8 — Exercicios Propostos

Determine a distancia entre as retas dadas no exercicio 1 da segdo 3.3.11.

Determine a distancia entre as retas e 0s planos dados no exercicio 2 da secdo 3.3.11.
Determine a disténcia entre os planos dados no exercicio 3 da se¢éo 3.3.11.

Ache a distancia do ponto A = (1, 2, 2) ao plano determinado pelos pontos B = (-1, 0, 0),
C=(1,0,1)eD=(-2,3,0).

Calcule adistancia do ponto D = (-2, 3, 0) areta que passa por Py = (1, 2, 5) e é paraldlaa
reta que contém os pontos A = (3,0, 1) eB = (-1, 2, 1).

Determine a equacdo daretar que intercepta asretasry e r, ortogona mente:

a) rn:x=2+t,y=3+5t,z=5+6t ;rp:x=1+3s,y=s,z2=-7+25

b) r; passapelospontosA=(1,0,00eB=(0,2,0); r;: XIZ = y;?’ = Z;"’
Determine um ponto simétrico ao ponto A = (1, 2, -1), em relagéo a

a) aorigem b) ao ponto B = (3, 1, 1)
c)aretax =1+t y=t,z=1 d)aoplano2x+y-z+1=0

Cdcule a distancia entre a intersecdo dos planosx +y—-z=-2 e 2x-y+z=5Xx+y
=27-4earetax=1+2t,y=-t,z=2-3t.

Mostre que os planosx + 2y —z=1e 2x -y + z = 0 se interceptam segundo uma retar.
Ache a equacdo de uma reta que passa pelo ponto A = (1, 0, 1) e intercepta a reta r
ortogona mente.

10) Escreva as equacOes da reta que pertence ao planox —y +z = 7, contém o ponto (3, —3, 1) e

éortogona aretax=1+t,y=1+2t,z=1+ 3t.

11) Mostreque os planosx + y—z =0 e2x -y + 3z — 1 = 0 se interceptam segundo umaretar.

Ache a equacdo do plano r que passa pelo ponto B = (1, 0, —1) e contém aretar.

12) Determine as equagles da reta que passa pelo ponto B = (1,— 2, 1) e intercepta as retas

reversasry X =t-1,y=2t-3,z=ter:x=s-2,y=1+s,z=s.
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CONICAS E QUADRICAS

Estudaremos as curvas e superficies que podem ser expressas por equactes do segundo

grau. S8o as curvas ditas conicas e as superficies quadricas.

4.1 - CONICAS

Usaremos genericamente o termo conicas para identificar as seguintes curvas planas. a
circunferéncia, elipse, hipérbole e parabola. Elas sGo chamadas de secbes cOnicas ou
simplesmente conicas, porque podem ser obtidas a partir da intersecdo de um plano com um
cone, como € descrito a seguir.

Um cone circular C é a superficie obtida pela rotacdo de uma reta r, chamada geratriz,
em torno de uma reta fixa s, chamada eixo de rotagcdo, que se cortam em um ponto V chamado

vértice do cone.

Vértice

Eixo

/

Circunferéncia

Esta superficie sera estudada com mais detalhes no final deste capitulo.
Suponha que um plano = intercepte um cone C, sem passar pelo vértice do cone. Uma das

seguintes situagdes ocorreré:

a) O plano & corta apenas umafolha do cone, e é perpendicular ao eixo de rotacdo. Neste caso, a

curvaintersecdo € umacircunferéncia. (Fig. 1)

b) O plano = corta apenas uma folha do cone, mas € inclinado em relagdo ao eixo de rotacdo e a

geratriz do cone. Neste caso a curvaintersecdo € umaelipse. (Fig. 2)

c) O plano = corta apenas uma folha do cone, e é paralelo a geratriz. Neste caso a curva

intersecdo € uma parabola. (Fig. 3)

d) O plano = corta as duas folhas do cone, e € paralelo ao eixo de rotacdo. Neste caso a curva

intersecdo € uma hipérbole. (Fig. 4)

Asfiguras aseguir ilustram essas situagoes.
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(Fig. 1)
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(Fig. 3) (Fig. 4)
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Se 0 plano n passar pelo vértice V do cone, teremos as conicas degeneradas.

Rl
o4

’
s
’
I3
’

um ponto umareta duas retas

A seguir, faremos um estudo mais detalhado de cada um dessas curvas, utilizando suas
propriedades caracteristicas para obter suas equacdes. Por simplicidade vamos consideré-las no
plano coordenado x0y, isto €, z = 0. Obteriamos resultados anélogos nos planos coordenados

y=0o0ux=0.
4.1.1- Circunferéncia

Chama-se circunferéncia ao conjunto de pontos P = (X, y) do plano cuja distancia a um
ponto fixo C = (Xo, Yo) € constante. O ponto fixo C chama-se centro, e a distancia constante r,

chama-se raio.

Vetoriamente, a equacdo da circunferéncia € AN
d(C,P)=r ou C—>P||: r
Em coordenadas, Yo ™
\/(X_Xo)z"‘(y—YO)z: r= (x=% )%+ (y-yo )’ =r? - >
Temos assim a equagcdo da circunferéncia de centro Xo X

C=(Xy,Y, ) eraior.
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Exemplos:
1) A equacdo de umacircunferénciade centro C = (-2, 1) eraio 3 é (x+2)?+(y-1)?=9.
2) O centro e o raio da circunferéncia de equagdo x2?+y? — %x + 2y — g = 0 sdo obtidos por
completamento de quadrados:
2 1 1

2 1 1
X2 - Zx=x2- x4+ -Z=(x-=)2-=; 242y =y24+2y+1-1=(y+1)2-1
3 3XTg g~ (X3 g YIr2y=yi+2y (y+1)

Logo, a equagdo fica

1, 1 ) 8 1, 2
X—=)'——+(y+1)°-1-—=0 = (x—=)"+(y+1)°=2
(=3 -5 +(y+1) 3 (x=3)"+(y+1)

de onde vemos que o centro € o ponto C :(% ,—1) eseuraioé r = V2.

4.1.2- Elipse

Chama-se elipse ao conjunto de pontos P = (x, y) do plano cartesiano tais que a soma das
distancias de P a dois pontos fixos F; e F,, do mesmo plano, € constante. Os pontos fixos F; e F;,
sd0 chamados de focos da elipse. A disténcia entre os focos F; e F, chama-se distancia focal e
serdindicadapor 2c. Chama-se centro da elipse ao ponto médio C entre osfocosF; e Fo.

Os elementos PF; e PF, que ligam um ponto qualquer P da elipse aos focos F; e F;
chamam-se raios focais. A soma dos raios focais sera indicada por 2a. Segue-se da desigual dade
triangular que 2c < 2a ou c< a. Se c = a, a€lipse sereduz ao segmento F;1F, (Prove!l). Se
Fi=F;,istoé c=0, adipse se reduz aumacircunferénciadecentro C=F; = F, eraio a.

Uma elipse tem dois eixos: 0 eixo maior ou eixo focal que é o segmento interno a elipse
e contém os focos, e 0 eixo menor ou eixo transverso que € o eixo interno a elipse passando pelo
seu centro e perpendicular ao eixo focal e assim o centro da elipse € o ponto médio de seus eixos.

A

Elementos da Elipse
C - centro

yA
Fi, F2 - focos p
AlA; - eixo foca ou eixo maior
BB €i X0 transverso ou eixo menor >
2 . . A\ F,  C F, A X
PFi;, PF, - raiosfocais
Al, Az, Bl, Bz - vértices

d(Fi, F,) - disténciafocal (2c)

fig. 3
A equacdo geral da€lipse defocos F; e F, cujasomadosraiosfocais éigual a2a €

-

S
PF, | +||PF, | = 2a. )
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Dadas as coordenadas do ponto P, a equacéo acima se reduz a uma expresséo relativamente

simples desde que sejam dados os focos em posi¢des particulares, como veremos a seguir.

1) Equacao da elipse com focos sobre um dos eixos coordenados e centro na
origem do sistema..

Consideremos inicialmente os focos sobre 0 eixo 0x. Entdo, como C =0 é o ponto médio
entre os focos, teremos F; = (¢, 0), F, = (—c¢, 0), pois 2c € adistanciafocal. Se P = (x, y) €um
ponto qualquer da elipse, da equagdo geral (2) vem:

\/(x +c)2+y? +\/(x -c)2+y%=2a

Racionalizando e agrupando os termos convenientemente, obtemos:

(aZ _C2 )XZ +a2 yZZ(aZ _C2 )a2

Comoc < a, temos a?— c¢?>0 echamandode b?=a% - c?, vem
b2x%? +a’y?=a?h? = = + I-=1 (3)

Observe que se o0 ponto P = (X, y) pertence a elipse, também pertenceréo a ela os pontos
(=%, =Y), (X, =y) e (=X, y). Concluimos que a elipse € uma curva simétrica em relacéo ao centro
e aos eixos focal e transverso. Como tomamos o eixo focal sobre Ox e C =0, 0 eixo transverso
estard sobre Oy e os vértices da elipse, pontos de intersecdo da elipse com seus eixos focal e
transverso, serdo: A; = (a, 0) e A, = (—a, 0), obtidos de (3) fazendoy = 0, e fazendo x = 0 em

(3) obtém-se B; = (0, b) e B, = (0,— b). O nimero e = A € chamado excentricidade da elipse.

Note que na elipse a excentricidade € sempre menor que 1, pois ¢ < a. Observando a figura 3,

- -
podemos concluir que amedidado eixo maior seréa | A A, || =2a eadoeixomenor | B,B,| =2b.
Se os focos estivessem sobre 0 eixo coordenado Oy e o vyl
A
centro ainda coincidisse com a origem do sistema, os focos N
teriam coordenadas F; = (0, ¢) e F, = (0,—¢) e de modo andogo F
a0 que foi feito acima a equacdo gerd da dipse nos levaria a B C B , X
expressao: =
2 2
X< ye
bz+az =1, a>b 4) e

Neste caso os vértices so: B; = (b, 0), B, =(—b, 0), A, = (0, a) e A, = (0, —a), 0 eixo

- . : - . c
menor || B,B,||=2b, o eixomaior | A|A,=2a e excentricidade e =—.
a
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2) Equacéo da elipse com centroem C = (p, q) e focos sobre uma reta paralela ao
eixo coordenado Ox , passando por C.

Faremos de inicio uma trandacdo de eixos. N Yy
Pelo ponto C = (p, q), centro da elipse, consideremos

outro sistema de eixos, Ox pardelo a Ox e 0y y+q /y_

_\ i
paraelo aOy. Seja P um ponto de coordenadas (X, Y) q Q X / %

no sistema XOY e (X, Yy ) no sistema XOY . Vejamos

relagcdes entre as coordenadas do ponto P: — >
@) X+p X

=]

X=p+txXx=>x=p—xey=q+y=>y=q-—-Yy
Essas relacbes permitem a passagem de um sistema para outro sistema, isto €, nos

permitem fazer uma translacdo de eixos. Voltemos ao problema para determinar a equacéo de
uma elipse de centro do ponto C = (p, q) e focos sobre a retay = . Observe gue nesse novo

sistema XOY teremos a mesma situacdo descrita em 1), com focos F1 = (¢, 0), F2 = (- ¢, 0) g,
portanto a equacao da elipse sera

;2 y2
a—2+b—2:1.
Utilizando atrandagcdo de eixos, teremos
h)2 Y
(x=p)° , (y=0)* _, )

a’ b?

que € a equacdo da elipse de centroC = (p, gq) efocos Fi=(p+c,q) eF,=(p —¢, Q). Seos
focos estiverem sobre aretax = pecentro C = (p, q), aequacdo da elipse ser&

(x—p)?* @-9)?
b? * az

1 (6)

Observacgdes:

1) O caso 2) engloba o caso 1) quando setem C = (0, 0).
2) Sea =b =r, obtemos de 2) a equagao da circunferénciadecentroC =(p,q) e raor. De

b?=a? —c? vem ¢ =0, comojafoi vimos, e portanto a excentricidade da circunferéncia é nula

Exemplos:
1) A €lipse cujos focos sdo os pontos F; = (3, 0), F, = (-3, 0) e cuja soma dos raios
focais é 10 pode ser assim descrita.

Solucdo: Conforme vimos acima, a posicdo do centro e dos focos da elipse é
fundamental para se escrever sua equacdo. Como o centro é o ponto médio entre os focos,
temos aqui C = (0, 0). Além disso, osfocos F; e F, estdo sobre o eixo 0x e portanto a equagéo
desta elipse sera do tipo dadaem (3):
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2 2
X—2+y—2:1, coma > bh.
a
Como 2a = 10, tem-se a = 5 e das coordenadas dos focos tiramos ¢ = 3. Além disso
b2=a?-c?, dondeb = 4. Logo, temos uma €lipse de equacio
2 2

X_+y_:l

25 16
com excentricidade e =3 5 Seus vértices sdo obtidos fazendo x = 0, o que da y = + 4 e fazendo
y = 0 obtemos x = #5. Logo, os vértices sdo A; = (5, 0), A, = (-5, 0), B; = (0, 4), B, = (0, —4).

- -
Assim eixo maior esta sobre o 0x, com || A, A, || =10 e 0 eixo menor sobreOy e || B,B, ||=8.

2) Escrever a equacdo, descrever e esbocar a elipse de focos F1 = (2, 3), F, = (2, —5) e eixo
maior de comprimento 10.
Solucdo: O centro da €elipse € o ponto médio dos focos: C=(2,-1). Facamos uma

translacéo de eixos, passando a usar um novo sistema de eixos, x0y, com 0x//0x, 0y//0y e

0=C=(2,-1),i06 x=x+2 = x=x-2 e y=y-1 = y=y+1.0ra 2¢c =||F,F,||=8,
logo ¢ = 4. Assim, no sistema x0y temos F; = (0, 4), F, = (0, —4) e portanto o eixo focal esta

sobre 0y . Como 2a = 10, vema = 5, logo b =+/a? —c? =3. Ento, no sistema auxiliar x0y,

temos a equacdo da elipse, do tipo dada (4).
_2 _2
X_+y_:1
9 25
Podemos obter os vértices da elipse, fazendo: y=0= x=+3, donde Bi=(3,0),
B»=(-3,0) e x=0=y=1+5, donde A1=(0,5), A»=(0,~5). Além disso, temos que a

- , . c 4 : — = : .
excentnmdadedaehpseee=—=g,seue|xo menor sobre Ox e || B;B, ||=6 €, seu eixo maior
a

sobre Oy, com || AfA2 ||=10. Observe que este estudo da elipse foi feito em relagdo ao sistema

auxiliar x0y cuja origem 0 coincide com o centro da elipse. No entanto, o uso deste sistema
tem como finalidade facilitar a obtencdo de todos os elementos da elipse, cuja descricdo deve ser
feitano Sstema de eixos dado iniciamente, isto €, x0y. Voltando a esse sistema atraves das formulas
de mudanca de coordenadas, obtemos a equacéo da elipse
(x-2)° (y+1)* _,
9 25

que tem como excentricidade e =% e cujos vértices sdo A,=(0+2,-5-1)=(2,-6),
A =(0+2,5-1)=(2,4), B,=(-3+2,0-1)=(-1,-1), B,=(3+2,0-1)=(5-1). O eixo
focal, que se situava sobre 0y , de equacdo x =0, passaa estar sobreareta x—2 =0 0u X = 2,

enquanto o eixo transverso que se situavaem y =0 e passaa estar sobreareta y = — 1. Ficaa
cargo o leitor o esboco do gréfico da elipse.
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4.1.3 - Hipérbole

Chama-se hipérbole ao conjunto de pontos P = (X, y) do plano, tais que o modulo da

diferenca das disténcias de P a dois pontos fixos F; e F, do mesmo plano, é constante. Os
pontos F; e F, denominamos de focos, cujo ponto médio € o centro. A disténcia entre os focos é
adistancia focal, indicada por 2c, e PF,, PF, os raios focais da hipérbole. A diferenca dos raios

focais seraindicada por 2a.
A hipérbole tem um eixo focal que contém os
focos e um eixo transverso perpendicular ao eixo focal e

passando pelo centro, mas que ndo corta a hipérbole.

MY

Ele também € chamado de eixo imaginario. A hipérbole
tem apenas dois vertices A; e Az, que sdo 0s pontos de

intersecéo da hipérbole com o eixo focal.

A hipérbole é uma curva com dois ramos e conforme o0 ramo em que estgja o ponto P

diferenca dos raios focais sera 2a ou —2a. Portanto, a equacdo geral da hipérbole de focosF; e F;

é

S
H‘Pa - 2a

ﬁ
i

Dadas as coordenadas do ponto P, a equacdo acima se reduz a uma expressdo

relativamente simples, desde que sejam dados os focos em posi¢des particulares, como veremos

aseguir.

1) Equacéo da hipérbole com focos sobre um dos eixos coordenados e centro na

origem.

Consideremos inicialmente os focos sobre o eixo 0x. Sendo o centro C = O, o ponto

médio entre os focos, temos F; = (c, 0), F, = (-¢, 0), com 2c adistanciafocal. SeP = (x,y) €

um ponto qualquer da hipérbole, daequagdo gera (7) vem:

\/(x+c)2+y2 —\/(x—c)2+y2 =+2a

Racionalizando, obtemos:

(CZ_aZ )XZ _a2y2= aZ(CZ_aZ)

Tomando entdo b? = ¢ —a?, vem

Ora,

—

PF,

1

PF, | |< | F,F,

113

= 2a<2c =>a<c

F,

A

(7)
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Observe gue se o ponto (x, y) pertence a hipérbole, os pontos (X, -Y), (=X, y) e (X, )

b2x? — a?y?2=a’%h? =

(8)

também pertencerdo. Assim, a hipé&bole é simétrica em relacdo a origem e aos eixos
coordenados. Aqui o eixo focal estara sobre Ox e 0 eixo imaginario sobre 0y. Os vértices sdo
obtidos da (8) fazendo y = 0, obtemosx =+a. Logo A, =(a,0) eA, =(—a,0) sdo os vértices.
Verificamos que de (8) observa-se que a hipérbole ndo corta o eixo transverso, pois se x = 0,

vem y2 =—b?, o que é um absurdo. Da equag3o (8) também obtemos:

y2 XZ XZ
Tz 157

Sex >0, tem-se —gx< y<gx esex<0,tem-segx<y<—gx, istoé para x>0 a
hipérbole situa-se acima dareta y :—E X eabaixodareta y :Ex. Parax < 0 ahipérbole situa-
a a

se acima da reta y =9x e abaixo da reta y :—Bx. As retas y :igx sd0 chamadas de
a a a

assintotas da hipérbole. Isto significa que, quando |x| se torna arbitrariamente grande os ramos da

hipérbole tendem a se confundir com as retas acima.

Geometricamente as assintotas da hipérbole podem I\

ser obtidas marcando sobre o0 eixo focal os focos F1 = (c, 0) 4 / y= a X
e F, =(-c,0) eosvérticesA; =(a,0) e A, =(-a,0),a<c, R
levantando por um dos vértices, por exemplo Az, uma & X .
perpendicular ao eixo foca e interceptando-a por um arco y = _EX

de circunferéncia decentroC e raioc. Asassintotas sao as

retas que passam por C e pelos pontos acima obtidos. A excentricidade da hipérbole é o valor

C . . : .
e = — > 1.Se os focos estivessem sobre 0 eixo coordenado Oy e o centro ainda coincidisse com a
a

origem do sistema, os focos teriam coordenadas F; = (0, ¢), F, = (0, —c) e a equacdo geral da
hipérbole nos levaria a expressao
2 2
y X*
ar Tpz ©)
onde 2a éadiferencadosraiosfocais.
Observe que nesta hipérbole o eixo focal esté sobre o eixo Oy. Portanto, a hipérbole sb corta

o eixo 0y, nos vértices obtidos fazendo x = 0, dondey = #a e, portanto B; = (0, a) e B, = (0, —a).
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Se fizéssemos y = 0 chegarfamos ao absurdo x*> =—b?. y
F
AqQui as assintotas seriam 'y =J_r%x como se pode constatar W oy
graficamente na figura ao lado.

2) Equacao da hipérbole de centro C = (p, q) e focos sobre uma reta paralela ao
eixo coordenado Ox , passando por C.

Neste caso, de modo analogo como tratamos a Y ry

elipse, a mudanca de coordenadas x=p+x = \

X=X—p e y=0+y = y=y—q nosfornece a equacio \
da hipérbole de centro C = (p, q) e cujos focos sdo F, 1 X ]
Flz(p+C’Q)aF2=(p—C,Q)i / \\\é;
p
_ 2 _ 2
(x-p) (y-9a) —1 (10) /

a® b2

Exemplo:

1) Encontre a equagdo da hipérbole cujos focos sdo F,=(0,4) e F,=(0,—-4) e a
diferencados raios focais € 6.

Soluc&o: Examinando as coordenadas de F; e F; verificamos que os focos estdo sobre
0 eixo Oy. Assim o centro ser&C = (0, 0) ec =4. Como2a =6, entdoa=3ec’=a’ + b’ =
b = 7. Logo, aequacio da hipérbole é do tipo (9):

YoxX

9 7

A hipérbole tem como vértices os pontos A, =(0,3), A,=(0,—3), obtidos fazendo-se

o . , 3 .. c 4
x = 0 naequagao acima, como assintotas as retas y=+— x , e excentricidade e=—:§>1.

7 a
4.1. 4 - Parabola

Consideremos em um plano, uma reta r e um ponto y
F, ndo pertencente a reta r. Chama-se pardbola ao conjunto P
de pontos P = (x, y) do plano, equidistantes de um ponto fixo F

F e de umaretafixar. O ponto fixo F chama-se foco e reta Vi r

fixa r chama-se diretriz da pardbola. Uma pardbola tem X

apenas um eixo, chamado eixo focal, que é a reta que

contém o foco F e é perpendicular aretadiretrizr.
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O vértice da parabola, denotado por V, é o ponto de intersecéo entre a parébola e seu eixo
foca. Como V pertence a paradbola ele etd aigua distancia do foco F e da diretriz r. A equacéo
geral de umapardboladefoco F ediretriz r &

Hﬁ: —d(P,T) (11)

Em funcdo das coordenadas do ponto P a equacdo acima se reduz a uma expressao
simples, desde que segja dado o foco em posi¢des particulares, como veremos a seguir.

1) Equacéo da parabola como foco sobre um dos eixos coordenados e veértice na

origem do sistema.

Consideremos o foco F da parabola sobre o eixo 0x, F = (c, 0), com ¢ > 0. O eixo focal
sera 0 eixo coordenado Ox e a diretriz sera uma reta paralela ao eixo 0y passando pelo ponto
(—,0), pois o foco e a diretriz sGo simétricos em relacdo ao veértice, de equacdo X =—c¢, (vga

Fig. 1). SeP = (x, y) éum ponto qualquer da pardbolae M = (-, y), entdo da equacéo geral vem

H PM H:H PF H = J(x+¢)? = J(x=c)? +y?

Racionalizando, obtemos y2 = 4cx . Seofoco fosse F = (—, 0), conforme Fig. 2, adiretriz r

seriaareta perpendicular a0x de equacio x = ¢ eterfamos a pardbolade equacdo, y? =—4cx .

ro .y vyt |rix=c

4

(-c,0)f O I;:(c 0) " F(-c.0) [V [(c,0)  x

Observe que, se o ponto P = (X, y) pertence a parabola, o ponto (x , -y) também a ela
pertencera, o que significa que a pardbola é simétrica em relacéo a seu eixo focal.

Se o foco estivesse sobre 0 eixo coordenado Oy e o vértice ainda coincidisse com a origem
do sistema, teriamos F = (0, ¢) ou F = (0,—¢) e a diretriz interceptaria perpendicularmente 0 exo

focal Oy no ponto (0, —) ou (0, ¢) respectivamente. Teriamos entéo as pardbolas.

N 2y
r
F._
V >
Y X X
Fi
:
x2 = 4cy x* =—4cy (13)
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2) Equacao da parabola com vértice V =(p, q) e foco sobre uma reta paralela ao

eixo 0x

Faremos, iniciamente, uma trandacdo de eixos obtida através das férmulas
X=p+X= X=X—p € y=q+y= y=y—q. Utilizando o sistema de eixos auxiliares x0y,

com 0=V, teremos a situacdo descrita anteriormente, obtendo assim

_2 _ _2 _
y = 4cX ou y =-—4cX

conforme o foco F esteja a direita ou a esquerda de V. Voltando ao sistema de eixos x0y, teremos
(y-q)?=4c(x-p) ou (y-q)’=-4c(x-p)
Observamos que, qualquer que seja a posi¢cdo da pardbola, ela é simétrica em relacdo ao
seu eixo de simetria e tem a concavidade voltada para a parte do eixo focal que contém o foco.
Exemplo:

1) Escreva aequacdo da paraboladefoco F=(0,3) ecujadiretriz éaretay = -3.

Solucdo: Examinando as coordenadas do foco e a 1 y
equacdo da reta diretriz, observamos que o foco esta sobre o 1F
eixo Oy e adiretriz € uma reta perpendicular a Ox. Assim, o .
eixo focal sera o eixo 0y, que cortard a reta diretriz no ponto V3 X

(0, -3). O vértice daparabola serao ponto médio entre (0, -3)
eF =(0, 3), isto & V = (0, 0). Entdo ¢ = 3 e aequacso dapardbola sera x* = 12y.

4.1.5 - Exercicios resolvidos
1) Obtenha a equacdo da €elipse que tem o centroem C = (-3, 0) , um focoem F = (-1, 0)
e é tangente ao eixo 0y.

Solucdo: Examinando as coordenadas do centro e y
do foco dadas, vemos que elas tém a mesma ordenada. “\/E
Logo estdo situados sobre a mesma reta horizontal, y = 0, / ‘
isto €, 0 eixo 0x. Assim, a elipse tera eixo foca 0x, centro '3\ 0 X
no ponto (-3, 0), e portanto sua equagao sera do tipo dada -5

em (5).
Além disso, sendo tangente a Oy, tera grafico do tipo descrito acima. A distanciafoca sera

c=d(F, C) = 2. Um dos veértices sera (0, 0) e assim a equacdo da elipse nos fornece

9 1= a=3;b=,a2-c2=4/9-4=45

a?
e obteremos finalmente

2 2
@4_3/_:1_
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2) Escreva a equacdo da hipérbole de centro em C =(-2, 1), eixo foca paraelo a 0x, e que

passa pelos pontos (0, 2) e (-5, 6).
Solucdo: De acordo com a posicéo do eixo focal e do centro, a equacdo da hipérbole sera

do tipo
(x+2)> (y-1)°
2 ;=1
a b
Como os pontos (0, 2) e (-5, 6) pertencem a hipérbole, teremos:
4 1 1
22 4a?— B2=1
a? b N o p
9 25, 90.? —25p2 =1
a2 w2 o
a‘ b

com a=1/ae B=1/b. Resolvendo este sistema obtemos como solugdo: azzz%l,

B2 =5, Logo, a2 =91/ b2 =91, eaequagho dahipérbolefica

2 12
(ng) —(ygll) —1 = 24x%—5y2 + 96x+10y=0.
24 5

3) Identifique, descreva e esboce as curvas :
a) y2+8x+4y-20=0 b) 4x> —9y? —16x—18 =29
Solucéo:a) Por completamento de quadrados, verificamos que
y2+4y=(y+2)* -4

Logo,
Y2+ 8x+4y-20 =(y+2)?+8x-24=0 = (y+2)*=-8(x-3)

_ _ _2 _
Fazendo amudancade varidveis x=x-3 e y=y+2,temos y =-8x.
Consideremos entdo um novo sistema de eixos cartesianos x0y, com 0=(3,-2), 0x e

Oy paralelosa 0x e 0y, respectivamente. A pardbola dada tem vértice V=0, eixo focal (ou
2

de simetria) sobre Ox. Comparando sua equacdo acima com aformapadrdo y = 4cx, temos
4c = -8, donde ¢ = -2, isto & o foco F=(-2,0), a y y 4

diretriz é a reta r de equagdo x =2. Voltando ao sistema

X0y pelas formulas x=x-3 e y=y+2 = x=x+3 e 0

y=y-2, temos.
(y+2)>=—8(x-3)

2| F Jo X
Assim, teremos: V=(3,-2);c=-2; F=(1,-2), diretriz

r:x=>5eeixofoca aretay = -2. / r
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b) 4x? - 9y? -16x—18y =29
Por completamento de quadrado temos:
Ax? - 16X = 4(x?> —4x+4-4) =4(x-2)*-16
—9y? - 18y =-9(y? +2y +1-1)=—9(y+1)*+9
L ogo,
4x%-9y2—16x 18y =4(x-2)>-16-9(y+1)>+9=29 =
(x=2)* (y+1)* _

1
9 4
Fazendo amudanca de varidveis, x=x—2 e y=y+1, obtemos
_2 _2
x_¥y
9 4

Assim, tomando-se um novo sistema de eixos com origem em 0=(2,—1) e eixos 0x
pardelo a 0x e Oy paralelo 0y, vemos que a equacdo acima representa uma hipérbole de
centro C =0, focos sobre 0x (pois ndo corta o eixo 0y). Portanto temos. a?=9 = a=3,

b?=4 = b=2 e c=4a?+b?=4/13.Entdo F,=(/13,0) e F,=(-+/13,0). Para obter os

vértices, fazemos, naequacdo y=0=x=+3, donde A, =(3,0), A, =(-3,0). Assim teremos

J13

. — 2 - .- c
como assintotas as retas y=+ 3 X e como excentricidade e =— = 3 >1. Voltando, agora, ao
a

sistema x0y e usando as equagdes de mudanca de variaveis x = x—2e y= y+1 = x = x+2 e
y=y—1 , temosaequacso da hipérbole

(x-2)* _(y-1)* _,
9 4

cujo centro é o ponto C = (2,-1) efocos nos pontos F, :(2+\/ﬁ,—1), F, :(2—\/@,—1).
Além disso, seus vértices sdo os pontos A, =(5,-1),A,=(-1,-1) e suas assintotas sfo as
retas (y+1)= i%(x—Z): 3y+2x+7=0 e3y + 2x —1 = 0. Esboce o gréfico.

4) Escreva a equaco da hipérbole de focos F,=(~+/2,+/2),F, =(-v/2,—+/2) etal que se semi-
eixo focal vale v/2.

Solugdo: Note que os focos ndo se situam em ALY
nenhum dos eixos coordenados, nem sobre alguma reta sl 5
paraela a um dos eixos coordenados. Isto significa que a —(2 >
equacdo da curva pedida deve ser obtida diretamente de sua F, ............. _&ﬁ X

definicdo. SeP = (x, y) € um ponto da hipérbole, entéo
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e

Como a=+/2, temos:
JOHV2)2 4 (y+42)2 = (x=V2)? +(y—2 )2 =242.
Esta & uma equagZo irracional, que deve ser resolvida por quadraturas:
[\/(x+\/§)2+(y+\/§)2}2 = [2\/§+ \/(x—\/E)2+(y—\/§)2T:>
W2 (x2)? +(y-+2)? =42x +4\2y-8 =
Va2V +(y 2 | =[V2xe 2y o]

4xy=4=>xy=1= y:l
X
5) Calcule a &rea do quadrilétero que tem dois vértices nos focos da conica x2+5y?=20 e 0s

outros dois vértices coincidem com os extremos de seu eixo menor.

Solucéo: A conica dada, cuja equacdo pode ser escrita Ty
naforma \Z
2 2 X
X__|_y_=1 >
é uma elipse, de focos sobre o eixo 0x, F,=(4,0), Vi
F,=(-4,0), a=+20, b=2, c=+/a®-b? evérticesem

e

- - -
V,=(0,2) eV, =(0,-2). Andisando o quadrilédero F,V,F,V, enotamosque FV,=4i+2 j

RN

- - — - -
Logo F\V,=V,F,. Da mesma forma temos F\V,=4i-2j e

- >
VoF,=41+2].
- > 4 . . 7 -2 . .
V,F,=41i -2 j o que implica FV, =V,F, . Portanto, o quadrilatero & um paralelogramo cuja

6) Obtenha na pardbola y? = 16 x  0s pontos cuijos raios focais medem 13 unidades,
Solucdo: A equacdo da pardbola nos mostra que ela € simétrica em relagdo ao eixo 0x,
passa pela origem (que seré seu vértice) e é do tipo y* = 4cx. Temos entdo 4c=16 = ¢ = 4.
Logo F=(4,0) éseufoco. Se P = (X, y) € um ponto da pardbola de raio focal 13 entdo d(P,
F) =13, ou sgja,
\/m= 13 = x% - 8x+16 +y? =169
Ora, paraos pontos (x ,y) dapardbolatemos y* = 16 x . Portanto.

x2—8x+16+16x=169 = (x+4)%=169
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Esta equacdo admite duas raizes, x = 17 ex = 9, das quais apenas a segunda satisfaz ao

problema, poisy’ = 16 x> 0 . Entdo x = 9 edey? = 144 vemy = # 12 , 0 que fornece 0s pontos
dapardbola A =(9, -12) eB =(9, 12), comraiosfocais 13.

4.1. 6 - Exercicios propostos

Os exercicios abaixo se referem ao plano x0y, isto €,z = 0.

1) Escreva as equagdes das circunferéncias, esbocando seus graficos. Obtenha todos 0s seus

elementos (centro, raio).

a) Centro(-2,1) e raio 5.

b) Passapelos pontos (1, -2), (1, 1), (2, 3).

¢) Um didmetro € o segmento que une os pontos (0, -1) e (-2, -3).

d) Cortao eixo 0x nospontos (—1,0) e (3,0) eocentroestaareta y =x —1.

2) Escreva as equacdes das elipses abaixo, esbocando seus gréficos. Obtenha todos os seus

elementos (focos, vértices, excentricidade, centro, €ixos).

3)

a) Focos F, =(3,0),F,=(-3,0) esomadosraiosfocais 12.

b) Doisvérticesem A; (3, —4) e Ax(3, 4) edistanciafoca 4.

c) Vértices (-5,0), (5,0), (0, -4), (0, 4)

d) Focos sobre o eixo Oy, disténciafocal 8 e excentricidade 24,

e) Centro (2, -1) epassapelospontos (-3, 1) e (2, 3)

f) Focos (-2, -2) e (2, 2) esomadosraiosfocais 12.

Escreva as equagdes das hipérboles abaixo, esbocando seus graficos. Obtenha todos o0s seus

elementos (focos, vértices, excentricidade, centro, eixos).

a) Focos F,=(2,-7),F,=(2,5) ediferencadosraiosfocais 5.

b) Vértices (2, -1) e (2, 7) eexcentricidade 3/2

c) Vértices (0, -2) e (0, 2), assintotas y = + 2x endo cortao eixo Ox.

d) Focos (-2,2) e (2, -2) , evértices (V2,-v2) e (V2 +/2).

4) Escreva as equacOes das parabolas, esbocando seus gréficos. Obtenha todos 0s seus elementos

(foco, vértices, eixo, diretriz).

a) Foco (3,0) ediretriz r: x+3=0

b) Foco (0, —2) ediretrizr:y =2

c) Foco (-2,0) ediretriz r: x—-4=0

d) Foco (-4, 1) ediretriz y=3

e) Vértice (2,0) efoco (0, 0)

f) Vértice (4, -1), eixofoca r:y+ 1 =0 epassapeloponto (3, -3).
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5) Calcule a intersecédo da elipse de vértices (= 5, 0), (0, + 1) com a circunferéncia de centro na

origem e raio 2.

6) Determine os comprimentos dos raios focais do ponto (6, 5) sobre a curva 5x2 —4y2 =80

7) Uma circunferéncia centrada no ponto (4, —1) passa pelo foco da parabola x%+16y=0.
Mostre que esta circunferéncia é tangente a diretriz da parabola.
8) Identifique e esboce as curvas abaixo. Determine todos os seus elementos, conforme o caso

(focos, Vértices, centro, eixos, diretriz, excentricidade, assintotas) :

d) y2=-12x e) y>-4x+2y+9=0 f) X2 —4x-5y-11=0
g) x?+y2-2x=0 h) x2-2y =0 i) x2+y%-2x+6y+1=0
i) Xx2+y2+4y=0 ) 2x2 -3y2=6 m) 5y2 —x2+20=0

n) x2—y%2-6x-2y=28 0) 4x% +4y? =10

9) Uma corda da circunferéncia x?+y?2 =25 encontra-se sobre a reta x—7y+25=0. Determine
0 comprimento da corda.

10) Determine os valores de m e q para que a equacdo X2 +qy2+2mx—1=0 represente :

a) uma circunferéncia; b) uma elipse; ) uma parabola; d) uma hipérbole;

e) uma reta; f) duas retas; g) um conjunto vazio; h) um ponto

11) Calcule a area do triangulo formado pela reta 9x + 2y — 24 = 0 e pelas assintotas da
hipérbole ﬁ - y_2: 1. Esboce.

4 9
12) Determine a equacao da elipse cujos focos sdo os vértices da conica x> —y?—4y =8 e dois
de seus vértices sdo os focos da conica dada.
13) Escreva a equacdo do lugar geometrico de um ponto que se move de modo que sua distancia
aretax + 3 =0 ésempre duas unidades maior do que sua distancia ao ponto (1, 1). Esboce.
14) A base de um triangulo é fixa, sendo seus extremos os pontos (3, 0) e (=3, 0). Determine e
identifique a equacdo do lugar geométrico do vértice oposto a base, se o produto das inclinagbes
dos lados variaveis € sempre igual a 4. Esboce.
15) Uma paréabola tem como eixo focal o eixo imaginario da hipérbole y?-9x?> -6y =0. Passa
pelos focos da cbnica dada e corta o eixo dos x no ponto (1,0). Escreva a equacdo dessa parabola.
16) A elipse cujos focos sdo (-3, 4) e (5, 4) e a soma dos raios focais € 12 tem dois pontos

cujos raios focais sdo todos iguais. Escreva a equacgéo da reta que passa por esses dois pontos.
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4.2 - AS QUADRICAS

Chamam-se quéadricas as superficies que podem ser representadas por equagdes do 22
grau nas trés variaveis x , y e z. Sdo elas: as superficies de revolucéo, as superficies conicas,
as superficies cilindricas, a esfera, o elipsoide, dois tipos de parabol6ides, dois tipos de
hiperboldides e o cone. Estudaremos cada uma delas.

4.2.1 - Superficies cilindricas

Chama-se superficie cilindrica ou simplesmente cilindro, a superficie gerada por uma
reta r que se move, ao longo de uma curva C, contida um plano perpendicular a retar. A reta r

chama-se geratriz do cilindro e a curva C chama-se diretriz.

Aqui consideraremos apenas as superficies cilindricas cujas diretrizes C estdo contidas
em um dos planos coordenados. Assim, se a diretriz C estiver contida no plano x0y, isto é, z = 0,
sua equacgdo serd uma expressdo do tipo f(x, y) =0e z = 0. Um ponto P = (X, y, z) pertencera ao
cilindro se, e somente se, suas coordenadas satisfizerem a equacao f(x, y) = 0. Observe que neste
caso a geratriz € uma reta r paralela ao eixo 0z, que se transladara ortogonalmente sobre a curva
C. Nessas condic¢des, a equacdo do cilindro é f(x, y) = 0 (sem nenhum vinculo para a variavel z).
Se a diretriz C for uma cdnica, obteremos os cilindros quadricos denominados cilindro circular,
eliptico, hiperbdlico e parabdlico, conforme a diretriz for, respectivamente, uma circunferéncia,

uma elipse, uma hipérbole, uma parabola.

Exemplos:

1) A equacdo x2+y2?=1 representa um cilindro z
circular, cuja diretriz é a circunferéncia C:x%+y?=1,

(uma cobnica no plano x0y) e cuja geratriz é a reta r

paralela ao eixo 0z.

2) 7 =4—x2 representa um cilindro parabélico, cuja Az

diretriz é a parabola C:z = 4 —x?, y=0 (uma cdnica no

plano xQy) , e cuja geratriz é a reta r paralela ao eixo 0y.

123



Observacéao: Se a curva diretriz ndo for uma conica, por um processo analogo ao

descrito no inicio deste topico, obtemos uma superficie cilindrica, mas que ndo sera uma quadrica.

Exemplos:

1) A equacdo 3x —Yy = 0 representa um cilindro z
plano, cuja diretriz € a reta C: y = 3x, z = 0, e cuja geratriz
é uma reta paralela ao eixo Oz. Esta é uma superficie

»
>

cilindrica, mas ndo é uma quédrica, pois na sua equagdo { y
y = 3X

ndo aparece termo do segundo grau. Esta é outra maneira

de caracterizar um plano sob certas condi¢des. X

2) A equacdo z = sen y representa uma superficie cilindrica senoidal, cuja diretriz é a curva

trigonométrica z=seny, x =0 e cuja geratriz € a reta r paralela ao eixo Ox.

X

Esta é uma superficie cilindrica, mas ndo é uma quadrica.
4.2.2 - Superficies de revolucao

Chama-se superficie de revolugao a superficie gerada pela rotacdo (ou revolucdo) de uma
curva plana C, chamada de geratriz, em torno de uma reta fixa r, dito eixo de rotacgdo, situada no

mesmo plano da curva C.

i
=

N 4

LAY

Se P é um ponto da superficie de revolucéo, tracando por P um plano = perpendicular
ao eixo de rotacdo r, ele interceptara a superficie segundo uma circunferéncia de centro C sobre
0 eixo de rotagdo. Se Q é o ponto do plano 7 que pertence a curva geratriz C, entdo a equacéo

geral da superficie de rotagdo é
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Consideraremos apenas as superficies de revolugdo cujas geratrizes estdo contidas em um

dos planos coordenados e cujos eixos de rotagdo sdo um dos eixos coordenados do plano em
questdo. Neste caso, expressamos a curva C por y = f(z) e o ponto Q da curva C descrevera uma

circunferéncia, de centro em 0z, em um plano paralelo ao plano x0y, de equacdo x?+y?=R2,

onde o raio R é o valor da ordenada y do ponto Q de C. Como y = f(z), vem X+ y?=( f(2))?,

que € a equacdo da superficie de revolucao.

Exemplos:

1) A pardbola y?=4cz, x=0,c>0, est4 contida no plano y0z. Tomando, por exemplo,
0z como eixo de rotagdo, cada um dos pontos Q da parébola descreverd uma circunferéncia em

um plano paralelo ao plano x0y, dada por x?+y?=R? onde R =y = f(z) de C. Como y* = 4cz,
temos x%+y?2=4cz. Esta equacdo representa uma superficie de revolucdo chamada parabol6ide

circular, que estudaremos no §4. A geratriz é a parabola y2=4cz, x=0, sendo 0z o eixo de
revolucdo.(ver Fig. 1)

Observe que, estando a curva a C dada no plano y0z, poderiamos ter escolhido como eixo

de rotacdo do eixo Oy. Neste caso, ao fazermos a rotacdo, um ponto Q de C descrevera a
2

circunferénciax?+ z2 = R? em um plano paralelo a x0z, com R = z = f(y) de C. Como z = Z—
C
4
entdo x% + z2 = 12;—2 representa a superficie obtida. (observe que nédo é quadrica)
c
A 7 z
R < C
y
>y
X X
Fig. 1 Fig. 2

2) A curvaz =my, x =0, é uma reta no plano y0z, que intercepta o eixo 0z na origem.
Tomando 0z como eixo de rotacdo, cada ponto Q da reta dada descreverd uma circunferéncia
em um plano paralelo ao plano xOy, de equacdo x2+y?=R?. Aqui temos R =y = f(z). Ora, de C

2
z « z : .
temos y = —, donde a equagio x2+ y%= —, que representa um cone circular. (Fig. 3)
m m
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Poderiamos também ter escolhido Oy como eixo de rotacdo. Neste caso, um ponto Q da reta C

descreveria uma circunferéncia de equacdo x>+ z?=R%? e R=1z = f(y). Comoem C, z = my,

temos X%+ z%2=m?2y? que é a equacgéo de outro cone circular.

L

Fig. 3 Fig. 4

Daremos um roteiro para identificar superficies, a partir de uma equacdo dada. Nos
restringiremos apenas aos casos de superficies centradas na origem. Dada uma equacao
quadratica, identificaremos a superficie, que a mesma representa, seguindo as etapas abaixo..

1) Verificamos se a equacdo apresenta no maximo uma das trés variaveis com expoente 1. Em
caso afirmativo prosseguimos a pesquisa.

2) Determinamos as intersecdes da superficie com os trés planos coordenados, obtendo curvas
conhecidas.

3) A obtencéo de duas curvas do mesmo tipo determina 0 nome genérico da quadrica.

4) O conhecimento da terceira curva-intersecao qualifica a superficie.

5) Se ocorrer intersecdo vazia com algum plano coordenado e a equagéo s apresentar termos
do 2° grau entdo a superficie tera duas folhas. Se a intersecdo com algum plano coordenado for
vazia e a equacio apresentar termo do 12 grau entdo é preciso fazer uma translagdo de eixos.

6) Determine as intersecGes da superficie com planos paralelos aos planos coordenados
classificando as curvas obtidas.

7) Atencdo especial deve ser dada as intersecdes da superficie com planos paralelos aos planos
coordenados cujas interse¢cdes com a superficie resultou vazia ou pontual.

8) As interse¢des da superficie com os trés eixos coordenados fornecem seus vértices (neste
caso 0s eixos coordenados séo 0s eixos da superficie).

9) Caso ndo se verifique a situacdo descrita no 1% item ou caso se verifique a segunda

alternativa do item 5, ap6s um conveniente ajuste ou completamento de quadrados fazemos uma

translacdo de eixos, passando a operar, conforme necessario, com um novo sistema Oxyz dado

por X=X—p,y=y—0Q, Z=2Z-S e usamos entdo o roteiro acima exposto para classificar e

localizar a superficie no novo sistema de eixos. Finalmente retornamos ao sistema de eixos
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inicial pelas formulas x=x+p, y=y+q, z=z+5 (processo andlogo ao ja desenvolvido com

as conicas)

4.2.3 - Esfera

A equacdo x2+Yy?+z2=r? representa uma esfera de centro na origem e raio r. A

esfera € uma superficie simétrica em relacdo a origem, aos eixos e planos coordenados, isto é, se 0
ponto P = (X, Y, z) pertence a esfera, também os pontos (-X, Y, 2), (-X, -y, -2), (X, -y, 2), (X, Y, -2),
(-x, -y, 2), (-X, Y, -2) e (x, -y, -z) a ela pertencerdo. As interse¢fes com os planos coordenados sdo
as circunferéncias x?+ y2=r2, com o plano x0y (z=0), x?+z?=r2, com o plano x0z (y = 0) e
y2+22=r?, com o plano y0z (x = 0). Também sdo circunferéncias as intersecdes com planos
paralelos aos planos coordenados. Se | k | < r,obtemos as circunferéncias x2 + y?= r?— k?,no plano
2=k x*+22=r?2-k? noplano y=k; y?+z°=r?-k? no 7
plano x =K. Se |k| > r, as intersegdes com os planos x =k, y =

k e z =k sdo vazias. As intersecdes da esfera com 0s eixos

coordenados 0x, Oy e 0z s&o os pontos A =(-r,0,0), A,=(r,0,0), ! y

B,=(0,-r,0), B,=(0,r,0), C,=(0,0-r)e C,=(0,0,r).

A equacdo

(X=X )2+ (Y =Yg) +(2-29)% =17 *)

representa uma esfera de centro no ponto (X,,Y,.Z,) € raio r. Fazendo a translacdo

X=X—Xg, Y=Y—-Y,, Z=2-2, obtemos
_2 2 _2
X +y +2 =r

2

que é uma equacdo do tipo anterior . Da equacdo (*) vemos que a esfera é o conjunto de pontos

P=(x,z) doespaco R* cuja distancia a um ponto fixo é constante.

Observacdo: Na equagdo de uma esfera, as trés varidveis aparecem com expoente 2 e

esses termos tém coeficientes iguais e positivos.

Exemplos:

1) A equacdo 2x2+ 2y2+2z2—4x + 8y + 2= 0 representa uma esfera. Completando
os quadrados obtemos (x - 1) + (y + 2)*> + z> =4, cujo centro é C = (1, -2, 0) e raio r = 2.

2) A esfera de raio 1 e centro no ponto (0, 1, 2) é dada pela equagdo

X2 +(y-1)2+(z-2)>=1,0ouseja, x>+ y?+22-2y—-4z+4=0
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4.2.4 - Elipsoide

E a superficie representada pela equagéo

2
X
—z+y—z+
a b

2 Z2
—= 1
c
onde a, b e ¢ sdo numeros reais positivos e representam os semi-eixos do elipsoide. A equacao

mostra que esta superficie é simétrica em relacdo a origem, aos planos e eixos coordenados.

As intersecdes com planos coordenados x0y, x0z, y0z 4z
« . . C
sédo, respectivamente, as elipses: L
2 2 2 2 2 2
XY 1,00 X107 qv_oed s g = A
az+b2 =1, z=0; a2+c2_1’y_0e o +C2 =1,x=0 5, 2 5
A intersecdo com o plano paralelo ao plano x0y, z = k, com A y
|k|<r,éaelipse:
X2 yz k2 X Cz
2 +2—:1,C0md:1——2.
acd b-d c

Analogamente para os planos paralelos aos outros planos coordenados. Se |k| >cC, a

intersedo com o plano z = k é vazia. Se | k| > b ouse | k| > a, as intersecdes com os planos

y = b ou x = a também serdo vazias. Os Vvértices do elipsdide sdo o0s pontos de intersecdo com
eixos coordenados: A; = (a,0,0), A,=(-a,0,0), B1=(0,b,0), B,=(0,-b,0), C;=(0,0,¢c) e
C,=(0,0,-c). Se dois dos valoresa, b e c sdo iguais, a interse¢cdo com o plano coordenado que
relaciona esses numeros é uma circunferéncia e teremos um elipséide circular ou de revolucéo.

Se a =b =c, as trés interse¢cbes com 0s planos coordenados séo circunferéncias, e
teremos, portanto, uma esfera.

O elipsoide acima descrito esta centrado na origem. Se, porém, seu centro fosse o ponto

C=(Xy,Yo:Z ), fazendo a translacio de eixos X =X—X,, y=Y-VY,, Z= z — 2o e utilizando

0 novo sistema de eixos Oxyz, com 0=C,0x // 0x,0y // 0y, 0z // 0z, obtemos o elipsdide:

_2
y z (X—Xo)2 (y—YO)2 (2—20)2_
a—2+b—2+c—2—1 = a2 + bz + CZ 1

Exemplo:
1) A equacdo 4x?+9y%+9z2-36=0 representa um elipsdide. De fato, podemos

reescrevé-la

2 2 2
X_+y_+z_:1
9 4 4
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que ¢ a forma canénica da equacdo do elipsoide (de centro na origem). Fazendo interse¢des com

o0s planos coordenados obteremos:

1) com o plano xQy, isto é, z =0, teremos a elipse: —+-—=1;

2
2) com o plano x0z, isto €, y = 0, teremos a elipse: ?+ZT=1;

2) com o plano y0z, isto é, x = 0, teremos a circunferéncia: y2+z%2=4.

Como duas das intersecbes forneceram elipse, trata-se de um elipséide. A ultima

intersecdo mostra que se trata de um elipsoide circular ou de revolugéo.

4.2.5 - Parabol6ides
Sé&o superficies representadas por uma das equacdes
X2 y2 X2 ZZ Z2 y2
+—+ 1 =cz,+—+—=cy, +—+ I _=c¢X,
a’?  b? a’? b2 a? b2

com a>0,b>0, c=0.0bservamos que o expoente de duas das variaveis € 2, enquanto a

terceira variavel aparece apenas com expoente 1. Se o0s termos quadraticos tém o mesmo sinal,
trata-se de um paraboldide eliptico ou paraboloide circular ou de revolugdo quando a = b. Se 0s
termos quadraticos tém sinais contrarios temos um paraboloide hiperbdlico. Estudaremos alguns

destes casos.

4.2.5.1 - Paraboldide eliptico ou circular

Consideremos o paraboldide eliptico ou circular de equacéo

XZ y2

+2 —¢cz
a? b?

com a>0,b>0,c=0.E simétrica em relagio aos planos coordenados x0z, yOz e ao eixo 0z.
Se o ponto P = (x, Y, z) pertence a superficie, também os pontos (-x,Vy, z), (X,¥,2), (X, -y, 2) e
(-x , -y, z) a ela pertencerdo. Nao é simétrica em relacdo ao plano xQy, pois se (x, y, z) esta na
superficie, 0 mesmo ndo acontece com (X, Y, -z). O eixo 0z seréd o eixo de simetria.

Vamos analisar os casos em que ¢ > 0. As interse¢6es com o0s planos coordenados sao:

1) y =0 (plano xz), temos par&bola x?=a?cz, com eixo de simetria 0z.
2) x =0 (plano yz), temos parabola y?=Db?cz, com eixo de simetria 0z.

2 2
3) z=0 temos o ponto (0, 0, 0), pois X—z +Z—2= 0, somente se, x=0 e y=0.
a

As intersecdes com planos paralelos aos planos coordenados sao:

2 2

LY

1) z=k>0,
) a’ck b?ck

=1 - temos uma elipse no plano xy.
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2
2) y=k, x? = azc(z —%) - temos uma parabola no plano xz.
c

2

K .
3) x=k, y?=b?c (z - —Zj - temos novamente uma parabola, agora no plano yz.
ca

Observe que no caso z = k < 0, o termo da direita da igualdade é positivo enquanto o
termo da esquerda é negativo e portanto a intersecdo serd vazia. Essas intersecdes explicam o

nome da superficie, paraboléide eliptico.

). @

fig. 1 fig. 2

Caso ¢ <0,a mesma equacdo representa a superficie inteiramente contida na regido

z < 0 , como mostra a fig. 2. Se em vez de elipse a intersecdo com um dos planos coordenados

fosse uma circunferéncia, teriamos um paraboldide circular ou de revolucdo, e neste caso temos

a = b. Observe que nos dois acima estudados o vértice do paraboldide é a origem do sistema. Se

0 Vvértice se situasse no ponto V=(X,,Yq,Z, ), mudando para um novo sistema de eixos, Oxyz,

0=V, 0x//0x, Oy //Oy, 02//0z & X=X—X,, Y =Y—Y,, Z=2—12, obteriamos:

Xy (X=%)2  (Y-Y,)
R )
a a

y2 22 X2 2

n z . . .
As equacoes to=axe S+ = by representam paraboloides elipticos cujos
c a: ¢

b2
eixos de simetria s&o, respectivamente, os eixos coordenados Ox e Qy:

Exemplo:

2 2
£~ X5 Z . z
1) A equagdo ?+T:4y representa um paraboloide M
eliptico. De fato, as interse¢Ges com os planos coordenados N T/
sd0 as curvas z2 = 16y, que é uma parébola no plano y0z, X

tendo Oy como eixo de simetriae x? = 36y, que também é uma parabola no plano x0y, tendo Oy

com eixo de simetria. Desse modo, temos um paraboldide com vértice na origem. As intersecdes
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2 2

X L Trata-se, portanto, de um paraboldide
36k 16k

eliptico, tendo Oy como eixo de simetria.

com planos y = k >0, sdo as elipses

4.2.5.2 - Paraboldide hiperbdlico

2

2

. - « X

Vamos considerar a superficie de equacao ——-+
a

y

b—zzcz, com a>0,b>0,c=0, onde

fizemos esta distribuicdo de sinais por facilidade de desenho. Aqui as simetrias sdo apenas em
relacdo aos planos x0z, y0z e ao eixo 0z. Vamos analisar o caso em que ¢ > 0, comegando pelas
intersecGes com os planos coordenados:

1)x0z:y =0, x> =—a?cz - temos uma parabola com eixo de simetria 0z e concavidade voltada
para a parte negativa de 0z.
2)y0z:x=0,y?=b?%cz - temos uma parabola com eixo de simetria 0z e concavidade voltada

para a parte positiva de 0z .

b
x0y:z=0,y=+—X - neste caso temos duas retas
a

fig. 4

Vejamos a intersecdo com planos paralelos ao plano x0y. Se z=k, temos a hipérbole,

2 2

X .y
a’ck b?ck

para baixo. Observe que nos dois casos acima estudados (c >0 e c<0) as duas pardbolas

=1 (fig. 4). No caso em que ¢ < 0, obteriamos a mesma figura, porém virada

intersec6es com os planos x0z e y0z tem seus veértices na origem.

Caso esse Vértice comum esteja no ponto V=(X,,Yo.Z,), mediante a translacdo
X=X—Xo, Y=Y—-VYo, Z=2-2,, com0=V, 0x// 0x, O0y// Oy e 0z//0z, obtemos a
equacao do paraboldide hiperbdlico (fig. 5)

2 2 (X=%)* (Y=Y )?
X y = 0 0
2 +b—2—cz ou - 22 + 07

=c(z2-25)
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2 2 2 2

As  equacOes X—2 - 2_2: by e y_2 — 2—2 =ax também representam parabolGides
a: ¢ b C
hiperbdlicos.
Exemplo:

2 2
1) A equacéo XT_ y? = z representa um paraboldide

hiperbdlico ou sela. De fato, as interse¢cfes com os planos

coordenados sdo:

1) x=0,y2=-9z - temos uma parabola no plano y0z, com a

concavidade voltada para a parte negativa de 0z, seu eixo focal.
2) y=0,x2=4z - temos uma pardbola no plano x0z , com concavidade voltada para a

parte positiva de 0z, seu eixo focal.
3) z=0, y= i%x - duas retas

2

2
4) z=k?=#0, 4)(?— 93/? = 1 - hipérbole no plano paralelo a x0y e eixo focal paralelo a Ox
2
5) z=-k?%0, ;,?—4)(? =1 - hipérbole no plano paralelo a x0y e eixo focal paralelo a Oy.

Trata-se entdo de um paraboloide hiperbdlico ou sela .

4.2.6 - Hiperboldides

Sdo superficies representadas por uma das equacdes

2 2 2 2 2 2 2 2 2
X 4 X z X z
—2+y—2——2:il, —z—y—2+—2:il, ——2+y—2+—2:i1
a“~ b c a®~ b° ¢ a®~ b° ¢
com a,b, ¢ > 0. Aqui as trés varidveis se apresentam com expoente 2. As equa¢des com apenas
um sinal negativo representam os hiperboldides de uma folha. As equagfes com dois sinais

negativos representam os hiperboléides de duas folhas.

4.2.6.1 - Hiperboléide de uma folha

2 2 2

. - ¢ z
Consideremos a superficie de equagdo —- + y———2= 1, com a,b c¢c>0.
a

b? ¢
Observamos que € uma superficie simeétrica em relacdo a origem, aos planos e eixos

coordenados. Vejamos suas interse¢cdes com os planos coordenados:

2 2

1) x0z:y=0, X—2 - Z—z =1 - temos uma hipérbole com eixo focal 0x
a: ¢
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Z2

2
2) y0z: x =0, % pPc 1 - temos uma hipérbole com eixo focal Oy.
X2 y2
3) x0y:2=0,—+ ra =1- temos uma elipse.
a

Vejamos as interse¢Ges com planos paralelos aos planos coordenados :

c
4) y=k =+b, z=£—x -temos duas retas
a

5) y=ks+b, — —1 - hipérbole

6) Analogamente para os planos x = k, isto é, teremos também duas
retas e uma hipérbole na intersecdo dos planosx =k = #a ex =Kk
# +a, respectivamente, com o hiperboléide.

2 2
7) z=Kk, X + y =1 - elipse

2 2
a2(1+l;2j b2[1+tzj

Temos assim um hiperboloide eliptico de uma folha. Se na equacao dada tivermos a = b,
a superficie intercepta o plano xOy e planos a eles paralelos segundo circunferéncias. Assim,
teremos um hiperboldide circular (ou de revolucdo) de uma folha. A variavel que se apresenta
com sinal diferente das outras indica o eixo de simetria da superficie. Nos casos descritos, as
hipérboles tém centro na origem. Se, por acaso, elas fossem centradas no ponto C=(X,,Y,,Zo ),

fazendo a translagio x=x-X,, y=Yy-Y,,z=2—2, e usando o sistema Oxyz, com 0=C,

0x//0x, 0y//0y, 0z//0z, obteriamos um hiperboléide de uma folha de equago

2 2

v \2 VY. L\
x Yy 'z 4 ou (X=X9)" (Y=Y ) (z-2) _1

a2 b? c? a’ b? c?

Exemplo:

2 2 2

1) A equacdo —X?+y7+27:1 representa uma superficie com as seguintes

caracteristicas:

22 X2 - .
1) y:O,T—?ﬂ - hipérbole no plano x0z, com eixo
focal Oz.

y2 X2
2) ZZO’T_?:l - hipérbole no plano x0y, com eixo
focal Qy.
3) x=0,y2+2% =4 - circunferéncia no plano y0z de
centro na origem e raio 2. X

Temos entdo um hiperboloide de uma folha, circular ou revolugéo
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4.2.6.2 - Hiperboléide de duas folhas
2 2 2
. - ~ X y z
Vamos considerar a superficie de equacao 2 b +—=-1,com a, b,c>0,
a c
onde a distribuicdo de sinais atende as conveniéncias do desenho. E simétrica em relagio a
origem, aos planos e eixos coordenados. Vejamos as intersecdes com os planos coordenados e

as interse¢des com planos paralelos ao plano xOy :

2 2

1) x0z: y=0, X—2+ 2—2 =-1 - vazia
ac ¢
y2 Z2
2)y0z :x=0, PYabe =1 - hipérbole com eixo focal Oy.
c
yZ X2
3) x0y: z=0, A 1 - hipérbole com eixo focal Oy.
a

4) y=+b -temos os vértices V; = (0, b, 0) e V, =(0,-b, 0)
2

X +
k2 k2
az[bf@ "z(bflj

6) y=k, |k|<c -vazia

5 y=Kk,|k|>c, =1 -elipses

Assim, a superficie tem duas folhas (fig. 6), uma folha na regido y<-be a outra na
regido y > b. Portanto, temos um hiperboloide eliptico de duas folhas. Se a = b, as intersecfes
com os planos y =Kk, | k| >b, sdo circunferéncias e teremos entdo um hiperboléide circular (ou

de revolucdo) de duas folhas. A variavel que se apresenta com sinal diferente das demais indica o
eixo de simetria da superficie. Observe que as interse¢cdes com os planos coordenados x0y e

yOz sdo hipérboles com centro na origem. Se elas fossem centradas no ponto C=(X,,Yq,Zo),
fazendo a translagio x=x-X,, y=y-Yy,, z=z-2, e usando o sisttma Oxyz, com 0=C,

0x//0x, 0y//0y, 0z//0z, obteriamos um hiperboléide de duas folhas de equacdo (fig. 7)

p— _2 —

g_y_ﬁé L Oex)® (mve)t | (2t

a b C a’ b2 o2
y

‘)
S
0 N >
AN y
XoA---mmmmmmm e 2
fig. 6 X fig. 7

134



Exemplo:

- . X X
1) Vamos classificar e esbocar a superficie de equacédo VI IEET =1.

Solucdo: De acordo com o que vimos no inicio deste paragrafo, nesta equacéo
as trés variaveis sao quadraticas e existem dois sinais negativos. Devemos ter um hiperboldide de
duas folhas. Vejamos as intersegdes com os planos coordenados e com planos paralelos aos

planos coordenados:

2 2
1) y=0,XT—i—6: 1 - hipérbole no plano x0z, com eixo focal Ox .
X2 y2
2) 2= O’T_?: 1 - hipérbole no plano x0y, com eixo focal Ox .

2 2
3) x=0, y—+Z—:—1 - vazia
16

22 k? k2
—=——1. Ainterse¢do é vazia, pois — - 1<0.
16 4
4) Xx=22=y=0ez=0 -vértices V1=(-2,0,0)eV,=(2,0,0).

y2
4) x =k, com-2< k<2,?+

2 2

2
5 x=k,k<—2 ou k>2,y—+z—:——1-elipses
9 16 4

Temos entdo um hiperboldide eliptico de duas folhas.(fig. 8)

fig. 8

4.2.7 - Cone eliptico
2 2 2

. . A X z Lo A s
E a superficie de equacdo —-+ :;_2__2=O’ coma, b,c>0. Esimétrica em relacdo a
a C

origem, aos planos e eixos coordenados. Vamos estudar as interse¢cbes com os planos

coordenados e com planos paralelos aos planos coordenados:

1) x0z: y=0,z=% C % - duas retas
a

2) y0z; x=0, z:i%y - duas retas

3)x0y:z=0,x=0,y=0-um ponto V = (0, 0, 0).

2 2
4)z=k=0, a)Z(TJFbZT =1- elipses (circunferéncias se
2 2
c C 7=_ %y

a=Dh).
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Temos um cone eliptico ou de revolucdo com vértices na origem (fig. 9). A varidvel que
aparece com sinal diferente das demais indica o eixo simetria. Se a = b as interse¢cdes com 0s

planos z=k #0 s&o circunferéncias e teremos um cone circular (ou de revolucéo). Se o vértice

do cone estiver no ponto V=(X,,Y,,Z,) € 0 eixo de simetria for a reta z =z, fazendo a
translagio X = X—X,,Y = Y—Y, ,Z = Z—Z,, € usando 0 novo sistema de eixos Oxyz, com 0 =V,
0x // 0x, 0y//0y, 0z // 0z obtemos a equago do cone

X Y _Z 0 ou (X_X°)2+(y_y0)2_(z_zo)2:

0
a2  b? c? a’ b? c?

Exemplo:

2 2
« z : . :
1) A equagio — x> +yT + e 0 representa um cone tendo como eixo de simetria, 0

eixo Ox. De fato, analisando as interse¢des com os planos coordenados, obtemos:

y2 Z2
1) x:O,T+?=0 - um ponto: V= (0, 0, 0)

2) y=0,z= #3x - duas retas no plano x0z.

3) z=0,y = #2x - duas retas no plano x0y.

y2 ZZ
4) x=k, =—+——=1 -elipses.
) 4k?  9k? P

4.2.8 - Exercicios resolvidos
Nos exercicios abaixo, identifique, descreva e esboce as superficies dadas.

1) x2+y?+2%2-2z2=0
Solucdo: Todas as variaveis apresentam-se com a maior poténcia igual a 2, e esses termos
tém coeficientes iguais. Além disso, uma das variaveis também apresenta um termo do 12 grau, e

por completamento de quadrado, obtemos:
X +y2+(z-1)°=1
Trata-se de uma esfera de centro C = (0, 0, 1) e raio 1(esboco do grafico a cargo do

leitor), cujas intersecBes com os planos coordenados sdo:
a) x0y:z=0, x2+y?=0 — V =(0,0,0) - um ponto
b) x0z:y=0, x2+(z-1)?=1 - uma circunferéncia

c) y0z:x=0,y?+(z-1)?>=1 - circunferéncia

136



2) X2 +y2=—(4-1)

Solugdo: Fazendo z=4-z, X=X e y=Yy vemque X+ 92 ——7, no sistema
x0y, onde 0 = (0,0, 4) As interse¢Oes com 0s planos coordenados sdo:
a) x0y: y=0, X =—7 - parabola com foco em 0z e ::Z_
concavidade voltada para a parte negativa de 0z . o Z .y
b) x0z: x =0, y-=—z - parabola com foco em 0z e X —4 >
y

concavidade voltada para a parte negativa de 0z.

> |

Trata-se entdo de um paraboldide . Vejamos de que tipo :

- _ _2 _2
c) XOy: z=0, x +y =0 -umpontoV =(0,0,0)

d) z=k >0 - intersecdo vazia. Logo a superficie esta situada na regi&o z < 0.

_ _2 _2
e) z=k <0, x +y =(-k) -circunferénciade raio v—K .

Concluimos que a superficie € um paraboloide circular ou de revolugédo, que corta 0 eixo

0z no ponto (0, 0, 4) e tem a concavidade voltada para baixo.

3) X*—y*+z72=-1

Solucdo: As trés variaveis se apresentam com expoente 2 e ha dois sinais negativos e dois

positivos. Portanto temos um hiperboldide de duas folhas. Vejamos suas intersecdes com 0s

planos coordenados :
a) x0y:z=0, y2—x?=1 - hipérbole com focos

sobre o eixo Oy.

b) x0z:y=0,x>+y2=-1 -vazia

c) y0z:x=0,y2-z2=1- hipérbole com focos
sobre o eixo Oy.

Intersecdes com planos paralelos ao plano x0z.
d y=q, x?+z2=q%-1
i)se |q|<1, aintersecdo é vazia;

i) se | q|=1, temos os pontos (0,-1,0) e (0, 1,0)

iii) se | q| > 1, temos as circunferéncias x*+z =q° —1, de centro (0, g, 0) e raio /q* —1.

Logo, trata-se de um hiperboléide (ou de revolucdo) de duas folhas. (fig.
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4) x?-y?4+22=1

Solucdo: As trés variaveis apresentam expoente 2 e hd apenas um sinal negativo.
Portanto temos um hiperboldide de uma folha. Vejamos as interse¢fes com
0s planos coordenados :

1) x0y:z=0, x?2—y?=1 - hipérbole com vértices em Ox z

2) x0z :x=0,z2-y?=1 - hipérbole com vértices em 0z ‘

3) x0y: y=0, x?> +z% =1 - circunferéncia de raio 1 e centro na ' Y
origem. «

Temos um hiperboldide de uma folha circular. (fig. 11) fig.11

5) x2—y?+22=0
Solucdo: As trés variaveis apresentam-se com poténcia 2, e s6 ha um sinal negativo. No

entanto, o termo independente € nulo. Trata-se de um cone (compare com 0s dois exercicios

anteriores). Determinemos suas intersecbes com o0s planos coordenados e planos paralelos aos

planos coordenados:

1) x0y:z=0,y=+x - duas retas

2) y0z: x=0, z=+y - duas retas

3) x0z:y=0,x2+2z2=0 - umponto V=(0,0,0).

4) y=k :x% +z2 =k?- circunferéncia de centro na origem e

raio k.

Temos entdo um cone circular (ou de revolucdo) de vértice na origem e tendo Oy como

eixo de revolugéo.

6) x> —z%2=y

Solucdo: Observe que duas variaveis apresentam-se com
poténcia 2 e uma tem poténcia 1. Trata-se de um paraboloide.
Determinemos suas interse¢cfes com os planos coordenados e

planos paralelos aos planos coordenados:

1) x0y:z=0,y=x% - pardbola com foco em Oy e
concavidade voltada para a parte positiva do eixo 0y.

2)y0z: x =0,y =—12?- pardbola com foco em 0z e

concavidade voltada para a parte negativa do eixo 0z.

3) x0z:y =0,x*-22=0 - duasretas z= £x. fig. 12
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2 2

X z .
4) y =k?, PEl —k—2:1 - hipérbole
2 2
5) y=—k? ,;—Z—X—2=1 - hipérbole

Temos um paraboléide hiperbdlico. (fig. 12)
7) Determine as possibilidades de intersecdo do hiperboldide de uma folha x%+ y2—z2=-1

com o plano x+mz =1, dependendo dos valores de m .

Solucdo: Da equacdo do plano temos x = 1 - mz. Substituindo na equacdo do
hiperboléide, vem que y? +(m? —1)z2-2mz+2=0. Logo,
7.1) Se m=%1,y?=42z-2 - parabolas com foco no eixo 0z.
7.2) Se m=+1, obtemos a equagéo

2
2—-m?
2y (m2-1)[ z-— | = *
ye )( mz—lj m?-1 )

cujo segundo membro pode se anular, ser positivo ou negativo.

2-m?

7.3) Se . =0, isto 6, m=++/2, temos y?2 +(z$\/§)2:0. Isto s6 € possivel sey =0

e z=++/2. Como x = 1 — mz, obtemos quatro pontos: (—1,0,—\/5), (—1,0,\/5), (3,0, —\/E),

(3,0, +2).

2-m?

7.4) Se 1 >0 teremos uma elipse, o que ocorrerd apenasse 2—m? >0 e m? —1>0

ou seja, —J2<m<+2 e m<-1o0u m>1.Portanto, se —v2 <m<-1 ou l<m<+/2 , teremos

elipses. Se 2-m?<0 e m? —1<0, deveriamos ter m<-+2 ou m>+v2 e —1<m<1, 0
que € impossivel.

2-m?
m? -1

7.5) <0 em duas situagdes :

751) 2-m?>0 = —J2<m<+2 e m?-1<0 = —1<m<1.Logo |m|<1 e teremos
uma hipérbole que ndo corta eixo Oy.
752) 2-m?<0 = m<—+/2 ou m>+2 e m?-1>0 = m<-1oum>1. Logo
|m|>\/§.
Esta situacdo, porém é impossivel, pois teriamos que a expressao (*) seria positiva de
um lado e negativa do outro, o que é um absurdo. Logo, se |m|>\/§ a intersecdo é vazia.
Em resumo temos:
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1)Se m=1ou m=-1 teremos as pardbolas y?=2(z-1) e y?=—2(z+1).
2) Se m=++/2 teremos quatro pontos: (—1,0,i\/§) e (3,0,i\/§).
3)Se —+v2<m<-1ou 1<m<+/2 ,temos uma elipse.
4)Se |m|<1, teremosuma hipérbole.
5) Se |m|>+/2, aintersecio é vazia.
6) Nao existe m tal que a intersecao seja circunferéncia.
7) Nao existe m tal que a intersecao seja duas retas.
8) Escreva as equacdes dos planos tangentes & esfera (X —3)?+(y+2)?+(z-1)>=25 e

paralelo ao plano 4x+ 3z-17=0.

Solucdo: Os planos pedidos, sendo paralelos ao plano n:4x+3z-17=0, admitem um

- - — 3

mesmo vetor normal,n=4 1 +3k. Areta que passa pelocentro da esfera C= (3,-2,1)ee
paralela a ﬁ cuja equacdo é x=3+4t,y=—2, z =1 + 3t intercepta a esfera em dois pontos

- - - - - ~
pelos quais passam os planos procurados, normais a n. Vamos determinar a interse¢do desta

reta com a esfera. Entdo
(3+4t-3)2 +(2+2Y +(1+3t-1)*=25 = t=+1.
Set=1obtemosx=7,y=-2 e z=4,0useja set=1aretaintercepta a esfera no

ponto P; = (7, -2, 4). Se t = -1, obteremos o ponto P, = (-1, -2, -2). Portanto a equacao do plano
que passa por P; e énormal a ?1) sera:
4(x+1) + 3(z-4)=0o0u 4x+3z -40=0.

A equacdo do plano que passa por P, e é normal a n sera:
4x+ 1)+ 3(z+2)=0o0u 4x+3z+10=0.

Assim, os planos tangentes procurados sdo : 4x +3z- 40=0e4x+ 3z +10=0.
4.2.9 - Exercicios propostos

1) Discuta, identifique e esboce as superficies :

a) y2+z%=4 ) x2+4z2=4z e) z=|y-2|
b) 9x2 —9y? =36 d) x2+8y=0 f) y=3

2) Identifique, discuta e esboce as superficies de equagoes :

a) X*+y’+2°=1 f) x* —y?+2%=0 ) 4y=x* +22°
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b) 9x%-4y2=36+422 g) X2 +y% —4x—6y-18z+13=0  m) x? —9y? =972

c) y2—4x=0 h) x2 —9y? =0 n) 9x2+4z2+36y2=0
d) x?+z2=4y? i) x2=2-2z-8y? 0) x2 —9y? =972
e) x2—y2+2=0 j) x2-9y2=9z p) x2 —4=0

3) Escreva a equacdo da esfera cuja diametro é o segmento que une os pontos (1, 2, 3) e (2, -1, 0).
4) Areta y =3x, z=0, giraem torno do eixo Ox determinando uma superficie. Escreva a

equacdo dessa superficie e identifique.
5) Mostre que a equacdo y?—z2=0 representa dois planos que se interceptam. Esboce.

Obtenha a intersecdo desses planos.
6) Obtenha as equacbes paramétricas da reta que contém o diametro da esfera

X2 +y%2+22+2x—-6Yy +z=11 que é perpendicular ao plano 5x-y +2z=17.
7) Escreva as equacdes dos planos tangentes a superficie x2+y2+z2=9 e paralelos ao plano

X+2y+-22+15=0.

8) Determine os valores de m para 0s quais a intersecdo do plano x + my -2 =0 com o

. . ox2 72 :
paraboldide eliptico 7+?:y seja:
a) uma parabola b) uma circunferéncia  c) uma elipse d) uma hipérbole
e) um ponto f) duas retas g) uma reta h) vazia

9) Determine condigdes sobre as constantes a, b e ¢ de modo que a superficie
x?2 y? 72 . i . .

2 7 = —1 passe a ser obtida pela rotacdo, em torno do eixo 0x, de uma hipérbole do
plano x0z , com focos sobre o eixo 0z. Identifique e esboce a superficie obtida e a curva geratriz.
10) Escreva a equacdo do cilindro circunscrito a esfera x2+y?+ 22 - 2x+4y +2z =3, e cujas
geratriz séo paralelas ao eixo 0z .

11) Determine a equacao e identifique a superficie gerada pela rotacdo da reta z=x,y=2em
tornodareta x=0, y=2.

12) Os cilindros x?+2%+4x-62z+9=0 e y*>+12z2-2y-6z+6=0 sdo circunscritos a

mesma esfera. Determine a equacao dessa esfera.

13) Uma esfera tem centro sobre o eixo 0z e no plano 2x - 3y + 4z = 6 , e é tangente ao plano
X0y . Escreva sua equacéo.

14) Determine a equacdo da esfera cujo centro é o ponto (3,2,-2) e que é tangente ao

plano x +3y-2z+1=0.
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Respostas dos Exercicios

Capitulo 1
Secdo 1.3.7
1 -1 3 S 16
1) AB+C=|13 4 8 |; Bc{_ - }
14 -5 19
6 -19 -12
C.B, C.B"D —BA, AB + BA — ndo tem solucAo.
2) a) A, B e C séo matrizes diagonais 2)b)a=b=c=0
1 1 2 1
2)C) X—E,y—l,z—a 2)d)a——§,ﬂ——3,7/——5

3)x=1loux=-2ey=3o0uy=-3

4 _3 a b c a b c

4) A=[é ZA] 5)a) [0 e f 5)b) |0 a b 6) A{ a a}
% % 00 a 00 a -4 s

Secdo 1.9.2

la=4,b=0ec=2
8 1 7 5

2) a) x:g,yzg,z:o b) x1:5x3+5;x2:—3x3—2,x3 e

C) X1 =2; Xy =1 d) ndo tem solucgéo
ayx=y=z=0 byx=2z, y=3z, ze %

ke

5) a) Compativel e determinado se m = 1. Compativel e indeterminado se m = 1.

b) Compativel e determinado se n = —6. Incompativel se n = -6

c) Compativel e determinado se n #2 e n = -3. Compativel e indeterminado se n = 2.
Incompativel se n = —3.

d) Compativel e determinado se m = 0. Incompativel se m =0

e) Compativel e determinado se m -2 e n € %.. Compativel e Indeterminado se m = -2,

n = 4. Incompativel sem= -2 e n =4

f) Compativel e indeterminadosen=3em #-16 ou n #3 e m = -16. Incompativel sen =3
e m= -16

Secdo 1.11.2

1) @) Compativel e determinado: x =0,y =0,z=0. b) Compativel e Indeterminado: x=2z,y=3z,z € %
b) Compativel e determinado: x=0,y =0,z=0. d) Compativel e Indeterminado

2) A= (1, 2, 3) ndo é solucdo. Solugdo do sistema: x =2z,y=3z,z ¢ #
3) Qualquer que seja o valor de k, o sistema serd compativel e indeterminado. Se k = 2, as solugbes do
sistema serdo: x = -2y —z, v,z € . Se k #2, as solugdes do sistema serdo: X = -z, z € #.
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4)a=7.Solugdogeral: x=-—z,y=12,2 € /.

5) Solucao: yz—gz, x:—16—32, zeR 6) a:%, z:—gx, y=5x%, xeR

7)mx=1m=3.

8) m = #1, possivel e determinado  m = 1, possivel e indeterminado m = -1, impossivel

9) |k|<1- possivel e indeterminado |k|=1 - impossivel
Capitulo 2
Secdo 2.4.7
- - - - - -
1)1 £i+£j 2K —5a+3b+c——11|+21—22k
47 2 4 4
- — - - - - - - -
—d+—a:5i+§j-§k b—c=-3i-5k

2) V=-6i+3]-3K

5) 53:—47—27—33 AC_—47—4T—6?, I;C:—ZT—?,?

6) B=(4, 6, 8) 7)(3,2,3)

8) Qv’:gﬁzT_g? 9) D = (0, 6, 11)

10) C = (9, -5, 12) e D = (6, -1, 19)

11) a) LI b) LD c) LI d) LD
12)aym=2o0um= -1 bym=4

13) Os pontos A, B e C ndo estdo alinhados.

14) Os valores de y e z séo tais que y + 2z = 4.

15) a) Sé&o coplanares b) Né&o sdo coplanares

- - - . n
16) Os vetores a, b e ¢ sdo lados de um triangulo.

17) A, B e C sdo vertices de um triangulo

> > 2 . 3 7 17 397 572

18) a, b e c formam uma base negativaparao R>. v=—i+— j+—
13 917 91

- - - 3 > 2> 2> -
19) u, v e w formam uma base negativa parao R>. a=u+v+w

-> 1 - - - - >
21) u =a- 2b+EC 22) w=8u+7v
Secdon 2.6.5
3) 10 4) 20 5)a) 13 b) 13
6) Normas iguais 7) (3a-2b)-(b +30)=-62
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Secao 2.6.9

N 11
1) v=——|-3j+5k 2) x=—"=
) @[ ) J 3
3) |uf=2, [u+v|=+32 4)x=0

—>

5)u_

,onde U1 = [¢1—4+&J?+[J%_J%JT+[%_%j?

Ul

. A ” ., - = - -
6) A, B e C sdo vértices de um triangulo retangulo e isosceles. [AB,AC] =907, (AB,BCJ:%O e

-> - 0
CB,CA |=45

.2 - > 1(> - -
7) proj. v=au, aeR 8) proj, v=—1|i+5]+4k
u u 21
_ X -y __z
9) cosa = T cos f = 0 oSy =1
Vv Vv Vv
— 0 - - -> -
10) y=45 11) v_|+ 2j-k ou V—I—\/Ej—k
- > - > - > - -
12) cos| v, i =i, cos| v, i :i, cos| v, i _L2 13) b=—48i+45j—36k
13 13 13
- - - > > - - - -
14). v =¥| */_J +5\/_k 15) {a, b, c} ndo é base ortonormal. v =§i +ij +§k
Secdo 2.7.6
-> o> > — - -> - — — - o - - -
1) axb=i-10j-4k cxa=-3i -3k (bxc}{ch]:o
- 1 > o o = 2472 107
2) v=—=_|_3j i - ) v="i +— -
) v @[ 3i+4] 4k] Jv=git gl 4) A=10V12
5) A, B e C sdo vértices de um triangulo, que é isosceles. A=5185
- - - - -S> - - - e - -
G)a—u—2|+J+3k b=v=4i+j -3k, C—axb——6l+18j—2k
- 26_) 7> 4~
— i -——j+—Kk
91 910 o1
7) ae b devem ser paralelos
cosf UxV,i |[=———, cos| UXV,]j|=——, cos| UxV,k |=——
7138 /138 138
3 d . , - d , d
9) a) m=i§ b)m=0,se a nédo é paraleloa b m € ¥, se a éparaleloa b

- - - -
10) ¢ =70i +50 j +10 k
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Secao 2.8.6

- > > - = > - = -
1) {u,v,w}z—ﬁ |:V,W,u:|=—7, {u,w,w}zo
2) Os vetores dados ndo sdo coplanares, pois o produto misto € diferente de zero.

3)V=15u.v. 4) a) Sao coplanares 4) b) Néo sdo coplanares

5)x #1 ou X # -2

6) a) [ aB.BC |90°: | AB.AC |=45° € | CB,CA |- 45° - -
AB.BC =90 ' ' b) proj/:C AB:%(jJrkJ

C) h :g d) Area(AABC):% ua. e)V=1uv.

7) O angulo entre os vetores é 90° e, portanto, esses vetores sao LI.

- gi - -> - - - 51) - - - - o (?1)
8) a=—-,0nde a;1=2i-j+2k, b=r—2-,0nde b1 =-11i -26 j-2k € ¢ =—=, onde

- - -

ai ‘bl C1

- - o> >
C1=-6i+2j+7k

- = > , 1 - - = -
9) fa,b,c serabaseortonormalsex:iE. =——a——b+?c. 10) |a,b,c [=24 uv.

11) A, B, C e D podem ser vertices de um paralelepipedo. V =24 u.v.. E = (3, -3, 3)

12) Usando projecéo: a base sera composta pelos vetores {u LW, U x w} , onde

Usando produtovetorial:{ LU XV, X(UXVJ}

13) A base sera negativa se x < 0 e serd ortogonal se x = 0. A base sera ortonormal se x =0 e
tomarmos 0s seus respectivos vetores unitarios.

- - -
a+b+c

14) =10

Capitulo 3
Secdo 3.1.5

Xx=3+t-5s
1) Equacdes paramétricas:{y =1-2t-s
7=2-3t s,teR
Equacdo cartesiana: t: x-y+z-4=0.
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2) Equacdo cartesiana; t:x—-2y+3z+3=0. OpontoB € te oponto C ¢ 7.

x=1+2p+q

3) Eqs. Paramétricas: {y=2+p—-q Fazendo p = 1 e g = 0 obteremos o ponto (3, 3, 1)
z=2-p—-2q9, p,geR

do plano.

4) Equacéo Cartesiana m: —9x+y—-7z + 40 =0.

5) m = 3 e 0 plano ndo passa pela origem.
Equacdo cartesiana do plano que passa pela origem: w: 2x -y — 3z = 0.
-> -5 -

_)
6) Vetor normal unitario: v =i(3 i—j+k)

V11

x=1-p
Equacdes paramétricas:{y =-1-2p+q
Z=p+q, p,geR

- - > -
v (8i-2]47K)

o2

Equacdo cartesiana: ©: —3x -2y +7z+ 8 =0.

8) Equacéo cartesiana: m: —2x+y+z+6=0.

9)6 L (4? 2? 4?)
Vv=-s(4i+2])+—=
NN
Equacdo cartesiana:rt : 6x + 3y + 22— 6 = 0.
1) n:x-y=0.
12) Base ortonormal negativa: L 2o j+aK) —L2i+ k), T=i-2]-2K
g : {m( =5 ]+ )’E(_ I+ ):5(—|— J- )}
X=p+29
13) Equacdes paramétricas: 1y =-p-5q
Z=0p, p,geR

Equacdo cartesiana: « : 5x + 2y — 3z = 0. O ponto B ndo pertence ao plano.

X=7-2p+(
14) EquagOes paramétricas: {1y =2+4p
z=3-p, p,geR

Equacdo cartesiana: m : -2y — 4z — 10 = 0. O ponto médio (6, 4, 9 de AB pertence ao

plano.
15) n:y+2=0. A origem ndo pertence a esse plano.

16)m=3 e n=-4.
17) m=#1
18) w:9x-3y—-4z-20=0.
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x=1+2p+qQ
19) Jy=2-p+4q

z=3+3p—q, p,geR
20) x = 2.
21) a) paralelos b) paralelos c) ndo paralelos d) nédo paralelos
22) a) b) perpendiculares C) nédo
perpendiculares perpendiculares

23)a)L=3 e m=-2/
b)L=—103 e m=—9g

2)a)m=6 by2L+m=9 c)m:%

RN

— —
25) Qualquer vetor obtido a partir de pontos do plano ¢ paralelo ao proprio plano: v =—i-3k

X=4p
26) {y=3p ou 3x-4y=0.
Z=p+dq, p,qeR
Secdo 3.2.5
X =1+3t
Dr:dy=2-t ou 111:2—y:z—2
z=2+t, te®R 3
X =1+4t
2) r:ly=2-2t ou XZ1_2-Y_223. p o per
z=3+3t, teR 3 2 3
x=1+t
3) r:iy=2-t ou x-1=2-y=12z-3
z=3+t, teR
2t—4 9-t
4) rox=1+t,y= ke
X=2-5
5 r:Jy=4 ou 2—x:%;y:4
z=3s, seR
x=1+t
6) r:jy=-2+2t ou x-1-¥yrt_z=2
7=2-2t, teR 2 2
-1 o o - 1 > o
7) a) V:ZET02|+J+4K) b)v=€7?(|—7k)
x=1-4t
8) r:dy=2+2t ou 511:113;2:5
7=2-2t, teR -4 2
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X =4t

9) r:{y=16t ou
z=-14t, teR

X =—4t

10) r:{y=1+3t ou

z=-1+t, teR

X =—-1-4t

11) r:{y=1+4t

z=0, teR

12)t: 2x+4z2-4=0.

13) m2x+y+22-9=0.
N - - - - - -
14) v=u-+W::19i+lgj+11k + —§I+£lj—iik
7 14 14 7 14 14

15) 7. 8x -5y —-172+ 16 =0

a ; . - - - - - - - -
16) —W € uma base ortonormal positiva, onde a =2i+j -3k, v=6i-3j+3k,
=—6 | -24 j —12k
x=1-t
17) r:{y=2+t ou )(—_11=y—2=z+1l
z=-1-t, teR - -
X=2+3t
18) r:{y=-1+t ou X;2:y+1:2;23
7=3-2t, teR -
Secdo 3.3.11
1) a) concorrentes, ponto de intersecéo P = (1, 0, 1), (ry, r2) = 90°
. x 48
b) concorrentes, ponto de interse¢do P = (1, 2, 2), (r;,r, ) = arccos
) p G0 P = (1,2,2), (r1y) [ mj
8
=0° d) reversas, (r,r,)=arccos —
¢) paralelas, (r;, r)) =0 ) (n.r2) (\/Ej
. x 4
e) concorrentes, ponto de intersecdo P = (1, 5, 1), (ry,r, ) = arccos
) p B0 P = (1,5,1), (1) arcos| |
2) a) coincidentes, (11, r2) = 0° b) concorrentes, P = (5———] (r,m =90
¢) paralelos, (r, 7) = 0° d) paralelos, (r , z) = 0°
9 4 5 5 0
ncorrentes, inter =4 —t, y=——t—t,z=t, t , ) =
3) a) concorrentes, intersecdo: r: x Bt YT eR, (m, m) =90

b) coincidentes, intersec&o: o préprio plano, (z , ) = 0°
c) paralelos, (71, ) =0°  d) paralelos, (71, ) = 0°
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4HP=(211) b)x=2t, y=2t, z=t c)ndo seinterceptam  d) ndo se interceptam
5) interse¢do com o plano coordenadoz =0: P = (7, 9, 0)

intersecdo com o plano coordenadoy =0: P = (% 0, %)

interse¢éo com o plano coordenado x = 0: P :(o, —%, %j

6) intersecdo com o plano coordenado z = 0: x:%—%t, y=t,z=0
intersecdo com o plano coordenadoy = 0: x =%+%t, y=0,z=t
intersecdo com o plano coordenado x =0: x=0, y :%Jr%t, z=t
intersecdo com o eixo dos x: P :@,0,0}
intersecdo com o eixo dos y: P =(o,g,0]

intersecdo com o eixo dos z: P=(0,0,-5)

Xx=2+3p+5q Xx=2+3p+3q
7)a) Jy=1+2p+q b) iy=1+2p+2q
z=p+3q, p,qeN z=1+q, p,qeN
8)aym=5 b) ndo tem solugéo c)m =5

9) n=—6ec=4;intersecdo: P (-1, 1, 1)

Xx=t X=2+t
10) ry s {y=1+2t b) r,: {y=2t
z=0, te®R z=0, te®R
Secdo 3.4.9
1)a)0 b) 0 c)0 d) 2 e)0
2)a)0 b) 0 Q) 3 q) 20
) ot ) Gt
3)4) 0 b) 0 o 3 g 2
) i G
4) d(Am)=— 5) d(D,x)=~70
J46 5
x=ﬁ+4t
117
), ua
6) r:iy= 17 +16t
Z:@—Mt, teR
117

149



7NayP=(-1,-2,1) Db)P=(5073) c)P:(E,—i EJ d)P=(3,0,1)

3" 3’3
8) d= 13 9)x=1—it,y=it,z=1—it, teR
14 35 35 35
10) x=3-5t, y=-3-2t,z=1+3t, teR 11)3x+22-1=0

12) x=1, y=-2+3t, z=1+t, teR
Capitulo 4
Secao 4.1.6

2 2
1)a) (x+2)° +(y-1)*=25 b) [X-%} +(y+%j :%5

Q) (X+1)2+(y+2?=2C(1-2),R=+2 & Kx-1)°+y"=4C(-2),R=2

X2 y2
2) a) TR A=(+6,0), B:(o,iﬁ), C=(0,0), e=1;

27
(x-3° y* ..
b) —12) T B:(iﬁ,o),Fz(s,iz),C=(3,0),e=%
X2 y2
c) T, F =(+3.0), C=(0,0),e=%
d) ﬁ+(y_y0) -1
20 36
(=2 0+D% . e A (1) R o (2 _5) Co(2_
T =1, A =(7,-1), Ay =(-3,-1), B; =(2,3),B, =(2,-5), C =(2,-1),

Tn

1 =(5,-1), F, =(-2,-1), e:%
f) 8x% + 8y* — 2xy - 212 = 0.

3) a) X y2—1-V—(+30) C=(0,0)e=5{, y=+2
?__— ’ — =Y _( ’ )!e_é!y_—_x

16 .
(y+1> (x-2% . ., (.3 T » i
b) % 119 =1 Vl—(Z,Ej,Vz—(2,—EJC—(2,—1),9_ %,y_imx

4 4
(y-3?2 (x-2* . _ ) . X
C) S5~k F1=(2-8) R =(2,9), C=(2,3), y=£x
2 2
y2 x% ) 5/
d) o-5 =% F=(0,+45) c_(o,o),e_J_g, y=22x
e)xy—4y-2=0

4) a) y* = 12x, V = (0, 0)
b) x> = -8y, V = (0, 0)
c)y’=-12(x-1),V=(1,0)
d) (x +4)*=-4(y-2),V=(4,2)
e) y? = -8(x — 2). diretrizx = 4
f) (y + 1)> = -4(x - 4), F = (3, -1), diretrizx =5
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5) x= \/—y+\ﬁ

6) d(P, F1) =13, d(P,F2) =5

[75 [21
8) x=%,|—, y=£|—
) X 24 y 24

9) a) Elipse - C(0,0), A=(£+5,0),B=(0, £¥2), F=( 43, 0), e:g
b) Elipse - C=(3,2),A=(-3+6,2), B=(-3,2+4), F:(—3i@,2),e=§
¢) Hipérbole - C=(2,2),V=(2=4, 2),F=(2J_r«/ﬂ,2),e=@,y—2=i%(x—2)
d) Parabola - V=(0,0),F=(3,0),x=3
e) Parabola - V=(2,-1),F=(3, 1) x=1
f) Parabola - V=(2-3),F=(2 - ) y__ﬂ
g) Circunferéncia- C=(1,0),R=1
h) Paréabola - V =(0,0), F=(0, %), y= _;_

1) Circunferéncia- C=(1,-3),R=3
j) Circunferéncia- C=(-2,0),R=2
) Hipérbole - C=(0,0),V = (£+3,0), F:(i«/ﬁ,O),e:E, y:iﬁx

3

m) Hipérbole - C=(0,0),V=(%+20,0),F = (+246,0),e = @,y:i—gx
=3, -1),V=(326,-1),F = (3+£62,-1),6 = /2,y +1= #x —

3)
o) Circunferéncia- C=(0,0),R= \/g

n) Hipérbole -

10) 52

11) 1. Se g = 0, teremos um par de retas: x=-m++y1+m? , m e %.

2 2
(X+m) + (y—O) :1’ meR
1+m (1+m2
q

(x+m

=1, meR
1+m? 1+m/)/|

4. Um caso particular de 2) é: g =1, m e %, teremos a circunferéncia de centro em (-m, 0) e

raio vi+m? :

2. Se g > 0, teremos uma familia de elipses:

3.5eq<0(gq=-q]), teremos uma familia de hipérboles:

(x+m)> +y?=1+m?
5. Um caso particular de 3) é: q = -1, m e %, teremos a hipérbole equilatera x? — y? =1+m?

2 2
12)A=12. 13) X (“42) 1 14) (y-1)? =



2 2
15)%—y—=1 16) (y-3)% =—(x-10) 17) x=1; y=4+25 - 445t

36
Secao 4.2.9
1) a) Cilindro Circular b) Cilindro Hiperbolico
¢) Cilindro Eliptico d) Cilindro Parabdlico

miz=y-2,y>2 f) Plano paralelo ao plano xOz

e) A unido de dois semi-planos:
myiz=~y-2), y<2

2)a) Esferaderaiol b) Hiperbolbide de duas folhas
c) Cilindro Parabolico d) Cone
e) Paraboldide Hiperbolico f) Cone
g) Paraboldide Eliptico h) Um par de planos (Oz como intersecédo)
i)  Parabol6ide Eliptico j) Paraboldide Hiperbdlico
I) Parabol6ide Eliptico m) Cone
n)  Um ponto 0) Cone

P)  Um par de planos x = #2

2 2 2 2
3 1 3 19
3) (X_Ej +(y_5] +[Z_5] :(7j
4) Cone de equacdo y? + 2> = 9x°

5) Planos: z = £y, que se interceptam segundo o eixo Ox

6)x=-1+5t y=3-t, z:—%+ 2t.

7) x+2y—224_r\/§:0

8)

9) a #0, b = ¢ =k =0; hiperbolbide de uma folha

10) (x-1)* +(y+2)* =9

11) Cone Circular: x2 —(y—2)* +z2 =0 - vértice: (0, 2, 0)
12) (x+2) +(y -1 +(z-3)°* =4

13)x*+y*+7°-32=0

196

14) (x-3)% +(y -2 +(z+2) 7
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