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Ja conhecemos >~ 1 ¢" = 1/(1 — ¢) para |¢| < 1. Se substitufmos ¢ por uma varidvel, obtemos

1
——=lt4artai+, |z < 1.

1—=z

Pergunta inicial: a igualdade continua véilida em x = 2?7 N&ao: o lado esquerdo existe, mas a série
diverge. O dominio da fungao original e o intervalo de validade da representagdo sdo conceitos distintos.

Uma série de poténcias centrada em a tem a forma

(1)

Os numeros ¢, sao seus coeficientes. Em x = a, a soma é ¢y. A soma parcial

N

Sn(z) = ch(x— a)" =co+ci(x—a)+ea(r—a) 4+ +ep(r—a)

n=0

é um polindmio de grau n; se a série converge, Sy (z) aproxima sua soma quando N — oo.
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1.1 Raio e Intervalo de convergéncia

Para quais valores de x a série (1)) converge?
Utilizando o teste da razdo, sabemos que, para x # a, a série converge absolutamente se

+1
. Cnii(x —a)™
lim u <1
n—oo| cp(r —a)”
Simplificando a razao, essa condigao torna-se
. Cn+1
|z —a| lim |2 < 1.
n—oo

Portanto, quando o limite acima é positivo e finito, a série converge absolutamente se

1
|z —al < .
lim Cntl
n—oo | Cp
Isso nos leva a formula
Definigao 1. Raio de convergéncia:
1 . n
R=———= lim
T Cn+1 n—=00 | Cn+1
n—oo | ¢,

Essa formula é valida desde que o limite exista e ¢, # 0 para todo n suficientemente grande, com as
convengoes 1/0 = oo e 1/00 = 0.

Assim, a série converge absolutamente quando |z — a| < R e diverge quando |z —a| > R. Se
0 < R < o0, a convergéncia nos pontos * = a — R e x = a + R deve ser analisada separadamente. Em
T = a, a série sempre converge, com soma cg.

Definigao 2. O intervalo de convergéncia de uma série de poténcias é o conjunto de todos
os valores de x € R para os quais a série converge.

Se a série tem centro a e raio de convergéncia 0 < R < 0o, ela converge absolutamente no intervalo
(a — R,a+ R) e diverge fora de [a — R,a + R).
Assim, dependendo da convergéncia nos extremos, seu intervalo de convergéncia serd um dos seguintes:

(a— R,a+ R), [a — R,a+ R), (a — R,a+ R, [a — R,a+ R].

Para determinar quais extremos pertencem ao intervalo, substituimos x = a — R e x = a + R na série
original e analisamos cada série numérica resultante.

Se R = o0, o intervalo de convergéncia é R. Se R = 0, a série converge apenas em x = a, € seu
conjunto de convergéncia é {a}.

oo

. . . x—2)"
Exemplo 1. Determine o intervalo de convergéncia de E !
. . n=1 n
Calculamos o raio de convergencia:
. Cn, . o on+1
R:= lim ”_ | = lim =1.
n—00 | Cpy1 n—oo N

A série converge absolutamente em 1 < x < 3 e diverge fora do intervalo fechado. Em x = 1, torna-se
S (=1)"/n, condicionalmente convergente; em x = 3, torna-se a harménica, divergente. Assim, R =1

e o intervalo €
I=11,3).
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Exemplo 2. Dois casos extremos:
a) Considere a série

oo
x'll
> nl’
n=0
Como ¢, = % , temos
. C 1 . n! . 1
lim |2 = lim li =
n— o0 Cp, n—oo (n )' n—oo N + 1

Portanto, seu rato de convergéncia é

R=0oc0|

A série converge absolutamente para todo x € R, de modo que seu intervalo de convergéncia é
I =(—00,00).
b) Considere a série

o0
g nlz™.
n=0

Como ¢, = n!, temos

1)!
= lim m: lim (n+1) = oc.
n—o0o n! n—oo

=

Para todo x #£ 0, o teste da razao mostra que a série diverge, pois

Cn+1
Cn

lim
n— o0

Portanto, seu raio de convergéncia é

1 | n+1
i | (2 Dl
nlxn

5, = g (ot Dlel = e

Em x = 0, a série converge, com soma igual a 1. Assim, seu intervalo de convergéncia reduz-se a
um unico ponto:
I1={0}.

1.2  Exercicios
1. Determine centro, raio e intervalo de convergéncia para > - (z 4+ 1)"/(n?3").
2. Determine o intervalo convergéncia de y - 4na?n,

3. Compare os intervalos de convergéncia de Y x™, Y a"/n e > 2" /n?. Por que o mesmo raio nio
determina os mesmos extremos?

2 Representacao de funcoes

2.1 Derivacgao e integracao termo a termo

Em seu intervalo de convergéncia, uma série de poténcia define uma funcao. Nest caso, queremos fazer
"calculo" com essa fungao. Se f(z) =Y .2 ¢n(z — a)™ tem raio R > 0, entdo, para |z — a| < R,

fl@)=> nea(x—a)" /If(t)dtzz (g — q)n L,

n=0 n+1

As duas séries resultantes tém o mesmo raio R. Entretando, o comportamento nos extremos pode mudar.
A derivagao e a integragao termo a termo se justificaticam pela convergéncia absoluta.
Para séries de poténcias, podemos obter um controle que vale simultaneamente em todos os pontos
de qualquer intervalo fechado contido em (a — R, a + R). Essa propriedade ¢ chamada de convergéncia
uniforme.
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Para entender esse controle, fixe 0 < r < R e considere o intervalo |x — a| < r. Escolha um namero
p tal que
r<p<R.

Como a série converge em x = a + p, seus termos ¢, p" tendem a zero e, portanto, sdo limitados. Assim,
existe M > 0 tal que
lenlp™ < M para todo n.

Consequentemente, para qualquer x com |z —a| <,
r n
len(z —a)™| < ep|r™ <M () .
p
Observe que a expressao a direita ndo depende de . Como r/p < 1, a série geométrica
oo r n
> (%)
n=0 p

converge. Essa comparacao garante a convergéncia uniforme da série original em [a — 7, a + 7] e permite
integra-la termo a termo nesse intervalo.
Para justificar a derivagao, fazemos o mesmo com a série das derivadas. Para n > 1,

M n—1
[nc, (x — a)”71| < n\cﬂr”fl < —n <7’> .

iMn(T)n_l

1 P P

A série numérica

também converge. Logo, a série das derivadas converge uniformemente em [a¢ — r,a + 7]. Juntamente
com a convergéncia da série original em x = a, isso permite derivar a soma termo a termo.

Como podemos escolher r de modo a incluir qualquer ponto de (a — R, a + R), as duas operagdes sao
validas em todo o interior do intervalo de convergéncia. Nos extremos, é necessaria uma anélise separada.

2.2 2. A série geométrica como ponto de partida

1 o0
P <1, — = n,
ara |z . ;x

Utilizando a derivaggo termo a termo, obtemos

1 — n—1
n=1

Obtemos outro exemplo:
1 1 1 (=1
= — ) = ~ = 2.
24z 2(1+x/2> "go on+1 |I|<

Nos extremos z = £2, os termos nao tendem a zero; Portanto, o intervalo de convergéncia é (—2,2).
Podemos reprensentar a mesma fungao em torno de diferentes pontos:
Por exemplo, em torno de zg = 0,

1 [e.¢]
_ n,.n
T2 _Z(—l) ", |z < 1.
n=0
E para representar H% em torno de xy = 2 escrevemos
1 1 11
l+2  3+(x—2) 314252
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Utilizando a série geométrica

com u = (x — 2)/3, obtemos

Ou seja,

1 1 x—2+(x—2)2 (x —2)3

l+z 3 9 27 81

Essa representacao é valida quando

T —2
3

‘<1 = |r-2|<3 = -l<zx<5.

Nos extremos © = —1 e x = 5, os termos da série nao tendem a zero, de modo que ela diverge. Portanto,
o raio e o intervalo de convergéncia sao

R=3] [I1=(-1,5]

2.3 Logaritmo e arco-tangente

Integrando 1/(1+¢) =>.07 (—=1)"t" de 0 a @, com |z| < 1,

n=0

oo -1 nxn+1

n=0

A série converge em x = 1 por Leibniz e diverge em z = —1. Logo, seu raio ¢ R = 1 e seu intervalo de
convergéncia é I = (—1,1). Em particular, observe que

1n(2)/011n:17dz - /Oli(l)”x”dz

n=0
o~ (-1)"
= ] (2)
n=0
De modo semelhante,
1 o o —1)» 2n+1
e Z(—l)”t% = arctanz = Z %, |z| < 1.
n=0 n=0

Note que a série converge para x = +1. Logo, a igualdade também vale em x = 1, fornecendo a identidade

Um outro exemplo: Para representar Inz em poténcias de x — 1, escrevemos

1 1 = " N
¥:1+(t—1):;)(_1) E=-D"

Integrando de 1 a z, encontramos

> _1n—1 — 1)
lnx:Z( ) (z ), O<z <2

n
n=1

A série tem centro 1, raio 1 e intervalo de convergéncia (0, 2]. A igualdade no extremo x = 2 foi justificada
pelo calculo anterior.
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2.4 Exercicios

—

. Represente x/(1 — %) e determine seu intervalo de convergéncia.

[\

. Represente In(1 — z) e analise os dois extremos.

®

Use a geométrica e suas derivadas para calcular y >~ n/3".
4. Represente 1/x em poténcias de x — 2. Qual é o raio?

Tarefa de saida. Explique por que “integrar preserva o raio” nao implica “integrar preserva o intervalo”.

3 Operagoes e polindmios de Taylor

Propriedades das Séries de Poténcias

No interior do intervalo comum de convergéncia, as séries de poténcias satisfazem as seguintes proprie-
dades:

1. Soma (Linearidade):

o (Z akxk> + (Z bkxk> Z aay + Bbi)x
k=0 k=0 k=0

[\

. Multiplicagao (Produto de Cauchy):

(S50 () - 5 (o)<

k=0 k=0

3. Mudanca de Indice:

Z cpat Tt = c(g+ix£, onde ¢ = k — 1.

k=m l=m—i

4. Derivagao Termo a Termo:
d o0 o0
T (Z ckxk> = Z kepa®1.
T \k=o k=1

5. Integracao Termo a Termo:

/(chxk> dr = 3 k
k=0 k=0

Divisdo. Se g(a) # 0, procurar f/g =Y by(z —a)™ e usar f =g b,(z — a)™. Igualar coeficientes
determina sucessivamente by, by, . ... O quociente admite uma representagao em alguma vizinhanca de a;
seu raio nao precisa coincidir com o raio das séries iniciais.

3.1 Série de Taylor

Para f diferenciavel em a, a definicdo de derivada da

fla+h) = f(a) + f'(a)h + o(h).

Observagao 1. A notagdao o(h), lida como “o pequeno de h”, representa um termo que, dividido por
h, tende a zero. Precisamente,

r(h) =o(h) quando h — 0 — lim r(h) =0.

h—0 h
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Por exemplo, h?> = o(h), pois
2
limh—: lim h = 0.
h—0 h h—0
Por outro lado, 2h nao € o(h), porque
. 2h
w T =270

Se f € diferencidvel em a, a definicao de derivada fornece

(LR )

h—0

ou, equivalentemente,

o Ja ) = f(a) = f'(@h

h—0 h =0

Portanto, podemos escrever

[fla+h) = f(a) + f'(@h+o(h). |

Nessa expressao, o(h) representa o erro da aproximagao linear: quando h — 0, esse erro torna-se
desprezivel em compara¢ao com o deslocamento h.

Assim, a aproximagao linear que tem erro o(h) deve ter valor f(a) e inclinagao f’(a). Para obter uma
aproximagcao de ordem superior, procuramos um polindmio cujas derivadas até a ordem NN coincidam
com as de f em a.

Se Py (z) = chvzo bp(z—a)*, entdo P](Vk)(a) = k!by. Logo, as condigoes P](f)(a) = f*)(a) determinam
unicamente

k!

N (k) (g
PN(x;a):Zf ( )(J;—a)k.
k=0

A este polinémio chamamos de Polinémio de Taylor de f, de grau N e centrado em a. Quando a = 0,
temos o polindmio de Maclaurin.

Exemplo 3.

e Exponencial. Todas as derivadas de e* valem 1 em zero:

2 {ES

Psy(z;0) = 1 e

e Cosseno. As derivadas em zero sequem o ciclo 1,0,—1,0,1,...:

2?2 at
e Logaritmo em outro centro. Para f(z) = Inz, temos f(1) = 0, f'(1) = 1, f"(1) = -1,

(1) = 2. Portanto,
(z-1?% (z-1)°

Py(z;1)=(z—1) — 5 + 3

Definigao 3 (Série de Taylor). Se todas as derivadas de f existem em a, sua série de Taylor é

> £(n)(q
Z f '( )(.Z’ _ a)n.
n=0

n:

H4a duas perguntas: essa série converge? Se converge, sua soma é f(z)? Existéncia de todas as
derivadas nao resolve essas perguntas. Por outro lado, se f ja estd representada por uma série de
poténcias em uma vizinhanga de a, a derivagao termo a termo fornece ¢, = f (")(a) /nl: a representagao
é necessariamente sua série de Taylor.
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3.2 Exercicios

1. Encontre as séries de MacLaurin de e”, cosz,sinx e tanz.

4 Quanto vale o erro da aproximacgao?

Nessa sessao respondemos a seguinte pergunta: Quando a série de Taylor de uma fungao f converge para
ela mesma?

4.1 Do teorema fundamental ao resto integral

Suponha f € CN*Y(I), com a,z € I. O teorema fundamental do Célculo fornece:

x
+ / f'(t)dt
a
Uma integragao por partes mostra que

/j(m—t)f”(t)dt —(@—a)f / £t

Logo, f(z) = f(a) + f'(a)(z —a) + [, (z — t)f"(t)dt
Repetir o procedimento produz o resto mtegral.
Foérmula de Taylor com resto integral:

f(x) = Py(x;a) + Ry (v50), Rn(z;a) / SN (@) (2 — )N dt.

Verificagdo geral. Defina Iy = 3 [ fN+D(t)(z — t)Vdt. Para N > 1, integracdo por partes dé

(V) (g
! N!( )(as—a)N.

In=1In_1—
Como Iy = f(z) — f(a), a repeticdo fornece exatamente Iy = f(x) — Py(x;a). As integrais orientadas
tornam a férmula valida também para z < a.
Exemplo 4. Considere f(z) = In(1 + z), definida para © > —1. Para k > 1, temos

(—=1)F~1 (k= 1)

Assim, seu polindomio de Maclaurin de ordem n €
. (~1
-y B
k=1
Pela formula de Taylor com resto integral,
In(1+ ) = P,(z) + Ry (x),

onde
1 (x —t)"

R = 5 [C 10— tyar= o [

Para estimar esse resto, fazemos a mudanga de varidvel

T —t
u = .
14+t
Observe que
142 dt du
1+u= , =— .
1+t 1+t 1+u
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Além disso, t = 0 corresponde a u = x, e t = x corresponde a uw = 0. Portanto,

Fize agora —1 < x < 1. No segmento entre 0 e x, temos

14+ u>myg, m, = min{l,1+z} > 0.
Consequentemente,
1 max{0,z} / n+1 1
@l <o [ = .
My Jmin{0,z} ml‘(n + 1) mT(n + 1)

Como x estd fixado, m, € uma constante positiva. Logo,

lim R,(xz)=0.

n—oo

Concluimos que

o~ (D
ln(l—i—x):ZTx, -l<ax <1,

k=1

4.2 Resto de Lagrange

Suponha que f € C"T1(I). Pela formula de Taylor com resto integral,
f(x) = Pa(z;0) + Ry(x;0),
onde
n!

Ro(i) = " F () (@ — 1) e,

Suponha inicialmente que x > a. No intervalo [a, z], a fungdo f*1D ¢ continua e o peso (z—t)" ¢
nao negativo. Pelo Teorema do Valor Médio para Integrais, existe £ € (a,x) tal que

x

| 1w i = 1) [

Como
/1@ P ol
; n+1
obtemos FOED(E) (z — )+t FFD(g) 1
Rn($§a): n n4+1 = (n—I—l)! (l‘—(l) .
Portanto,
(n+1)
f(z) = Py(z;a) + m(az —a)"

Essa é a formula de Taylor com resto de Lagrange.
Para x < a, fazemos a mudanga de variavel ¢t = a + s(z — a) no resto integral:

x—a)tt 1
R, (z;a) = (71')/0 fo+t (a+s(z—a))(l—s)"ds.

Agora o peso (1 — s)™ é ndo negativo em [0,1]. Aplicando novamente o Teorema do Valor Médio para

Integrais e usando
1
1
/ (1—-9)"ds= )
0 n+1

obtemos a mesma férmula, com £ entre x e a.
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Se |fNFD(t)] < My 41 no segmento entre a e x, entdo

My y1|x —alVH!
a)| <

Nao é necessario conhecer £: escolhemos uma cota vélida no segmento inteiro. A constante My 1 pode
depender de N; por isso o fatorial sozinho nao garante que o erro tenda a zero.

Exemplo 5. Vamos mostrar que a série de Maclaurin de f(x) = e* converge para e* para todo x € R.
Como
fPe)y=e e fO0)=1

para todo k > 0, o polinémio de Maclaurin de ordem n é

onde .
e~ n+1

para algum &, entre 0 e x.
Fize x € R. Como &, estd entre 0 e x, temos e+ < el*|l. Consequentemente,

o 2"

|R.(z)| <e m

Para verificar que essa cota tende a zero, considere

_ |x‘n+1
" (n+ 1)
Se x =0, temos b, =0. Se x # 0, entao
bnt1 _ |z| 0.
by, n+2

Assim, para x fixado Y b, converge pelo teste da razio, e portanto, b, — 0 quando n — oo.
Como el®l é uma constante para x fizado, concluimos que

nILrI;ORn(x) =0.
Logo,
. =P z? 28
ezzﬁzl+x+§+§+~-, z €R.
k=0

Portanto, a série de Maclaurin de e representa a propria fung¢ao em toda a reta real. Seu raio de
convergéncia é R = 00, e seu intervalo de convergéncia é (—oo,0).

4.3 Resto Integal VS Resto de Lagrange

A escolha entre o Resto de Lagrange e o Resto Integral fundamenta-se na natureza do problema linear
ou analitico proposto:

10
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Resto de Lagrange: Abordagem Numérica e Limitantes de Erro

O Resto de Lagrange é expresso por:

_ ()

Ry (x) = CESIE )t

(x — xg

para algum c pertencente ao intervalo aberto entre xg e x.

Critério de Aplicagao: Utilize esta forma quando o objetivo for a quantificagao numeérica do
erro ou a determinacdo do ntimero minimo de termos n para atingir uma tolerancia estipulada e. E
ideal quando a derivada de ordem (n + 1) possui um supremo M = sup | ("1 (¢)| facilmente calculavel
no intervalo, permitindo estabelecer a cota superior:

M
(n+1)!

n+1

|Rn(2)] < |z — o

Resto Integral: Abordagem Analitica e Demonstracoes Teoéricas
O Resto Integral é expresso por:
1 x
Ro(2) / (x — &) F D (1) e
x

=
n: o

Critério de Aplicagao: Utilize esta forma em demonstragoes formais de convergéncia ou
quando o comportamento pontual de f(7"+1)(c) for intratavel, impedindo a majoragao direta exigida
por Lagrange. E a escolha adequada quando o problema envolve operadores integrais subsequentes ou
quando a estrutura da funcao permite simplificagoes via integragao por partes repetida.

Critério de Decisao Rapida

Objetivo do Problema Forma do Resto Recomendada
Calculo de erro e aproximagao numeérica | Resto de Lagrange
Provas de teoremas e analise assintdtica | Resto Integral

5 Aplicagoes

Aproximar ¢”!. Usando Ps,

el x1+0,1+

0,12 0,13
’ ’6 =1,105166. ..

5 +
Como e < e < 3 em [0,0,1], o erro é menor que 3(0,1)*/4! =1,25-107°.

Aproximar uma integral sem primitiva elementar. Em 0 <t¢ < 1/2, a série de e~
com termos decrescentes em moédulo. Integrando,

1/2 1 1 3 5
2 (1/2)° | (1/2)
dt ~ — — ———— + 2 =1(,46145833 ...
/0 ¢ 2”3 T ’

2
" ¢ alternada

O resto pontual tem modulo no méximo t°/6, logo o erro da integral é no méaximo (1/2)7/42 < 1,87-107*.
O resultado garantido é uma faixa de valores, nao um ntmero exato.

Aplicacoes das Séries de Taylor ao Calculo de Limites

As expansdes de Taylor permitem identificar os primeiros termos que néo se cancelam em uma expressao.
Para calcular limites, geralmente bastam poucos termos, acompanhados de um controle do erro.
Nos exemplos abaixo, utilizaremos a notagao

11



UFPB - Séries e Equagoes Diferenciais Prof.(a): Thialita Nascimento

Exemplo 6. Calcule
. l—cosxz
lim ———.
x—0 €T

Usando a expansao
2

cosz=1—— + o(z?),

2
obtemos
22
1 —cosx = 5 + o(z?).
Logo,
1—cosz _1+ o(x?) . 1
z2 2 x2 2
Assim,
. l—cosz 1
lim 5 =—
x—0 X
Exemplo 7. Calcule
. sinx—=x
lim ————.
x—0 3

A aprozimacdo linear sinx = x + o(x) ndo € suficiente: vamos dividir o erro por x*

Precisamos da expansao até a ordem 3:

, € nao por x.

23
sine =z — 5 + o(z?).

Logo,
sinz—z 1 o(a?) 1
A
Portanto,
i sinx —xz 1
a0 B 6

Observagao. A ordem da expansao deve ser suficiente para revelar o primeiro termo que nao se cancela.
O resto também deve ser controlado: um erro o(x), por exemplo, ndo pode ser tratado automaticamente
como o(z3).

Calculo de Integrais por Séries de Taylor

As séries de Taylor permitem calcular aproximadamente integrais cujas primitivas nao sao expressas por
fungoes elementares. Para garantir quatro casas decimais, estimamos o erro e verificamos o arredonda-
mento.

Exemplo 8. Use uma série de poténcias adequada para aprorimar cada integral com quatro casas deci-
mais:
IVE I 1/2 ,
a — b arctan(z*) dx.
w [t o (@)
(a) Pela série geométrica,
1 (oo}
=S, el <1,

1426

n=0

Integrando termo a termo em [0,1/3], obtemos

I_/1/3 dx _i (—1"
Jo 1426 4= (6n+1)36n+1"

n=0

Essa série € alternada, com termos decrescentes em mddulo e tendendo a zero. Usando os dois primeiros

termos,
1 1
I~S =-———==0,3332680123.
R T
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Pela estimativa do erro em séries alternadas,

|I — S, <4,83-1078.

| < !
- 13-313
Como o préorimo termo € positivo,

0,3332680 < I < 0,3332681.

Portanto, com quatro casas decimais,

(b) Utilizando a série do arco-tangente,

o (_1)nx4n+2

arctan(z?) = Z
= 2n+1

, |z < 1.

Integrando termo a termo em [0,1/2], encontramos

1/2 = (-1)"
. 2 _ E
J = /0 arctan(z”) dx = Pt (2n+1)(4n + 3)24n+3'

A série resultante também € alternada, com termos decrescentes em mdodulo e tendendo a zero. Tomando
0s dois primeiros termos,

1 1 1 1
= — — — ~0,0412946429.

Ja8 = — - —— -
173793 3727 24 2688

O erro é limitado pelo primeiro termo omitido:

|J — Sy < 8,88-107°.

|§¥
5.11-2M1

Como esse termo € positivo,

0,0412946 < J < 0,0413036.

Todos os valores nesse intervalo arredondam para 0,0413. Logo,
J ~0,0413.

6 Série binomial

6.1 Poténcias com expoente real

Para qualquer namero real « € R e |z| < 1, a fungdo f(x) = (1 + ) pode ser expandida em uma série
de poténcias da seguinte forma:

(o)
-1 —1)(a—2
n=0
Onde (2) representa o coeficiente binomial generalizado, definido matematicamente para n > 1
como:

<a) _ale—1)(@a-2)...(a-n+1)

n n!

Para n = 0, define-se (g) =1.
Se « é inteiro nao negativo, a expansao termina e é um polinémio valido para todo z. Nos demais
€asos,

& )antt a—n
(7L+(1) - _ | ‘|l’| N |£17|
(n)x n+1

Assim, o raio é 1. As extremidades exigem estudo separado; para as aplicagdes centrais usaremos |z| < 1.
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Exemplo 9. Para o =1/2,

x 22 2 5t
\/1+x:1+§_§+176_1728+“.’ |.’1?|<1.

Em a2 =0,04, P, =14 0,02 —0,0002 = 1,0198. Como f"'(t) = %(1 +)75/2 < 3/8 para 0 < t < 0,04,
[v/1,04 — 1,0198| < 3/—8(0 04)3 =4-107°
) b —_ 3! b .

Escolha de escala. Para aproximar /101, escrever 104/1 + 0,01. O pequeno parametro ¢ 0,01, e

nao 101. Ao multiplicar a aproximacao por 10, a cota do erro também é multiplicada por 10.

Exemplo 10. Com a = —1/2 e substituicdo de x por —t2,

1 oo (2n
— => (4’;)152", t] < 1.

n=0

Integrando de 0 a x,

arcsinx:iﬂx%ﬂ:x—l-lj%-ﬁ-i-'“ lz] <1
— 47 (2n + 1) 6 40 ’ '

A integragio € permitida porque o segmento entre 0 e x estd dentro do intervalo de convergéncia.

6.2 Exercicios

1. Obtenha os termos até grau 3 de (1+2)~2 e determine o intervalo de convergéncia da série completa.

2. Aproxime /101 pelo polinémio quadratico e fornega uma cota do erro.
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