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1 Seéries numéricas: fundamentos basicos

1.1 De sequéncias para séries

Até agora estudamos sequéncias de nimeros reais,
(an)n21 .

Uma pergunta natural é: o que acontece quando queremos somar os termos de uma sequéncia?

Por exemplo,
1+1+1+1+
2 4 8

ou
1+t laly
2734

Como estamos lidando com uma soma com infinitos termos, precisamos definir cuidadosamente o que
significa essa soma.

Definicao 1. Dada uma sequéncia (an)n>1 de nimeros reais, a expressao

o0

€ chamada de sé€rie numérica.

Para dar significado a esta “ soma infinita", consideramos as somas parciais.

Definigao 2. A N-éstma soma parcial da série
o0
D> an
n=1

€ definida por

N
SN:Zan:a1+a2+~-~+aN.
n=1
Assim, (Sy)N>1 € uma sequéncia.
Exemplo 1. Considere
>0
2n’
n=1
As primeiras somas parciais sao
1 1 1 3
S1 =< So=—+-=-
1 2; 2 2 + 4 45
1 1 1 7
Sg=—-+-4+-==
T3T1T8 TR
e, em geral,
Sy = ! + = + ot !
N7y 2N

A ideia fundamental é que uma série é estudada por meio da sequéncia de suas somas parciais.
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Definigao 3. Dizemos que a série
D an

converge se a sequéncia de somas parciais (Sy)N>1 converge para algum nidmero real S':

lim SN = S
N —oc0
Nesse caso, escrevemos
o0
E a, = S.
n=1
Caso (SN) néo seja convergente, dizemos que a série diverge.

1.2 A série geométrica
A série geométrica é um dos exemplos fundamentais de séries numéricas.

Teorema. Se |r| <1, entdo
= . _a
o=t

Selr|>1 ea#0, a série diverge.
Exemplo 2. Considere
> /1\"
()
Temosa=1er = % Portanto,
Z (;) - 1i - 2.
n=0 2
Exemplo 3. Considere
— 3
Escrevendo "
3 1
e (4> ’

obtemos )
Z4n32<4> :31_1:1'
n=1 4

n=1

1.3 Uma condigao necessaria para a convergéncia

Existe uma condi¢ao muito simples que toda série convergente deve satisfazer.

Teorema.
oo
Se g an, converge, entdo lim a, =0
n—oo

n=1

Demonstracao. Se a série converge, entao
SN — 5.
Como
ay =Sy — Sn-1,
temos
lim ay = lim (Sy —Sy-1)=5-5=0.
N—o00 N—o0
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Este resultado nos fornece o primeiro critério de divergéncia.

Exemplo 4.

o0

Z(l +ne~") ¢é divergente pois a, =1-+ne "

n=1

Observacgao 1. A condigao

a, — 0

€ necessdria, mas nao € suficiente para a convergéncia da série.

Exemplo 5. A série harmonica

=1
2.
n=1

diverge (veremos o porqué em breve), embora

1.4 Séries telescopicas

lim — =0.
n—oo N

Algumas séries podem ser simplificadas por cancelamentos sucessivos.

Exemplo 6. Considere

n — o0

—1#0.

>t
i n(n+1)
Usando fragoes parciais,
111
nn+1) n n+l
Logo,
N
1 1
Sy = — =
=2 (i)
_ (4 1 n 1 1 T 1 1
B 2 2 3 N N+1
1
— 1 -
N+1
Portanto,
lim SN = 1,
N—o0
e assim

> 1
Doy =1
n:ln(n+ )

Em geral, séries telesopicas sao da forma:

Exercicios

oo

(an - an+1)
1

n=

1. Determine quais das séries abaixo sao geométricas e calcule sua soma quando possivel:

oo

D

n=0

(

1

3

>

n=1

)71,
’

=D D e
n=0

N
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2. Verifique se a condig@ao necesséria a,, — 0 é satisfeita para

= n )
Zn—l—l’ Zn2—|—1'

n=1 n=1

l,I
<\ n n+2/)°

3. Calcule

NE

3
Il

2 Séries de termos positivos

Nesta secao estudaremos séries cujos termos sao nao negativos. Nesse caso, a sequéncia das somas
parciais possui uma propriedade importante.

Definicao 4. Uma série

0o
D> an
n=1

€ chamada de série de termos positivos quando

a, >0 para todo n.

Se a,, > 0, entdo a sequéncia das somas parciais

N
SN = E Qp
n=1

é crescente. De fato,
Sny1 — SNy =ant+1 > 0.

Consequentemente, uma série de termos positivos converge exatamente quando sua sequéncia de
somas parciais é limitada superiormente.

2.1 Critério da comparagao

A ideia mais simples para estudar uma série de termos positivos é compara-la com uma série cuja
convergéncia ja conhecemos.

-

Teorema 1 (Critério da Comparagéo). Suponha que
0<a, <b,
para todo n suficientemente grande. Neste caso,

1.

) 0
g b, converge — g an, converge
n=1

n=1

(o] o0
Z a, diverge — Z b, diverge.
n=1

n=1

\ J

Exemplo 7. Considere a série harmonica

=1
>
k=1

e suas somas parciais



UFPB - Séries e Equagoes Diferenciais Prof.(a): Thialita Nascimento

| =

N
Sy=3Y_
k=1

Para estudar o comportamento dessas somas parciais, consideremos a subsequéncia Son .
Temos

SV SRR SRy (=S R (P U N (R I
T T\ Ty 576 7' 8 on—1 41 on )

Como % > I%i—l para todo natural k > 1, obtemos

s R (L N (USSR I B LR
2N 2 "\3 "1 5 78 N1 11 oN

1
6
> 1+1+<1+1>+<1+1+1+1>+~-~+<1Y+-~~+1>
2 \4 "4 8 '8 8 '8 2N 2N
1

= 1+1+2+4+ +2N7
a 2 4 8 N
N
= 1 —_—. 1

Como
14+ — — oo,
quando N — oo, temos
SQN — OQ.

Logo, a sequéncia das somas parciais (Sn) nao € limitada e, portanto,

diverge.

NE
| =

b
Il
—

2.2 Teste da Integral

O teste da integral relaciona a convergéncia de uma série de termos positivos com a convergéncia de uma
integral improépria.

Teorema 2 (Teste da Integral). Seja >~ a, uma série de termos positivos. Suponha que exista
uma fungao f : [1,00) — R tal que f(n) = a, para todo n € N, e que f seja continua, positiva
e decrescente em [1,00). Entao

(o] o0
Zan converge <= / f(z)dz converge.
1

n=1

Em outras palavras, a série e a integral tém o mesmo comportamento quanto & convergéncia.

Ideia do teste

Como f é positiva e decrescente, para cada n temos

fin+1) < f(x) < f(n), n<z<n+l.
Integrando em [n, n + 1], obtemos
n+1

fln+1) < / f(@)de < F(n).

n
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Somando essas desigualdades paran =1,..., N, temos
N N+1 N
S imen< [ fwyde < o).
n=1 1 n=1
Portanto,

N+1 Ni1 N
SNIOES RFIOYIES SHO!

Essas desigualdades mostram que o comportamento da integral e da série estd intimamente relacio-
nado.

Exemplo 8. (A série harmoénica) Considere novamente
o)
>,
.
n=1
Tomamos

fla) =1

A fungao f € positiva, continua e decrescente em [1,00).
Pelo Teste da Integral, devemos estudar
o0
1
/ —dz.
1 :1:

*1 S : R
—dz = lim —dz = lim [Inz]; .
1

T R—oo J1 X R—o0

Temos

Assim,

/ lda:: lim In R = oo.
1

T R—o0

Logo, pelo Teste da Integral,

2.2.1 A familia das séries p

O Teste da Integral é particularmente ttil quando a fungdo f(x) possui uma integral impropria facil de
calcular.

Considere
> L
n=1 nb
Tomando
1
f(i)']) = ﬁa
temos
1
/ —dz
1 P
Sep#1,
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Se p > 1, entao

Logo, a integral converge.

Se p < 1, entao

Logo, a integral diverge.

Parap =1,

Portanto,

Exemplo 9. Considere

Paran > 1,

Logo,

Como a série harmonica diverge,

Exemplo 10. Considere

Para todo n,

Como

1-p<0
R —0
1—-p>0

R'™P — 0.

1
/ —dx = 0.
1

1 | converge, p>1,

e
>
n=1

diverge, p<1.

>
2
—n +1
1 1
0< < —.

converge, segue pelo critério da comparacao que

o0

1
Z m converge.

n=1
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Estratégia

Ao estudar uma série de termos positivos, pergunte:

1. Existe uma série conhecida que seja maior ou menor que a série dada?
2. Posso compara-la com uma série geométrica?

3. Posso comparéa-la com uma p-série?

3 Séries alternadas e o critério de Leibniz

Agora estudaremos séries cujos termos alternam de sinal.

P

Definigao 5. Uma série € chamada de série alternada quando seus termos alternam entre
valores positivos e negativos. Uma forma tipica €

oo

(-1)"*a,, an > 0.

S
—

Exemplo 11. A série

pode ser escrita como

3.1 O critério de Leibniz

Ate agora vimos testes para series con termos positiovos. O criterio de Leibniz nos fornece um criterio

de convergencia para series com ternos positicos e negativos. criterio tambem eh chamda de test da serie
alternada.

Teorema 3 (Critério de Leibniz). Considere Y (—1)"*'a,, onde a,, > 0. Se

n=1

1. ap =0 e,
2. apny1 < a, paran suficientemente grande

entao a Série converge.

Exemplo 12. Considere

> 1
(71)n+17'
n=1 n
Temos
1
a, = —.
n
Como
lim — =0
n—,oo N
e
1 < 1
n+1 " n’

o critério de Leibniz garante que a série converge.
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Exemplo 13. Considere

Aqui

Note que,

. n?
lim —— =
n—oon? + 3

1 0.

Portanto, a condi¢do necessdria para a convergéncia de uma série nao € satisfeita. Logo, a série diverge.

Esbo¢o da demonstragao do Critério de Leibniz. Considere a série alternada

9]
> (1" an,
n=1

onde (a,) é uma sequéncia de termos nao negativos, decrescente e tal que

lim a, = 0.

Considere as somas parciais pares e impares:

Como (ay,) é ndo-crescente,

Sont2 — Son = Q2n41 — Gany2 > 0,

de modo que (Ss,,) é ndo-decrescente. Além disso,

e, portanto, So,4+1 > Sap.

Por outro lado,

de modo que (S2,+1) é ndo-crescente.

Assim, temos

Sont+1 — Son = @ony1 >0,

Son+3 — Sont1 = A2ng2 — Gonys <0,

n— 00
Sop =a1—az+az—as+ - — Az,
Sopt1 =01 —az+ a3z —ag+ -+ — Gan + A2pt1-

Sy <8y <o <89 v Soppr <0053 <5y

e ambas as sequéncias sao monotonas e limitadas. Logo, convergem. Como

0 § lim [Sgn+1 — Sgn} = lim A2n4+1 = 0,
n— 00 n— 00

segue que a sequéncia das somas parciais (.S,,) converge, e portanto, a série é convergente. O

3.2 Erro da soma parcial

Uma vantagem do critério de Leibniz é que ele também fornece uma estimativa para o erro.

Teorema. Se

S = i(—l)"“an
n=1

satisfaz as hipdteses do critério de Leibniz, entao

‘ IS — Sn| < aN+1-‘

Assim, podemos aproximar a soma de uma série alternada com um erro controlado.

10
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Exemplo 14. Considere
1 1 1

S=1--+-—-
2 + 3 4 +
Se usamos apenas os primeiros N termos, entao

1
- < —.
|5 SN‘—NH

Para garantir um erro menor que 0,01, basta escolher N tal que

1
N+1

< 0,01.

Por exemplo, N = 100.

4 Convergéncia absoluta e condicional

As séries alternadas levantam uma questao importante: uma série pode convergir por causa do cancela-
mento entre termos positivos e negativos, mesmo quando a série dos valores absolutos diverge?
A resposta é sim.

Definicao 6. Uma série

€ chamada de absolutamente convergente se

0o
D lan
n=1

converge.

Teorema. Se
oo

D lal

n=1

converge, entao

também converge.

Demonstra¢ao. Para cada n,
_|an| S (279 S |an|

> lan]

converge, suas somas parciais sdo limitadas. A comparacdo com as partes positiva e negativa implica
que as somas parciais de Y a, formam uma sequéncia de Cauchy e, portanto, convergem. O

Como

Observagao 2. Convergéncia absoluta € uma condi¢ao mais forte que convergéncia:

’ convergéncia absoluta = convergéncia. ‘

A reciproca, em geral, € falsa.

11
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Definicao 7. Uma série

€ chamada de condicionalmente convergente quando

[e'S)
D> an
n=1

converge, mas

00
D lan
n=1

diverge.

Exemplo 15. Considere a série harmonica alternada

o0
§ n+1

n=1

Pelo critério de Leibniz, ela converge.

Por outro lado,
o0

>

n=1

(—1 n+11’ Zf

n=1

que diverge.
Portanto,

oo
1

g (=1)"*1 = ¢ condicionalmente convergente.
n

n=1

Exemplo 16. Considere

oo
1
> (-1
n=1 n
Temos
oo o0 1
> =>
n=1 n=1
que converge.
Logo,
o0
Z L— converge absolutamente.

4.1 Como classificar uma série

Dada uma série
E An

podemos seguir o seguinte procedimento:

1. Primeiro, verificar se

> laal

converge.
2. Se convergir, entao Y a, é absolutamente convergente.

3. Se Y lay| divergir, ainda podemos verificar se Y a, converge por outro critério, por exemplo,
Leibniz.

12
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4. Se Y a, convergir mas Y |a,| divergir, a convergéncia é condicional.

Zan
N

> |an| converge?

sim = convergéncia absoluta

nao = procurar outro critério

5 Testes da razao e da raiz

Quando a comparagao direta nao é conveniente, podemos usar critérios baseados no crescimento relativo

dos termos.

5.1 Teste da razao

Teorema (Teste da Razao). Considere uma série
o0
D an
n=1

e suponha que exista o limite

L= lim |22HL)
n—oo | Qp
Entao:
1. Se L <1, a série converge absolutamente.
2. Se L >1 (ou L =00), a série diverge.
3. Se L =1, o teste € inconclusivo.
Exemplo 17. Considere
(oo} 277,
>
n=1
Temos
2"7,
Ap = —.
n!
Entao
Ap+1 o 2n+1 n!
an, | (n+1)l2n
2
S on+1
Logo,
. 2
L = lim =0<1.
Portanto,

o0 271/

E — converge absolutamente.
n!

n=1

13
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Exemplo 18. Considere

Temos

Assim,

any1  (n+1)127
an

- 2n,+1
n+1
5

n!

Logo,
L=o0c0>1.
Portanto, a série diverge.
Observacao 3. O teste da razao é especialmente itil quando aparecem:

n

n!, ", produtos de muitos fatores,

ou combinagoes dessas exrpressoes.

52 OwcasoL=1

Quando
L=1,
o teste da razao nao permite concluir nada.
Exemplo 19. Para a série harmoénica,
1
ap = —,
n
temos a n
ntl — 1.
an n+1
Entretanto,
(oo}
>
n
n=1
diverge.
Por outro lado,
o0
> e
2
n=1 n

converge, e também apresenta limite da razdo igual a 1.
Portanto,

‘L =1 = o teste € inconclusivo.

5.3 Teste da raiz

Teorema (Teste da Raiz). Considere uma série

o0
>_an
n=1
e suponha que exista o limite
L= lim V{/|ay].
n—oo

FEntao:

14
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1. Se L < 1, a série converge absolutamente.
2. Se L > 1, a série diverge.
3. Se L =1, o teste é inconclusivo.

Exemplo 20. Considere

n=1
Temos "
2n+1
ay, =
3n+1
FEntao
= 2n+1
" 3n 41
Logo,
2 1 2
L= lim nt =-<1
n—oo 3n + 1 3
Portanto,

Exemplo 21. Considere

Temos

Assim, o teste da raiz € inconclusivo. F necessdrio utilizar outro argumento.

5.4 Razao ou raiz?

Os dois testes sao muito semelhantes, mas algumas formas sao mais naturais para um deles.

Forma da série Teste frequentemente conveniente
Fatoriais Razao
Exponenciais Razao
Produtos sucessivos Razao
(bp)™ Raiz
Expressoes elevadas a poténcia n Raiz

5.5 Resumo dos testes

Limite ‘ Razao Raiz

L <1 | converge absolutamente | converge absolutamente
L>1 diverge diverge

L=1 inconclusivo inconclusivo

6 Estratégia para estudar uma série

Dada uma série
o0
E Ap,,
n=1

nao existe um dnico teste que funcione para todas as séries. O primeiro passo deve ser observar a forma
dos termos.

15
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Um possivel roteiro
1. Verifique a condigao necessaria:

lim a,.
n— o0

Se esse limite nao for zero, a série diverge imediatamente.

2. A série é geométrica?

Se sim, use a férmula da série geométrica.

3. Os termos sao nao negativos?

Tente comparagao com uma série geométrica ou uma p-série.

4. Os sinais alternam?

Verifique se o critério de Leibniz pode ser aplicado.

5. A série pode ser absolutamente convergente?

Estude
> lanl.

6. Aparecem fatoriais, exponenciais ou poténcias complicadas?

Considere o teste da razao ou o teste da raiz.

Identificar a estrutura da série é parte essencial da solucgao.

16
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