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Resumo

O objetivo da nossa dissertacao é provar a existéncia de solugoes para uma classe de
equacoes elipticas semilineares em um dominio limitado, envolvendo nao linearidades do
tipo cdncavo-convexas. Mostraremos alguns casos diferentes e métodos diversificados para
encontrar tais solucoes, usando o Teorema do Passo da Montanha, o Principio Variacional
de Ekeland, Teorema dos Multiplicadores de Lagrange, a Variedade de Nehari e sub e

supersolucao.

Palavras-chave: Equacoes semilineares, nao linearidades céncavo-convexas, Multiplicadores de

Lagrange, Variedade de Nehari, sub e supersolugao.
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Abstract

The aim of our dissertation is to prove the existence of solutions for a class of semilinear
elliptic equations in a limited domain, involving non-linearities of the concave-convex
type. We showed some different cases and diverse methods to find such solutions, using
the Mountain Pass Theorem, the Ekeland Variational Principle, the Lagrange Multipliers

Theorem, the Nehari Manifold and sub and supersolution.

Keywords: Semilinear Equations, non-linearities of the concave-convex type, Lagrange Multi-

pliers Theorem, Nehari Manifold, sub and supersolution.
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Introducao

Neste trabalho iremos mostrar a existéncia de solu¢oes nao triviais para algumas equa-
coes elipticas semilineares em um dominio limitado de R, onde N > 3. Esta dissertacao
esta dividida em trés capitulos e dois anexos organizados da seguinte forma.

No Capitulo 1, buscamos solucao nao trivial para uma equacao eliptica usando o
Teorema do Passo da Montanha. Dividimos este capitulo em duas secoes. Na primeira

secao estudamos o caso geral

—Au = g(z,u) em £
u = 0 sobre 0}

no qual g(x,u) é uma fungdo continua, subcritica que satisfaz a conhecida condigao de
Ambrosetti-Rabinowitz. Na segdo seguinte, estudamos o caso particular g(x,u) = |u[P~ u,
para 1 < p < 2* — 1, provando que o nivel do Passo da Montanha do funcional associado
coincide com o infimo deste funcional na variedade de Nehari. Neste capitulo usamos
como referéncia os livros de Rabinowitz [11] e de Davi G. Costa [3].

Nos capitulos seguintes estudamos equagoes envolvendo nao linearidades do tipo concavo-
convexas. Muitos estudos tem sido realizados sobre problemas deste tipo. Citamos o

famoso artigo de Ambrosetti, Brezis e Cerami [I], no qual estudaram o problema

(0.1)

—Au = Mi+uwP em
U = (0 sobre 0}

onde © é um dominio limitado de RY com fronteira suave e 0 < ¢ < 1 < p. Usando
o método de sub e supersolucao os autores mostraram que existe A > 0 tal que para
A € (0,A] o problema possui uma solu¢ao nao trivial e nao ha solucao para A > A.
No caso em que 1 < p < (N + 2)/(N — 2), usando métodos variacionais provaram a
existéncia de uma segunda solucao se 0 < A < A.

No Capitulo 2, investigamos uma equacao eliptica envolvendo uma funcao continua

que muda de sinal, do tipo

—Au = Af(z)u!+uP em £
u = 0 sobre 02



considerando 0 < ¢ < 1 < p < 2* — 1, tendo como referéncia o artigo de Tsung-Fang
Wu [I4]. Mostramos aqui, que se f(z) é qualquer fun¢ao continua que muda de sinal
em (), existe Ao > 0 tal que o problema admite duas solucdes positivas se A € (0, \g).
Mostraremos isto por meio de minimiza¢ao do funcional associado na variedade de Nehari,
usando o Teorema dos Multiplicadores de Lagrange e o Principio Variacional de Ekeland.

No Capitulo 3, mostramos que existem solucoes para a equacao do tipo

—Au = M+ h(z)uP em
v = 0 sobre 0N

onde 0 <g<1<p<2"—147eh(x)éuma fungdo Holder continua, satisfazendo con-
di¢oes especiais. Neste caso, o problema traz uma funcao com crescimento supercritico.
Entao os argumentos variacionais gerais nao podem ser utilizados diretamente. Usamos
um Teorema que nos garante a imersao compacta de Hj(Q2) em LP(Q) em um dominio
cilindricamente simétrico com p maior que o expoente critico de Sobolev, resultado este
provado por Wenzhi Wang [16]. Dessa forma, por meio de argumentos variacionais mos-
tramos que existe A € (0,00) tal que, para 0 < A < A, o problema possui ao menos duas
solucoes positivas, sendo uma minimizante local do funcional associado e a outra obtida
por meio do Teorema do Passo da Montanha; para A = A o problema tem ao menos uma
solugao e se A > A o problema em questao nao possui solugao. Usamos como base para
o estudo neste capitulo, o artigo de J. Gao, Y. Zhang e Peihao Zhao [§].

No Apéndice A mostramos que o funcional associado aos problemas estudados é de
classe C!. Trazemos ainda, alguns resultados importantes de regularidade relacionados aos
problemas estudados nos capitulos anteriores. No Apéndice B, apresentamos os principais
teoremas utilizados no decorrer da nossa dissertagao, juntamente com a referéncia dos

mesmos.



Notacao

No decorrer desta dissertagao usaremos as seguintes notacoes:
R*  conjunto dos niimeros reais nao negativos
B,,(z) bola aberta de centro z e raio 7o em RY
—,— convergéncia fraca e forte, respectivamente
|2] medida de Lebesgue de um conjunto 2

q.t.p. em quase toda parte

0
@u derivada parcial de u em relagao a x;
T
ou 0 0
Vu = (a;l, 8;2’ o a;n) gradiente de u
N (9211,

Au=73y ", 2 laplaciano de u

@
ov

= Vur derivada normal exterior

LP(Q2) = {u Q=R mensuréwel;/ lulPdr < oo}, 1<p<oo
Q

lJul[zr = (/ |u|p) " norma no espaco de Lebesgue LP(Q2)
Q
L2(Q) = {u:Q— R mensurdvel; [u(z)| < Cq.t.p. sobre 2 para algum C' > 0}

Ck(Q)  fungoes k vezes continuamente diferenciaveis sobre 2, k € N



391,99,...,98 € LP(Q) tais que
Wir(Q) = {u e LP(Q) / O
u e

o Ox;

WyP(Q)  completamento de C'(Q) em W'P(Q)

H () = Wy ()

H=(Q) é o espago dual de H}(Q)

N
p* = N P para 1 <p< N expoente critico de Sobolev
-p

f=o0(9) quando x — xy se Ilgrml |f(x)|/]g(z)| =0

/giSO,VSO eCr(Q),vVi=1,..,N
Q



Capitulo 1

Existéncia de solucao para equacoes
elipticas semilineares via Passo da

Montanha

1.1 Introducao

Neste capitulo provaremos existéncia de solugao nao trivial para equagoes semilineares

do tipo

{—Au:g(«%’,u)? em € (1'1)

u=0, sobre 02

onde Q C RY ¢ um dominio limitado com fronteira suave, N > 3, Au é o Laplaciano de
u, u: Q — R é a funcdo variavel e g : Q x R — R é uma funcdo continua satisfazendo
algumas hipoteses adicionais que serao descritas a seguir. A existéncia de solugoes para
este problema serd garantida pelo Teorema do Passo da Montanha.

Mostraremos primeiramente a existéncia de solugoes nao triviais para um caso mais
geral e em seguida, considerando o caso particular g(z,t) = [t|*'¢, mostraremos que o
infimo do funcional associado ao problema sobre a Variedade de Nehari coincide com

o nivel do Passo da Montanha deste funcional.

1.2 O caso geral

Nesta segdo, baseados no livro de Rabinowitz [I1], estudaremos o problema ((1.1)) no

caso em que ¢ : Q2 x R — R ¢ uma funcio satisfazendo:

(1) g € C(Q x R,R);



(g2) existem constantes aj,as > 0e 0 < p < 2* — 1 tais que

9@, Ol <ar+asfl’, V 2€Q e LeR
(g3) g(x,€) =o(|¢]) se & — 0, uniformemente em x € Q;
(g4) existem constantes p > 2 e r > 0 tais que para || > r,
0 < pG(z,8) < &gz, )
onde G(z,&) = /Oég(x,t)dt.

Exemplo 1.1 Um ezemplo de uma fungao que satisfaz estas condigoes é g(x,u) = |[u[P~1u

a qual iremos estudar na proxima secao.

Observacao 1.2 A hipdtese (g3) implica que g(x,0) = 0 e consequentemente, o pro-
blema (1.1)) admite u =0 como solugio. A condi¢io (g4) € conhecida como Condigdo de

Ambrosetti-Rabinowitz e nos garante que

0<=<

VAR
«Q

=

m

Integrando a expressao acima obtemos
€ 3 t
0< / P < / 9.1
o b v Glx,t)

y
/ Rt = p (1n]€] — Inlrol) = In

T0 ’

Temos

€1"

To |“

/f 9@ t) by /é (In G, 1)) dt = In G, €) — In G, 1) = In 2 228)

G(Jl,t) o G(SL’,’T’Q)'
Assim
€1 G(,§)
< <
0<In ol = 1 Gl o)
o que implica que
g _ G

[rol* = Gla,10)
Com isso vemos que G(x,£) > c1|¢|* onde ¢y = G(x,1¢)/|ro|*. Por outro lado, tomando

Co = sup |G (z,€)| temos que G(z,§) > —co. Logo
(z,£)€QX(—r,7)

G(z,6) > c1lé]F —cy, ¥V 2€Q,EER. (1.2)



Nosso objetivo, nesta secao, é provar a existéncia de solucao fraca nao trivial para
(1.1)), ou seja, mostraremos que existe u € H}(Q), u # 0 em €, tal que

/Vqudm:/g(x,u)vdx, Vv e Hy(Q).
Q Q

O funcional associado ao problema ((1.1)) é I : H}(©2) — R dado por

I(u) = /Q (%wu\? - G(m,u)) dz.

Pela Proposicao sabemos que se (i) e (ii) sdo satisfeitas entdo I € C*(H}(Q),R) e
I'(u)v = /(VUVU —g(z,u)v)dr, Vv e Hy(Q).
Q

Portanto, encontrar soluc¢do fraca para o problema ([1.1]) é equivalente a encontrar ponto
critico para o funcional /. Usaremos o Teorema do Passo da Montanha para encontrar
tal ponto critico, devemos entao verificar as suas hipoteses.

Uma vez que € ¢ limitado podemos tomar como norma em H}((2)

||u]|25/|Vu|2dx.
Q

Na proposicao que segue, mostraremos que o funcional I possui a Geometria do Passo

da Montanha.

Proposicao 1.3 Se g satisfaz (i) - (iv), entao I satisfaz as condigoes:
(I) 1(0) = 0 e existem constantes p,a > 0 tais que I|pp, > o;

(I1) eziste e € HE(Q)\ B, tal que I(e) <O0.

Demonstragdo: Vamos verificar a condi¢ao (I). Como G(x,0) = 0, temos que 1(0) = 0.
Defina

J(u)E/QG(x,u)dx.

Pela hipotese (iii) temos g(z,£) = o(|¢]), se £ — 0 uniformemente em x € Q. Assim dado

e > 0, existe § > 0 tal que 0 < |£] < ¢ implica que |g(z, )| < €|£]. Dai,
1
G0 < 2P, se Jel<a
Por (ii) existe uma constante A = A(d) > 0 tal que |{| > ¢ implica que

G(@,6)] < [€g(x, O] < [¢l(ar + azlé]”) = arl€] + azfg["H = Alg™



para todo z € Q. Combinando essas duas estimativas, para todo £ € R e z € Q temos
6 S
G, )] < SIEf* + Alel+.

Consequentemente, usando a imersao continua de H} (2) em L*(Q) e de Hj () em LT (Q)

temos

s+1
Ls+1 (Q)

€ S
e (Sl + Allul***)

€ o
ellull® (5 + Allull*)

|/ (u)]

IN

£
Slullz2) + Allul

IA

Escolhendo ||ul| < (ﬁ)% obtemos
[ T(u)] < eclful]”.

Logo J(u) = o(||u|[*) quando u — 0. Assim, existe p > 0 tal que

[J(w)| _1
< 7 se [lul] <p.
[lul[ 4
1, i
Como I(u) = §HuH — J(u) temos que se ||u|| < p entdo
) > 7l
u) > —||ul|*.
4
Tomando a = $p? temos que I(u) > o, se |[u|| = p, ou seja, I|sp, > o. Logo a primeira

condicao é satisfeita.

Verificaremos agora a condicao (II). Por (iv) e por (1.2)) temos que
J(u) > 01/ lu|#dz — 3|9 (1.3)
0

para todo u € H}(Q), onde |Q| denota a medida de Lebesgue de Q. Escolhendo qualquer
u € HY(Q)\{0} por (1.3), uma vez que p > 2 temos

1
I(tu) = /Q(§|V(tu)|2—G(a:,tu))dx
t2
< —Hu||2—cl/ tultde + |9
2 0

t2
= EHUHQ —clt“/ lultdz + c2|Q] = —o0
Q

quando t — oo. Logo, existe ¢ > 0 suficientemente grande tal que e = tu satisfaz ||e|| > p

e I(e) <0, ou seja, a segunda condicao é satisfeita. [ |



Para utilizarmos o Teorema do Passo da Montanha [B.4] precisamos verificar que o
funcional I satisfaz a condi¢ao Palais-Smale (PS). Uma sequéncia ¢ dita (PS) se I(u,,) ¢
limitado e I'(u,,) — 0 quando m — 0. Dizemos que um funcional satisfaz a condigao Pa-
lais Smale se toda sequéncia (PS) possui subsequéncia convergente. O proximo resultado

garante que esta condicao é valida para sequéncias limitadas.

Proposicao 1.4 Seja g satisfazendo (i) e (ii) e I definido como anteriormente. Se {u,}

-

¢ uma sequéncia limitada em H}(Q) tal que I'(u,) — 0 se m — oo, entdo {u,} é

pré-compacta em H}(Q).

Demonstracdo: Seja D : H}(Q) — H () denotando a aplicagao dualidade entre
H}(Q2) e seu dual, a qual sabemos que é uma isometria linear devido ao Teorema de

Representa¢ao de Riesz. Entao para u, ¢ € H}(Q) temos

Du(p) = /QVquodx = (u, ).

Como I'(u)p = (u,@) — J'(u)p, temos Du = I'(u) + J'(u). Ainda, pela Proposi¢ao
temos que J' é compacto. Sendo {u,,} limitada, entao J’'(u,,) possui subsquéncia

convergente. Pela continuidade de D~! temos
Upy, = D (Upn,) + DT (U, ) — Him D71 ().

Logo {u,,} possui subsequéncia convergente. n

Proposicao 1.5 [ satisfaz a condicao de Palais-Smale.

Demonstragao: Devemos mostrar que toda sequéncia (PS) possui subsequéncia con-
vergente. Seja {u,,} uma sequéncia (PS). Pela Proposi¢ao basta mostrar que {u,,}
é limitada.

Como I(uy,) é limitada, existe M > 0 tal que |I(un,)| < M. Além disso, como
I'(u,,) — 0, existe mg € N tal que

1 ()| < g1, ¥ > my.

Assim,
1
I(um) — =T ()t < M + ||un|], ¥ m >mg. (1.4)
i
Por outro lado,

1, 1 1
Huy) — =1 (up)ty, = §||um||2 — / G(x, Up)dr — — (||um||2 - / g(x,um)umdx)
2 Q % 0

_ (% - %) [t +/Q (ig(m,um)um - G(m,um)) dz.

9



1
Tomando T}, = —g(+, U )tm — G(+, u,,) na equacdo anterior temos
L

1 1 1
I(t) — =1 () Uy, = (— — —) ||t |2 +/ T, (z)dx +/ T (z)dz.
2 2 2 {xeQ;|um (z)|>r} {zeQlum (z)|<r}

Segue da condicao (iv) que

/ Ton(x)dz > 0.
{zefum (z)|2r}

Além disso, como g e G sdo continuas e limitadas em Q x [—r, 7], entdo T, é continua e

existe ¢ > 0 independente de m tal que
Tw(2)| <c ¥V xe{yeQlun(y)l <r}

Dai
/ T (2)dz > —c|Q), Vm € N.
{z€Q|um (z)|<r}

Segue entao que

) = 0 = (= ) o = il (1.5)

Assim, por ([1.4) e (1.5 temos

1 1 1 1
(— _ —) |2 = el < I(tm) = 1 ()it < M + Leljunl]
2 p It Iz

para todo m > my. Isto implica que

11
= ) Ml 2 = Sl € M4 |2, Y > mg.
2 p [

Como p > 2 concluimos que {u,,} é limitada. Assim, pela Proposigéotemos que {u,,}

possui subsequéncia convergente. Portanto, I satisfaz a condigao (PS). [

Pelos resultados anteriores, temos que o funcional I associado ao problema (1.1]) tem
a geometria do Passo da Montanha e satisfaz a condigdo (PS). Podemos entdo usar o
Teorema do Passo da Montanha para mostrar que este problema possui solu¢ao nao

trivial.
Teorema 1.6 Se g satisfaz (i) - (iv), o problema (1.1)) possui uma solugdo nao trivial.

Demonstragdo: Encontrar solugao fraca para a equacio (|1.1]) é equivalente a obter um

ponto critico para o funcional I, dado por

I(u):/g(%\Vu\z—G(x,u)> .

10



Pelas Proposigoes [1.3] [1.5] sabemos que sdo satisfeitas as hipoteses do Teorema do
Passo da Montanha, que nos garante que I possui um valor critico cpy; > « caracterizado
por

cpy = inf  sup  I(u)
Vel uer([0,1])

onde I' = {v € C([0,1], H}(R2)); 7(0) =0 e I(y(1)) <0}. Portanto, existe u € HJ(£2)
ponto critico de I tal que I(u) = cpp;. Como cpyr > 0 temos que u # 0 e por sua vez, u

é solucao nao trivial para a equacao (1.1]). [

1.3 O caso particular na Variedade de Nehari

Consideramos a seguir, um caso particular do problema (l.1)) da se¢do anterior, em

que g(x,u) = [ul"u

(1.6)

—Au = [uP"'u em
u=0 sobre 0N

onde 1 < p < 2*—1e ) éum dominio limitado em RY. Associado a equagao (1.6,
considere o funcional K : H}(Q2) — R dado por

1 1
K(u):ﬁ/ |Vu|2dx—?/ P dz.
Q p Q

Sabemos pela Proposicao que K € C'(H}(Q),R) e

(K'(u),v) :/VUVU—/ lulP~ tuvdz.
Q 0

Provamos na secao anterior que a equacao ((1.6)) possui solucao nao trivial, a qual é obtida
como ponto critico de K, no nivel do Passo da Montanha. Neste caso particular, usando
Principio do Maximo, vemos que existe solu¢ao positiva para o problema (|1.6).

Os resultados a seguir tem como referéncia o livro de Davi Costa [3]. Definimos a

variedade de Nehari associada a K,
N = {u € Hy(D)\{0}; (K"(u),u) = 0}.

Observe que, se © € N entao

[lul [ = lullp- (1.7)

Por meio dos resultados que seguem, mostraremos que o conjunto N ¢é de fato uma
variedade fechada e nao vazia. Provaremos ainda que o nivel do Passo da Montanha do

funcional K coincide com o infimo de K sobre a variedade N.

11



Proposicao 1.7 A variedade de Nehari N é nao vazia e N' é uma C' - subvariedade de
Hg ().

Demonstragao: De fato, seja ¢ : H} () — R definida por

o(u) = (K (u), u = [[ul]® — /mwwt

Sabemos pela Proposicao m que ¢ € CY(Hg(Q),R) e
&' (u)v = 2/ VuVudz — (p + 1)/ lulPudz.
Q Q

Seja 0 # v € H}(Q) e considere a fungao 0 < t — ¢(tv). Entao, usando a imersio
continua de Hy(Q2) em LPT(Q), como p+ 1 > 2 temos

o(tv) = (K'(tv), tv) = /|V (tv)|*dz — /|tv|p+1dx
= 2|ll* - *ol75

2 tQHUHQ - tp+1cp+1HUHp+1

> 0 se t>0 ¢épequeno.
Além disso,

. . 1
lim §(tv) = lim ([Je] — #7![[o][51) = —oo.

Entao, existe um ¢ > 0 tal que ¢(tv) = 0, ou seja, tv € N. Dessa forma, concluimos que
N 0.
Vejamos agora que ¢ nao possui ponto critico em N. Para u € N, por (1.7) temos

Swu = 2l - (p+ 1)/ P da
Q
= 2|[u]|* = (p+ D)[|u]]?
(1 —p)|[ul]* # 0.

Logo ¢'(u) # 0, para todo u € N. Seja M = H}(Q)\{0}. Dessa forma, 0 é o tnico
ponto critico em ¢~1(0) e 0 &€ M. Logo 0 € R ¢é valor regular de ¢[y;. Pelo Teorema
da Submersao, segue que ¢~ !|;/(0) é uma subvariedade de M. Portanto, N é uma C" -
subvariedade de Hj (). ]

Observacdo 1.8 Note que t € tinico tal que tv € N, pois se v € H}(Q) e tv € N entio
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por (L.7) temos que

0 = / |V (tv) 2z —/ [to|Ptdx
Q Q
= t2/ |Vo|*dx — tpﬂ/ |v[PHda
Q Q
= t2/ lv[PHdx — tp+1/ lv[PHda
Q Q
= (1 - tp_l)/ lv[Pttdz.
Q
Comot >0 ev+#0, devemos ter t =1 e por sua vez t € unico tal que tv € N.
Proposicao 1.9 A wvariedade de Nehari associada a K(u),
N = {u € Hy(\{0}; (K'(u),u) = 0}
é fechada em H{ ().

Demonstragao: Seja u, € N tal que u, — u em H}(Q). Entdo pelas imersoes de

Sobolev temos que u,, — v em LPT(Q), pois 1 < p+1 < 2*. Assim
0= (K'(un), up) = [|un|]* — /Q [n|" e — [[ul P = [ul [T ) = (K (u),u),

o que implica (K’(u),u) = 0. Dessa forma, basta mostrar que u # 0. Como u,, € N, pela

imersao de H}(Q) em LPT1(Q) temos

] = / [P < ] [P

Assim segue que
N\
lunl| > (=) » VneN.
c

Consequentemente, u # 0 e u € N, 0 que mostra que N é fechada em H_}. [

Note que, se u € N entao

1 1 1 1
K(a) = lllf - — [ ap = (5 - —+1) ull? > 0.
p Q b

Logo, K| é limitado inferiormente.
Agora estamos prontos para mostrar o principal resultado desta secdo, a igualdade
entre o infimo do funcional K na variedade de Nehari e o nivel do Passo da Montanha

deste funcional.

Proposigao 1.10 Seja § = inf{K(u) : u € N'}. Entao > 0 e 3 = cppy onde cppr € 0
nivel do Passo da Montanha de K.
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Demonstragdo: Denotando I' = {y € C([0,1], H}(Q)) : v(0) = 0, K(v(1)) < 0}, pelo
Teorema sabemos que o problema (1.6) possui uma solugdo u € Hj(2)\{0} tal que
K(u) = ¢py, onde

cpy = inf sup K(y(t)) > 0.
7€l p<t<1

Mostraremos, primeiramente, que cpy; é maior ou igual a 8. Como vimos na Proposicao
, existe § > 0 tal que [|v]|?}}, < L|jv||? e K(v) > 1||v]|? para todo v € B(0,4). Entdo,
dado v € T temos v(0) = 0 e K(y(1)) < 0, donde v(1) € B(0,4). Como v é continua,
existe t € (0,1) tal que v(t) € 0B(0,0), ou seja, ||y(t)|| = 0. Seja tp = max{t € (0,1) :
ly(®)]] = 6. Dai

1
6(1(t0)) = It ~ I > Slh(to)l? = £6° > 0.
Como
1
0> K(y(1) == 2 )P
> K1) = 5IhOIF = 557 [ bl
temos
(D)2 < /w (P
Assim

wwm—mmW—Ammw<(ﬁg—QAwmwuw

Dessa forma, existe £ € (tg,1) tal que v(#) ndo pertence a B(0,5) e ¢(y(f)) = 0. Logo
v(t) € N. Isto implica que

max K(y(t)) > K(v(t)) = 3

t€[0,1]

Portanto, cpy; > . Mostraremos agora que  é maior ou igual a cpy;. De fato, dado

u € N por (1.7) temos que

t2 P p+1 t? tPJrl
(t) = Gl = 2 [ s = (5 = 2 ) e

e max K(tu) = K(u), pois ocorre em ¢t = 1. Além disso, como p + 1 > 2 segue que

lim K (tu) = —c0.

t—o00

Fixando ¢ty > 1 tal que K(tyu) < 0, defina y(t) = t(tou) para t € [0,1]. Assim, temos
yele
cpm < sup K(v(t)) = sup K (t(tow)) = K (u).

0<t<1 0<t<1
Isto implica que K(u) > cpyr, para todo u € N, e por sua vez > cpy. Logo, 8 =

cpy > 0. |
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Capitulo 2

Uma equacao eliptica semilinear
envolvendo uma funcao peso com

mudanca de sinal

2.1 Introducao

Neste capitulo iremos estudar uma classe de equacoes elipticas semilineares do tipo

(2.1)

—Au = [ulP"u+ Af(x)|u|T ',  em Q
u=0 sobre 0f)

onde € ¢ um dominio limitadoem RY, 0 < g <1 <p<2*—1,A>0e f:Q — R éuma
funcdo continua com mudanca de sinal em Q. Este capitulo foi baseado no artigo de Tsung-
Fang Wu [14], onde usando o Teorema dos Multiplicadores de Lagrange mostraremos
que para A pequeno, o problema ([2.1)) possui ao menos duas solucoes positivas.

O principal resultado deste capitulo é o seguinte.

Teorema 2.1 Eziste Ag > 0 tal que para A € (0,My), a equagio (2.1) tem pelo menos

duas solucoes positivas.

2.2 O funcional associado e a Variedade de Nehari

O funcional associado a equagao (2.1)) ¢ Jy : H}(Q) — R definido por

1 1 A
J(u) = = Vqux——/ up+1d:z:——/ )| uldx.
) = [ 1Vude = —= e = =5 [

Uma solugao (fraca) para a equagao (2.1) é uma fungio u € H}(Q) que satisfaz
/ VuVude = / ulP~tuvdr + )\/ f(@)u|" fuvdz, Yo € Hy(S2).
Q Q Q

15



O resultado a seguir mostra a regularidade do funcional J, para todo A > 0.
Lema 2.2 O funcional Jy pertence a C* (H}(Q),R).

Demonstragiao: Seja gy : Q x R — R dada por gx(z,t) = [t[P~'t + \f(2)|t|9"'t para
cada )\ fixado. Como f € C(Q,R) e p,q > 0 temos g € C(Q x R,R). Denotando

0.
Ga(z,t) :/ ga(z,7)dr, temos
0

t
1
Gyi(z,t) = /0 (]7’]""717’ + )\f(ac)|7°]q’1r) dr = m\ﬂpﬂ +

A
q+1
@

Além disso, como f é limitada em € temos

lga(z, )] = [t7 + [N @) < [P+ eift]?, V¥ (2,1) € Qx R.

oa(z.1)] < t]P + ¢4, se [t <1
T Qe se | >1

o que implica |gx(z,t)| < ¢1 + co|t|P para todo (2,t) € QA x R, com 1 < p < 2* — 1. Uma

vez que

1
nw = [ (5196 = Gt d
o \2
segue da Proposicao que Jy é de classe C' e

() = [ [VuVo = gaouulda
& (2.2)
= / VuVudr — / lulP~tuvdr — )\/ f(z)|u|" tuvda.
Q Q Q
Isto conclui a prova do lema. [

Observe que u € Hg(Q2) é solucao fraca de se, e somente se, u é ponto critico
de J). Nao podemos usar aqui os resultados obtidos no Capitulo 1, porque gx(-,t) ndo
satisfaz a condi¢ao (g3) e consequentemente vemos que J, ndo possui a geometria do Passo
da Montanha. Para resolver o problema usaremos outras técnicas que envolvem a
variedade de Nehari e o Teorema dos Multiplicadores de Lagrange |B.3|

A variedade de Nehari associada ao funcional Jy é dada por
My = {Hg(D\{0} = (J3(u),u) = 0}.

Assim, se u € M, segue de (2.2) que

| = /Q Pz — /\/Qf(x)|u]‘1+1dx 0. (2.3)
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A fim de mostrarmos que o conjunto M, é de fato uma variedade fechada e nao vazia,

comegamos definindo ¢ : Hj(Q2) — R por
Ya(u) = (A (), u) = [[ull* - /Q Jul"* dz — A/QJ‘?(fﬁ)lulqﬂdﬂl
De forma analoga ao Lema mostramos pela Proposigao que ¥, € CY(H}(Q),R) e
(W (), 0) :z/ﬂva— (+ 1)/Q]u|p1uv— (q+1)>\/Qf(:c)|u]q1uvdx.

Para uma melhor compreensdo do comportamento de 1) na variedade de Nehari, dividi-

mos M, em trés partes:
MS = {ue My : @\(u),u) =0}
M = {ue M, : @\(u),u) >0}
M5 = {ue M, : @\(u),u) <0}

Para a demonstragao do Teorema [2.1] utilizaremos alguns lemas. Este primeiro garante
que o conjunto M3 & vazio para A pequeno e assim, qualquer u € M, é ponto regular de

Y. Uma vez que M = w‘;l\{o}(o) temos que M, é de fato uma variedade.
0
Lema 2.3 Eriste Ay > 0 tal que para cada X € (0,A;) temos M = 0.

Demonstragdo: Suponhamos por contradi¢ao que M # () para todo A > 0 e seja

u € MY. Como u € M,, temos

/ P e = [[ul]? — A / F (@)l d. (2.4)
Q Q

Consequentemente,

W) = 2l - (p+1) / P — (g + DA / F(@) |l dz
= P - (p 4 1) (HW =y f<x>ru\q“dx) ~ g+ DA [ F@l o

— (=Pl + (o — / F() |l e

Ja que (¢'(u),u) = 0 segue que

p;l 2 _ q+1
(p_q) ol = [ felule*de

Considere 0 = (p+1)/(p—q). Uma vez que 1/o0+ (¢+1)/(p+ 1) = 1, pela desigualdade
de Holder, Teorema temos que
q+1

(%) ul? = )\/Qf(x)|u|q+1dx <A (/Q|f(x)|g)3r (/Q(|u|q+1)fqﬂdx) b
= Alflle- [( / ud)]

= Al llellull .

17



Desde que p + 1 € [1,2*), considere A a melhor constante da imersao de H}(Q) em
LP(Q). Entao

p—1 1
(qu) ll? < MU lloe I < Ao AT ]

o que implica que

1

pP—q -
= [ (=0 istheam] 25)
Seja I : M, — R definida por
I =C M ot - a+1 g
)\('LL) - (p7 Q> f ‘U|p+1d.’ﬂ Qf<x>|u‘ xz,
Q

p

1—q\7 1 [p—1

onde C(p,q) = (_q) ’ (11)—) Note que, I)(u) = 0 para todo u € M. De fato,
pP—q —q

usando o fato de u € M e ([2.4) temos

0 = 2l ~(p+1) / R (T T
Q
= (= glllP = =) [ Pt

p—q 1
|u2:—/ ulPtda.
= 2= [

[l N7
T Julrde - A f(x)|u| dx

f |u|p+1d:17)p
? 1 /|u|p+1dm
—q

(
=) (=) (s
)
)

o que implica que

Assim

I)\(UJ) =

1—g¢q

<
-
=

’U

rQ

<1_q> (o2 ([ (523 [
[apsias = (=13 [ ra

Por outro lado, pela desigualdade de Hélder, sendo o = ﬁ, para u € M temos

e = Coo) (i) =3 [ Sl
Q

H’B
b—\Q

—q
(2.6)

1

> Cra) (TN e
el pJq j‘Q "U/’p+1dl' Le Lp+1-
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Como pela imersao de H} () em LP+1(Q), Proposigio[A.2] tem-se ||ul| o1 < Al|ul|, entdo
Il [ e = a0l

< (A(qH)(pfl)"uH(qH)(pfl)) (AerlHquH)

Aq(p—1)+2p‘ |ul ’q(p—l)+2p'
Assim, por

C(p

L) > [l

1
[Jl [ =T
Aalp-1) +2pHUHq p—1)+2p - AHfHL”

( o

_ HuH§i1<C (A«p1+%) 1||Hq |UHU>
(o (5
(i

q+1

v

P pP—4q =
[lullzp § Clp Aalp— 1)+2p) {)‘ (ﬁ) ||f||LUAq+1] - )\||f||L0}

o [P =
= |lul %ﬁl { Aalp— 1)+2p) AT KE) HfHLUAqH} - )\HfHL“} :

Isto implica que para A suficientemente pequeno temos Iy(u) > 0 para todo u € M§, o

que contradiz (2.6)). Assim, podemos concluir que existe A; > 0 tal que para A € (0, ;)

temos M3 = (). ]
Pelo Lema temos MS = @ para A € (0,A;), consequentemente podemos escrever
M, = M;\l— U M;

Vamos agora definir uma func¢ao concava, analisar seu comportamento e identificar seu

ponto de méximo, informagoes que usaremos na demonstragao do lema posterior.
Lema 2.4 Para cada v € H}(Q)\{0} definimos s: R — R por

s(t) = - Jul P — / W ldz para > 0.
Q

1
1— 2 p—1 <
(1=q)Ju]] ) um ponto de mdximo

Entao s tem um 1inico ponto critico que € tmax = (W

global. Além disso,

l1—gq

1—=gq 1—=gq
S(tmax) > ||u||q+1 ﬂ —1 (p—1 1 =1 |
- p—q p—q) \Art!

Demonstracao: Note que s(0) = 0. Sendo p— ¢ > 1 — ¢ temos que s(t) > 0 parat > 0

pequeno e
lim s(t) = lim ¢ 9||u|[* — tp_q/ lu|Ptdr = —oo.
t—r00 Q

t—o00

Entao, sendo s continua atinge seu ponto de maximo em algum ¢ > 0. Mostraremos agora

que s(t) atinge o maximo em ty.c. Se £y > 0 é ponto critico de s(t), entao
0=(to) = (1=t [ull* ~ (o= )ty " [ Ju o
Q
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e ja que t,? # 0 obtemos

(1= )lfull? - (p — )2 / Iy —

Assim

_1
[ gl
"l —a) [, lulrtide -

e tmax € 0 Unico ponto critico de s(t). Podemos concluir que s é crescente em (0, tyax) € S

é decrescente em (tyay, +00). Além disso,

pP—q

o) — [ (1= q)ulP }HHuHQ_[(p (1= q)lJull rl/gwﬂdx

(p—q) [ |lufptde —q) [o luPttde

1—q
( (1 - Q)HUHQ p ||u||(1—q)+(q+1)
(p—q) Jq lulrttde
a )i H<p+1)<1—q>+<q+1><p—1> =2
—q)l||lu p—q
- _p=1
( (p — a) ([, lulptida)t v >

r r—q

1—g (p+1)(1—q) p—
S R T Ly L |
o0l i)\ F

]

1—q p—q
1

Py o 1 1%(1
— ||u||q+1 1_q P _ 1_q pl Hqu+ Pt )
p—q pP—q Jo lufpttdz

Pela imersao de H} () em LP(Q), Proposi¢ao temos

=g\ F] (N
- (p—Q) (Ap“HuH”“)
B 1—q 1—q

1-q 1—q 1-q
= 1 Gme) - Go)” G| )
pP—q pP—q pP—q Aptl

]__
S(tme) > [l (—q)

-

—q

i
L

p—4q

bS]
bS]

q

L—g\» 1t /p—1\/ 1 \rti
= i (=) (7
p—q p—q) \ APt

como queriamos demonstrar. [

-

Este proximo resultado garante que My e M7 sdo conjuntos nao vazios se A > 0 é

pequeno e também nos fornece uma caracterizacao para M, .

po1 2la=p)
Lema 2.5 Seja 0 = ﬁ e Ny = <§—:;> (ﬁ)p P AT |fl|z+. Entdo para cada u €

HI(Q)\{0} e A € (0,Ay), temos
(1) existe um tnico t~ =1t~ (u) > tymax tal que t-u € M, e J\(t"u) = max Jy(tu);

tZtmax

(ii) t— : HY(Q)\{0} = R € um funcional continuo;
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(ii) My ={u € Hy(@\{0} = 17 (u/[Jull) = ||ull};

() se [ f(x)|u|"dx > 0 entdo eziste um tnico 0 < tT = t7(u) < tmax tal que

ttu € MY e Jy(tTu) = min Jy(tu).
0<t<t-
Demonstracao: (i) A demonstracdo do primeiro item sera dividida em dois casos:
Caso I: / f(@)|u|ttdz < 0.
Q
Pela proposicao anterior sabemos que s é decrescente para t > t,,4., que $(tmq:) > 0 e que

limy_,o s(t) = —oc. Entao existe um nico ¢t~ > tnay tal que s(t™) = X [, f(2)|u|"dz e

por sua vez §'(t7) < 0, como mostra a figura a seguir.

5{ tmax }

hIf[xJ |u] dx

Agora, observe que para t > 0 temos
(htentay = el = [ feapids = [ foledds
Q Q
= 2l - tp+1/ P — tq+1)\/ F) |l da
Q Q
e {thHuHQ - tpq/ Py — )\/ f(x)|u]q+1dx1 @
Q Q

Assim, para t =t~ temos

0w = o) = A [ Falias]
Q
= ()™ [s(t7)—s(t7)] =0
o que implica que t~u € M, e consequentemente

)\/f(x)|t_u]q+1dx: ||t—u|y2—/ = da
Q Q
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Observe também que para t > 0
=gl - =) [ P
Q
= (1= 9P|l - (- e [ s
Q

_ [<1 — el - - [ |u|p+1dx} |
= T (t)]. (2.8)

Assim para t =1~
(=l = (=) [ [FuP*de = (05 (0) <o
E ainda, se tu € M,
W)ty = 2l = () [ e = (g 1A [ J@ltulda
= 2l = @+ ) [ e = g+ ) (el - [ o)
= (=gl = (p=a) [ e 2.9)
Dessa forma, para t =t~ segue que
A 0w = (=)l = (=) [ [eal e <o

ou seja, tu € M, . Mostraremos agora que ¢t~ u ¢ o ponto de maximo para Jy, se t > tpax.

it = Sl - 2 [

d
L) = tHu||2—tP/yu|P+1dx—m/f(a;)|u\q+1dx

dt
_ @ [tl 2 - / e = [ fto |u|q+1dx}

= t9[s(t) —s(t7) (2.10)

Temos

x)|u| T d.

q+ 1
Assim,

Como s(t) > 0 em (0,%ax), § & decrescente em (fpax, 00), € estamos supondo s(t7) <0

segue que

p >0, em (0,t7)
aJA(tu) = O, em t— (2.11)
<0, em (t,00)
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d
Consequentemente Jy(-u) é crescente em (0,¢7), Ej(t_u) =0 e J\(-u) & decrescente em

(t~,00), logo t~ é o tnico ponto critico de Jy(-u), o qual é ponto de maximo. Portanto

In(t"u) = max Ja(tu).
Caso II: / f(z)|u|dz > 0.
0

Como s(0) = 0, pela desigualdade de Holder, Teorema [B.1} temos

s(0) =0 < A/ F@)|u|™ dz < M| fllzelull 7 < M| flze AT [ul |74
Q

Assim para cada u € Hy e X € (0,Az), pelo Lema [2.4] temos

—1 1— ﬁ 2(q—p)
0<AAﬂﬂM“%v< Kp )( q) prmm]wmmﬁwww

p—q p—q

1—gq 1—gq
p—1 1—q\?»* 1 \»t
- (522) () ()

Logo, existem tnicos tT e ¢t~ onde 0 <t < t,. < ¢, tais que

swvzyéﬂmmwwxzdr>

e tem-se §'(t7) <0 e s'(t7) > 0. Veja a figura abaixo.

5{ tmax}

ﬁIf[NIIUI“"d“ -

Por , temos
(J(tu), tu) = ()" [s(t) = s(t7)],

de modo que para t = t* ou t =t~ tem-se (J(tu),tu) = 0, ou seja, tTu,t"u € M,. Por

e obtemos
(WA (tu), tu) = (£)*7(s'(1)). (2.12)
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Podemos concluir entao que (Y} (tTu),ttu) > 0 e (i (t7u),t"u) < 0, e por sua vez,
ttu € MY e t7u € M;. Como s é crescente para t € (0,¢may) € decrescente para

t € (tmax, 00), sabendo que vale (2.10) temos

<0, em (0,t7)U(t7,00)
—(tu) =ts(t) —s(t7)] =0, em t+ e t- (2.13)
>0, em (t7,t7).

Entao

— . + . .
I\(t"u) = max Ia(tu) e J\(tTu) = oin J(tw).

Isto prova (i) e (iv).
(ii) Seja t~ : HY(Q)\{0} — R definida em (7). Suponhamos que ¢t~ nao ¢ uma fun¢ao
continua. Entao existem (u,), uo C Hi(Q)\{0} tais que u,, converge para ug em Hj () e

[t~ (un) — t~ (uo)| > p > 0. Como u,, — uy temos que

q+1 q+1
)\/Qf(x)|un| d$—>)\/9f(x)|u0| dx,

donde X [, f(x)|u, |7 dx é uma sequéncia limitada. Pela Proposicao [2.4] para cada u,, €
H}(2)\{0} temos que
Sn(t™ (un)) = )\/ f(@)|un | da.
Q

Dai existe ¢ > 0 tal que

¢ 2 |sn(t” (un))| = ’(t(un))(IQ)l\unW - (t(un))pq/glunlp“dfc

> (t () / Pz — (8 (1)) 0t 2

unl [P 3 2
> (y(un))(pfq) [luol [ _ (tf(un))(lfq) ||uol| .
2 2
Assim
1t ()P = ot (uy)) 79 < e
u p+1 _
onde ¢; = HOHT”“ e cy = M Logo t~(u,) € limitada o que implica que existe t € R

tal que ¢~ (u,) — t, a menos de subsequéncia. Sendo ¢~ (u,,) > tmax(uy,) para todo natural
N € tmax(Un) — tmax(Uo) segue que ¢ > tya(ug). Dai, pela definigdo de s, vemos que

$p(t7 (uy)) — so(f). Mas temos que

sn(t(un)):/Qf(x)\un\q“dx%/Qf(:v)\uolqﬂdx:so(t(uo)).

Pela unicidade do limite temos que so(t (ug)) = so(t). Isto é uma contradi¢ao pois sq é

injetiva em [tyax(ug), 00) e t~(ug) # t. Portanto ¢t~ é continuo.
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(13i) Seja u € My e v = u/|u||. Pelo item (i), existe um tnico ¢~ (v) > 0 tal que
t~(v)v € My, isto &, ¢t~ (u/||ul|) (1/||u]|)u € M. Como ja temos que u € M}, entao

(71 T =
My e Qe o () =1

Reciprocamente, seja u € H}\{0} tal que ¢t~ (u/||u||) = ||u||. Entao

isto implica que

Assim
{u € H&\{O}|||—i“t‘ (ﬁ) - 1} c M.
Logo
w5 = {w e mvonmie (i) -1}
o que conclui a prova do lema. [

2.3 Estimativas para o infimo de J, em M,

Para encontrarmos um minimizante para o funcional J, precisamos primeiramente

verificar que este é limitado inferiormente, o que faremos no proximo lema.

Lema 2.6 O funcional Jy € coercivo e limitado inferiormente na variedade My para todo
p—1
AE (O,p q)

Demonstracao: Se u € M, entdo (J;(u),u) = 0, dai

[ tupttde =l = [ f@)alr e
Q Q
Segue entao que

hw) = glhilP = — e = =5 [ g |u|q+1da:
1
— SlhlP - (|| YR |u|q+1das> -2 [ @l
1 q
= (3 i) 1A (i ) [
—1 _
B (2(1; - 1)) = ((p +pl)(q + 1)) /Qf(x)‘u’qﬂdx'
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+1

Pela imersao de H} () em LPTH(Q) e pela desigualdade de Holder, sendo o = b temos
p—q
p— 2 p—q +1 +1
JAu>( ) (—faAq uq).
1 1-
Pela desigualdade de Young, como 4+ + Tq =1, temos que
1—g¢q 2 g+ 2
Al AT H ul| < —= (e AT 77+ = ([ul )
1 q + 1

= LAl AT L

Assim, se u € M, temos

e & =) | LY =x re s N POP L

! ) (P—a)(1-q) 1y 2
3o (0= 0 =M=l - 3 (22000 ) a

Dessa forma, para todo A € (0 = 1) temos que

(p—=1)—-Ap—9q) >0

e consequentemente, Jy(u) — +oo quando ||u|| — 400, ou seja, Jy é coercivo em M.

Além disso,
(»—q) )) 2
Ja(u) > =\ JATHT=G Yy e M,. 2.14
0 2 <3 (S22 D00 (U7l AT, v My (.14
Logo, Jy\(u) é limitado inferiormente para todo A € (O, ﬁ). [ ]

Afim de obtermos algumas estimativas para o infimo do funcional J, em M} e M7,
vamos considerar o conjunto onde a funcao f é estritamente positiva. Seja © uma com-
ponente conexa do conjunto {x € ; f(z) > 0}, logo © é um dominio limitado em RY e

considere a equacao

—Au=1uP, em ©
(2.15)

0<ue€ H\O).
O funcional associado a equagao (2.15) ¢ K : H}(©) — R dado por

1 1
= —/ |Vu|2d$——/ lu|Pde
2 Je p+1Je

e N(O) = {ue H\{O}(K'(u),u) =0} é a variedade de Nehari associada a K. No
Capitulo 1 mostramos que o problema (2.15]) possui uma solu¢ao positiva wy no nivel do

Passo da Montanha. Além disso, pela Proposicao definindo



temos que K(wy) = B(O) = cppr, ou seja, o infimo do funcional na variedade de Nehari,
que é atingido em wy, coincide com o nivel do Passo da Montanha.
Para encontrarmos um minimizante para o funcional J, precisamos verificar algumas

propriedades enunciadas no lema a seguir, onde

ay = inf{Jy(u):u € M,},
ay = inf{Jy(u):ue M} e
ay = inf{Jy(u):ue M}

Lema 2.7 Para 0 < A < min {%,AQ} existe ty > 0 tal que

Oz,\§a§\“<—

‘1%35(@) <0

Demonstragao: Seja wy uma solucao positiva da equacao (2.15)) tal que K (wg) = 5(O).

Entao, uma vez que © C €, definindo wy = 0 em Q\O, temos que

/f(x)ngdx = / f(2)wi™de > 0,
0 o

pois f(z) > 0 em O. Segue do Lema [2.5(iv) que existe um tnico 0 < ¢, =t (wp) tal que
tAwg € MY e tem-se

s(ty) = )\/Qf(x ywd™dz > 0.

Pela definicao de s temos

A Nl = 0 [ e =2 [ flayug .

Dessa forma

1 1
I (t = —||t 2 - t g ——/ t atlg
A(tawo) 2||Awo|| P Q( awo)P " dx T f(z)(trwe) ™ dx
t?\ 2 t}f\Jrl / P+l tqH/ q+1
= Alwol]f— 2= [ w
2|| ol| o1 ), f(x

— ﬁ”w ||2_ t§+1 /prrldx_ ti—H tlquw H2_tpq/wp+1dx
P W el g+1\* A

ti 2 t])D\Jrl p+1 ti 2 t§+l p+1
= 2wl = 2= [ whtde - 2wl P+ A [ whdz
p+1Jq qg+1 q+1 Jq

1 1 1 1
— <———) t3[|wo|* + (———) t§+1/w8+1dx.
2 qg+1 g+1 p+1 Q

Como wy é solugao de (2.15))

—Dwg=wh = ||wl]* = / wh ™ d.
e
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Sendo 0 < t) < tpay, temos

1
1— 2 = 1—¢g\ 71
tk<tm:< (1 — q)]]wol] : ) :( q) .
(p—q) Jg |woltidx p—q

Consequentemente

-1
In(tawy) = ( g+ 1)
q 2

p—q +1 +1
t 2 + 5 PHq
R (e ) A A

_ L2 (P—4 / pi1

- Ht 2 (ool = (320) i [ fualias
q 1 2 p+1

< =124 (Gl pH/rw\ i

B q,

- qu(@)

E ainda, como Mj{ C M, temos ay, < ozj{. Sendo ty = tT entao tywy € /\/l;r e

]_ _
ax < af () < Jx(tawp) —qT‘lftiﬁ(@) <0

como desejado. [ ]

2.4 Existéncia de sequéncias minimizantes para .J)

Apresentaremos agora dois lemas essenciais para mostrar a existéncia de sequéncias
minimizantes que sejam sequéncias (PS) para J) em M, e em M, a partir do Teorema,

da Funcao Implicita para espagos de Banach.
Lema 2.8 Considere X\ € (0,Ay). Para cada u € M), existem ¢ > 0 e uma fun¢do
diferencidvel € : B(0,e) C H3(Q2) — RT tal que £(0) =1, a funcdo E(v)(u —v) € My e

2 [ VuVwdz — (p+1) [, [ulP~ 1uwdm — (g + DA [, f(@)|u|]"  uwde
(1—1q) [ |Vul?de — (p — q) [, |ulptde

(€'(0),w) = (2.16)
para todo w € H(Q).
Demonstragido: Para u € M,, defina uma fun¢ao F : R x H}(Q2) — R por
F(r,w) = (J\(7(u—w)), 7(u—w)).
Pela definigao de J}

F(T,w) == / ‘V u — ’ dl’ —/ ’7— ‘p‘i’ldx / f ‘7_ )’q+1dx
= 7T / |V (u—w)| dx—TPH/ |U—W|p+1d$—)\7q+1/ F(@)|u — w]t da,
Q Q 0



Como u € M, obtemos

F(1,0):/Q\vuﬁ—A\uyp+ldx—x/§2f<x>yu\q+ldx:<J;(u),u>:o.

Derivando F' em relacao a 7 temos

d

TR = 2 [ W w)fde =+ 17 [ [-w)ts

—Xg+ 1)7? /Q f(z)|u —w|"dx.

Pelo Lema [2.3] temos que (¢} (u), u) # 0, para todo u € M,, dai

iF(l,O) = 2/Q|Vu|2d:):—(p+1)/ﬂ|u|p+1dx—)\(q+1)/9f(x)|u|q+1da:

dr
— (1-9) / Vs — (p— g) / P e = (), ) 0.

Além disso,
0
LR w)(©) = —272/Qv<u _ w)VCds
+(p+ 1)rPtt / lu —wP~ (v — w)(dx
0
+ (¢ + 1)7"1“)\/ f(@)|u —w| (u — w)dz.
0
Dai
0

8—wF(1,O)C = —Q/QVUVCdJH— (p+ 1)/Q|u|p1ugdx—0— (g + 1))\/Qf(x)]u|q1qux

Assim, pelo Teorema da Funcao Implicita existem ¢ > 0 e uma funcao diferenciavel
¢:B(0,e) C H{ () = R tal que £(0) =1, F(&(v),v) = 0, para todo v € B(0,¢) e
—g—i(l, 0)v
@ (1,0)
2 [o VuVudr — (p+ 1) [, [ulP" uvde — (¢ + 1) [, f(@)|u]"  uvde
(1—q) JoIVulPdz — (p — q) o [Vulrtde '

(€'(0),v)

Pela definicao de F' obtemos
(AE@)(u=0)),&(v)(u—v)) =0
para todo v € B(0,¢). Logo &£(v)(u —v) € My, o que prova o lema. n

Lema 2.9 Considere A\ € (0,A1). Para cada v € My, existem ¢ > 0 e uma fungio
diferencidvel £ : B(0,¢) C H}(Q) = RT tal que £(0) = 1, a fungao £ (v)(u—v) € My

((€7)'(0), w)

para todo w € Hy(Q).

2o VuVwdr — (p+1) [q [ulP uwde — (g + 1A [, f(x)|u|q*1uwdx/2 1)
(1= q) Jo [VuPdz — (p = q) [, [ul*da -
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Demonstracao: Seja u € M, em particular, u € M, entao segue do Lema que

existe £ > 0 e uma fungdo diferenciavel £~ : B(0,e) C Hy(Q) — R* tal que £(0) = 1,

2 [ VuVwdz — (p+ 1) [, [ufP ruwde — (¢ + 1) [, f(@)u]' uwde

((€7)(0),w) = (1 —q) [, [Vul?dz — (p — q) [, [u[r*1dz

para todo w € H(Q) e &(v)(u — v) € M, para todo v € B(0,¢). Basta entao mostrar
que £(v)(u —v) € M, (Q). Como u € M temos que

(YA (u),u) <0.
Pela continuidade das funcoes ¢, e £, tomando e suficientemente pequeno temos
(WA () (u—)), & (V)(u—v)) <0 Vv e B(0,¢).

Isto implica que £~ (v)(u — v) € Mj. u
A proposi¢do a seguir mostra a existéncia de sequéncias minimizantes em M,(2) e

My () que sejam sequéncias (P.S).
Proposigao 2.10 Seja Ag = min{Ay, Ao, i%;} entdo para A € (0, Ao),
(i) existe uma sequéncia minimizante {u,} C M, tal que
I(up) = ax+o(1) e Ji(u,) =o0(1) em H Q).
(it) existe uma sequéncia minimizante {u,} C M, tal que
I(u,) =ay +o(1) e Ji(up) =o0(1) em H Q).

Demonstragdo: (i) Pelo Lemal2.6] temos que Jy ¢ coercivo e limitado inferiormente em
M, para todo \ € ( - q) Sendo ay = inf{J)(u); u € My}, pelo Principio Variacional

de Ekeland, Teorema [B.7] existe uma sequéncia minimizante {u,} C M, tal que

1
Jk(un) = Q) + ﬁ (& (2.18)
1
Ia(un) < Jr(w) + EHw —uy,|| para cada w € M,. (2.19)

Dessa forma, esta sequéncia u,, satisfaz a primeira condi¢ao de (7). Basta mostrar entao

que J'(u,) = o(1) em H~1(2). Pelo Lema [2.7 temos que existe ¢y > 0 tal que

o 1o
a —_—
A q+

B8(0) <0
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Como {u,} C M, temos

/]un]p+1dx: ||un|]2—)\/f(x)]un]q“dx.
Q (9]

Tomando n grande, por (2.18]) temos

1 1
B = gl = 2 (ol =2 [ st - 25 [ s

1 1 2 1 g+1
= PO — n -\ — n d
(2 p+1>“u ! (q+1 p+1) /f ual " de

1i25(0).

1 1—
= o)+ —-—< -
n q+

Isto implica que

(P — / g+1 (p 1) 2o, 1—q, 1—q,
VLYY n dx > nll” + t38(0) > t38(0).
s o [ olnlride > (G2 ) P+ S s©) = = Rs)
Assim

1/1— (g+1D(p+1)
f(@)|ug| " de > —( i\ )—
[ 1@l $ (csee)) L
1A=-qg)p+1),
= ——————15B(O) >0
N -g VO
Pela imersdao de H}(Q2) em LFTH(Q) e pela desigualdade de Holder temos
1-— 1
1l A a5 2 [ @)l > S DL D 250 >
Q Ap —q)
consequentemente, u,, # 0 e para n grande temos
1-9p+1), -1 g—(q+1 7
Upl| > | ——————10 fll7AA—(a+D) . 2.20
lull > [ S5 22 D011 (2.20)

Como por (2.18), Jy(u,) é limitado e pelo Lema [2.6] é coercivo, entdo devemos ter (uy)
limitada, ou seja, existe a > 0 tal que ||u,|| < a.

Mostraremos agora que ||J'(u,)|| — 0 quando n — +oo. Aplicando o Lema
com u, € My, temos que existem g, > 0 e &, : B(0,e,) C H}(Q2) — R™ uma fungao
diferenciavel tal que &,(w)(u, —w) € M,. Fixando n € N, considere 0 < p < g,. Seja
u € Hy(Q) com u # 0 e seja w, = (p/||ul])u, de modo que w, € B(0,¢,). Definindo
np, = &n(w,)(u, — w,) temos que 7, € M,, e por temos

1
Ta(np) = Ia(un) = =0, — un|.
Pela definicao de diferenciabilidade temos que
Ia(un +v) = Ja(un) + (J3(un), v) + o([[v]])
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onde lim olllv[D
v=0 |[|o]

= 0. Escrevendo 7, = u, + (1, — u,) temos

- %an — up|| < Ia(np) — Ia(un) = <J;\(UN)7770 — Up) + 0<||77p — Un||). (2.21)

Lembrando que J}(u,,) € linear, obtemos

(Ia(un) 1 = un) = (J3(tn), (En(w,) (un — w,)) = tn)

Ia(tn ), tn = wp) = (I3 (un), tn) + (I3 (n), w,) = (I3 (un), wp)
Sa(tn), (un = wp)) = (J3(un), un — wp) = (Jy(un), w,)
= (&n(wp) = (I3 (un), un — w,) = (J3(un), wp). (2.22)

Assim por temos
(&n(wp) = D) (I3 (un), un — wp) = (J3(un), wy) > _%an — || + o([[np — unl[).
Como 7, = &, (w,)(u, —w,) € M, temos que (J}(n,),n,) =0, o que implica que
&n(wp) (J3(11p), tn — w,) = 0.
Sendo &,(w,) > 0 segue que (J5(1,), u, —w,) = 0. Por temos
(&n(w,) = D) (I3 (), tn = wp) = (€n(wp) = 1){I3(1,), tn — wp) = (J3(un), ﬁ>
> I, — uall + o], — )

e consequentemente

I

(Enlw,) — V(T4 (un) — Ji(1,), tn — w,) + %an —upl|| +o(||n, — unl]) > p <J,,\(Un)> m> )

Assim

(i) < el el Zel)

S =D )~ B = 223)

Analisamos cada parcela separadamente. Temos

o = unll = [[€n(wp) (un — wp) — unl|
= [én(wp)un — En(wy)w, — unl|
< I&n(wp)un — | 4 € (wp)|[[w,|
< &n(wp) = 1 f[unl] 4 pl&n(wp)] (2.24)
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i fon (@) =1 [n(wp) = &(0)]
p—0 P p—0 p
= lim
p—0 p

=|&@QHJLJMHH

Como {u,} é limitada, sendo &, continuo, por (2.24) temos

- ~1
i sup e =l 160(w0) = il + plén(10y)]
p—0 np p—0 np
< alim [€n(w,) — 1] + lim [&n(w))|
p=0 np p=0  m
1
< (all60)]] + &(0))
C
< — (&)1 +1)

onde ¢ = max{a, 1}. Observe também que

. pu _ _
vy, = i€ 1) 0~ ) = o (<25 ) (1 = 25 ) = €400 ) =
Dai

ool el ollln — )

=0.
p=0 p p=0 |7, — Up| p

Além disso, como J} é continuo e 7, — u, quando p — 0, temos que J3(n,) — J5(u,) em
H7Y(Q). Logo

i [T (un) = T (1), = o) | < {13 (utn) = T ()] ([t = 10,11 = 0.

Dessa forma, se p — 0 em (2.23)), para um n fixado, podemos encontrar uma constante

¢ > 0 independente de u e u,, tal que

<MMMHQ 1+ €0,

Precisamos mostrar agora que [|¢/,(0)|| ¢ uniformemente limitado em n. Por (2.16) temos

que

2| [, Vu, Vudz| —i— (p+ )| [q [uaP  upvde| + (¢ + 1)A] [, f(@)]un|7  upvde|

(0
[(€:(0), )] < I(1—q) fQ|Vun|2da7— p—q fQ |t [PHldx|

Como ||u,|| < a segue que

/QVuanw = [{u, )| < fun|l[[0]] < allv]]
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Pela desigualdade de Holder temos que

’/ |, [P upvde
Q

e ainda, como f é limitada e I + m =1 temos

< a7 [[0l| e < a” AP o]

)" | < il [0l es < er AT a o]

Assim, tomando b = max{a, a? AP c;a?A1} > 0, temos que

bl |v]|
(1 =) Jo [Vunl?dz — (p — q) [q [ua|PHida|

(€,(0),v) <

Precisamos apenas mostrar que

\(1 ) [ Vualir = (p =) [ s
Q Q

para algum ¢ > 0 e n grande o suficiente. Argumentamos por contradi¢ao. Assumamos

> ¢ (2.25)

que existe uma subsequéncia de {u,} ainda denotada por {u,} que satisfaz

(1-q) / Vun2dz — (p— g) / [P d = o(1).

ou ainda

g2 = 21 / P + o(1) (2.26)
1—qJq

Por (2.20) existe d; > 0 tal que ||u,|| > di, para n suficientemente grande. Assim, por
[2.26)
p1 1 2 1
|un [P dr = ((1 = )funl]* +o(1)) > (1=q)di+o(l) =d (2.27)
Q pP—q pP—q

di(1-¢q) Q)

para todo n suficientemente grande, onde d = Sa)

e (2.26) obtemos

A [ F@lnl e = Yl P~ [ e
Q

— /|un|p+1dx /|un|p+1dx+o(1)

1 —q
= | |up[Pdr + o(1)
1 —q /Q |

= —— | —— ) llun||”" +o(1) = uy||” +o(1) (2.28
T~ \p—g [ ]| (1) p_qll I (1) (2.28)

> 0. Unindo o fato de que u,, € M,

o que implica
p—1
(p - Q) [lun] * < Allf1]2e AT w77 + o(1).
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Logo,
fonll < [ (B2 7o a#t] ™ o), 2.2

Considerando I : M, — R definido no Lema [2.3] por ( - temos

[unl [\ 7 /
Iy(u,) =C _— —A o d.
A(un) = C(p,q) <fg P Qf(ﬂc)lu |7 dx
Segue de (2.26) e (2.28) que

) — (ﬂ)p"l(p—l) (ﬁ” ) (Jo lun [P+ dac)” 1_q/| P+ o(1)

pP—q l—q o, [P da

_ (p ) ( q) (p q) /|un|”“dx—/\un|p+1dx +o(1)
l—q pP—yq l—q Q 0

= o(1). (2.30)

Por outro lado, como A € (0, Ag), por (2.27), (2.29) temos
AW):=C@Q)—J%Ei—pL—A/fQWM“Wx
n ) fQ |un|p+1d$ o n

2p Til
> o) (g ) e Tl

1

) || ||2p
= a1 (C(p, )H H"“n o | Al N[5
’l’L

Lr+1

Usando a continuidade da imersao de Hj () em LP™(Q) temos

HuanI;ll p=++) A(q+1)(p71)+(p+1)||un||(q+1)(p71)+(p+1) — AQ(P*UHP’|un”f1(1’*1)+2p_

Assim, segue de (2.29) que

_1
L) > a2t (O, [ ST
AT = Enllee » D\ A= D+2] |y, |[s-D+2p L

1 =l
1 = P—q =
> Hudl‘ﬁh{C(p,q) <m> {A (]:) ||f|\LaAq+1} —A||f|ng}.

Como A < A; temos que o termo entre chaves é positivo, entdo por (2.27) temos que

I\(u,) > ¢ > 0 para todo n suficientemente grande. Isto contradiz (2.30). Logo
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dai, J5(u,) = o(1) em H1(Q).
(#4) Vamos omitir a demonstracao, pois provamos (i) de forma similar a (i) usando o

Lema n

2.5 Existéncia de solugoes

Vamos, agora, demonstrar trés resultados que provam o Teorema 2.1} O seguinte lema

mostra que os minimizantes locais em M sao pontos criticos para o funcional J,.

Lema 2.11 Seja A € (0,Aq). Se wy € um minimizante local para Jy em My, entdo
Ji(ug) =0 em HL(Q).

Demonstracao: Considere M, um conjunto de vinculos para . Pelo Lema |2.3|
temos que para todo u € M, tem-se ¢} (u) # 0, ou seja, 0 é um valor regular para 1. Se
up € M, é um minimizante local para .J, sobre M, entao existe uma vizinhanca V' de

up em My tal que ug é uma solucao do problema de otimizacao

Jx(up) = min Jy(u).

ueV

Pelo Teorema dos Multiplicadores de Lagrange, Teorema |B.3| existe § € R tal que
Ji(ug) = 0 (ug) em H Q).
Em particular, (J}(ug), uo) = 6(}(up), uo) = 0 pois uy € M. Pelo Lema temos que

(Y4 (ug), up) # 0. Logo, =0 e Ji(ug) =0 em H Q). ]

Os teoremas a seguir estabelecem a existéncia de minimizantes locais para Jy em M

e Mj\“, 0S quais serao seus pontos criticos e consequentemente solugoes para ([2.1]).

Teorema 2.12 Seja Ay como na Proposi¢cao entdo para A € (0,Ag) o funcional J)

tem um minimizante ui em MY tal que ul é uma solugio positiva da equagao (2.1)),

I(ug) = ar=af e Jy(ud) — 0 quando X — 0.

Demonstragdo: Pela Proposicao [2.104), vimos que existe uma sequéncia minimizante

{u,} € M, para J, em M,, que é limitada e que
In(un) = ax+o(1) e Jy(u,) =o0(1) em H Q).
Entao, pela Proposicao a menos de subsequéncia podemos admitir que

u, — wug fracamente em H; ()

u, — wug fortemente em LT (Q) eem L7 (Q). (2.31)
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Afirmagao 1: ug é solugao do problema (2.1]).

Devemos mostrar que
/ Vud Vodr = / lug [P ud vdx + )\/ f@)|ud | tudvde, Yo € HY(Q), (2.32)
Q Q Q

ou seja, precisamos mostrar que (J'(ug),v) = 0 para toda v € H}(2). Temos que
(J'(u,),v) — 0 para toda v € H}(£2), assim basta mostrar que (J'(u,),v) — (J'(ug), v).
Analisaremos a convergéncia de cada parcela de (J'(u,),v) separadamente.

Como u, — uj em H}(Q) temos que (u,,v) — (ud,v). Logo
/ Vu,Vudzr — / Vu Vudzx.

Temos que u,, — ug em LPT(Q), pelo Teorema un(z) — ug (z) q.t.p. em Qe
existe h € LPT1(Q) tal que |u,(x)| < h(x) q.t.p. Dai

[t ()P i (2)0(2) = Jug ()P ug (2)o(2) - q.t.p. em®

[ltn (@) P~ un(z)0(@)] = Ju (@) Plo(2)] < A(z)"]o(2)].

Como h € LP(Q) temos que h*|v| € L'(Q), pois

T g
/ hPluldz < (/ hp+1dx> (/ |v|pd:r) < 00.
Q Q Q

Segue entao do Teorema da Convergéncia dominada de Lebesgue que

/|un|p_1unvd:€—>/]u3'|p_1u6rvdx.
Q Q

Sendo f um funcao limitada, de maneira semelhante ao que foi feito acima, mostramos

que
[ 1@l s > [ f@al v
Q Q
Portanto, (J'(u,),v) — (J'(ug),v). Assim, pela unicidade do limite temos (J'(ug),v) =
0, ou seja, ug satisfaz (2.32)), logo é solugao do problema ([2.1]).

Afirmacao 2: u, — ug .

Como u,, € My, (Ji(u,),u,) = 0, para todo n. Além disso, devido as convergéncias de

u,, mostradas anteriormente temos

lim/\Vun|2 ~ lim (/ |un|p“dx+)\/f(a:)\un\q“dx)

— lim/\un\p+1d9€+ lim )\/f(x)]un|q+ldx

n—oo o)

= [l en [ sl
Q Q



Mas como ug ¢é solugao da equagao (2.1]), temos que

/ Vg2 = / [P 4 A / F (@)l | d.
Q Q Q
lim/|Vun|2:/ V2.
n—oo

Logo, u, — ug e ||u,|| = [lug]| o que implica que u,, — ug.

Assim

Afirmacao 3: / f(@)|ud | dx > 0.
Q

Pela continuidade de Jy temos que Jy(u,) — Jy(ug). Mas Jy(u,) — ay quando n — oo,
pois {u,} é uma sequéncia minimizante para J) em M,. Pela unicidade do limite temos
Jy(ug) = ay < 0. Dai,

A
|| gl = +1/|u+|p+1dx +1/Qf(a;>|ug|q+ldx<o.

E ainda, como uj € M, temos que (J5(ug),ug) = 0, donde

/Q i P = [fug | — A / F(@)lug |7 de

Segue das expressoes acima que

1 1 2 q+1
- LI dz <0
(2 p+1)|| ol = (q+1 p+1)/f Jug | da

o que implica que
1 1
Mot o) | f@niae > (5= ) e
g+1 p+1 2
Umavezqueg+1<p+1,2<p+1el>0,existe c >0 tal que
[ 1@l = djug | > o,
Q

0 que prova a afirmacdo.
Afirmagao 4: ui € M7,

De fato, sabendo que M} N Mj = () suponha por contradi¢io que us € M. Entdo,
pelo Lema 2.5, como [, f(«)[ug |*"dz > 0, existem tnicos t§ e t5 tais que tJu € MY,

toug € My, 0 <1tf < tmax <ty. E ainda por (2.13))

L(tdud) = min Jy(tud) < \(tug) Vte (tf.ty) e
0<t<ty
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I(tgug) = max I (tug).

~ lmax

Como uj € My, entdo t, = 1. Dessa forma,

Ia(tgug) < Ia(tmaxtug) < Ia(tgug) = Ja(ug)

0 que é uma contradi¢do, pois Jy(tgug) > af > ay = Ji(ud). Logo uj € M;. Dai

I(ug) = ay = ai.

Afirmagao 5: Podemos assumir que ug ¢ uma solugao positiva para (2.1)).

Como Jx(Jug|) = Ja(ug), (W4(lug ), [ug ) = (WA (ug), ug) e (Ji(ug]), lug [) = (J3(ug), ug ),
temos que |ug| € M e

Ilug|) = Inf, r(u).
uw A

Entdio |ug| ¢ um minimizante para Jy. Pelo Lema [2.11] temos que J5(|ug|) = 0, ou seja,

lug | & um ponto critico para Jy e portanto uma solugao fraca para (2.1]). Podemos assumir

entdo que ug ¢ uma solugdo nao negativa para o problema - Pela Proposicao

vemos que ug € CH%(Q) e é positiva em (.
Afirmagao 6: Jy(ug) — 0 quando X — 0.

Pelo Lema 2.7 temos

1 1
0> an= 50 = (5 i )61 =A (g = oy ) [ flrias

Como A € (0,Ag) e Ag < %’ por (2.14) temos

0> ) 2 A (DD (o)

o que implica que
Jy(ug) =0 quando A — 0.
O Teorema a seguir mostra que existe um minimo local para Jy em M, .

Teorema 2.13 Seja Ay como na Proposicao entao para A € (0,Ag) o funcional J)
tem um minimizante v, em M tal que ug € uma solugao positiva da equagao (2.1) e

I(ug) = aj.
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Demonstragao: Pela Proposigao [2.10[ii), existe uma sequéncia minimizante {u,} para

Jy em M tal que,

J(u,) =ay +o(1) e Ji(u,) =o0(1) em H Q).

Analogamente ao que foi feito no Teorema , mostramos que existe v, € M, uma

solu¢do nao nula para a equacao (2.1) com u, — u, . Pela continuidade de 9} temos que

(U (un), un) = (3 (ug ), ug)-

Como u, € M () devemos ter (¢}(uy ), uy) < 0. Pelo Lema [2.3] sabemos que MY(12) é

vazio, logo (¢ (uqg ), uy) < 0, ou seja, u, € M, . Pela continuidade de Jy, temos que
Ia(un) = Ja(ug) quando n — oo.

Mas Jy(u,) — a,, pois {u,} é uma sequéncia minimizante para J, em M, (2). Pela
unicidade do limite temos J) (v, ) = a; .

Assim como fizemos no Teorema , podemos assumir que 1, é uma solugao positiva

para (2.1) e uy € CH(Q). ]

Pelos Teoremas e obtemos que a equagao (2.1)) possui duas solugoes positivas

ug e ug tais que uy € M7 euy € M. Sabemos ainda, por defini¢ao, que M§NM; = 0.

Portanto, ugd e uy sao solugoes distintas, o que prova o Teorema .

2.6 Resultado de nao existéncia
Mostraremos agora que para A grande o nosso problema nao possui solugao cléssica.

Proposigao 2.14 Seja A = sup{\ > 0 : o problema (2.1 tem uma solugdao cldssica} en-
tao A € (0, 00).

Demonstracao: Sabendo que f muda de sinal em €2 e é uma funcao continua, conclui-
mos que existe a > 0 tal que {x € Q: f(z) > a} é um conjunto nao vazio. Seja §2; uma
bola contida neste conjunto e consideremos ¢; > 0 a autofuncao associada ao primeiro

autovalor py do problema

—Av = v, €N
VT EERa (2.33)
v = 0, T € an
Escolheremos A > 0 tal que
pit <t 4+art?, ¥V t>0. (2.34)
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Observe que

it —tP — —oo quando t — oo,

assim existe ty > 0 tal que puit —t? < 0 para t > t,. Para A > té_qul/a vemos que se
t € (0,1) entdo
t— P t ot
i LN ol LS L I
at? at? a
Isto mostra a existéncia de \ satisfazendo (2.34)). Agora, se u € C2(Q), u > 0, & solucdo

do problema (2.1]) entao

/ (uP 4+ adu?)prdz < / (uP + A f(x)u?)prdx = / (—Au)prdz.
Q1 Q1

Q1
Pelo Teorema de Green [B.15] temos

— 0P ou
/Ql(—AU)¢1d:B = /Ql(—A¢1)udx—l—/ uz S = d15dS.

an an

Uma vez que ¢; ¢ a uma autofun¢ao positiva associada a p; para (2.33)), temos ¢; uma
solucao classica, ¢; = 0 sobre 0¢); e segue do Lema de Hopf que % < 0 sobre 0€2;.

Consequentemente

/Ql(—Au)(bldx < /Ql(—A(bl)udx = /Q1 1 prude.

Pela escolha de ) obtemos

/ (uP + adu?)prdr < / pprude < / (u? + alu?) ¢ dx.
Ql Ql

Q1

Logo existe xq € () tal que

(WP (z0) + adu?(z0)) p1(z0) < (uP (o) + aru?(wo)) ¢1(zo)

o que implica que A < X. E por sua vez, A < A < oo. Além disso, mostramos que existem
duas solugoes para o problema (2.1)) para A € (0,Ay), logo A > Ay > 0. Portanto,

0<Ag<A<)\< .

Dessa forma, mostramos que para A > A, o problema (2.1) nao possui solugao positiva
u € C?*(Q), pela defini¢ao de A. n
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Capitulo 3

Existéncia de solucoes para equacoes
elipticas semilineares com caso

supercritico

3.1 Introducao

Neste capitulo mostraremos a existéncia de duas solugoes positivas para uma equagao
eliptica semilinear em um dominio limitado © C RY com simetria cilindrica envolvendo
nao linearidade céoncavo-convexa do tipo

{ —Au = Auh) + h(z)(ut)P, ze€Q P

u=0, x€dd
onde 0 < g <1< p<2*—1+r7,sendo A\ e 7 nimeros reais positivos. Consideramos
Q=0 xQ CcRY com Q; C R”, m > 1, um dominio regular limitado e Q, C RF
com k£ > 2, uma bola de raio R e centrada na origem. Seja h satisfazendo as seguintes

condigoes:

(h1) h & uma fungdo ndo negativa, Holder continua em ), radialmente simétrica com

relacao a x9 € (o, satisfazendo

h(z1,0) =0 paratodo z; € Qy;

(hy) 1, > 0, onde I}, = sup{\ > 0 : |h(x)|/|x2|* < 00,2 € Q}.

Um exemplo de uma funcao que satisfaz as condicoes (hy) — (h2) é h(x) = |z3|* com
a > 0.
Para nossos estudos neste capitulo, tomamos como referéncia principal o artigo de

Juanjuan Gao, Yong Zhang e Peihao Zhao [§].
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No decorrer deste capitulo usaremos as seguintes notagoes:
HY Q) :={ue H}(Q) : u(-,3) = u(-, |x2|)} com a norma

lull = ( / |w|2dx) .
Q

LY () := {u e LP(Q)| / hlu|Pdz < oo}, o qual é um espaco de Banach com a norma
0

1
P
lullnp = (/ h\u|pdx> 1<p< oo
(9]

L4(2) é um espago de Banach com a norma

1
q
lully = ([ i) 1< g < o
Q

H;1(Q) é o espago dual de H(Q).
v = max{u,0} e v~ = min{u, 0}.
¢, C, Cy, Cy, ... sao (possivelmente diferentes) constantes positivas.

O principal resultado deste capitulo é o seguinte.

Teorema 3.1 Sejam 0 < ¢ <1<p<2*—1471. Se h satisfaz (hy) — (h2), entdo existe
A € (0,00) tal que

(1) para todo X € (0,A), o problema tem pelo menos duas solucoes;
(2) para X = A, o problema tem pelo menos uma solucao;

(3) para todo X > A, o problema nao tem solucao.

Para a demonstracao deste teorema usaremos resultados de minimizacao, o Teorema do

Passo da Montanha e o método de sub e supersolucao.

3.2 Formulacao Variacional

O lema a seguir, cuja demonstra¢ao encontramos no artigo [16], mostra um resultado
de imersao para valores acima do nivel critico e sera crucial para o desenvolvimento deste

capitulo.

Lema 3.2 Assuma que h satisfaz (hy)—(ha). Entdo existe um nimero 7 = 7(h,m,k) >0

tal que a imersao HX () — L7 (Q) é compacta para todo r € (1,2* + 7).
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De acordo com o Lema paral <qg+1<2<p+1<2"+ 7, a aplicacao imersao
i: HY(Q) — LP*1(Q) é compacta e pela Proposicio H(Q) — L (Q) ¢ também

compacta. Em particular, existe uma constante C tal que
lullnprr < Cllull e Jullgr < Cflull. (3.1)

Uma solugao fraca para o problema ¢ uma fungao u € H!(Q) tal que

/VUVU = )\/(u+)qux+/h(w)(u+)pvdx

Q Q Q

para toda v € H}(Q). Observe que se u é uma solugao fraca para , usando u~ como
funcao teste, obtemos

/|Vu_|2dx:/VuVu_dx: /\/(u+)qu_d$+/h(x)(u+)pu_dx:0
Q Q 0

Q

logo u= = 0 e segue que v > 0 em 2. Além disso, se tivermos solugoes classicas nao
triviais, isto ¢, solugoes de classe C*(€2), uma vez que A(u*)? + h(z)(ut)? > 0 em Q,
segue do Principio do Maximo que u > 0, pois u ¢ nao trivial. Sendo assim, todas
as solucoes classicas encontradas para serao positivas.

Considere
As? 4+ h(z)sP, se s>0,

Iz, s) =
T 9) 0, se s <0,

e Fy(z,u) = / fa(z, s)ds. O funcional associado ao problema ¢T\: HY(Q) - R
dado por ’

1
T = sl = [ A
A
q+1Jg

() dz — —— [ (@) () de,

1
= Sl -

Devido ao Lema [3.2] usando argumentos analogos aos da Proposicao vemos que T
estd bem definido, ¢ de classe C'(H!(Q),R) e

(T (), v) = /Q VuVo — A /Q (uH)ovdz — /Q h(z)(ut)Pudz

para toda v € H!(Q). Encontrar solucao fraca para o problema (P)) é equivalente a
encontrar ponto critico nao trivial para o funcional T}.
Comegamos nosso trabalho mostrando que o problema (P,)) possui solucao fraca para

A pequeno.
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3.3 Existéncia da primeira solugao para A € (0, \y)

Primeiramente, mostraremos que existe \g > 0 tal que podemos encontrar uma solugao

uy do problema para A € (0, \g), onde uy é um minimizante local para T)(u).

Lema 3.3 Ezistem \g > 0 e ro,e > 0, tais que T\(u) > € para todo u € H(Q) com
llul| = ro e todo X € (0, \g).

Demonstragido: Para u € H!(Q), temos

A 1
Ti(u) = —|| I? - 1/ (uF) dx — o h(z)(u® )P da
q p
2 A +119+1 1 ut p+1
= —|| 17—l Hqul_?H |71 (3.2)
Sendo u = u™ + u~ temos que
[Jul|? = {Ju™ |7 + [[u ||
Assim, por (3.1)) e (3.2), deduzimos que
1 AC C
Th(w) > Sl = —fu*]|" — —— || P*
2 p+1

L, _ 1 +1 +1
= 3l H2+§\\U+H2—)\(C!|U+H)q — (Cllut]))”
1. 1
= 3l H2+§||U+||[||U+||—/\(C||U+||)q—(0\|u+||)p]-

Afirmamos que existem reais By, Ao > 0 e um intervalo [a,b] contido em R tais que
t—Xo(ct)?—(ct)P > By/2, para todo t neste intervalo. De fato, como p > 1 existe b > 0 tal
que t > (ct)? para t € (0,b]. Seja f(t) =t — (ct)?. Como S(t) é continua, para a € (0,b)
temos

Bo = min [(t) >

tela,b]
Agora, escolha \g > 0 pequeno tal que

ﬁo b2—a
27 2a

Ao(ct)? < mln{ } . Vitelab. (3.3)

Dai, considere
a(t) =t — No(ct)? — (ct)?,

entao temos que

a(t) > o — Xo(ct)? > @, Vt € [a,b

o que prova a afirmacao. Observe que se A € (0, \g), entao
Po
2

t—Act)? = (ct)? >t — Xo(ct)! — (ct)? = aft) > —, Vtea,b].
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Tomando 19 = b, se ||u|| = ro, podemos ter ||u™|| > a ou ||uT|| < a. Se ||ut]|| > a, entéao

Lo 1 Bo  abo
Ty(u) > = 24 lut||= > ==,
Mw) 2z sl + sl 2 =
Se ||u™|| < a, usando (3.3]) obtemos
] o b _a?
A + qHu_ <\ 11— <
(el < (eaye < B0
Por outro lado,
0" = Jull* = [lu]|* + [lu”|* < a® + [Ju”|[*
o que implica que
[u™]]? > b* — a®.
Dessa forma, como S(]|u™||) > 0 temos
b —a? |lut]]
T(w) > —5—+ "5 ("l = el = (el[u™]])?)
V—a> V—a® ¥ —ad®
> — =
2 4 4

Tomando € = min{(b* — a?), aBy}/4 temos
Ty(u) > e paracada ||u|| =1

o que conclui a demonstragao. [

O lema a seguir garante a existéncia da primeira solu¢ao nao trivial para o problema

para \ pequeno.

Lema 3.4 Para todo \ € (0, \o), T\ possui um minimo local perto da origem.

Demonstragao: Temos que

1 A 1
Ty(tu) = —Htqu——/|tu+\q+1dx——/h(x)]tuﬂp“dx
2 q+1Jq p+1Jq

1

Aot tptl
= —t|ul|* — /(u+)q+1dx - / h(z)(u)Pde.
2 q+1 Jg p+1/q

Claramente, T)(tu) < 0 para t > 0 suficientemente pequeno e qualquer v € H!(Q) com
[[ut|] # 0. Seja B,,(0) = {u € HXQ) : ||u|| <70}, entdo temos

I= inf Ty(u) <O,
u€ By (0)

Mostraremos que este minimo é atingido em algum wy. Seja {u,}2>, C B,,(0) uma
sequéncia minimizante, entao
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Como {u,}%, ¢ limitada, existe uy € H!(Q) tal que a menos de subsequéncia valem as

seguintes convergéncias

u, — uy em H(Q)
u, — uy em L7TH(Q)

(
()

1
U, — U\, em L@';+
onde a ultima convergéncia deve-se ao Lema [3.2] Dessa forma

/|Vu,\|2d:v§ lim inf/ |V, |*dz
[¢) n—oo Q

1
i [ e =t (25 [ [ eurta)
A

— P (uA)qJ“ldx —/ )(ui)Pde

= / F\(z,uy)dz.
0

Assim

1
Th(uy) = 2/\Vu>\| dw—/FA(x uy)dx

< liminf - /]Vun| dr — lim F,\(x,un)dx

n—o0 n—o0

= hmmf( /\Vun| d:c—/F)\(x un)d:c)

= liminf T)(u,) = I.
n—oo

Como [ := }Snf( )T,\(u) e uy € B,,(0) temos que Th(uy) > I. Segue entdo que
uU€bLrg 0

T)\<U)\) =1= inf T)\(u)

u€ By (0)

Isto é, uy ¢ um minimizante para Ty em B,,(0) como desejado. |

Sendo Ty de classe C*, Ty (0) = 0 e Ty(uy) = I < 0, entdo uy é um ponto critico nao
trivial para T\. Portanto, u, é a primeira solu¢ao do problema (Py) para A € (0, \o) e dai

uy > 0 pois ja vimos que todas as solugoes fracas para este problema sao nao negativas.

3.4 [Existéncia da segunda solugao para A € (0, \y)

Na sequéncia, vamos mostrar a existéncia da segunda solucao v, usando o Teorema do
Passo da Montanha. Verificaremos que T) satisfaz as hipoteses deste teorema por meio

dos seguintes lemas.
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Lema 3.5 T) satisfaz a condig¢io (PS).

Demonstracao: Mostraremos que toda sequéncia (PS) possui uma subsequéncia con-

vergente. Seja {v,}°2,; C H}(Q) uma sequéncia (PS), isto é,
T\(v,)] <C e T{(vy) =0 em H;'Q). (3.4)

Por (3.4), podemos assumir que {v, }°°, satisfaz

1

1 2 A +\g+1 / +\p+1
Z — =c—+o(l). .
5 /Q Vo, |“dx | Q(vn) dx A h(z) (v, )P de = c+ o(1) (3.5)

Pela defini¢do de T3 temos

[ 19 = T+ [ @i+ [ s
Q ) )
Substituindo em (3.5]) obtemos
ct+o(l) = 1<T’(v ), v >+é/(v+)q“daz+l/ h(:z:)(v*)p“dx— L/(UJr)quldx

2 A\Un/y Un 9 0 n 2 0 n q+1 0 n

1
——/h(x)(v:)pﬂdm
Q

p+1
Dai

ey Jude o [y e = e ST ) +ol1)

Sejac; = (p—1)/2(p+1)eco = A(1—q)/2(¢+1). Como 0 < ¢ <1 < p, vemos claramente

que ¢, co > 0. Assim

1 / h(z) (v, )PHde < 02/(1);:)‘1“(& + ¢+ || T (vn) || g
% Q

oull
isto é,
15 < elle 2 + ¢+ CITL )l el (3.
Combinando e (3.6), temos
lenll = I + I + e+ o()
< il + pil(cnvﬂrzﬁ+c+ch;<vn>HHs-l|rvnr|)+c

1
= Cllogllzia + e+ ClIT3(wn)l

|vn||

Segue por (3.1) que
[[va][* < Cllog [|77F 4 C + Cfonl]-
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Deduzimos entdo que existe uma constante C' tal que ||v,|| < C. Consequentemente,
{vn}52, € limitada em H}(Q) e entdo existe uma subsequéncia {v,,}32; C {v,}52, fraca-

mente convergente em H!(Q). Além disso, temos uma outra desigualdade, por (3.1,

[ s < C.

A partir disso, podemos deduzir o seguinte

vp, — v fortemente em LV Q) para 1<p+1<2 47
U,, — v fortemente em LITN(Q) para 1<g+1<2°

Un;

— v q.t.p. em €.

Considere P;, Py : H}(2) — R dados por

Pi(p) = A /Q (vn,)Tpd + /Q h(@) (v )Ppda.

Assim,

=Rl = | [ (1) w0) et |

IN

el [ (=)™ )™
rellell ([ no) (5 = )™ d) .

Como vy,; — v q.t.p. em €2 vemos que v,fj — vt q.t.p. em Q e como v,, — v em LIT(Q),

entdo existe [ € L11(Q) tal que

(v (@) < |v; ()] <U(x)  qt.p. em Q.
Assim

S TZ q+1+( +>q+1>

)|Q+1 + + ) L (Q)

/N
—~
4
N~—
(=]
|
—
4
+
S~—
Q
——
=}
IN
A
@
/—\ 3+
»Q
\_/



Logo, pelo Teorema da Convergéncia dominada de Lebesgue, temos
q+1
+\g _ (Ve ¢
/Q ((vnj) (v) ) dz — 0.
Por outro lado, como v, — v em LfLJrl(Q), entao para h = Rt hril, temos
U h7H > vh7F em  LPTY(Q).
Assim, existe [; € LPT1(Q) tal que
|hﬁ(:v)vnj ()] <li(z) q.t.p. em Q.

Dai

>
—~
&
SN—
VRS
—
4
S+
N
i
|
—
4
Jr
SN—
bS]
—
]
VAN

h(z)C ((v;“j)p“ + (v+)p+1>
< C (l’l’“(x) + h(x)]v|p+1) e LY(Q).

Logo pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue temos

p+1

/ () ()7 — @) " dw =0
Q J
Portanto, P; — Py em H;'(Q), ou ainda,
A )+ h(@) (v )P = A ")+ h(z)(vT)" em H Q).

Pelo Teorema de Representagdo de Riesz, para cada fy(w) = AMw™')? + h(z)(w™)? em
H'(Q2), o problema

S

{ —Au = fy(w), x€ (3.7)

u =0, x € 0f)

tem uma tnica solugao u € H!(Q). Considere ® : H;1(Q) — HL(Q), e seja u = ®(fy(w)).
Notamos que ® é uma isometria, pois é um isomorfismo que preserva o produto interno.

Como u é a tnica solu¢ao do problema (3.7), entao satisfaz
[ 5o = [ Vuve = twg) = @)
para todo ¢ € HL(Q). Assim

(TUw),¢) = (w,o) / fa(w
o) — (®(fa(w >> o) = (w— B(fr(w)), o).

= (w,

Logo
T(w) = w — (fx(w)).
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Sendo ® continua, temos que
O(fa(vn;)) = ©(fa(v)) em  H(Q).

Por (3.4) temos que

T3 (Vn,) = Vn; — ®(fa(vn;)) = 0 em  H7H(Q),

J

consequentemente,

U, — ®(fr(v)) em HI(Q).

Pela unicidade do limite fraco temos que v = ®(f\(v)). Portanto, T\ satisfaz a condicao
(PS). u
O seguinte lema conclui a demonstracao que 7 tem a geometria do Passo da Montanha

e prova que o problema ((P)) possui uma segunda solugao.

Lema 3.6 Para todo \ € (0, \o), T\ tem uma sequnda solugdo vy do tipo passo da mon-

tanha.

Demonstracido: Seja v € H!(Q2). Pelos Lemas e para usarmos o Teorema do
Passo da Montanha precisamos verificar agora que existe v € B,, tal que Ty(v) < 0.
Claramente, T (0) = 0 < e. Agora, fixe v € H}(Q), v* # 0 e escreva w := tv para t > 0.

Por (3.2) temos

1 )\ 1 1 1
T\(w) = §||W||2 - me*HSL - me*Hiﬂgﬂ
1 A L1 .
= §t2HUHZ - H—thHHWHEL - mtpHHUJFH%H-

Como ¢+ 1 <2 < p+1, segue que

T\(w) = Ty(tv) - —oo0 quando ¢ — +o0.
Logo existe ¢, > 0 tal que

lw|| = [[tov|| > 10 e Ta(w) = Tr(tev) <O0.

Pelo Teorema do Passo da Montanha existe uma func¢ao vy € H!(Q), vy # 0, tal
que Th(vy) = ¢ > e > 0e Ty(vy) = 0. Isto é, vy é um ponto critico nao trivial para T}.
Uma vez que T)(uy) < 0 e Tx(vy) > 0 temos que uy # vy e vy é a segunda solucdo para o

problema (Py). n
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3.5 Regularidade

Vamos agora estabelecer a regularidade C* das solugoes fracas para (Py)) pertencentes
a H(Q).

Lema 3.7 Sejav € H(Q) uma solugio do problema (Py)), entao v € C**(Q) para algum
ae(0,1).

Demonstragdo: Seja v € H!(Q2) a solugao de fixado, denotamos
faz) = falz, v(z)) = A" (2))? + h(z)(v" ().

Pelo Lema [3.2| temos a continuidade da imersao H!(Q) < L7 (Q) e por defini¢ao L} (Q2) C
L"(Q) para r = 2* + 7. Como v € H}(Q2), entao v € L} () e por sua vez, v € L"(Q). Dai

/(v+)q£dx = / (vH) s dx +/ (vH) ¥ dz < |9 +/(v+)7’d$ < 0.
Q {(wv)<1} {(w)>1} Q

Além disso, como h é limitado em Q

[ ez [y <oo

Q

(f Ifx(w)lgdw)f <o,

.
ou seja, fi(r) € LY, para ¥ = —. Como 1 < p < 2* — 1+ 7, obtemos
p

Logo

T 2 +7
V=->—
p 2*—=1-+7
Assim, existe € > 0 tal que
2+ T
= ——(1 :
2*—1—|—T< +e)

Podemos escrever o problema como uma equagcao eliptica linear nao homogénea

{ —Av = fi(z), €

(3.8)
v=0, x € 0f.

De acordo com o Teorema de Regularidade para equacoes elipticas lineares nao homo-
géneas Teorema [B.11] como fy(z) € L?(Q), temos que v € W2?(Q). Se 20 > N, pelas
imersoes de Sobolev temos que W27 (Q) — C%(Q). Sendo v € C%?(Q) e h Hélder con-
tinua, temos que fy(x,v) € C%?(Q). Assim, pelo Teorema de Schauder temos que
v e C?(Q).

Se 20 = N, entiio temos que W2 (Q) — L7(2), para todo v > 9. Logo, tomando

N
S 5 temos que v € L?(€). Claramente, vemos que f, € L5(Q2), para £ = 7 entdo pelo
p

p
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Teorema temos v € W2¢(Q). Pelas imersdes de Sobolev, v € C%(Q), da mesma
forma, como h € C%(Q), entao f, € C*(Q). Dai, pelo Teorema de Schauder [B.12]
v e C%(Q).
No caso em que 29 < N, pelo Teorema de imersao de Sobolev, temos
W22(Q) — L™ (Q),

N9
N —29

/(UJF)qrpldx = / (U+)q%d$ +/ (v+)q%da: <19+ /(UJF)”dx < 0o
Q {(v)<1} {(wt)>1} Q

/ h(z)vtP7 de < c/(v*)”dw < 00
Q Q

(f |fA<x>|’3)g < o0,

Logo fa(z) € L"(Q), com ¥, = L. Entdo, v € W>"1(Q).

Para mostrar que a regularidade de v foi melhorada, é necessirio mostrar que

com r; = Como v € W2%(Q), entdao v € L™ () e tem-se

e resulta que

%:%>L
Temos que
N (;j;(l +e) N2 +7)(1+¢) |
N-2(Z ) (14+e) N2 —1+7)-22+7)(1+¢)
Dai
o N2 +7)1+¢) o N(1+e¢)

N2 —14+7) =22 +7)(1+e)(2*+7) N@2*—1+7) =22 +71)(1+¢)

Assim, basta verificarmos que

N2 —1471)—-2(14+¢)2"+7)>0 e (3.9)

N(14e)>N(2 —147) =22 +7)(1+¢). (3.10)

A partir de (3.9))
N2 —1+71)>2(14¢)2"+ 1)
o que implica que
N2 —1+T1) I
_— — €
2(2*+ 1)

93



e por (3.10) temos

N2 —1+4+7) < NAl+e)+2(1+¢)2"+71)
= [N+22"+7)](1+¢)

daf
N2 —1+47)
1< 311
Nt2@+n  °F (3.11)
Assim
N2 —1+7) N2 —147)
ST jcec 1. 3.12
N +2(2+1) c 22 +7) (3.12)

Podemos entao encontrar um ¢ > 0 satisfazendo (3.12)). Consequentemente, temos

Uy
— > 1.
J >

Pelo Teorema de regularidade , assim como para 9; > 9 temos v € W2?%1(Q), também
para qualquer ¥}, suficientemente grande, v € W2 (Q). Quando 20, > N, pelo Teorema
de imersdo de Sobolev, podemos obter que v € C%(Q), fi(z) € C*(Q), entdo v € C*%(Q)
pelo Teorema de regularidade de Schauder [B.12] ]

3.6 Existéncia da primeira solugao para \ € (0, )

Mostramos que existe soluc¢ao positiva para o problema (Py)) para A € (0, Ag). Mos-

traremos agora a existéncia de solugdes para A € (0, A).
Lema 3.8 Seja A = sup{\ > 0: o problema (P)) tem uma solug¢ao} entio A € (0,00).

Demonstracao: Como h é uma funcao nao negativa e nao trivial existe x € (2 tal
que h(z) > 0. Sendo ainda h uma fun¢do continua, existe a > 0 tal que o conjunto
{z € Q; h(z) > a} ¢ nado vazio. Considere €y como sendo uma bola contida neste conjunto

e ¢1 € H}(Qp) uma autofungio positiva associada ao primeiro autovalor \; do problema

{ —A¢y = N1, € (3.13)

QZ51 = 0, S 890

Sabemos que A\; > 0 e ¢; = 0 sobre 0. Pelo Lema de Hopf (veja Teorema [B.16|) segue
%)

5 < 0 sobre 9. Agora, escolha A > 0 satisfazendo
v

que

Mt < AT+ at?, Vi>0 (3.14)
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Note que

Mt —at?P — —o0  quando t — oo.
Entao existe ty > 1 tal que
Mt —at? <0, ¥V t>t.
Para t € (1,to] temos que existe ¢ > 0 tal que
At — at? < cti.

Para t € (0,1) temos
Mt — at? < At < )\1tq.

Dai, para A = max{c, \;} temos

Mt —at? < X!, quando t > 0.

Considere u € C%*(€) uma solugao do problema para A € (0, A). Assim com fizemos
na Proposicao do capitulo anterior, usando Teorema de Green [B.15]e o Teorema de

Hopf obtemos
/ (A + auP) gy (x)dx < / (Au? + au )¢ dx.
QO QO

Logo existe xq € )y tal que

(A () + au? (0)) ¢1(x0) < (Au?(z0) + auP (o)) d1 (o)

o que implica que A < A. Em particular, A < X\ < oco. Por outro lado, mostramos que

para A € (0, Ag), o problema ({P)) possui uma solu¢io, entdao A > Ay > 0. Portanto,
0< X <A<)\<oo,

como queriamos demonstrar. [ ]

O problema sublinear apresentado a seguir terd uma importante relacao com o pro-

blema (Py).

(3.15)

—Au =X i, x€
u =0, x € 0f).

A proposicao a seguir nos fornece informagoes sobre o problema sublinear (3.15)) que serao

necessarias para a demosntracao dos resultados posteriores. Lembrando que uma funcao
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u (W) € C?(2) N C(Q) é uma subsolu¢do (supersolucdo) do problema (3.15) se satisfaz

respectivamente

u <0, sobre 0.
—Au > f(z,u), em () (3.17)
u >0, sobre 0.

Proposicao 3.9 Seja A € (0,A). Temos que ¢y € uma subsolugao do problema (3.15)

para € suficientemente pequeno.

Demonstracao: Seja ¢; a autofuncao do operador —A associada ao autovalor \; em

relacao a 2. Queremos mostrar que
—A(8¢1) S )\(E(ﬁl)q.

Temos que

~8e6n) = elnon) = (S2607) (o))

Entao, basta encontrar € > 0 tal que

Como ¢; € L*®(Q), existe ¢ > 0 tal que
7(z) < e,V e Q.

Dai

TN i < e (—Alc) <1

Logo, podemos tomar

o que implica que

—Aeg1) < AMegn),

ou seja, ¢y € uma subsolucao do problema (3.15]). Além disso, dado qualquer supersolugao
positiva @ de (3.15), usando argumentos semelhantes aos usados por Annaxsuel Lima em
[6], podemos mostrar que ¢y < @ para e suficientemente pequeno. De fato, considere

@ uma supersolugao positiva do problema (3.15). Seja ¢ > 0 suficientemente pequeno
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e definamos o conjunto ©; = {z € Q;dist(z,002) < §}. Como ¢1,u > 0 em Q e pela
compacidade de Q\€)y, existe ¢ > 0 tal que

z)

()

I}

>c, VreQ\Q,. (3.18)

-

ou
Por outro lado, pelo Teorema de Hopf temos que Em < 0 em 0f2 e como J€) é compacto,
v

temos que existe C' < 0 tal que

ou _
%(x) <C, V€.

Usando os mesmos argumentos, como ¢; € C3(Q) temos que existe ¢; > 0 tal que

‘ 99

E(SL’) SCl, Vxeﬁl.

Considere a fun¢io h : Q; — R definida por h(z) = v¢1(z) — @(z) com v > 0. Seja
co = infg (0¢1)/(0v). Assim, se v > ¢/cy temos

%(m) :7%(@—%@) >y —C >0, VYre. (3.19)
Fixando z € Qy, definimos g : R — R por g(t) = h(x + tv). Para cada = € Q, excolha
um tnico & € O tal que a reta que passa por esses dois pontos cincida com a reta suporte
do vetor normal exterior v = v(&#). Assim, existe ¢ > 0 tal que z + tv = & € 9. Temos

que h(0Q2) = 0, dai

g(t) = h(x +tv) = h(i) = 0. (3.20)
Observe que g é a composta de duas funcdes de classe C*, logo g : [0,7] — R ¢ continua

em [0,] e derivavel em (0,%), pelo Teorema do Valor Médio, existe & € (0, 1), tal que

9(t) —g(0) = g'(&)(t = 0).

Como
%(:p—f—ﬁy) ~ lim h(x + v + zv) — h(z + &v)
ov 20 z
_ lin% h(x + (£ + 2)v) — h(z + &v)
zZ—r v
o a(E D) g(©)
z—0 z
= 4'(¢).

Dai, por (3.20]) temos

O o+ €)= (D) = 9(0) — 9(0) = —h).
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Por (3.19)) e sendo ¢ > 0 segue que
oh - _
=—(z+&)(t) >0 em €.

—h(z) = ==
() v
Consequentemente, h(z) < 0 para todo = € Q; e assim h(z) = vé1(z) — u(z) < 0. Segue
entao que
vo <u(x), Ve [oN
o que implica que
uz) .S Q (3.21)
em : :
bi(x) = '
Por (3.18) e (3.21) obtemos
u<x)202>0, Vel
|

1

onde ¢o = min{c,v}. Portanto, tomando 0 < € < ¢y temos que €¢; < u.
Dessa forma pelo Teorema o problema (3.15)) possui uma solugao u tal que

8¢1 S u S U.
O resultado a seguir é importante para encontrar a primeira solu¢ao para A € (0, A)
Lema 3.10 Para todo X € (0,A), (P)) tem um minimo na topologia C*.

Fixe A € [A\g, A). Escolha A < Ay < A tal que (Py,) tem uma solugao

Demonstragao:
ug. De acordo com o Teorema 2.5 (veja [4]), como a fungao

t
— g(x’ ) — Aot(I71

¢ nao decrescente para t > 0, o problema (3.15) possui uma tnica solu¢ao positiva ug

quando A = A\g. Como uy é solugdo de (P),) temos
—Aug = Aus + h(x)uh > \ud,

dessa forma, uy é uma supersolucao do problema (3.15). Assim, pela Proposigao e pelo
Teorema [B.13] para e suficientemente pequeno existe uma solu¢do do problema (3.15) tal

que
1 < u < .
Como a solugao é tnica uy = u e ug < ug. Como ug € solugao e us nao é solugao de (3.15)),

uy —ug =0 sobre 0€,

temos que ug # us. Uma vez que
e

—Aug —ug) > ANud —ul) >0 em Q
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segue do Principio do Méximo que ug < up em ). Sejam

) az,up(x)), se t <ug(z) i v
Lz, t) =19 fialz,t), se wup(z) <t < ug(x) F\(z,u) = /0 oz, t)dt
fa(z,us(x)), se t > uy(x)

e o funcional Ty : H}(Q) — R dado por
. 1, N
Th(u) = 2||u\| — [ Fi(x,u)dx.
Q

Como ug e us sdo continuas em €2 entdo sdo limitadas em (. Portanto, f,\ é uma funcao
limitada. Sendo assim, F)(z,t) < ct para todo z € Q e t > 0. Pela imersio de H'(Q) em
LY(Q) obtemos

- 1 1
730) 2 Sl = llll = 1l ( 311l - <)

para toda u € H}(Q). Assim, Ty é coercivo e limitado inferiormente. Logo Ty possui um

minimo global uy € H(R) e por sua vez uy é ponto critico para Ty. Logo,

—Auy = f)\({L‘,U)\) x €
Uy = 0 x € 0f).

Pela definicao de f,\ temos

Sz, uz) = fA(fE,U,\) > falz,up) > Aug.

Assim, como ug é solu¢ao do problema (3.15)), us é solu¢do do problema (Py,) e A < Ag

temos

{ —A(ug — uy) = Aud — fA(x,u,\) < dud — f,\(x,u,\) <0 em

ug — uy =0 sobre 0f2

—A(uy —ug) = f,\(x,u,\) — fa(r,u2) <0 em  Q
uy —uz =0 sobre Of).

Pelo Principio do Maximo temos uy = ug ou ug < uy em 2. Mas se uy = ug teriamos
—A(uy —up) = 0 e dai fa(z,u)) = Aud o que ndo é vélido pois ug > 0 e h £ 0. De
modo analogo concluimos que uy < us em €2 pois caso contrario, se uy = ug, teriamos

Fal@,us) = fo, (2, u2), ou seja
Aud + h(x)uh = Aud + h(z)ud = (A=X)ud =0

o que nao é valido pois ug > 0 e A < Ag. Logo, up < uy < ug em ). Pelo Lema [A.4]

uy € C?%(Q), a € (0,1), dai se ||u — uy||cr < &, para € > 0 suficientemente pequeno,
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temos que uy < u < ug, em §). Dessa forma, por definicdo temos que fi(x,u) = fi(z,u),
e consequentemente, Th(u) = Ty(u), para uy < u < uy. Portanto, uy também é um
minimizante local para T, na topologia C*. [

O proximo lema nos garante a existéncia de uma solugao para o nosso problema por

meio de resultados de minimizacao.
Lema 3.11 Seja A € (0,A), uy € um minimizante local para Ty em H(Q).

A prova deste resultado é encontrada nos artigos [15] e [5]. Como consequéncia deste
lema, temos que u), ¢ um ponto critico para o funcional T e por sua vez é solucao para

o problema (Py)) e é positiva por constru¢ao. Além disso,

Ta(uy) = Ta(uy) < T,\(uo) = %HUOH2 —/Qf(ac,ug)uodm

1
= —)\/ug+1dx—)\/ug+1dx—/h(x)ugﬂd:r < 0. (3.22)
2 Ja Q Q

3.7 [Existéncia da segunda solugao para A € (0, \)

Na sequéncia fixamos A € (0, A), e esperamos encontrar uma solugao do tipo passo da
montanha da forma vy, = u) 4+ v, onde u) é o minimizante local encontrado no Lema |3.11],
e v >0 em €. Definimos

z(z,t) =

f)\(U)\ + t) — f,\(U)\> t Z 0
0 t<0

Zy(xz,v) = /Ov Zx(z, t)dt

1
S\(0) = 3l0lF = [ Zutao)de

Temos que Sy : H}(2) — R é um funcional de classe C'.

Precisamos provar que existe um ponto critico para Sy que seja uma funcdo positiva.
Lema 3.12 Seja A € (0,A). Sy tem um ponto critico nao trivial.

Demonstragao: Claramente, Sy(0) = 0. Além disso, v = 0 ¢ um minimizante local
de Sy para todo A € (0,A). De fato, pela definicdo de Z,(x,v), se v < 0 temos que
Zy(xz,v) =0, logo Sy(v) = 0. Se v > 0 temos

Zy(xz,v) = /OU zy(x, t)dt = /Ov(f,\(u,\ +1t) — faluy))dt
= [ hae— [

A(@)
= FA(U)\ + U) — FA(U)\) — fA(U)\ﬂ
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Assim

1
Si0) = Il = [ Zutzio)is
Q
1
= —|]v||2—/F,\(uA+v+)da:+/F,\(uA)d:E—/f,\(u,\)erdx
2 Q 0 0

1 1 1
= Z|[otP + Sl 1P = Sllua + ot + Ta(ua +0t)
2 2 2
1
—T)\(U)\) + §||U)\H2 -+ / f)\(U)\)U+d£E
Q
1
- §|]v’|\2 — {ux, vy + T (upn +vT) — T (uy) + / f(uy)vtdr
Q
1
> §||U_||2 + Ta(ux +vT) — Ta(uy) >0,

pois pelo Lema uy & um minimizante local para Ty, dai Ty(uy + vT) — Ta(uy) > 0.
De forma analoga ao Lema , mostramos que S) satisfaz a condi¢ao (PS). Além disso,

temos

Si(tv) = =[Pl - /Q<A<w+tv+>q“+h<x><ux+w+>p“>dw+t /Qfmw

2 A q+1
= §||U||2—tq/?<%+v+> dx
0q

h(z) [uy p+1 /
—tr | —=(— + dr +1 *d
/Qp—|—1<t —i—’u) x + Qf,\(uA)v x

< ﬁ||v||2—tq+14/<v+)q+1dx— o /h(g;)(w)pﬂda;.
2 q+1 Jq p+1Jq

Logo Sy(tv) — —oo quando t — co. Aplicando o Teorema do Passo da Montanha [B.6

podemos obter um ponto critico vy € H2(2) com vy > 0 em €. ]

Observe que, se vg ¢ um ponto critico nao trivial de Sy, entao vy satisfaz a equacao

{ —Avyy = f)\<u,\ —+ Uo) — f)\(u,\) z €N

(3.23)
Vg = 0 x € 0N).

Além disso, considerando vy = vy + u) obtemos
— Avy = —A(vg +un) = falvo +un) — fa(un) + fa(ua) = fr(on).

Logo, vy = v+ uy é uma solugdo nao trivial de (Py)) e vy # uy, pois vy € uy sdo positivas.
Podemos agora, apresentar a demonstracao do Teorema [3.1]

Demonstragao: (Teorema
(1) Este item ¢é provado atavés dos Lemas e3.12
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(2) Para todo A € (0,A), pelo Lema sabemos que existe uma solugao uy para o
problema e segue de ([3.22) que Ty(uy) < 0. Escolha uma sequéncia {\,} tal que
An 0 A quando n — oco. Denotamos as solugoes correspondentes a A, por uy,. Entdo,

elas satisfazem

Isto é,
1 2 >\n +1 1 +1
§HUA”H - q+—1||ufn||g+1 - mHULH‘Z,pH <0 (3.24)
e
1
[un, 12 = Al 1853 — [Juf 154, = 0. (3.25)

Segue por (3.24)) e (3.25)), que existe C' > 0 tal que

[lur, || < C

para todo n. Assim, existe uma subsequéncia fracamente convergente de {u,, }, denotada

por {uy,, } tal que

uy,, — up em H;(Q)

Ux

m

— uy em LFTH(Q)
(

uy, — up em LITHQ).

m

Com argumentos semelhantes aos usados no Lema mostramos que (T3 (uy,,),v) —
(Th(up),v) para toda v € H}(Q). Por outro lado, (T} (uy,,),v) = 0, dai pela unicidade
do limite temos que

<T1,X<UA)’ 1}> = 07

ou seja,
/VuAVvd:B:A/(uX)qu$+/h(z)(uj{)pvdx.
Q Q Q

Portanto, uy é solugdo fraca para (Py). Pelo Lema[A.4] temos que uy € C*%(Q). Além
disso, segue do Principio do Maximo que up € uma solugao positiva.
(3) Este item segue da defini¢do de A, pois

A = sup{\ > 0 : o problema tem uma solugao}.
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Apéndice A
Resultados de Regularidade

Queremos mostrar que o funcional associado ao problema

{ —Au = g(x,u), em Q

(A.1)
u =0 sobre 02

¢ de classe C' (H}(Q2),R) e que a solugao u € CH*(Q). Além disso, mostraremos que se

u é uma solucao nao negativa e nao trivial entao v > 0.

Proposicao A.1 Seja Q C RY um dominio limitado e seja g uma fungdao satisfazendo

(i) g € C(Q x R, R);

(ii) existem constantes r,s > 1 e ai,ap > 0 tais que |g(z, )| < a1 + az|£]* para todo
rcQeécR.
Entao a aplicacao p(x) — g(x,o(x)) pertence a C(L"(2), L*(2)).
Demonstragao: Sejam u € L(Q) e x € €. Por (ii), temos
/Q(|g(x,u(x))|)sd:rj < /Q (a1 + a2 lu(@))*) " da
Se s > 1 temos
(g, u(@)])* < (o1 +azu(@)]?) < 2° (a5 + a3 u(@)]").
Tomando a3 = maz{ay,as} e ¢ = 2°a3, obtemos
l9(z,u(@))]* < 2%a5 (1 + u(@)]") =c(1+|u(@)]"), ¥V zeQ. (A.2)

Dai, lembrando que || < oo, temos
/ (@, u(x))|*dz < c/ (14 Ju(2)[") dz < +o0.
Q Q
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Logo, g(.,u(.)) € L*(Q2), e assim, a aplica¢do ¢(x) — g(x, ¢(x)) estd bem definida. Vamos

verificar a continuidade da aplicacao
G:L'(Q2) — LQ)
v = Gp)(x) = g(z, ().

Afirmacdo: Dados z,p € L"(Q) e x € Q, considere F(2) = G(z + ¢) — G(p), com ¢ fixo.

Entao, G é continua em ¢ se, e somente se, F' é continua em z = 0.

De fato, F' é continua em z = 0, se e somente se, dado € > 0, 3 § > 0 tal que

[1h = Ollzr@) < & = [|F(h) — F(0)]

Ls(Q) <§&,

ou seja,
|| — 0]

@ <0 = [|G(h+p) -Gl

Ls(Q) < €.

Escrevendo ¢(z) = h(z) + ¢(x), temos
o —¢ll <o = JIG)-Gp)ll <e

que é a definicao da continuidade de G em . Portanto é suficiente mostrar que G é
continua em ¢ = 0 e podemos supor, sem perda de generalidade, que g(x,0) = 0 em €.
Seja € > 0. Uma vez que supomos G(0) = ¢g(-,0) = 0, devemos mostrar que existe § > 0
tal que

luller@) <6 = [[G(u)]

Como g € C(Q x R,R), dado &, para cada x € Q, existe §, > 0 tal que, usando a

equivaléncia das normas em RY.
lz =z + ] <de = |9(z,§) —g(z,0)[ <& = |g(z 8] <&

As bolas Bz, %z) formam uma cobertura para {2 que ¢ compacto, logo esta admite uma
subcobertura finita, ou seja, 3z, ...,z € ) tais que

k 5
QC U B(z;, 52), com §; = 0,.

i=1
Seja 6; = 113i3k5i' Sejam z € Qe ¢ € R com |¢| < %1. Como z € Q, Ji tal que z € B(x;, %)
e ainda |£|_§_%1 < % entao
0; | 0 .
lo—all I < S+ 2 =8 = llg(=6) - (e O <&
Logo, dado qualquer € > 0, existe 8 > 0 tal que

El<B = lg@l<éy zeq. (A.3)
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Agora, para £ > 0 e 0 > 0 a serem escolhidos, seja v € L"(€2) com ||u||zr@) < 6 e considere

o conjunto
O = {2 € Qlu(z)| < B}
Logo, u(z) € R por (A.2) temos |g(z,u(x))| < €, o que implica que

/]gxu ))]dx</sdx<€]Q]<5\Q\ (A.4)

951
pois Q; C Qe [Q] < Q] = |Q| onde |Q| determina a medida de Lebesgue de Q2. Escolha
¢ tal que (€)°|Q] < 5 Entao por

/ o (e < (5)°
951

Seja 2y = Q\ Q;. Entao, por (A.2) temos que

g, u(z))Pdz < c / (1 + Ju(2)[") dz < o] + 67) (A.5)

Q2 QZ

pois ||ul|rr) < 8. Além disso, Qy = Q\ Q) = {z € Q; |u(x)| > S}, dai

lu(x)|"dx > prdr = lu(z)|"dx > 7|0

(92 Qo Q
Logo, 6" > / lu(x)|"dx > 7], 0 que implica que |Qy] < (6871)". Assim substituindo
em - ) temos
c(|€22] +67)

c[((0p7)" +0")]
c((B71) +1)0.

|9(z, u(z))[*dz
Qo

IN

IN

IN

s

Escolhendo § tal que c((6871)" +1)6" < %, obtemos

. 5
lg(z,u(z))|Pdx < 7 (A.6)

Qo

Logo, por (A.5) e (A.6) temos que

e® g°
[ o u@lde <545 == = llgtwllm <
Q
Portanto,
ullor) <6 = ||lg(.,u)||ps@) <€

n

A proposicao a seguir é devida ao Teorema de Sobolev-Gagliardo-Nirenberg e o Teo-

rema de Rellich-Kondrachov.
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Proposicao A.2 Seja Q um dominio limitado em RY cuja fronteira é uma variedade
suave. Se u € Hg(Q) entdo u € L%(Q) (com n > 3) e para todo t € [1,2n(n —2)7]

existe uma constante ¢ > 0 tal que
[lullzi) < ellull
para todo v € H} (). Além disso, a aplicagio inclusio
Hy(Q) — LY(Q)
é compacta para t € [1,2n(n — 2)71).
Estabeleceremos a seguir um resultado de regularidade para funcionais.

Proposicio A.3 Seja Q um dominio limitado em RY cuja fronteira é uma variedade

suave. Seja g satisfazendo
(i) 9(z,€) € C(Q xR, R);
(ii) existem constantes ai,as > 0 tais que

|9(, )] < ar + asfé]®

3
onde 0 <s<(n+2)(n—2)"'en>3. SeG(x,§) = / gz, t)dt e
I(u) = /Q (%|Vu|2 - G(a:,u)) dx

IeC'(H}(Q),R) e I'(u)p = /Q(Vquo — g(z,u)p)dz

entao

para todo ¢ € HL(Q). Além disso, J(u) = / G(z,u(z))dx € fracamente continuo e J'(u)
€ compacto. ¢

Demonstragao:  Escrevemos I(u) = N(u) + J(u), onde N(u) = 3||u[[>. Note que,
N € C'(H}(2),R), pois N(u) é continuo e ainda
N(u+typ) — N(u)

N'(u)e = lim ;
B P | % | et |
= —1l1m
2 t—0 t
1l 2 0) + 2] )
2 t—0 t

— 3 2
= }tg%%VuVsathHsOH)
= /VUWJ:(%@O)‘

Q
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Dai a bilinearidade do produto interno garante a linearidade de N’ : H}(Q2) — H~1(Q).
Se ||¢|] <1 entao

N'ug| = \/wa\ — w2} < Ilullllel

o que implica que
[IN"ul| -1 < [ul].

Logo N’ ¢ limitado e por sua vez é continuo. Mostraremos agora que J € C'(H}(Q),R).

Dividimos esta demonstracao em trés passos.
1° Passo: J estd bem definido e é fracamente continuo.
2° Passo: J é Fréchet diferenciavel.
3° Passo: J' & compacto.

ara mostrar que J estd bem definido, basta mostrar que G(-,u) € . lemos
1°) P J esta bem definido, b G LY(Q). T

13 max{0,£}
/ g<x,t>dt] S T
0

min{0,}

|Gz, 8)] =

a

1 S ~ S
(s + 1)|f| = a1 €] + a|¢)*T.

€]
S / (a1+a2|t|s) dt:a1]§| +
0

Note que, se |£] <1
|G(2,8)| < a1 + azl¢™

ese ¢ >1
|G(@,8)] < anlg]™ + aal¢]™ < 1+ aslg]™.

Logo existem ¢, d > 0 tais que
|G(2,8)] < c+dlg*™

com 1 < s+ 1< 2% Além disso, G € C(Q x R, R), logo satisfaz as condi¢oes (i)-(ii) da
Proposigio [A.1] com r = 1. Portanto, a aplicagdo ¢ — G(-,¢(.)) € C(L*1(Q), L*(R)).
Pela Proposigao[A.2] temos que Hg(§2) < L**1(Q2) com imersido compacta. Logo G(-,u) €
LY(Q), para todo u € H}(Q). Logo J esta definido em H}(f). Para mostrar que J é
fracamente continuo, seja u,, — v em H} (). Entao u,, — u em L*T1(Q) pela Proposicao
A.2 | pois s +1 < 2*. Como G € C(L*T(Q2), L' (Q)), temos que G(,un(-)) = G(-,u(-))
em L'(Q) dai,

/QG(Q:,um(:U)) — G, u(x))de

< /Q |G(x, um(x)) — G(z,u(x))|dx — 0.
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Logo, J(um,) — J(u) e J é fracamente continuo.
(2°) Mostraremos agora que J é Fréchet diferenciavel em H{ (). Inicialmente, observe
que por (7i) temos

l9(2,6)] < a1 + asfg|

para todo a > 1eV z € Q,& € R. Dai, pela Proposicao A.1, p € C(L*(Q), L*). Em

s+1

particular, para a = ==, temos p € C(L*™(Q), L™ (Q)). Dai

Lot <00, Yu,p € Hy().

et

[ lotew)de < [lg(z. )
Q
Seja u € Hj. Queremos mostrar que dado £ > 0, existe um § = d(e, u) tal que

Pm+w—ﬂm—/Mawa§dmusmmeweHWﬁd

Q

Mostraremos que d = d(g, ||ul|) e J é uniformemente diferenciavel em um conjunto limi-
tado. Dado ¢ € Hg(Q2). Escrevendo ¢ = |G (z, u(z) +¢(z)) — G(z, u(z)) — g(z, u(x)) ()|
temos que
It ) = Jw) = [ gl weoyts] = [ v
0 0

Defina

Q= {ze€Qulx)] > 8}

€y {z € Qlp()| > 7}

Qs {z€Qlu@)] <8 e |px) =7}

com 3 e v a serem escolhidos adequadamente. Logo, Q = U?:l ; (uniao nao disjunta)

/¢mg dr + | dr+ | wdx
Q 95

Q2 Q3

Tomando f(t) = G(z,& + tn) — G(x,€) com t € [0,1], temos f € C' e pelo Teorema do
Valor Médio existe 6 € (0,1) com 0(z,&,n) tal que f(1) — f(0) = f/(#). Mas

t—0 t
_ ll_{% G(m,f-l—&n—f—tnt)—G(x,f—f—Hn)

= G (x,&+0n)n
= g(z,§+0n)n
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o que implica G(z,& + 1) — G(z,£) = p(x, & + 0n)n. Logo pela condicao (ii)

|G (@, u(z) + ¢(2) = Glo,u(@)|de = [|g(z,u(z) + Op(2))p(r)|de

Ql Q1

< ]gal4—azhwx)+—9w(xﬂsﬂw(xﬂdx

1

< [l -+ oa (ul* + 011 ol
Q

1

< /hmﬂ+@0w%ﬂ+WW5LMNAU

951

Vamos estimar cada uma dessas parcelas separadamente. Pela desigualdade de Holder

temos

n+2
2n

|o(@)de < [

Q1

90HL2*-

1 1 1
Uma vez que > + — < 1, existe ¢ > 1 tal que + o + — = 1. Assim, pela
s o

S
+1  2¢ s+1
desigualdade de Holder temos

|u(@) Pl (2)|dz < €7 [[ul

Lol -
951

Temos que

S 1 S
[o(@)[*le(@)]de < [l ][@ll7smll@llzer-

951

Logo por (A.7) temos

n+2 1 s
g |G(z,u(z) + o(x)) — Gz, u(x))|lde < a2 ||l L2 + az(|Qu ] [|ul|7 oo llel] 27 @)
1

1
HE =[]

< Gl’Ql‘nTJ’?C

= aal#l[[|2

ooy l1ell e ()
1 S S
[l + aslSu = ea(lfulI” + [l l*)] ]

n+2

e [l (ul]* + el)]. (A8)

Da mesma forma,

|9z, u(@))p(z)|dr < /(a1+a2|u($)|)5|¢(ﬂf)|dﬂf
971 2

IN

a | |o(x)]dr + ag g |u(2) "o (z)|dx
n+2

a2 [l g2+ ()

1 s
+as | [ [|ul|7 e @) llel] 2 (@)
n+2

< asllol|[Iu ]2 + |7 [[u]] (A.9)

IN

Além disso, pela proposicio anterior, existe ag > 0 tal que |[u|| > ag||ul|2 > agB]Q]z.

Logo
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n+2
n

2 n+2
ag
assim, se 3 — oo entdao Mi, My — 0. Dai, por (A.8) e (A.9) temos que

/Q pdr = | |Gz, u(z) + ¢(2)) = Gz, ulx)) = g(x, u(z))p(r)|de

951
< aqllol|[Ma + My([|ul]® + [[o]*)].

Podemos escolher § suficientemente grande tal que

az[My + My(J[ul]* +1)] <

Wl M

Assim,
g
el <1 = [ wdo < Sl
951

Da mesma forma mostramos que
/dex =/ |Gz, u(z) + o(x)) — Gz, u(x)) — g(z, u(z))p(z)|ds

= | l9(z, u(x) + 0o(x))| + |9z, u(x))|[(2)|dz

< /Q a1 + ax([u(z)] + [0(2)])° + a1 + az|u(z)[*]|p(x)[dz

s

< a (/szwxn+|so<x>|>8r'f)”l||so|

Ls+1(Q2). (AlO)

1
onde i + =1 e 1<s+1<2* Temos ainda
s+1 s+1
18
grstl | St 1 s
ay [1+ (lu(@)] + |p(@)])°] < R[] + [[ullps+1(an) + |[o]lLs+1(0y)]
Qo
< a4 [|ullzeqq) + el zse1(0,))
< (X" +lel]*) -

k
Como em €y tem-se |p(z)| > 7 entdo (‘Sa(f)l) > 1, para todo k > 0, em particular para
k=2"—(s+1)>0. Assim,

( o, |90(x)|s+1>si1 ( i S (Wy_x)')y(sﬂ) dx>sil

1)—2* 2
(s+1)—2 |

= '7 st H(’OHLQ*(QQ)

IN

(s+1)—2*

c vy ||

2%
s+1 .

IN
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Assim, por (A.10) temos que

/Ww < a(L+ [l + [lpl ey “F [l |57
Q
(s+1)—2* s s 2%
< Ry (L ]+ (el el 55

Como por (i), p € C(AxR,R), entdo G € C*(Q2 xR, R), ou seja, dados quaisquer &3>0,

existe um 4 = 4(&, 8) tal que
G, t 4+ h) — Glat) — gla, t)h] < £Jh)

sempre que z € Q,[t| < B e |h| < 4. Em particular, se B=Be ~v < 4, temos pela

proposi¢ao anterior que existe a > 0 tal que

pdr = | |Gz, u(z) + ¢(2)) = Gz, ulx)) = g(z, u(z))e(r)|de

Qg Q5

IA
\
ol
5
=
s
S

= &gl

< agllell.

Escolha ¢ tal que 3aé < ¢. Isto determina 4. Escolha v = 4. Assim, como

/ bdr < vdr + | vdr+ | dx
Q

Q1 QQ Q3
< —||90H+kv G (1+Hu!| + 1111l 1757 + a2l
< elloll + 3k 5T (1 + [lull* + el Il + &l

3
2e (s+1)—2* s s 2%
= el +Eky =@+ [l el el

Finalmente, escolha ¢ suficientemente pequeno tal que se ||¢|| < d e d <1 temos

(s+1)72

kv o (24 [[ul|)oF

€
<=
3

dai, obtemos
[ v < <ljel
Q
e por sua vez

Tt ) — T(us) — / g(z, u)pde] < / bz < elgl],

ou seja, J é Fréchet diferenciavel.

(3°) Para mostrar que J' é compacto. Se u,, — u em L**1(Q), entdao J'(u,,) — J'(u).
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Pela desigualdade de Holder temos

T () = T (W)[| = HSlﬁEl /(g(x um (7)) — g(z, u(z)))p(x)dz
: |S4ou|£)1</ 90, (@) = (., u(e) ‘S> </Q’(p(x)|s)
< I‘Stﬁglallg um) = g( W)l = lol]
< a||g("um)_g('7u>| s+l

L s

e como p € C(L*1(Q), L+ (Q)) segue que

lg(stm) — g0l

st1 — 0 quando m — oo.

Logo
1 (tm) = J'(u)|| = 0.

Seja (u,,) € H}(Q) sequéncia limitada. Queremos mostrar que J’ é compacto, ou seja, que
existe uma subsequéncia de (J'(u,,)) convergente em H ' (Q). Como (u,,) é limitada, entao
(u,,) possui uma subsequéncia fracamente convergente, u,,, — u em H}(2). Utilizando

a Proposicao a menos de subsequéncia
Uy, —u em LTH(Q)

o que implica que J'(u,, ) — J'(u). Logo, J' leva sequéncia limitada em sequéncia que
possui subsequéncia convergente. Portanto J’ é compacto. [

Mostraremos a regularidade da solugao do problema (A.1]).

Proposicdo A.4 Se u € Hi(Q)\{0} € solugdo fraca do problema (A1) entio u €

CH(Q). Além disso, se u > 0 e u é ndo trivial entdo u > 0.

Demonstragao: Usando o Teorema temos que u € L°(), para todo b < oo.
Assim, pelo Teorema m temos que u € W2*(Q) NW,*(R2) e por sua vez, pelo Teorema
temos que u € L*°(). Temos entdo que u € CH*(Q), (veja Teorema 7.26 Trudinger).
Aplicando o Teorema obtemos que u é positiva em (). De fato, se existe xy € ()
tal que u(zg) = 0, tome R > 0 pequeno de modo que Byg C Q) e pela Desigualdade de
Harnack, Teorema |B.14| existe ¢ > 0 tal que

0< sup u<c inf u=wu(zg) =0
BR(xo) Br(zo)

o que implica que

u=0 em Bg(xg).
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Assim A = {x € Q;u(z) = 0} é aberto em Q. Sendo u continuo, segue que A ¢é fechado.
Como Q é conexo, entdo A = Q ou A = (. Se A = Q temos que u(z) = 0 para todo

x € Q, o que é um absurdo. Logo A = (), dessa forma u é uma solugao positiva para (A.1]).
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Apéndice B
Resultados basicos

Enunciaremos aqui alguns resultados utilizados em nosso trabalho e indicaremos as

referéncias onde podem ser encontradas as respectivas demonstracoes.

Teorema B.1 (J2], Desigualdade de Holder) Assuma que f € LP e g € LP com
1<p<oo. Entio fge L' ¢

/ ol < 1112l

Defini¢ao B.2 Sejam X um espaco de Banach, F € C'(X,R) e um conjunto de vinculos
Vi={ueX: F(u) =0}

Suponhamos que para todo u € V, temos que F'(u) # 0. Seja J € CY(X,R), dizemos
que ¢ € R é wvalor critico de J sobre V' se existem uw € S e 0 € R tais que J(u) = c e
J'(u) = 0F (u). O ponto w € um ponto critico de J sobre V e o nimero real 0 é chamado

multiplicador de Lagrange para o valor critico c.

Teorema B.3 ([3], Multiplicadores de Lagrange) Seja ¢ € C'(X,R) e suponha que
M C X éuma C'-subvariedade de codimensio k, M = {u € Q:¢;(u) =0,j =1,2,....k}
onde ; € CHQ,R), 7 =1,2,....k, Q C X é um conjunto aberto e ;(u), P5(w), ..., ¥} (u)
sao linearmente independentes para cada u € Q. Entao se u € M é um ponto critico de

Y| M entao existe h= (01,05, ...,0) € R* tal que
(@) = 00/ (@ Zw

Teorema B.4 ([11], Teorema do Passo da Montanha) Seja E um espa¢o de Ba-
nach e I € CY(E,R) satisfazendo a condigao (PS). Suponha que I(0) =0 e

(1) existem constantes p,a > 0 tais que Iy, > a;
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(II) eziste e € Hi(Q)\ B, tal que I(e) <O0.
Entao I possui um wvalor critico ¢ > a. Além disso, ¢ pode ser caracterizado como

cpy = inf max  I(u),
9€T ugg([0,1])

onde

I'={g € C([0,1], E) : g(0) = 0,9(1) = e}.

Definicao B.5 Um subconjunto fechado H de um espaco de Banach X separa dois pontos
uevem X seu ev pertencem a componentes conecras disjuntas de X\H. Denotamos

por I'Y o conjunto de todos os caminhos continuos ligando u e v, isto é,
I ={9€C([0,1],X): g(0) = u e g(1) = v}
O teorema a seguir é uma versao geral do Teorema do Passo da Montanha.

Teorema B.6 (][9], Teorema (1.bis)) Suponha que ¢ : X — R € Gateaus diferencidvel

em um espaco de Banach X. Sejam u e v dois pontos em X e

¢ = inf max (g(t))

onde I' =T. Seja F' um subconjunto fechado de X tal que FN{x € X : p(x) > ¢} separa
u e v. Assuma que ¢ satisfaz (PS) entdo existe um ponto critico de ¢ em F com valor

critico c.

Teorema B.7 ([12], Principio Variacional de Ekeland) Seja V' um espago métrico
completo, e F .V — R U (4+00) uma fungdo semicontinua inferiormente, # +oo. Entdo

para quaisquer €,0 > 0 e qualquer uw € V' com
F(u) < ing%—e,
existe um elemento v € V. minimizando estritamente o funcional

F,(w) = F(w) + %d(u,w)

Além disso, temos

Teorema B.8 (2], Teorema 4.9) Seja (f,) uma sequéncia em LP(S2) e seja f € LP(Q)
tal que f, — f em LP(QY). Entdo existe uma subsequéncia (f,,) e uma fung¢io h € LP(2)

tal que
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(a) fo,(x) — f(z) g.t.p. em Q;

() 1fue(@)] < B(x) gtp. em
Teorema B.9 (J2], Teorema de Morrey) Seja 1 < p < oco. Temos
WhP(Q) c L™(Q), Vbe [p,+o0), se p> N,
com 1mersao continua.

Teorema B.10 ([12], Lema B.3) Seja Q um dominio em RY e seja g : @ x R — R

uma funcao de Carathéodory tal que

lg(xz,u)] <c(z)(1+|u]) qtpem €

N
2

com 0 < ¢(x) € L2,(Q). Seu € W,22(Q) é uma solu¢do fraca da equacio

loc
—Au=g(z,u) em €,

entio u € LY (Q) para qualquer b < co. Seu € Hy*(Q), e c € L= (), entio u € LY(Q)

loc

para qualquer b < co.

Teorema B.11 ([13], Teorema 9.15) Seja Q um dominio de classe CY' em RY. Entao
se h € LP(QQ), com 1 < p < 00, o problema de Dirichlet —Au = h em €, u € Wol’p(Q)

tem uma unica solugio u € W2P(Q).

Teorema B.12 ([2], Teorema de Schauder) Suponha que Q € limitado e de classe
C%* com 0 < a < 1. Entdo para cada f € C**(Q) existe uma tinica solugio u € C**(Q)

do problema

—Aut+u=f xe€
u =0, x € 0N

Teorema B.13 (|4], Teorema 2.1) Suponhamos que o problema —Au = f(u) possua
uma subsolucdo u e uma supersolucao u, com u < u em 2. Suponhamos ainda, que f

seja de classe C* e
f(t) = ft2) < —c(ti —t2);

para alguma constante ¢ > 0 e para todo t1 > to, |t1]; |t2] < max{||u||co, ||%||ec}. Entao o
problema possui solugoes U; V € C*2(Q); tais que u < U <V < 4. Além disso, qualquer
solucao v com u < u < u € tal que U < u <V, ou seja, U € solugao minima e V €

solu¢do mdzxima com respeito ao intervalo [u,ul.
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Teorema B.14 ([13], Desigualdade de Harnack) Seja o operador Lu = —Au+c(x)u
com c € C®(Q) e seja u € WH2(Q) satisfazendo u >0 e Lu =0 em Q. Entao para qual-
quer bola Byr(y) C Q, temos

sup u < C' inf u
Br(y) Br(y)

onde C' = C(N,R,||c||r).

Teorema B.15 ([7], Formula de Green) Seja u,v € C*(Q). Entdo

/ uAv — vAudr = u@ - U%ds.
Q a0 aV 8V

Teorema B.16 ([7], Lema de Hopf) Assuma que u € C*(Q) N CY(Q). Seja Lu defi-
nido como em[B.1j] Assuma ainda que, Lu > 0 em Q e que exista um ponto xq € 0S,
tal que

u(zo) < wu(z) para todo x €.

Finalmente, suponhamos que ) satisfaz a condicao da bola interior em xq, isto €, que
existe uma bola B € Q com xg € 02. Entao,

Ou

81/ (l‘o) <0

onde v é o vetor normal unitdrio a bola B em xy. Se ¢ > 0 em €2, a mesma conclusao é

vdlida desde que u(zq) < 0.

Teorema B.17 ([7], Principio do Maximo Forte) Suponha que Q) € conexo, que u €

C%(Q) N C(Q). Seja Lu definido como em [B.1j)

(i) Se Lu <0 em Q e u alinge o mdzimo ndo negativo sobre Q em um ponto interior,

entdao u € constante em €);

(11) Similarmente, se Lu > 0 em Q e u atinge um minimo nao negativo sobre 0 em um

ponto interior, entdo u € constante em ().
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