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Resumo

O objetivo da nossa dissertação é provar a existência de soluções para uma classe de

equações elípticas semilineares em um domínio limitado, envolvendo não linearidades do

tipo côncavo-convexas. Mostraremos alguns casos diferentes e métodos diversi�cados para

encontrar tais soluções, usando o Teorema do Passo da Montanha, o Princípio Variacional

de Ekeland, Teorema dos Multiplicadores de Lagrange, a Variedade de Nehari e sub e

supersolução.

Palavras-chave: Equações semilineares, não linearidades côncavo-convexas, Multiplicadores de

Lagrange, Variedade de Nehari, sub e supersolução.
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Abstract

The aim of our dissertation is to prove the existence of solutions for a class of semilinear

elliptic equations in a limited domain, involving non-linearities of the concave-convex

type. We showed some di�erent cases and diverse methods to �nd such solutions, using

the Mountain Pass Theorem, the Ekeland Variational Principle, the Lagrange Multipliers

Theorem, the Nehari Manifold and sub and supersolution.

Keywords: Semilinear Equations, non-linearities of the concave-convex type, Lagrange Multi-

pliers Theorem, Nehari Manifold, sub and supersolution.
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Introdução

Neste trabalho iremos mostrar a existência de soluções não triviais para algumas equa-

ções elípticas semilineares em um domínio limitado de RN , onde N ≥ 3. Esta dissertação

está dividida em três capítulos e dois anexos organizados da seguinte forma.

No Capítulo 1, buscamos solução não trivial para uma equação elíptica usando o

Teorema do Passo da Montanha. Dividimos este capítulo em duas seções. Na primeira

seção estudamos o caso geral{
−∆u = g(x, u) em Ω

u = 0 sobre ∂Ω

no qual g(x, u) é uma função contínua, subcrítica que satisfaz a conhecida condição de

Ambrosetti-Rabinowitz. Na seção seguinte, estudamos o caso particular g(x, u) = |u|p−1u,

para 1 < p < 2∗ − 1, provando que o nível do Passo da Montanha do funcional associado

coincide com o ín�mo deste funcional na variedade de Nehari. Neste capítulo usamos

como referência os livros de Rabinowitz [11] e de Davi G. Costa [3].

Nos capítulos seguintes estudamos equações envolvendo não linearidades do tipo côncavo-

convexas. Muitos estudos tem sido realizados sobre problemas deste tipo. Citamos o

famoso artigo de Ambrosetti, Brezis e Cerami [1], no qual estudaram o problema{
−∆u = λuq + up em Ω

u = 0 sobre ∂Ω
(0.1)

onde Ω é um domínio limitado de RN com fronteira suave e 0 < q < 1 < p. Usando

o método de sub e supersolução os autores mostraram que existe Λ > 0 tal que para

λ ∈ (0,Λ] o problema (0.1) possui uma solução não trivial e não há solução para λ > Λ.

No caso em que 1 < p < (N + 2)/(N − 2), usando métodos variacionais provaram a

existência de uma segunda solução se 0 < λ < Λ.

No Capítulo 2, investigamos uma equação elíptica envolvendo uma função contínua

que muda de sinal, do tipo{
−∆u = λf(x)uq + up em Ω

u = 0 sobre ∂Ω

1



considerando 0 < q < 1 < p < 2∗ − 1, tendo como referência o artigo de Tsung-Fang

Wu [14]. Mostramos aqui, que se f(x) é qualquer função contínua que muda de sinal

em Ω̄, existe λ0 > 0 tal que o problema admite duas soluções positivas se λ ∈ (0, λ0).

Mostraremos isto por meio de minimização do funcional associado na variedade de Nehari,

usando o Teorema dos Multiplicadores de Lagrange e o Princípio Variacional de Ekeland.

No Capítulo 3, mostramos que existem soluções para a equação do tipo{
−∆u = λuq + h(x)up em Ω

u = 0 sobre ∂Ω

onde 0 < q < 1 < p < 2∗ − 1 + τ e h(x) é uma função Hölder contínua, satisfazendo con-

dições especiais. Neste caso, o problema traz uma função com crescimento supercrítico.

Então os argumentos variacionais gerais não podem ser utilizados diretamente. Usamos

um Teorema que nos garante a imersão compacta de H1
0 (Ω) em Lp(Ω) em um domínio

cilindricamente simétrico com p maior que o expoente crítico de Sobolev, resultado este

provado por Wenzhi Wang [16]. Dessa forma, por meio de argumentos variacionais mos-

tramos que existe Λ ∈ (0,∞) tal que, para 0 < λ < Λ, o problema possui ao menos duas

soluções positivas, sendo uma minimizante local do funcional associado e a outra obtida

por meio do Teorema do Passo da Montanha; para λ = Λ o problema tem ao menos uma

solução e se λ > Λ o problema em questão não possui solução. Usamos como base para

o estudo neste capítulo, o artigo de J. Gao, Y. Zhang e Peihao Zhao [8].

No Apêndice A mostramos que o funcional associado aos problemas estudados é de

classe C1. Trazemos ainda, alguns resultados importantes de regularidade relacionados aos

problemas estudados nos capítulos anteriores. No Apêndice B, apresentamos os principais

teoremas utilizados no decorrer da nossa dissertação, juntamente com a referência dos

mesmos.
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Notação

No decorrer desta dissertação usaremos as seguintes notações:

R+ conjunto dos números reais não negativos

Br0(x) bola aberta de centro x e raio r0 em RN

⇀,→ convergência fraca e forte, respectivamente

|Ω| medida de Lebesgue de um conjunto Ω

q.t.p. em quase toda parte

∂u

∂xi
derivada parcial de u em relação a xi

∇u =

(
∂u

∂x1

,
∂u

∂x2

, ...,
∂u

∂xn

)
gradiente de u

4u =
∑N

i=1

∂2u

∂x2
i

laplaciano de u

∂u

∂ν
= ∇uν derivada normal exterior

Lp(Ω) =

{
u : Ω→ R mensurável;

∫
Ω

|u|pdx <∞
}
, 1 ≤ p <∞

||u||Lp =

(∫
Ω

|u|p
) 1

p

norma no espaço de Lebesgue Lp(Ω)

L∞(Ω) = {u : Ω→ R mensurável; |u(x)| ≤ C q.t.p. sobreΩ para algumC > 0}

Ck(Ω) funções k vezes continuamente diferenciáveis sobre Ω, k ∈ N

3



W 1,p(Ω) =

u ∈ Lp(Ω)

∣∣∣∣∣∣
∃ g1, g2, ..., gN ∈ Lp(Ω) tais que∫

Ω

u
∂ϕ

∂xi
= −

∫
Ω

giϕ, ∀ϕ ∈ C∞c (Ω),∀i = 1, ..., N


W 1,p

0 (Ω) completamento de C1
c (Ω) em W 1,p(Ω)

H1
0 (Ω) = W 1,2

0 (Ω)

H−1(Ω) é o espaço dual de H1
0 (Ω)

p∗ =
Np

N − p
para 1 ≤ p < N expoente crítico de Sobolev

f = o(g) quando x→ x0 se lim
x→x0

|f(x)|/|g(x)| = 0

4



Capítulo 1

Existência de solução para equações

elípticas semilineares via Passo da

Montanha

1.1 Introdução

Neste capítulo provaremos existência de solução não trivial para equações semilineares

do tipo {
−∆u = g(x, u), em Ω

u = 0, sobre ∂Ω
(1.1)

onde Ω ⊂ RN é um domínio limitado com fronteira suave, N ≥ 3, ∆u é o Laplaciano de

u, u : Ω̄ → R é a função variável e g : Ω̄ × R → R é uma função contínua satisfazendo

algumas hipóteses adicionais que serão descritas a seguir. A existência de soluções para

este problema será garantida pelo Teorema do Passo da Montanha.

Mostraremos primeiramente a existência de soluções não triviais para um caso mais

geral e em seguida, considerando o caso particular g(x, t) = |t|s−1t, mostraremos que o

ín�mo do funcional associado ao problema (1.1) sobre a Variedade de Nehari coincide com

o nível do Passo da Montanha deste funcional.

1.2 O caso geral

Nesta seção, baseados no livro de Rabinowitz [11], estudaremos o problema (1.1) no

caso em que g : Ω̄× R→ R é uma função satisfazendo:

(g1) g ∈ C(Ω̄× R,R);
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(g2) existem constantes a1, a2 > 0 e 0 ≤ p < 2∗ − 1 tais que

|g(x, ξ)| ≤ a1 + a2|ξ|p, ∀ x ∈ Ω̄ e ξ ∈ R;

(g3) g(x, ξ) = o(|ξ|) se ξ → 0, uniformemente em x ∈ Ω̄;

(g4) existem constantes µ > 2 e r ≥ 0 tais que para |ξ| ≥ r,

0 < µG(x, ξ) ≤ ξg(x, ξ)

onde G(x, ξ) =

∫ ξ

0

g(x, t)dt.

Exemplo 1.1 Um exemplo de uma função que satisfaz estas condições é g(x, u) = |u|p−1u

a qual iremos estudar na próxima seção.

Observação 1.2 A hipótese (g3) implica que g(x, 0) = 0 e consequentemente, o pro-

blema (1.1) admite u ≡ 0 como solução. A condição (g4) é conhecida como Condição de

Ambrosetti-Rabinowitz e nos garante que

0 ≤ µ

ξ
≤ g(x, ξ)

G(x, ξ)
.

Integrando a expressão acima obtemos

0 ≤
∫ ξ

r0

µ

t
dt ≤

∫ ξ

r0

g(x, t)

G(x, t)
dt.

Temos ∫ ξ

r0

µ

t
dt = µ (ln |ξ| − ln |r0|) = ln

|ξ|µ

|r0|µ

e ∫ ξ

r0

g(x, t)

G(x, t)
dt =

∫ ξ

r0

(lnG(x, t))′ dt = lnG(x, ξ)− lnG(x, r0) = ln
G(x, ξ)

G(x, r0)
.

Assim

0 ≤ ln
|ξ|µ

|r0|µ
≤ ln

G(x, ξ)

G(x, r0)

o que implica que

|ξ|µ

|r0|µ
≤ G(x, ξ)

G(x, r0)
.

Com isso vemos que G(x, ξ) ≥ c1|ξ|µ onde c1 = G(x, r0)/|r0|µ. Por outro lado, tomando

c2 = sup
(x,ξ)∈Ω×(−r,r)

|G(x, ξ)| temos que G(x, ξ) ≥ −c2. Logo

G(x, ξ) ≥ c1|ξ|µ − c2, ∀ x ∈ Ω̄, ξ ∈ R. (1.2)
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Nosso objetivo, nesta seção, é provar a existência de solução fraca não trivial para

(1.1), ou seja, mostraremos que existe u ∈ H1
0 (Ω), u 6= 0 em Ω, tal que∫

Ω

∇u∇vdx =

∫
Ω

g(x, u)vdx, ∀ v ∈ H1
0 (Ω).

O funcional associado ao problema (1.1) é I : H1
0 (Ω)→ R dado por

I(u) =

∫
Ω

(
1

2
|∇u|2 −G(x, u)

)
dx.

Pela Proposição A.3 sabemos que se (i) e (ii) são satisfeitas então I ∈ C1(H1
0 (Ω),R) e

I ′(u)v =

∫
Ω

(∇u∇v − g(x, u)v)dx, ∀ v ∈ H1
0 (Ω).

Portanto, encontrar solução fraca para o problema (1.1) é equivalente a encontrar ponto

crítico para o funcional I. Usaremos o Teorema do Passo da Montanha para encontrar

tal ponto crítico, devemos então veri�car as suas hipóteses.

Uma vez que Ω é limitado podemos tomar como norma em H1
0 (Ω)

||u||2 ≡
∫

Ω

|∇u|2dx.

Na proposição que segue, mostraremos que o funcional I possui a Geometria do Passo

da Montanha.

Proposição 1.3 Se g satisfaz (i) - (iv), então I satisfaz as condições:

(I) I(0) = 0 e existem constantes ρ, α > 0 tais que I|∂Bρ ≥ α;

(II) existe e ∈ H1
0 (Ω) \ B̄ρ tal que I(e) ≤ 0.

Demonstração: Vamos veri�car a condição (I). Como G(x, 0) = 0, temos que I(0) = 0.

De�na

J(u) ≡
∫

Ω

G(x, u)dx.

Pela hipótese (iii) temos g(x, ξ) = o(|ξ|), se ξ → 0 uniformemente em x ∈ Ω̄. Assim dado

ε > 0, existe δ > 0 tal que 0 < |ξ| < δ implica que |g(x, ξ)| < ε|ξ|. Daí,

|G(x, ξ)| ≤ 1

2
ε|ξ|2, se |ξ| < δ.

Por (ii) existe uma constante A = A(δ) > 0 tal que |ξ| ≥ δ implica que

|G(x, ξ)| ≤ |ξg(x, ξ)| ≤ |ξ|(a1 + a2|ξ|p) = a1|ξ|+ a2|ξ|p+1 = A|ξ|p+1

7



para todo x ∈ Ω̄. Combinando essas duas estimativas, para todo ξ ∈ R e x ∈ Ω̄ temos

|G(x, ξ)| ≤ ε

2
|ξ|2 + A|ξ|s+1.

Consequentemente, usando a imersão contínua deH1
0 (Ω) em L2(Ω) e deH1

0 (Ω) em Ls+1(Ω)

temos

|J(u)| ≤ ε

2
||u||2L2(Ω) + A||u||s+1

Ls+1(Ω)

≤ c
(ε

2
||u||2 + A||u||s+1

)
= c||u||2

(ε
2

+ A||u||s−1
)
.

Escolhendo ||u|| ≤ ( ε
2A

)
1
s−1 obtemos

|J(u)| ≤ εc||u||2.

Logo J(u) = o(||u||2) quando u→ 0. Assim, existe ρ > 0 tal que

|J(u)|
||u||2

<
1

4
se ||u|| ≤ ρ.

Como I(u) =
1

2
||u||2 − J(u) temos que se ||u|| ≤ ρ então

I(u) >
1

4
||u||2.

Tomando α = 1
4
ρ2 temos que I(u) ≥ α, se ||u|| = ρ, ou seja, I|∂Bρ ≥ α. Logo a primeira

condição é satisfeita.

Veri�caremos agora a condição (II). Por (iv) e por (1.2) temos que

J(u) ≥ c1

∫
Ω

|u|µdx− c2|Ω| (1.3)

para todo u ∈ H1
0 (Ω), onde |Ω| denota a medida de Lebesgue de Ω. Escolhendo qualquer

u ∈ H1
0 (Ω)\{0} por (1.3), uma vez que µ > 2 temos

I(tu) =

∫
Ω

(
1

2
|∇(tu)|2 −G(x, tu))dx

≤ t2

2
||u||2 − c1

∫
Ω

|tu|µdx+ c2|Ω|

=
t2

2
||u||2 − c1t

µ

∫
Ω

|u|µdx+ c2|Ω| → −∞

quando t→∞. Logo, existe t > 0 su�cientemente grande tal que e = tu satisfaz ||e|| > ρ

e I(e) ≤ 0, ou seja, a segunda condição é satisfeita.
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Para utilizarmos o Teorema do Passo da Montanha B.4, precisamos veri�car que o

funcional I satisfaz a condição Palais-Smale (PS). Uma sequência é dita (PS) se I(um) é

limitado e I ′(um)→ 0 quando m→ 0. Dizemos que um funcional satisfaz a condição Pa-

lais Smale se toda sequência (PS) possui subsequência convergente. O próximo resultado

garante que esta condição é válida para sequências limitadas.

Proposição 1.4 Seja g satisfazendo (i) e (ii) e I de�nido como anteriormente. Se {um}
é uma sequência limitada em H1

0 (Ω) tal que I ′(um) → 0 se m → ∞, então {um} é

pré-compacta em H1
0 (Ω).

Demonstração: Seja D : H1
0 (Ω) → H−1(Ω) denotando a aplicação dualidade entre

H1
0 (Ω) e seu dual, a qual sabemos que é uma isometria linear devido ao Teorema de

Representação de Riesz. Então para u, ϕ ∈ H1
0 (Ω) temos

Du(ϕ) =

∫
Ω

∇u∇ϕdx = 〈u, ϕ〉.

Como I ′(u)ϕ = 〈u, ϕ〉 − J ′(u)ϕ, temos Du = I ′(u) + J ′(u). Ainda, pela Proposição

A.3 temos que J ′ é compacto. Sendo {um} limitada, então J ′(um) possui subsquência

convergente. Pela continuidade de D−1 temos

umk = D−1I ′(umk) +D−1J ′(umk)→ limD−1J ′(umk).

Logo {um} possui subsequência convergente.

Proposição 1.5 I satisfaz a condição de Palais-Smale.

Demonstração: Devemos mostrar que toda sequência (PS) possui subsequência con-

vergente. Seja {um} uma sequência (PS). Pela Proposição 1.4, basta mostrar que {um}
é limitada.

Como I(um) é limitada, existe M > 0 tal que |I(um)| < M . Além disso, como

I ′(um)→ 0, existe m0 ∈ N tal que

||I ′(um)|| < µ, ∀ m > m0.

Assim,

I(um)− 1

µ
I ′(um)um ≤M + ||um||, ∀ m > m0. (1.4)

Por outro lado,

I(um)− 1

µ
I ′(um)um =

1

2
||um||2 −

∫
Ω

G(x, um)dx− 1

µ

(
||um||2 −

∫
Ω

g(x, um)umdx

)
=

(
1

2
− 1

µ

)
||um||2 +

∫
Ω

(
1

µ
g(x, um)um −G(x, um)

)
dx.

9



Tomando Tm =
1

µ
g(·, um)um −G(·, um) na equação anterior temos

I(um)− 1

µ
I ′(um)um =

(
1

2
− 1

µ

)
||um||2 +

∫
{x∈Ω;|um(x)|≥r}

Tm(x)dx+

∫
{x∈Ω;|um(x)|<r}

Tm(x)dx.

Segue da condição (iv) que ∫
{x∈Ω;|um(x)|≥r}

Tm(x)dx ≥ 0.

Além disso, como g e G são contínuas e limitadas em Ω̄× [−r, r], então Tm é contínua e

existe c > 0 independente de m tal que

|Tm(x)| ≤ c ∀ x ∈ {y ∈ Ω̄; |um(y)| < r}.

Daí ∫
{x∈Ω;|um(x)|<r}

Tm(x)dx ≥ −c|Ω|, ∀m ∈ N.

Segue então que

I(um)− 1

µ
I ′(um)um ≥

(
1

2
− 1

µ

)
||um||2 − c|Ω|. (1.5)

Assim, por (1.4) e (1.5) temos(
1

2
− 1

µ

)
||um||2 − c|Ω| ≤ I(um)− 1

µ
I ′(um)um ≤M +

1

µ
ε||um||

para todo m > m0. Isto implica que(
1

2
− 1

µ

)
||um||2 −

ε

µ
||um|| ≤M + c|Ω|, ∀m > m0.

Como µ > 2 concluimos que {um} é limitada. Assim, pela Proposição 1.4 temos que {um}
possui subsequência convergente. Portanto, I satisfaz a condição (PS).

Pelos resultados anteriores, temos que o funcional I associado ao problema (1.1) tem

a geometria do Passo da Montanha e satisfaz a condição (PS). Podemos então usar o

Teorema do Passo da Montanha para mostrar que este problema possui solução não

trivial.

Teorema 1.6 Se g satisfaz (i) - (iv), o problema (1.1) possui uma solução não trivial.

Demonstração: Encontrar solução fraca para a equação (1.1) é equivalente a obter um

ponto crítico para o funcional I, dado por

I(u) =

∫
Ω

(
1

2
|∇u|2 −G(x, u)

)
dx.
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Pelas Proposições 1.3, 1.4, 1.5, sabemos que são satisfeitas as hipóteses do Teorema do

Passo da Montanha, que nos garante que I possui um valor crítico cPM ≥ α caracterizado

por

cPM = inf
γ∈Γ

sup
u∈γ([0,1])

I(u)

onde Γ = {γ ∈ C([0, 1], H1
0 (Ω)); γ(0) = 0 e I(γ(1)) < 0}. Portanto, existe u ∈ H1

0 (Ω)

ponto crítico de I tal que I(u) = cPM . Como cPM > 0 temos que u 6= 0 e por sua vez, u

é solução não trivial para a equação (1.1).

1.3 O caso particular na Variedade de Nehari

Consideramos a seguir, um caso particular do problema (1.1) da seção anterior, em

que g(x, u) = |u|p−1u {
−∆u = |u|p−1u em Ω

u = 0 sobre ∂Ω
(1.6)

onde 1 < p < 2∗ − 1 e Ω é um domínio limitado em RN . Associado à equação (1.6),

considere o funcional K : H1
0 (Ω)→ R dado por

K(u) =
1

2

∫
Ω

|∇u|2dx− 1

p+ 1

∫
Ω

|u|p+1dx.

Sabemos pela Proposição A.3 que K ∈ C1(H1
0 (Ω),R) e

〈K ′(u), v〉 =

∫
Ω

∇u∇v −
∫

Ω

|u|p−1uvdx.

Provamos na seção anterior que a equação (1.6) possui solução não trivial, a qual é obtida

como ponto crítico de K, no nível do Passo da Montanha. Neste caso particular, usando

Princípio do Máximo, vemos que existe solução positiva para o problema (1.6).

Os resultados a seguir tem como referência o livro de Davi Costa [3]. De�nimos a

variedade de Nehari associada a K,

N = {u ∈ H1
0 (Ω)\{0}; 〈K ′(u), u〉 = 0}.

Observe que, se u ∈ N então

||u||2 = ||u||p+1
p+1. (1.7)

Por meio dos resultados que seguem, mostraremos que o conjunto N é de fato uma

variedade fechada e não vazia. Provaremos ainda que o nível do Passo da Montanha do

funcional K coincide com o ín�mo de K sobre a variedade N .
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Proposição 1.7 A variedade de Nehari N é não vazia e N é uma C1 - subvariedade de

H1
0 (Ω).

Demonstração: De fato, seja φ : H1
0 (Ω)→ R de�nida por

φ(u) = 〈K ′(u), u〉 = ||u||2 −
∫

Ω

|u|p+1dx.

Sabemos pela Proposição A.3 que φ ∈ C1(H1
0 (Ω),R) e

φ′(u)v = 2

∫
Ω

∇u∇vdx− (p+ 1)

∫
Ω

|u|pvdx.

Seja 0 6= v ∈ H1
0 (Ω) e considere a função 0 < t 7→ φ(tv). Então, usando a imersão

contínua de H1
0 (Ω) em Lp+1(Ω), como p+ 1 > 2 temos

φ(tv) = 〈K ′(tv), tv〉 =

∫
Ω

|∇(tv)|2dx−
∫

Ω

|tv|p+1dx

= t2||v||2 − tp+1||v||p+1
Lp+1

≥ t2||v||2 − tp+1cp+1||v||p+1

> 0 se t > 0 é pequeno.

Além disso,

lim
t→∞

φ(tv) = lim
t→∞

(
t2||v||2 − tp+1||v||p+1

Lp+1

)
= −∞.

Então, existe um t̄ > 0 tal que φ(t̄v) = 0, ou seja, t̄v ∈ N . Dessa forma, concluimos que

N 6= ∅.
Vejamos agora que φ não possui ponto crítico em N . Para u ∈ N , por (1.7) temos

φ′(u)u = 2||u||2 − (p+ 1)

∫
Ω

|u|p+1dx

= 2||u||2 − (p+ 1)||u||2

= (1− p)||u||2 6= 0.

Logo φ′(u) 6= 0, para todo u ∈ N . Seja M = H1
0 (Ω)\{0}. Dessa forma, 0 é o único

ponto crítico em φ−1(0) e 0 6∈ M . Logo 0 ∈ R é valor regular de φ|M . Pelo Teorema

da Submersão, segue que φ−1|M(0) é uma subvariedade de M . Portanto, N é uma C1 -

subvariedade de H1
0 (Ω).

Observação 1.8 Note que t̄ é único tal que t̄v ∈ N , pois se v ∈ H1
0 (Ω) e tv ∈ N então
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por (1.7) temos que

0 =

∫
Ω

|∇(tv)|2dx−
∫

Ω

|tv|p+1dx

= t2
∫

Ω

|∇v|2dx− tp+1

∫
Ω

|v|p+1dx

= t2
∫

Ω

|v|p+1dx− tp+1

∫
Ω

|v|p+1dx

= t2(1− tp−1)

∫
Ω

|v|p+1dx.

Como t > 0 e v 6= 0, devemos ter t = 1 e por sua vez t é único tal que tv ∈ N .

Proposição 1.9 A variedade de Nehari associada a K(u),

N = {u ∈ H1
0 (Ω)\{0}; 〈K ′(u), u〉 = 0}

é fechada em H1
0 (Ω).

Demonstração: Seja un ∈ N tal que un → u em H1
0 (Ω). Então pelas imersões de

Sobolev temos que un → u em Lp+1(Ω), pois 1 < p+ 1 < 2∗. Assim

0 = 〈K ′(un), un〉 = ||un||2 −
∫

Ω

|un|p+1dx→ ||u||2 − ||u||p+1
Lp+1(Ω) = 〈K ′(u), u〉,

o que implica 〈K ′(u), u〉 = 0. Dessa forma, basta mostrar que u 6= 0. Como un ∈ N , pela

imersão de H1
0 (Ω) em Lp+1(Ω) temos

||un||2 =

∫
Ω

|un|p+1dx ≤ c||un||p+1.

Assim segue que

||un|| ≥
(

1

c

) 1
p−1

, ∀n ∈ N.

Consequentemente, u 6= 0 e u ∈ N , o que mostra que N é fechada em H1
0 .

Note que, se u ∈ N então

K(u) =
1

2
||u||2 − 1

p+ 1

∫
Ω

|u|p+1 =

(
1

2
− 1

p+ 1

)
||u||2 ≥ 0.

Logo, K|N é limitado inferiormente.

Agora estamos prontos para mostrar o principal resultado desta seção, a igualdade

entre o ín�mo do funcional K na variedade de Nehari e o nível do Passo da Montanha

deste funcional.

Proposição 1.10 Seja β = inf{K(u) : u ∈ N}. Então β > 0 e β = cPM onde cPM é o

nível do Passo da Montanha de K.
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Demonstração: Denotando Γ = {γ ∈ C([0, 1], H1
0 (Ω)) : γ(0) = 0, K(γ(1)) < 0}, pelo

Teorema 1.6 sabemos que o problema (1.6) possui uma solução u ∈ H1
0 (Ω)\{0} tal que

K(u) = cPM , onde

cPM = inf
γ∈Γ

sup
0≤t≤1

K(γ(t)) > 0.

Mostraremos, primeiramente, que cPM é maior ou igual a β. Como vimos na Proposição

1.3, existe δ > 0 tal que ||v||p+1
Lp+1 ≤ 1

2
||v||2 e K(v) ≥ 1

4
||v||2 para todo v ∈ B̄(0, δ). Então,

dado γ ∈ Γ temos γ(0) = 0 e K(γ(1)) < 0, donde γ(1) 6∈ B̄(0, δ). Como γ é contínua,

existe t ∈ (0, 1) tal que γ(t) ∈ ∂B(0, δ), ou seja, ||γ(t)|| = δ. Seja t0 = max{t ∈ (0, 1) :

||γ(t)|| = δ}. Daí

φ(γ(t0)) = ||γ(t0)||2 − ||γ(t0)||p+1
Lp+1 ≥

1

2
||γ(t0)||2 =

1

2
δ2 > 0.

Como

0 > K(γ(1)) =
1

2
||γ(1)||2 − 1

p+ 1

∫
Ω

|γ(1)|p+1

temos

||γ(1)||2 < 2

p+ 1

∫
Ω

|γ(1)|p+1.

Assim

φ(γ(1)) = ||γ(1)||2 −
∫

Ω

|γ(1)|p+1 <

(
2

p+ 1
− 1

)∫
Ω

|γ(1)|p+1 < 0.

Dessa forma, existe t̄ ∈ (t0, 1) tal que γ(t̄) não pertence a B̄(0, δ) e φ(γ(t̄)) = 0. Logo

γ(t̄) ∈ N . Isto implica que

max
t∈[0,1]

K(γ(t)) ≥ K(γ(t̄)) ≥ β.

Portanto, cPM ≥ β. Mostraremos agora que β é maior ou igual a cPM . De fato, dado

u ∈ N por (1.7) temos que

K(tu) =
t2

2
||u||2 − tp+1

p+ 1

∫
Ω

|u|p+1dx =

(
t2

2
− tp+1

p+ 1

)
‖u‖2

e max
t>0

K(tu) = K(u), pois ocorre em t = 1. Além disso, como p+ 1 > 2 segue que

lim
t→∞

K(tu) = −∞.

Fixando t0 > 1 tal que K(t0u) ≤ 0, de�na γ(t) = t(t0u) para t ∈ [0, 1]. Assim, temos

γ ∈ Γ e

cPM ≤ sup
0≤t≤1

K(γ(t)) = sup
0≤t≤1

K(t(t0u)) = K(u).

Isto implica que K(u) ≥ cPM , para todo u ∈ N , e por sua vez β ≥ cPM . Logo, β =

cPM > 0.
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Capítulo 2

Uma equação elíptica semilinear

envolvendo uma função peso com

mudança de sinal

2.1 Introdução

Neste capítulo iremos estudar uma classe de equações elípticas semilineares do tipo{
−∆u = |u|p−1u+ λf(x)|u|q−1u, em Ω

u = 0 sobre ∂Ω
(2.1)

onde Ω é um domínio limitado em RN , 0 < q < 1 < p < 2∗− 1, λ > 0 e f : Ω̄→ R é uma

função contínua com mudança de sinal em Ω̄. Este capítulo foi baseado no artigo de Tsung-

Fang Wu [14], onde usando o Teorema dos Multiplicadores de Lagrange B.3 mostraremos

que para λ pequeno, o problema (2.1) possui ao menos duas soluções positivas.

O principal resultado deste capítulo é o seguinte.

Teorema 2.1 Existe Λ0 > 0 tal que para λ ∈ (0,Λ0), a equação (2.1) tem pelo menos

duas soluções positivas.

2.2 O funcional associado e a Variedade de Nehari

O funcional associado a equação (2.1) é Jλ : H1
0 (Ω)→ R de�nido por

Jλ(u) =
1

2

∫
Ω

|∇u|2dx− 1

p+ 1

∫
Ω

|u|p+1dx− λ

q + 1

∫
Ω

f(x)|u|q+1dx.

Uma solução (fraca) para a equação (2.1) é uma função u ∈ H1
0 (Ω) que satisfaz∫

Ω

∇u∇vdx =

∫
Ω

|u|p−1uvdx+ λ

∫
Ω

f(x)|u|q−1uvdx, ∀v ∈ H1
0 (Ω).
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O resultado a seguir mostra a regularidade do funcional Jλ para todo λ > 0.

Lema 2.2 O funcional Jλ pertence a C1 (H1
0 (Ω),R).

Demonstração: Seja gλ : Ω̄ × R → R dada por gλ(x, t) = |t|p−1t + λf(x)|t|q−1t para

cada λ �xado. Como f ∈ C(Ω̄,R) e p, q > 0 temos g ∈ C(Ω̄ × R,R). Denotando

Gλ(x, t) =

∫ t

0

gλ(x, r)dr, temos

Gλ(x, t) =

∫ t

0

(
|r|p−1r + λf(x)|r|q−1r

)
dr =

1

p+ 1
|t|p+1 +

λ

q + 1
f(x)|t|q+1.

Além disso, como f é limitada em Ω̄ temos

|gλ(x, t)| = |t|p + |λ||f(x)||t|q ≤ |t|p + c1|t|q, ∀ (x, t) ∈ Ω̄× R.

Daí

|gλ(x, t)| ≤

{
|t|p + c1, se |t| ≤ 1

(1 + c1)|t|p, se |t| > 1

o que implica |gλ(x, t)| ≤ c1 + c2|t|p para todo (x, t) ∈ Ω̄× R, com 1 < p < 2∗ − 1. Uma

vez que

Jλ(u) =

∫
Ω

(
1

2
|∇u|2 −Gλ(x, u)

)
dx,

segue da Proposição A.3 que Jλ é de classe C1 e

〈J ′λ(u), v〉 =

∫
Ω

[∇u∇v − gλ(x, u)v]dx

=

∫
Ω

∇u∇vdx−
∫

Ω

|u|p−1uvdx− λ
∫

Ω

f(x)|u|q−1uvdx.
(2.2)

Isto conclui a prova do lema.

Observe que u ∈ H1
0 (Ω) é solução fraca de (2.1) se, e somente se, u é ponto crítico

de Jλ. Não podemos usar aqui os resultados obtidos no Capítulo 1, porque gλ(·, t) não

satisfaz a condição (g3) e consequentemente vemos que Jλ não possui a geometria do Passo

da Montanha. Para resolver o problema (2.1) usaremos outras técnicas que envolvem a

variedade de Nehari e o Teorema dos Multiplicadores de Lagrange B.3.

A variedade de Nehari associada ao funcional Jλ é dada por

Mλ = {H1
0 (Ω)\{0} : 〈J ′λ(u), u〉 = 0}.

Assim, se u ∈Mλ, segue de (2.2) que

||u||2 −
∫

Ω

|u|p+1dx− λ
∫

Ω

f(x)|u|q+1dx = 0. (2.3)
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A �m de mostrarmos que o conjunto Mλ é de fato uma variedade fechada e não vazia,

começamos de�nindo ψ : H1
0 (Ω)→ R por

ψλ(u) = 〈J ′λ(u), u〉 = ||u||2 −
∫

Ω

|u|p+1dx− λ
∫

Ω

f(x)|u|q+1dx.

De forma análoga ao Lema 2.2, mostramos pela Proposição A.3 que ψλ ∈ C1(H1
0 (Ω),R) e

〈ψ′λ(u), v〉 = 2

∫
Ω

∇u∇v − (p+ 1)

∫
Ω

|u|p−1uv − (q + 1)λ

∫
Ω

f(x)|u|q−1uvdx.

Para uma melhor compreensão do comportamento de ψ′λ na variedade de Nehari, dividi-

mosMλ em três partes:

M0
λ = {u ∈Mλ : 〈ψ′λ(u), u〉 = 0}

M+
λ = {u ∈Mλ : 〈ψ′λ(u), u〉 > 0}

M−
λ = {u ∈Mλ : 〈ψ′λ(u), u〉 < 0}.

Para a demonstração do Teorema 2.1 utilizaremos alguns lemas. Este primeiro garante

que o conjuntoM0
λ é vazio para λ pequeno e assim, qualquer u ∈Mλ é ponto regular de

ψ. Uma vez queM = ψ|−1
H1

0\{0}
(0) temos queMλ é de fato uma variedade.

Lema 2.3 Existe Λ1 > 0 tal que para cada λ ∈ (0,Λ1) temosM0
λ = ∅.

Demonstração: Suponhamos por contradição que M0
λ 6= ∅ para todo λ > 0 e seja

u ∈M0
λ. Como u ∈Mλ, temos∫

Ω

|u|p+1dx = ||u||2 − λ
∫

Ω

f(x)|u|q+1dx. (2.4)

Consequentemente,

〈ψ′(u), u〉 = 2||u||2 − (p+ 1)

∫
Ω

|u|p+1dx− (q + 1)λ

∫
Ω

f(x)|u|q+1dx

= 2||u||2 − (p+ 1)

(
||u||2 − λ

∫
Ω

f(x)|u|q+1dx

)
− (q + 1)λ

∫
Ω

f(x)|u|q+1dx

= (1− p)||u||2 + (p− q)λ
∫

Ω

f(x)|u|q+1dx.

Já que 〈ψ′(u), u〉 = 0 segue que(
p− 1

p− q

)
||u||2 = λ

∫
Ω

f(x)|u|q+1dx.

Considere σ = (p+ 1)/(p− q). Uma vez que 1/σ+ (q+ 1)/(p+ 1) = 1, pela desigualdade

de Hölder, Teorema B.1, temos que(
p− 1

p− q

)
||u||2 = λ

∫
Ω

f(x)|u|q+1dx ≤ λ

(∫
Ω

|f(x)|σ
) 1

σ
(∫

Ω

(|u|q+1)
p+1
q+1dx

) q+1
p+1

= λ||f ||Lσ
[(∫

Ω

|u|p+1dx

) 1
p+1

]q+1

= λ||f ||Lσ ||u||q+1
Lp+1 .
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Desde que p + 1 ∈ [1, 2∗), considere A a melhor constante da imersão de H1
0 (Ω) em

Lp+1(Ω). Então (
p− 1

p− q

)
||u||2 ≤ λ||f ||Lσ ||u||q+1

Lp+1 ≤ λ||f ||LσAq+1||u||q+1

o que implica que

||u|| ≤
[
λ

(
p− q
p− 1

)
||f ||LσAq+1

] 1
1−q

. (2.5)

Seja Iλ :Mλ → R de�nida por

Iλ(u) = C(p, q)

(
||u||2p∫

Ω
|u|p+1dx

) 1
p−1

− λ
∫

Ω

f(x)|u|q+1dx,

onde C(p, q) =

(
1− q
p− q

) p
p−1
(
p− 1

1− q

)
. Note que, Iλ(u) = 0 para todo u ∈ M0

λ. De fato,

usando o fato de u ∈M0
λ e (2.4) temos

0 = 2||u||2 − (p+ 1)

∫
Ω

|u|p+1dx− (q + 1)

(
||u||2 −

∫
Ω

|u|p+1dx

)
= (1− q)||u||2 − (p− q)

∫
Ω

|u|p+1dx

o que implica que

||u||2 =
p− q
1− q

∫
Ω

|u|p+1dx.

Assim

Iλ(u) = C(p, q)

(
||u||2p∫

Ω
|u|p+1dx

) 1
p−1

− λ
∫

Ω

f(x)|u|q+1dx

=

(
1− q
p− q

) p
p−1
(
p− 1

1− q

)
(
p−q
1−q

)p (∫
Ω
|u|p+1dx

)p∫
Ω
|u|p+1dx


1
p−1

− p− 1

1− q

∫
Ω

|u|p+1dx

=

(
1− q
p− q

) p
p−1
(
p− 1

1− q

)(
p− q
1− q

) p
p−1
(∫

Ω

|u|p+1dx

) p−1
p−1

−
(
p− 1

1− q

)∫
Ω

|u|p+1dx

=

(
p− 1

1− q

)∫
Ω

|u|p+1dx−
(
p− 1

1− q

)∫
Ω

|u|p+1dx

= 0. (2.6)

Por outro lado, pela desigualdade de Hölder, sendo σ = p+1
p−q , para u ∈M

0
λ temos

Iλ(u) = C(p, q)

(
||u||2p∫

Ω
|u|p+1dx

) 1
p−1

− λ
∫

Ω

f(x)|u|q+1dx

≥ C(p, q)

(
||u||2p∫

Ω
|u|p+1dx

) 1
p−1

− λ||f ||Lσ ||u||q+1
Lp+1 .
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Como pela imersão de H1
0 (Ω) em Lp+1(Ω), Proposição A.2, tem-se ||u||Lp+1 ≤ A||u||, então

||u||(q+1)(p−1)

Lp+1

∫
Ω

|u|p+1dx = ||u||(q+1)(p−1)

Lp+1 ||u||p+1
Lp+1

≤
(
A(q+1)(p−1)||u||(q+1)(p−1)

) (
Ap+1||u||p+1

)
= Aq(p−1)+2p||u||q(p−1)+2p.

Assim, por (2.5)

Iλ(u) ≥ ||u||q+1
Lp+1

(
C(p, q)

(
||u||2p

Aq(p−1)+2p||u||q(p−1)+2p

) 1
p−1

− λ||f ||Lσ
)

= ||u||q+1
Lp+1

(
C(p, q)

(
1

Aq(p−1)+2p

) 1
p−1 1

||u||q
− λ||f ||Lσ

)

≥ ||u||q+1
Lp+1

{
C(p, q)

(
1

Aq(p−1)+2p

) 1
p−1
[
λ

(
p− q
p− 1

)
||f ||LσAq+1

] −q
1−q

− λ||f ||Lσ
}

= ||u||q+1
Lp+1

{
C(p, q)

(
1

Aq(p−1)+2p

) 1
p−1

λ
−q
1−q

[(
p− q
p− 1

)
||f ||LσAq+1

] −q
1−q

− λ||f ||Lσ
}
.

Isto implica que para λ su�cientemente pequeno temos Iλ(u) > 0 para todo u ∈ M0
λ, o

que contradiz (2.6). Assim, podemos concluir que existe Λ1 > 0 tal que para λ ∈ (0,Λ1)

temosM0
λ = ∅.

Pelo Lema 2.3 temosM0
λ = ∅ para λ ∈ (0,Λ1), consequentemente podemos escrever

Mλ =M+
λ

⋃
M−

λ .

Vamos agora de�nir uma função côncava, analisar seu comportamento e identi�car seu

ponto de máximo, informações que usaremos na demonstração do lema posterior.

Lema 2.4 Para cada u ∈ H1
0 (Ω)\{0} de�nimos s : R→ R por

s(t) = t1−q||u||2 − tp−q
∫

Ω

|u|p+1dx para t ≥ 0.

Então s tem um único ponto crítico que é tmax =
(

(1−q)||u||2
(p−q)

∫
Ω |u|p+1dx

) 1
p−1

um ponto de máximo

global. Além disso,

s(tmax) ≥ ||u||q+1

(
1− q
p− q

) 1−q
p−1
(
p− 1

p− q

)(
1

Ap+1

) 1−q
p−1

.

Demonstração: Note que s(0) = 0. Sendo p− q > 1− q temos que s(t) > 0 para t > 0

pequeno e

lim
t→∞

s(t) = lim
t→∞

t1−q||u||2 − tp−q
∫

Ω

|u|p+1dx = −∞.

Então, sendo s contínua atinge seu ponto de máximo em algum t > 0. Mostraremos agora

que s(t) atinge o máximo em tmax. Se t0 > 0 é ponto crítico de s(t), então

0 = s′(t0) = (1− q)t−q0 ||u||2 − (p− q)tp−q−1
0

∫
Ω

|u|p+1dx
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e já que t−q0 6= 0 obtemos

(1− q)||u||2 − (p− q)tp−1
0

∫
Ω

|u|p+1dx = 0.

Assim

t0 =

[
(1− q)||u||2

(p− q)
∫

Ω
|u|p+1dx

] 1
p−1

= tmax

e tmax é o único ponto crítico de s(t). Podemos concluir que s é crescente em (0, tmax) e s

é decrescente em (tmax,+∞). Além disso,

s(tmax) =

[
(1− q)||u||2

(p− q)
∫

Ω
|u|p+1dx

] 1−q
p−1

||u||2 −
[

(1− q)||u||2

(p− q)
∫

Ω
|u|p+1dx

] p−q
p−1
∫

Ω

|u|p+1dx

=

(
(1− q)||u||2

(p− q)
∫

Ω
|u|p+1dx

) 1−q
p−1

||u||(1−q)+(q+1)

−

(
(1− q)||u||

(p+1)(1−q)+(q+1)(p−1)
p−q

(p− q)(
∫

Ω
|u|p+1dx)1− p−1

p−q

) p−q
p−1

= ||u||q+1

( (1− q)||u||p+1

(p− q)
∫

Ω
|u|p+1dx

) 1−q
p−1

−

(
(1− q)||u||

(p+1)(1−q)
p−q

(p− q)(
∫

Ω
|u|p+1dx)

1−q
p−q

) p−q
p−1


= ||u||q+1

[(
1− q
p− q

) 1−q
p−1

−
(

1− q
p− q

) p−q
p−1

](
||u||p+1∫

Ω
|u|p+1dx

) 1−q
p−1

.

Pela imersão de H1
0 (Ω) em Lp+1(Ω), Proposição A.2, temos

s(tmax) ≥ ||u||q+1

[(
1− q
p− q

) 1−q
p−1

−
(

1− q
p− q

) p−q
p−1

](
||u||p+1

Ap+1||u||p+1

) 1−q
p−1

= ||u||q+1

[(
1− q
p− q

) 1−q
p−1

−
(

1− q
p− q

) 1−q
p−1
(

1− q
p− q

)](
1

Ap+1

) 1−q
p−1

= ||u||q+1

(
1− q
p− q

) 1−q
p−1
(
p− 1

p− q

)(
1

Ap+1

) 1−q
p−1

como queríamos demonstrar.

Este próximo resultado garante que M−
λ e M+

λ são conjuntos não vazios se λ > 0 é

pequeno e também nos fornece uma caracterização paraM−
λ .

Lema 2.5 Seja σ = p+1
p−q e Λ2 =

(
p−1
p−q

)(
1−q
p−q

) 1−q
p−1

A
2(q−p)
p−1 ||f ||−1

Lσ . Então para cada u ∈
H1

0 (Ω)\{0} e λ ∈ (0,Λ2), temos

(i) existe um único t− = t−(u) > tmax tal que t−u ∈M−
λ e Jλ(t

−u) = max
t≥tmax

Jλ(tu);

(ii) t− : H1
0 (Ω)\{0} → R é um funcional contínuo;
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(iii) M−
λ = {u ∈ H1

0 (Ω)\{0} : t− (u/||u||) = ||u||};

(iv) se
∫

Ω
f(x)|u|q+1dx > 0 então existe um único 0 < t+ = t+(u) < tmax tal que

t+u ∈M+
λ e Jλ(t

+u) = min
0≤t≤t−

Jλ(tu).

Demonstração: (i) A demonstração do primeiro item será dividida em dois casos:

Caso I:

∫
Ω

f(x)|u|q+1dx ≤ 0.

Pela proposição anterior sabemos que s é decrescente para t > tmax, que s(tmax) > 0 e que

limt→∞ s(t) = −∞. Então existe um único t− > tmax tal que s(t−) = λ
∫

Ω
f(x)|u|q+1dx e

por sua vez s′(t−) < 0, como mostra a �gura a seguir.

Agora, observe que para t > 0 temos

〈J ′λ(tu), tu〉 = ||tu||2 −
∫

Ω

|tu|p+1dx− λ
∫

Ω

f(x)|tu|q+1dx

= t2||u||2 − tp+1

∫
Ω

|u|p+1dx− tq+1λ

∫
Ω

f(x)|u|q+1dx

= tq+1

[
t1−q||u||2 − tp−q

∫
Ω

|u|p+1dx− λ
∫

Ω

f(x)|u|q+1dx

]
. (2.7)

Assim, para t = t− temos

〈J ′λ(t−u), t−u〉 = (t−)q+1

[
s(t−)− λ

∫
Ω

f(x)|u|q+1dx

]
= (t−)q+1

[
s(t−)− s(t−)

]
= 0

o que implica que t−u ∈Mλ e consequentemente

λ

∫
Ω

f(x)|t−u|q+1dx = ||t−u||2 −
∫

Ω

|t−u|p+1dx.

21



Observe também que para t > 0

(1− q)||tu||2 − (p− q)
∫

Ω

|tu|p+1dx

= (1− q)t2||u||2 − (p− q)tp+1

∫
Ω

|u|p+1dx

= t2+q

[
(1− q)t−q||u||2 − (p− q)tp−q−1

∫
Ω

|u|p+1dx

]
.

= t2+q [s′(t)] . (2.8)

Assim para t = t−

(1− q)||t−u||2 − (p− q)
∫

Ω

|t−u|p+1dx = (t−)2+qs′(t−) < 0.

E ainda, se tu ∈Mλ

〈ψ′λ(tu), tu〉 = 2||tu||2 − (p+ 1)

∫
Ω

|tu|p+1dx− (q + 1)λ

∫
Ω

f(x)|tu|q+1dx

= 2||tu||2 − (p+ 1)

∫
Ω

|tu|p+1dx− (q + 1)

(
||tu||2 − p

∫
Ω

|tu|p+1dx

)
= (1− q)||tu||2 − (p− q)

∫
Ω

|tu|p+1dx. (2.9)

Dessa forma, para t = t− segue que

〈ψ′λ(t−u), t−u〉 = (1− q)||t−u||2 − (p− q)
∫

Ω

|t−u|p+1dx < 0,

ou seja, t−u ∈M−
λ . Mostraremos agora que t−u é o ponto de máximo para Jλ, se t > tmax.

Temos

Jλ(tu) =
t2

2
||u||2 − tp+1

p+ 1

∫
Ω

|u|p+1dx− tq+1

q + 1
λ

∫
Ω

f(x)|u|q+1dx.

Assim,

d

dt
Jλ(tu) = t||u||2 − tp

∫
Ω

|u|p+1dx− tqλ
∫

Ω

f(x)|u|q+1dx

= tq
[
t1−q||u||2 − tp−q

∫
Ω

|u|p+1dx− λ
∫

Ω

f(x)|u|q+1dx

]
= tq

[
s(t)− s(t−)

]
. (2.10)

Como s(t) > 0 em (0, tmax), s é decrescente em (tmax,∞), e estamos supondo s(t−) ≤ 0

segue que

d

dt
Jλ(tu)


> 0, em (0, t−)

= 0, em t−

< 0, em (t−,∞)

(2.11)

22



Consequentemente Jλ(·u) é crescente em (0, t−),
d

dt
J(t−u) = 0 e Jλ(·u) é decrescente em

(t−,∞), logo t− é o único ponto crítico de Jλ(·u), o qual é ponto de máximo. Portanto

Jλ(t
−u) = max

t>0
Jλ(tu).

Caso II:

∫
Ω

f(x)|u|q+1dx > 0.

Como s(0) = 0, pela desigualdade de Hölder, Teorema B.1, temos

s(0) = 0 < λ

∫
Ω

f(x)|u|q+1dx ≤ λ||f ||Lσ ||u||q+1
Lp+1 ≤ λ||f ||LσAq+1||u||q+1.

Assim para cada u ∈ H1
0 e λ ∈ (0,Λ2), pelo Lema 2.4 temos

0 < λ

∫
Ω

f(x)|u|q+1dx <

[(
p− 1

p− q

)(
1− q
p− q

) 1−q
p−1

A
2(q−p)
p−1 ||f ||−1

Lσ

]
||f ||LσAq+1||u||q+1

=

(
p− 1

p− q

)(
1− q
p− q

) 1−q
p−1
(

1

Ap+1

) 1−q
p−1

||u||q+1 ≤ s(tmax).

Logo, existem únicos t+ e t− onde 0 < t+ < tmax < t−, tais que

s(t+) = λ

∫
Ω

f(x)|u|q+1dx = s(t−)

e tem-se s′(t−) < 0 e s′(t+) > 0. Veja a �gura abaixo.

Por (2.7), temos

〈J ′λ(tu), tu〉 = (t)q+1
[
s(t)− s(t−)

]
,

de modo que para t = t+ ou t = t− tem-se 〈J ′λ(tu), tu〉 = 0, ou seja, t+u, t−u ∈ Mλ. Por

(2.8) e (2.9) obtemos

〈ψ′λ(tu), tu〉 = (t)2+q(s′(t)). (2.12)
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Podemos concluir então que 〈ψ′λ(t+u), t+u〉 > 0 e 〈ψ′λ(t−u), t−u〉 < 0, e por sua vez,

t+u ∈ M+
λ e t−u ∈ M−

λ . Como s é crescente para t ∈ (0, tmax) e decrescente para

t ∈ (tmax,∞), sabendo que vale (2.10) temos

d

dt
Jλ(tu) = tq[s(t)− s(t−)]


< 0, em (0, t+) ∪ (t−,∞)

= 0, em t+ e t−

> 0, em (t+, t−).

(2.13)

Então

Jλ(t
−u) = max

t≥t+
Jλ(tu) e Jλ(t

+u) = min
0≤t≤t−

Jλ(tu).

Isto prova (i) e (iv).

(ii) Seja t− : H1
0 (Ω)\{0} → R de�nida em (i). Suponhamos que t− não é uma função

contínua. Então existem (un), u0 ⊂ H1
0 (Ω)\{0} tais que un converge para u0 em H1

0 (Ω) e

|t−(un)− t−(u0)| ≥ ρ > 0. Como un → u0 temos que

λ

∫
Ω

f(x)|un|q+1dx→ λ

∫
Ω

f(x)|u0|q+1dx,

donde λ
∫

Ω
f(x)|un|q+1dx é uma sequência limitada. Pela Proposição 2.4 para cada un ∈

H1
0 (Ω)\{0} temos que

sn(t−(un)) = λ

∫
Ω

f(x)|un|q+1dx.

Daí existe c > 0 tal que

c ≥ |sn(t−(un))| =

∣∣∣∣(t−(un))(1−q)||un||2 − (t−(un))p−q
∫

Ω

|un|p+1dx

∣∣∣∣
≥ (t−(un))p−q

∫
Ω

|un|p+1dx− (t−(un))(1−q)||un||2

> (t−(un))(p−q) ||u0||p+1
Lp+1

2
− (t−(un))(1−q) 3||u0||2

2
.

Assim

c1(t−(un))(p−q) − c2(t−(un))(1−q) ≤ c

onde c1 =
||u0||p+1

Lp+1

2
e c2 = 3||u0||2

2
. Logo t−(un) é limitada o que implica que existe t̄ ∈ R

tal que t−(un)→ t̄, a menos de subsequência. Sendo t−(un) > tmax(un) para todo natural

n e tmax(un) → tmax(u0) segue que t̄ ≥ tmax(u0). Daí, pela de�nição de sn vemos que

sn(t−(un))→ s0(t̄). Mas temos que

sn(t−(un)) =

∫
Ω

f(x)|un|q+1dx→
∫

Ω

f(x)|u0|q+1dx = s0(t−(u0)).

Pela unicidade do limite temos que s0(t−(u0)) = s0(t̄). Isto é uma contradição pois s0 é

injetiva em [tmax(u0),∞) e t−(u0) 6= t̄. Portanto t− é contínuo.
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(iii) Seja u ∈ M−
λ e v = u/||u||. Pelo item (i), existe um único t−(v) > 0 tal que

t−(v)v ∈M−
λ , isto é, t− (u/||u||) (1/||u||)u ∈M−

λ . Como já temos que u ∈M−
λ , então

t−
(

u

||u||

)
1

||u||
= 1

isto implica que

M−
λ ⊂

{
u ∈ H1

0\{0}|
1

||u||
t−
(

u

||u||

)
= 1

}
.

Reciprocamente, seja u ∈ H1
0\{0} tal que t−(u/||u||) = ||u||. Então

u = t−
(

u

||u||

)
u

||u||
∈ M−

λ .

Assim {
u ∈ H1

0\{0}|
1

||u||
t−
(

u

||u||

)
= 1

}
⊂M−

λ .

Logo

M−
λ =

{
u ∈ H1

0\{0}(Ω)| 1

||u||
t−
(

u

||u||

)
= 1

}
o que conclui a prova do lema.

2.3 Estimativas para o ín�mo de Jλ emMλ

Para encontrarmos um minimizante para o funcional Jλ precisamos primeiramente

veri�car que este é limitado inferiormente, o que faremos no próximo lema.

Lema 2.6 O funcional Jλ é coercivo e limitado inferiormente na variedadeMλ para todo

λ ∈
(

0, p−1
p−q

)
.

Demonstração: Se u ∈Mλ então 〈J ′λ(u), u〉 = 0, daí∫
Ω

|u|p+1dx = ||u||2 − λ
∫

Ω

f(x)|u|q+1dx.

Segue então que

Jλ(u) =
1

2
||u||2 − 1

p+ 1

∫
Ω

|u|p+1dx− λ

q + 1

∫
Ω

f(x)|u|q+1dx

=
1

2
||u||2 − 1

p+ 1

(
||u||2 − λ

∫
Ω

f(x)|u|q+1dx

)
− λ

q + 1

∫
Ω

f(x)|u|q+1dx

=

(
1

2
− 1

p+ 1

)
||u||2 − λ

(
1

p+ 1
− 1

q + 1

)∫
Ω

f(x)|u|q+1dx

=

(
p− 1

2(p− 1)

)
||u||2 − λ

(
p− q

(p+ 1)(q + 1)

)∫
Ω

f(x)|u|q+1dx.
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Pela imersão de H1
0 (Ω) em Lp+1(Ω) e pela desigualdade de Hölder, sendo σ =

p+ 1

p− q
temos

Jλ(u) ≥
(

p− 1

2(p+ 1)

)
||u||2 − λ

(
p− q

(q + 1)(p+ 1)
||f ||LσAq+1||u||q+1

)
.

Pela desigualdade de Young, como
q + 1

2
+

1− q
2

= 1, temos que

||f ||LσAq+1||u||q+1 ≤ 1− q
2

(
||f ||LσAq+1

) 2
1−q +

q + 1

2

(
||u||q+1

) 2
q+1

=
1− q

2

(
||f ||LσAq+1

) 2
1−q +

q + 1

2
||u||2.

Assim, se u ∈Mλ temos

Jλ(u) ≥
[
p− 1

2(p+ 1)
− λ

(
p− q

2(p+ 1)

)]
||u||2 − λ

(
(p− q)(1− q)
2(q + 1)(p+ 1)

)
(||f ||LσAq+1)

2
1−q

≥ 1

2(p+ 1)
[(p− 1)− λ(p− q)] ||u||2 − λ

(
(p− q)(1− q)
2(q + 1)(p+ 1)

)
(||f ||LσAq+1)

2
1−q .

Dessa forma, para todo λ ∈
(

0, p−1
p−q

)
, temos que

(p− 1)− λ(p− q) > 0

e consequentemente, Jλ(u) → +∞ quando ||u|| → +∞, ou seja, Jλ é coercivo em Mλ.

Além disso,

Jλ(u) ≥ −λ
(

(p− q)(1− q)
2(q + 1)(p+ 1)

)
(||f ||LσAq+1)

2
1−q , ∀u ∈Mλ. (2.14)

Logo, Jλ(u) é limitado inferiormente para todo λ ∈
(

0, p−1
p−q

)
.

A�m de obtermos algumas estimativas para o ín�mo do funcional Jλ emM+
λ eM−

λ ,

vamos considerar o conjunto onde a função f é estritamente positiva. Seja Θ uma com-

ponente conexa do conjunto {x ∈ Ω; f(x) > 0}, logo Θ é um domínio limitado em RN , e

considere a equação {
−∆u = up, em Θ

0 ≤ u ∈ H1
0 (Θ).

(2.15)

O funcional associado a equação (2.15) é K : H1
0 (Θ)→ R dado por

K(u) =
1

2

∫
Θ

|∇u|2dx− 1

p+ 1

∫
Θ

|u|p+1dx

e N(Θ) = {u ∈ H1
0\{0}|〈K ′(u), u〉 = 0} é a variedade de Nehari associada a K. No

Capítulo 1 mostramos que o problema (2.15) possui uma solução positiva w0 no nível do

Passo da Montanha. Além disso, pela Proposição 1.10, de�nindo

β(Θ) = inf
u∈N(Θ)

K(u),
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temos que K(w0) = β(Θ) = cPM , ou seja, o ín�mo do funcional na variedade de Nehari,

que é atingido em w0, coincide com o nível do Passo da Montanha.

Para encontrarmos um minimizante para o funcional Jλ precisamos veri�car algumas

propriedades enunciadas no lema a seguir, onde

αλ := inf{Jλ(u) : u ∈Mλ},

α+
λ := inf{Jλ(u) : u ∈M+

λ } e

α−λ := inf{Jλ(u) : u ∈M−
λ }.

Lema 2.7 Para 0 < λ < min
{
p−1
p−q ,Λ2

}
existe tλ > 0 tal que

αλ ≤ α+
λ < −

1− q
q + 1

t2λβ(Θ) < 0.

Demonstração: Seja w0 uma solução positiva da equação (2.15) tal que K(w0) = β(Θ).

Então, uma vez que Θ ⊂ Ω, de�nindo w0 ≡ 0 em Ω\Θ, temos que∫
Ω

f(x)wq+1
0 dx =

∫
Θ

f(x)wq+1
0 dx > 0,

pois f(x) > 0 em Θ. Segue do Lema 2.5(iv) que existe um único 0 < tλ = t+(w0) tal que

tλw0 ∈M+
λ e tem-se

s(tλ) = λ

∫
Ω

f(x)wq+1
0 dx > 0.

Pela de�nição de s temos

t1−qλ ||w0||2 − tp−qλ

∫
Ω

wp+1
0 dx = λ

∫
Ω

f(x)wq+1
0 dx.

Dessa forma

Jλ(tλw0) =
1

2
||tλw0||2 −

1

p+ 1

∫
Ω

(tλw0)p+1dx− λ

q + 1

∫
Ω

f(x)(tλw0)q+1dx

=
t2λ
2
||w0||2 −

tp+1
λ

p+ 1

∫
Ω

wp+1
0 dx− λtq+1

λ

q + 1

∫
Ω

f(x)wq+1
0 dx

=
t2λ
2
||w0||2 −

tp+1
λ

p+ 1

∫
Ω

wp+1
0 dx− tq+1

λ

q + 1

(
t1−qλ ||w0||2 − tp−qλ

∫
Ω

wp+1
0 dx

)
=

t2λ
2
||w0||2 −

tp+1
λ

p+ 1

∫
Ω

wp+1
0 dx− t2λ

q + 1
||w0||2 +

tp+1
λ

q + 1

∫
Ω

wp+1
0 dx

=

(
1

2
− 1

q + 1

)
t2λ||w0||2 +

(
1

q + 1
− 1

p+ 1

)
tp+1
λ

∫
Ω

wp+1
0 dx.

Como w0 é solução de (2.15)

−4w0 = wp0 ⇒ ||w0||2 =

∫
Θ

wp+1
0 dx.
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Sendo 0 < tλ < tmax, temos

tλ < tmax =

(
(1− q)||w0||2

(p− q)
∫

Θ
|w0|p+1dx

) 1
p−1

=

(
1− q
p− q

) 1
p−1

.

Consequentemente

Jλ(tλw0) =

(
q − 1

2(q + 1)

)
t2λ||w0||2 +

(
p− q

(q + 1)(p+ 1)

)
tp+1
λ

∫
Ω

|w0|p+1dx

= −1− q
q + 1

t2λ

(
1

2
||w0||2 −

(
p− q
1− q

)
1

p+ 1
tp−1
λ

∫
Ω

|w0|p+1dx

)
< −1− q

q + 1
t2λ

(
1

2
||w0||2 −

1

p+ 1

∫
Ω

|w0|p+1dx

)
= −1− q

q + 1
t2λβ(Θ) < 0.

E ainda, comoM+
λ ⊂Mλ temos αλ ≤ α+

λ . Sendo tλ = t+ então tλw0 ∈M+
λ e

αλ ≤ α+
λ (Ω) ≤ Jλ(tλw0) < −1− q

q + 1
t2λβ(Θ) < 0

como desejado.

2.4 Existência de sequências minimizantes para Jλ

Apresentaremos agora dois lemas essenciais para mostrar a existência de sequências

minimizantes que sejam sequências (PS) para Jλ emMλ e emM−
λ , a partir do Teorema

da Função Implícita para espaços de Banach.

Lema 2.8 Considere λ ∈ (0,Λ1). Para cada u ∈ Mλ, existem ε > 0 e uma função

diferenciável ξ : B(0, ε) ⊂ H1
0 (Ω)→ R+ tal que ξ(0) = 1, a função ξ(v)(u− v) ∈Mλ e

〈ξ′(0), w〉 =
2
∫

Ω
∇u∇wdx− (p+ 1)

∫
Ω
|u|p−1uwdx− (q + 1)λ

∫
Ω
f(x)|u|q−1uwdx

(1− q)
∫

Ω
|∇u|2dx− (p− q)

∫
Ω
|u|p+1dx

(2.16)

para todo w ∈ H1
0 (Ω).

Demonstração: Para u ∈Mλ, de�na uma função F : R×H1
0 (Ω)→ R por

F (τ, w) = 〈J ′λ(τ(u− w)), τ(u− w)〉.

Pela de�nição de J ′λ

F (τ, w) =

∫
Ω

|∇(τ(u− w))|2dx−
∫

Ω

|τ(u− w)|p+1dx− λ
∫

Ω

f(x)|τ(u− w)|q+1dx

= τ 2

∫
Ω

|∇(u− w)|2dx− τ p+1

∫
Ω

|u− w|p+1dx− λτ q+1

∫
Ω

f(x)|u− w|q+1dx.
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Como u ∈Mλ, obtemos

F (1, 0) =

∫
Ω

|∇u|2 −
∫

Ω

|u|p+1dx− λ
∫

Ω

f(x)|u|q+1dx = 〈J ′λ(u), u〉 = 0.

Derivando F em relação a τ temos

d

dτ
F (τ, w) = 2τ

∫
Ω

|∇(u− w)|2dx− (p+ 1)τ p
∫

Ω

|(u− w)|p+1dx

−λ(q + 1)τ q
∫

Ω

f(x)|u− w|q+1dx.

Pelo Lema 2.3 temos que 〈ψ′λ(u), u〉 6= 0, para todo u ∈Mλ, daí

d

dτ
F (1, 0) = 2

∫
Ω

|∇u|2dx− (p+ 1)

∫
Ω

|u|p+1dx− λ(q + 1)

∫
Ω

f(x)|u|q+1dx

= (1− q)
∫

Ω

|∇u|2dx− (p− q)
∫

Ω

|u|p+1dx = 〈ψ′λ(u), u〉 6= 0.

Além disso,

∂

∂w
F (τ, w)(ζ) = −2 τ 2

∫
Ω

∇(u− w)∇ζdx

+ (p+ 1)τ p+1

∫
Ω

|u− w|p−1(u− w)ζdx

+ (q + 1)τ q+1λ

∫
Ω

f(x)|u− w|q−1(u− w)ζdx.

Daí

∂

∂w
F (1, 0)ζ = −2

∫
Ω

∇u∇ζdx+ (p+ 1)

∫
Ω

|u|p−1uζdx+ (q + 1)λ

∫
Ω

f(x)|u|q−1uζdx

Assim, pelo Teorema da Função Implícita existem ε > 0 e uma função diferenciável

ξ : B(0, ε) ⊂ H1
0 (Ω)→ R tal que ξ(0) = 1, F (ξ(v), v) = 0, para todo v ∈ B(0, ε) e

〈ξ′(0), v〉 =
−∂F
∂w

(1, 0)v
dF
dτ

(1, 0)

=
2
∫

Ω
∇u∇vdx− (p+ 1)

∫
Ω
|u|p−1uvdx− (q + 1)λ

∫
Ω
f(x)|u|q−1uvdx

(1− q)
∫

Ω
|∇u|2dx− (p− q)

∫
Ω
|∇u|p+1dx

.

Pela de�nição de F obtemos

〈J ′λ(ξ(v)(u− v)), ξ(v)(u− v)〉 = 0

para todo v ∈ B(0, ε). Logo ξ(v)(u− v) ∈Mλ, o que prova o lema.

Lema 2.9 Considere λ ∈ (0,Λ1). Para cada u ∈ M−
λ , existem ε > 0 e uma função

diferenciável ξ− : B(0, ε) ⊂ H1
0 (Ω)→ R+ tal que ξ−(0) = 1, a função ξ−(v)(u− v) ∈M−

λ

e

〈(ξ−)′(0), w〉 =
2
∫

Ω
∇u∇wdx− (p+ 1)

∫
Ω
|u|p−1uwdx− (q + 1)λ

∫
Ω
f(x)|u|q−1uwdx

(1− q)
∫

Ω
|∇u|2dx− (p− q)

∫
Ω
|u|p+1dx

(2.17)

para todo w ∈ H1
0 (Ω).
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Demonstração: Seja u ∈ M−
λ , em particular, u ∈ Mλ, então segue do Lema 2.8 que

existe ε > 0 e uma função diferenciável ξ− : B(0, ε) ⊂ H1
0 (Ω)→ R+ tal que ξ−(0) = 1,

〈(ξ−)′(0), w〉 =
2
∫

Ω
∇u∇wdx− (p+ 1)

∫
Ω
|u|p−1uwdx− (q + 1)

∫
Ω
f(x)|u|q−1uwdx

(1− q)
∫

Ω
|∇u|2dx− (p− q)

∫
Ω
|u|p+1dx

para todo w ∈ H1
0 (Ω) e ξ(v)(u − v) ∈ Mλ para todo v ∈ B(0, ε). Basta então mostrar

que ξ(v)(u− v) ∈M−
λ (Ω). Como u ∈M−

λ temos que

〈ψ′λ(u), u〉 < 0.

Pela continuidade das funções ψλ e ξ−, tomando ε su�cientemente pequeno temos

〈ψ′λ(ξ−(v)(u− v)), ξ−(v)(u− v)〉 < 0 ∀v ∈ B(0, ε).

Isto implica que ξ−(v)(u− v) ∈M−
λ .

A proposição a seguir mostra a existência de sequências minimizantes em Mλ(Ω) e

M−
λ (Ω) que sejam sequências (PS).

Proposição 2.10 Seja Λ0 = min{Λ1,Λ2,
p−1
p−q} então para λ ∈ (0,Λ0),

(i) existe uma sequência minimizante {un} ⊂ Mλ tal que

Jλ(un) = αλ + o(1) e J ′λ(un) = o(1) em H−1(Ω).

(ii) existe uma sequência minimizante {un} ⊂ M−
λ tal que

Jλ(un) = α−λ + o(1) e J ′λ(un) = o(1) em H−1(Ω).

Demonstração: (i) Pelo Lema 2.6, temos que Jλ é coercivo e limitado inferiormente em

Mλ para todo λ ∈
(

0, p−1
p−q

)
. Sendo αλ = inf{Jλ(u);u ∈ Mλ}, pelo Princípio Variacional

de Ekeland, Teorema B.7, existe uma sequência minimizante {un} ⊂ Mλ tal que

Jλ(un) = αλ +
1

n
e (2.18)

Jλ(un) < Jλ(w) +
1

n
||w − un|| para cada w ∈Mλ. (2.19)

Dessa forma, esta sequência un satisfaz a primeira condição de (i). Basta mostrar então

que J ′(un) = o(1) em H−1(Ω). Pelo Lema 2.7 temos que existe tλ > 0 tal que

αλ < −
1− q
q + 1

t2λβ(Θ) < 0.
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Como {un} ⊂ Mλ temos∫
Ω

|un|p+1dx = ||un||2 − λ
∫

Ω

f(x)|un|q+1dx.

Tomando n grande, por (2.18) temos

Jλ(un) =
1

2
||un||2 −

1

p+ 1

(
||un||2 − λ

∫
Ω

f(x)|un|q+1dx

)
− λ

q + 1

∫
Ω

f(x)|un|q+1dx

=

(
1

2
− 1

p+ 1

)
||un||2 −

(
1

q + 1
− 1

p+ 1

)
λ

∫
Ω

f(x)|un|q+1dx

= αλ +
1

n
< −1− q

q + 1
t2λβ(Θ).

Isto implica que

(p− q)
(q + 1)(p+ 1)

λ

∫
Ω

f(x)|un|q+1dx >

(
p− 1

2(p+ 1)

)
||un||2 +

1− q
q + 1

t2λβ(Θ) ≥ 1− q
q + 1

t2λβ(Θ).

Assim ∫
Ω

f(x)|un|q+1dx ≥ 1

λ

(
1− q
q + 1

t2λβ(Θ)

)
(q + 1)(p+ 1)

(p− q)

=
1

λ

(1− q)(p+ 1)

(p− q)
t2λβ(Θ) > 0.

Pela imersão de H1
0 (Ω) em Lp+1(Ω) e pela desigualdade de Hölder temos

||f ||LσAq+1||un||q+1 ≥
∫

Ω

f(x)|un|q+1dx >
(1− q)(p+ 1)

λ(p− q)
t2λβ(Θ) > 0,

consequentemente, un 6= 0 e para n grande temos

||un|| >
[

(1− q)(p+ 1)

λ(p− q)
t2λβ(Θ)||f ||−1

LσA
−(q+1)

] 1
q+1

. (2.20)

Como por (2.18), Jλ(un) é limitado e pelo Lema 2.6, é coercivo, então devemos ter (un)

limitada, ou seja, existe a > 0 tal que ||un|| ≤ a.

Mostraremos agora que ||J ′(un)|| → 0 quando n → +∞. Aplicando o Lema 2.8

com un ∈ Mλ, temos que existem εn > 0 e ξn : B(0, εn) ⊂ H1
0 (Ω) → R+ uma função

diferenciável tal que ξn(w)(un − w) ∈ Mλ. Fixando n ∈ N, considere 0 < ρ < εn. Seja

u ∈ H1
0 (Ω) com u 6= 0 e seja wρ = (ρ/||u||)u, de modo que wρ ∈ B(0, εn). De�nindo

ηρ = ξn(wρ)(un − wρ) temos que ηρ ∈Mλ, e por (2.19) temos

Jλ(ηρ)− Jλ(un) ≥ − 1

n
||ηρ − un||.

Pela de�nição de diferenciabilidade temos que

Jλ(un + v) = Jλ(un) + 〈J ′λ(un), v〉+ o(||v||)
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onde lim
v→0

o(||v||)
||v||

= 0. Escrevendo ηρ = un + (ηρ − un) temos

− 1

n
||ηρ − un|| ≤ Jλ(ηρ)− Jλ(un) = 〈J ′λ(un), ηρ − un〉+ o(||ηρ − un||). (2.21)

Lembrando que J ′λ(un) é linear, obtemos

〈J ′λ(un), ηρ − un〉 = 〈J ′λ(un), (ξn(wρ)(un − wρ))− un〉

= ξn(wρ)〈J ′λ(un), un − wρ〉 − 〈J ′λ(un), un〉+ 〈J ′λ(un), wρ〉 − 〈J ′λ(un), wρ〉

= ξn(wρ)〈J ′λ(un), (un − wρ)〉 − 〈J ′λ(un), un − wρ〉 − 〈J ′λ(un), wρ〉

= (ξn(wρ)− 1)〈J ′λ(un), un − wρ〉 − 〈J ′λ(un), wρ〉. (2.22)

Assim por (2.21) temos

(ξn(wρ)− 1)〈J ′λ(un), un − wρ〉 − 〈J ′λ(un), wρ〉 ≥ −
1

n
||ηρ − un||+ o(||ηρ − un||).

Como ηρ = ξn(wρ)(un − wρ) ∈Mλ temos que 〈J ′λ(ηρ), ηρ〉 = 0, o que implica que

ξn(wρ)〈J ′λ(ηρ), un − wρ〉 = 0.

Sendo ξn(wρ) > 0 segue que 〈J ′λ(ηρ), un − wρ〉 = 0. Por (2.22) temos

(ξn(wρ)− 1)〈J ′λ(un), un − wρ〉 − (ξn(wρ)− 1)〈J ′λ(ηρ), un − wρ〉 − 〈J ′λ(un),
ρu

||u||
〉

≥ − 1

n
||ηρ − un||+ o(||ηρ − un||)

e consequentemente

(ξn(wρ)− 1)〈J ′λ(un)− J ′λ(ηρ), un−wρ〉+
1

n
||ηρ− un||+ o(||ηρ− un||) ≥ ρ

〈
J ′λ(un),

u

||u||

〉
.

Assim 〈
J ′λ(un),

u

||u||

〉
≤ ||ηρ − un||

nρ
+
o(||ηρ − un||)

ρ

+
(ξn(wρ)− 1)

ρ
〈J ′λ(un)− J ′λ(ηρ), un − wρ〉. (2.23)

Analisamos cada parcela separadamente. Temos

||ηρ − un|| = ||ξn(wρ)(un − wρ)− un||

= ||ξn(wρ)un − ξn(wρ)wρ − un||

≤ ||ξn(wρ)un − un||+ |ξn(wρ)|||wρ||

≤ |ξn(wρ)− 1| ||un||+ ρ|ξn(wρ)| (2.24)
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e

lim
ρ→0

|ξn(wρ)− 1|
ρ

= lim
ρ→0

|ξn(wρ)− ξn(0)|
ρ

= lim
ρ→0

|ξn( ρu
||u||)− ξn(0)|

ρ

= |ξ′n(0)

(
u

||u||

)
| ≤ ||ξ′n(0)||.

Como {un} é limitada, sendo ξn contínuo, por (2.24) temos

lim sup
ρ→0

||ηρ − un||
nρ

≤ lim
ρ→0

|ξn(wρ)− 1|||un||+ ρ|ξn(wρ)|
nρ

≤ a lim
ρ→0

|ξn(wρ)− 1|
nρ

+ lim
ρ→0

|ξn(wρ)|
n

≤ 1

n
(a||ξ′n(0)||+ ξn(0))

≤ c

n
(||ξ′n(0)||+ 1)

onde c = max{a, 1}. Observe também que

lim
ρ→0

ηρ = lim
ρ→0

ξn(wρ)(un − wρ) = lim
ρ→0

ξn

(
ρu

||u||

)(
un −

ρu

||u||

)
= ξn(0)(un) = un.

Daí

lim
ρ→0

o(||ηρ − un||)
ρ

= lim
ρ→0

o(||ηρ − un||)
||ηρ − un||

||ηρ − un||
ρ

= 0.

Além disso, como J ′λ é contínuo e ηρ → un quando ρ→ 0, temos que J ′λ(ηρ)→ J ′λ(un) em

H−1(Ω). Logo

lim
ρ→0
|〈J ′λ(un)− J ′λ(ηρ), un − ηρ〉| ≤ ||J ′λ(un)− J ′λ(ηρ)|| ||un − ηρ|| = 0.

Dessa forma, se ρ → 0 em (2.23), para um n �xado, podemos encontrar uma constante

c > 0 independente de u e un tal que〈
J ′λ(un),

u

||u||

〉
≤ c

n
(1 + ||ξ′n(0)||).

Precisamos mostrar agora que ||ξ′n(0)|| é uniformemente limitado em n. Por (2.16) temos

que

|〈ξ′n(0), v〉| ≤
2|
∫

Ω
∇un∇vdx|+ (p+ 1)|

∫
Ω
|un|p−1unvdx|+ (q + 1)λ|

∫
Ω
f(x)|un|q−1unvdx|

|(1− q)
∫

Ω
|∇un|2dx− (p− q)

∫
Ω
|un|p+1dx|

.

Como ||un|| ≤ a segue que∣∣∣∣∫
Ω

∇un∇vdx
∣∣∣∣ = |〈u, v〉| ≤ ||un||||v|| ≤ a||v||.
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Pela desigualdade de Hölder temos que∣∣∣∣∫
Ω

|un|p−1unvdx

∣∣∣∣ ≤ ||un||pLp+1||v||Lp+1 ≤ apAp+1||v||

e ainda, como f é limitada e q
q+1

+ 1
q+1

= 1 temos∣∣∣∣∫
Ω

f(x)|un|q−1unvdx

∣∣∣∣ ≤ c1||un||qLq+1||v||Lq+1 ≤ c1A
q+1aq||v||.

Assim, tomando b = max{a, apAp+1, c1a
qAq+1} > 0, temos que

〈ξ′n(0), v〉 ≤ b||v||
|(1− q)

∫
Ω
|∇un|2dx− (p− q)

∫
Ω
|un|p+1dx|

.

Precisamos apenas mostrar que∣∣∣∣(1− q)∫
Ω

|∇un|2dx− (p− q)
∫

Ω

|un|p+1dx

∣∣∣∣ > c (2.25)

para algum c > 0 e n grande o su�ciente. Argumentamos por contradição. Assumamos

que existe uma subsequência de {un} ainda denotada por {un} que satisfaz

(1− q)
∫

Ω

|∇un|2dx− (p− q)
∫

Ω

|un|p+1dx = o(1).

ou ainda

||un||2 =
p− q
1− q

∫
Ω

|un|p+1dx+ o(1) (2.26)

Por (2.20) existe d1 > 0 tal que ||un|| > d1, para n su�cientemente grande. Assim, por

(2.26)∫
Ω

|un|p+1dx =
1

p− q
(
(1− q)||un||2 + o(1)

)
≥ 1

p− q
((1− q)d1 + o(1)) ≥ d (2.27)

para todo n su�cientemente grande, onde d = d1(1−q)
2(p−q) > 0. Unindo o fato de que un ∈Mλ

e (2.26) obtemos

λ

∫
Ω

f(x)|un|q+1dx = ||un||2 −
∫

Ω

|un|p+1dx

=
p− q
1− q

∫
Ω

|un|p+1dx−
∫

Ω

|un|p+1dx+ o(1)

=
p− 1

1− q

∫
Ω

|un|p+1dx+ o(1)

=
p− 1

1− q

(
1− q
p− q

)
||un||2 + o(1) =

p− 1

p− q
||un||2 + o(1) (2.28)

o que implica (
p− 1

p− q

)
||un||2 ≤ λ||f ||LσAq+1||un||q+1 + o(1).
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Logo,

||un|| ≤
[
λ

(
p− q
p− 1

)
||f ||LσAq+1

] 1
1−q

+ o(1). (2.29)

Considerando Iλ :Mλ → R de�nido no Lema 2.3, por (2.26) temos

Iλ(un) = C(p, q)

(
||un||2p∫

Ω
|un|p+1dx

) 1
p−1

− λ
∫

Ω

f(x)|un|q+1dx.

Segue de (2.26) e (2.28) que

Iλ(un) =

(
1− q
p− q

) p
p−1
(
p− 1

1− q

)
(
p−q
1−q

)p (∫
Ω
|un|p+1dx

)p∫
Ω
|un|p+1dx


1
p−1

− p− 1

1− q

∫
Ω

|un|p+1dx+ o(1)

=

(
p− 1

1− q

)[(
1− q
p− q

) p
p−1
(
p− q
1− q

) p
p−1
∫

Ω

|un|p+1dx−
∫

Ω

|un|p+1dx

]
+ o(1)

= o(1). (2.30)

Por outro lado, como λ ∈ (0,Λ0), por (2.27), (2.29) temos

Iλ(un) = C(p, q)

(
||un||2p∫

Ω
|un|p+1dx

) 1
p−1

− λ
∫

Ω

f(x)|un|q+1dx

≥ C(p, q)

(
||un||2p∫

Ω
|un|p+1dx

) 1
p−1

− λ||f ||Lσ ||un||q+1
Lp+1 .

= ||un||(q+1)

Lp+1

(
C(p, q)

||un||2p

||un||(q+1)(p−1)+(p+1)

Lp+1

) 1
p−1

− λ||f ||Lσ ||un||q+1
Lp+1 .

Usando a continuidade da imersão de H1
0 (Ω) em Lp+1(Ω) temos

||un||(q+1)(p−1)+(p+1)

Lp+1 ≤ A(q+1)(p−1)+(p+1)||un||(q+1)(p−1)+(p+1) = Aq(p−1)+2p||un||q(p−1)+2p.

Assim, segue de (2.29) que

Iλ(un) ≥ ||un||q+1
Lp+1

(
C(p, q)

(
||un||2p

Aq(p−1)+2p||un||q(p−1)+2p

) 1
p−1

− λ||f ||Lσ
)

= ||un||q+1
Lp+1

(
C(p, q)

(
1

Aq(p−1)+2p

) 1
p−1
(

1

||un||q

)
− λ||f ||Lσ

)

≥ ||un||q+1
Lp+1

{
C(p, q)

(
1

Aq(p−1)+2p

) 1
p−1
[
λ

(
p− q
p− 1

)
||f ||LσAq+1

] −q
1−q

− λ||f ||Lσ
}
.

Como λ ≤ Λ1 temos que o termo entre chaves é positivo, então por (2.27) temos que

Iλ(un) ≥ c > 0 para todo n su�cientemente grande. Isto contradiz (2.30). Logo〈
J ′λ(un),

u

||u||

〉
≤ c

n
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daí, J ′λ(un) = o(1) em H−1(Ω).

(ii) Vamos omitir a demonstração, pois provamos (ii) de forma similar a (i) usando o

Lema 2.9.

2.5 Existência de soluções

Vamos, agora, demonstrar três resultados que provam o Teorema 2.1. O seguinte lema

mostra que os minimizantes locais emMλ são pontos críticos para o funcional Jλ.

Lema 2.11 Seja λ ∈ (0,Λ0). Se u0 é um minimizante local para Jλ em Mλ, então

J ′λ(u0) = 0 em H1
0 (Ω).

Demonstração: Considere Mλ um conjunto de vínculos para ψλ. Pelo Lema 2.3,

temos que para todo u ∈Mλ tem-se ψ′λ(u) 6= 0, ou seja, 0 é um valor regular para ψλ. Se

u0 ∈ Mλ é um minimizante local para Jλ sobreMλ, então existe uma vizinhança V de

u0 emMλ tal que u0 é uma solução do problema de otimização

Jλ(u0) = min
u∈V

Jλ(u).

Pelo Teorema dos Multiplicadores de Lagrange, Teorema B.3, existe θ ∈ R tal que

J ′λ(u0) = θψ′λ(u0) em H−1(Ω).

Em particular, 〈J ′λ(u0), u0〉 = θ〈ψ′λ(u0), u0〉 = 0 pois u0 ∈Mλ. Pelo Lema 2.3, temos que

〈ψ′λ(u0), u0〉 6= 0. Logo, θ = 0 e J ′λ(u0) = 0 em H−1(Ω).

Os teoremas a seguir estabelecem a existência de minimizantes locais para Jλ emM+
λ

eM+
λ , os quais serão seus pontos críticos e consequentemente soluções para (2.1).

Teorema 2.12 Seja Λ0 como na Proposição 2.10, então para λ ∈ (0,Λ0) o funcional Jλ

tem um minimizante u+
0 em M+

λ tal que u+
0 é uma solução positiva da equação (2.1),

Jλ(u
+
0 ) = αλ = α+

λ e Jλ(u
+
0 )→ 0 quando λ→ 0.

Demonstração: Pela Proposição 2.10(i), vimos que existe uma sequência minimizante

{un} ⊂ Mλ para Jλ emMλ, que é limitada e que

Jλ(un) = αλ + o(1) e J ′λ(un) = o(1) em H−1(Ω).

Então, pela Proposição A.2, a menos de subsequência podemos admitir que

un ⇀ u+
0 fracamente em H1

0 (Ω)

un → u+
0 fortemente em Lp+1(Ω) e em Lq+1(Ω). (2.31)
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A�rmação 1: u+
0 é solução do problema (2.1).

Devemos mostrar que∫
Ω

∇u+
0∇vdx =

∫
Ω

|u+
0 |p−1u+

0 vdx+ λ

∫
Ω

f(x)|u+
0 |q−1u+

0 vdx, ∀v ∈ H1
0 (Ω), (2.32)

ou seja, precisamos mostrar que 〈J ′(u+
0 ), v〉 = 0 para toda v ∈ H1

0 (Ω). Temos que

〈J ′(un), v〉 → 0 para toda v ∈ H1
0 (Ω), assim basta mostrar que 〈J ′(un), v〉 → 〈J ′(u+

0 ), v〉.
Analisaremos a convergência de cada parcela de 〈J ′(un), v〉 separadamente.

Como un ⇀ u+
0 em H1

0 (Ω) temos que 〈un, v〉 → 〈u+
0 , v〉. Logo∫

Ω

∇un∇vdx→
∫

Ω

∇u+
0∇vdx.

Temos que un → u+
0 em Lp+1(Ω), pelo Teorema B.8 un(x) → u+

0 (x) q.t.p. em Ω e

existe h ∈ Lp+1(Ω) tal que |un(x)| ≤ h(x) q.t.p. Daí

|un(x)|p−1un(x)v(x)→ |u+
0 (x)|p−1u+

0 (x)v(x) q.t.p. emΩ

e

||un(x)|p−1un(x)v(x)| = |un(x)|p|v(x)| ≤ h(x)p|v(x)|.

Como h ∈ Lp(Ω) temos que hp|v| ∈ L1(Ω), pois∫
Ω

hp|v|dx ≤
(∫

Ω

hp+1dx

) p
p+1
(∫

Ω

|v|pdx
) 1

p

<∞.

Segue então do Teorema da Convergência dominada de Lebesgue que∫
Ω

|un|p−1unvdx→
∫

Ω

|u+
0 |p−1u+

0 vdx.

Sendo f um função limitada, de maneira semelhante ao que foi feito acima, mostramos

que ∫
Ω

f(x)|un|q−1unvdx→
∫

Ω

f(x)|u+
0 |q−1u+

0 vdx.

Portanto, 〈J ′(un), v〉 → 〈J ′(u+
0 ), v〉. Assim, pela unicidade do limite temos 〈J ′(u+

0 ), v〉 =

0, ou seja, u+
0 satisfaz (2.32), logo é solução do problema (2.1).

A�rmação 2: un → u+
0 .

Como un ∈ Mλ, 〈J ′λ(un), un〉 = 0, para todo n. Além disso, devido às convergências de

un mostradas anteriormente temos

lim
n→∞

∫
Ω

|∇un|2 = lim
n→∞

(∫
Ω

|un|p+1dx+ λ

∫
Ω

f(x)|un|q+1dx

)
= lim

n→∞

∫
Ω

|un|p+1dx+ lim
n→∞

λ

∫
Ω

f(x)|un|q+1dx

=

∫
Ω

|u+
0 |p+1 + λ

∫
Ω

f(x)|u+
0 |q+1dx.

37



Mas como u+
0 é solução da equação (2.1), temos que∫

Ω

|∇u+
0 |2 =

∫
Ω

|u+
0 |p+1 + λ

∫
Ω

f(x)|u+
0 |q+1dx.

Assim

lim
n→∞

∫
Ω

|∇un|2 =

∫
Ω

|∇u+
0 |2.

Logo, un ⇀ u+
0 e ||un|| → ||u+

0 || o que implica que un → u+
0 .

A�rmação 3:

∫
Ω

f(x)|u+
0 |q+1dx > 0.

Pela continuidade de Jλ temos que Jλ(un)→ Jλ(u
+
0 ). Mas Jλ(un)→ αλ quando n→∞,

pois {un} é uma sequência minimizante para Jλ emMλ. Pela unicidade do limite temos

Jλ(u
+
0 ) = αλ < 0. Daí,

1

2
||u+

0 ||2 −
1

p+ 1

∫
Ω

|u+
0 |p+1dx− λ

q + 1

∫
Ω

f(x)|u+
0 |q+1dx < 0.

E ainda, como u+
0 ∈Mλ temos que 〈J ′λ(u+

0 ), u+
0 〉 = 0, donde∫

Ω

|u+
0 |p+1dx = ||u+

0 ||2 − λ
∫

Ω

f(x)|u+
0 |q+1dx.

Segue das expressões acima que(
1

2
− 1

p+ 1

)
||u+

0 ||2 − λ
(

1

q + 1
− 1

p+ 1

)∫
Ω

f(x)|u+
0 |q+1dx < 0

o que implica que

λ

(
1

q + 1
− 1

p+ 1

)∫
Ω

f(x)|u+
0 |q+1dx >

(
1

2
− 1

p+ 1

)
||u+

0 ||2.

Uma vez que q + 1 < p+ 1, 2 < p+ 1 e λ > 0, existe c > 0 tal que∫
Ω

f(x)|u+
0 |q+1dx ≥ c||u+

0 ||2 > 0,

o que prova a a�rmação.

A�rmação 4: u+
0 ∈M+

λ .

De fato, sabendo que M+
λ ∩M

−
λ = ∅ suponha por contradição que u+

0 ∈ M−
λ . Então,

pelo Lema 2.5, como
∫

Ω
f(x)|u+

0 |q+1dx > 0, existem únicos t+0 e t−0 tais que t+0 u
+
0 ∈ M+

λ ,

t−0 u
+
0 ∈M−

λ , 0 < t+0 < tmax < t−0 . E ainda por (2.13)

Jλ(t
+
0 u

+
0 ) = min

0<t<t−0

Jλ(tu
+
0 ) < Jλ(tu

+
0 ) ∀t ∈ (t+0 , t

−
0 ) e

38



Jλ(t
−
0 u

+
0 ) = max

t≥tmax

Jλ(tu
+
0 ).

Como u+
0 ∈M−

λ , então t
−
0 = 1. Dessa forma,

Jλ(t
+
0 u

+
0 ) < Jλ(tmaxu

+
0 ) ≤ Jλ(t

−
0 u

+
0 ) = Jλ(u

+
0 )

o que é uma contradição, pois Jλ(t
+
0 u

+
0 ) ≥ α+

λ ≥ αλ = Jλ(u
+
0 ). Logo u+

0 ∈ M+
λ . Daí

Jλ(u
+
0 ) = αλ = α+

λ .

A�rmação 5: Podemos assumir que u+
0 é uma solução positiva para (2.1).

Como Jλ(|u+
0 |) = Jλ(u

+
0 ), 〈ψ′λ(|u+

0 |), |u+
0 |〉 = 〈ψ′λ(u+

0 ), u+
0 〉 e 〈J ′λ(|u+

0 |), |u+
0 |〉 = 〈J ′λ(u+

0 ), u+
0 〉,

temos que |u+
0 | ∈ M+

λ e

Jλ(|u+
0 |) = inf

u∈M+
λ

Jλ(u).

Então |u+
0 | é um minimizante para Jλ. Pelo Lema 2.11 temos que J ′λ(|u+

0 |) = 0, ou seja,

|u+
0 | é um ponto crítico para Jλ e portanto uma solução fraca para (2.1). Podemos assumir

então que u+
0 é uma solução não negativa para o problema (2.1). Pela Proposição A.4

vemos que u+
0 ∈ C1,α(Ω̄) e é positiva em Ω.

A�rmação 6: Jλ(u
+
0 )→ 0 quando λ→ 0.

Pelo Lema 2.7 temos

0 > αλ = Jλ(u
+
0 ) =

(
1

2
− 1

p+ 1

)
||u+

0 ||2 − λ
(

1

q + 1
− 1

p+ 1

)∫
Ω

f(x)|u+
0 |q+1dx.

Como λ ∈ (0,Λ0) e Λ0 <
p−1
p−q , por (2.14) temos

0 > Jλ(u
+
0 ) ≥ −λ

(
(p− q)(1− q)
2(p+ 1)(q + 1)

)
(||f ||LσAq+1)

2
1−q

o que implica que

Jλ(u
+
0 )→ 0 quando λ→ 0.

O Teorema a seguir mostra que existe um mínimo local para Jλ emM−
λ .

Teorema 2.13 Seja Λ0 como na Proposição 2.10, então para λ ∈ (0,Λ0) o funcional Jλ

tem um minimizante u−0 em M−
λ tal que u−0 é uma solução positiva da equação (2.1) e

Jλ(u
−
0 ) = α−λ .
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Demonstração: Pela Proposição 2.10(ii), existe uma sequência minimizante {un} para
Jλ emM−

λ tal que,

Jλ(un) = α−λ + o(1) e J ′λ(un) = o(1) em H−1(Ω).

Analogamente ao que foi feito no Teorema 2.12, mostramos que existe u−0 ∈ Mλ uma

solução não nula para a equação (2.1) com un → u−0 . Pela continuidade de ψ′λ temos que

〈ψ′λ(un), un〉 → 〈ψ′λ(u−0 ), u−0 〉.

Como un ∈M−
λ (Ω) devemos ter 〈ψ′λ(u−0 ), u−0 〉 ≤ 0. Pelo Lema 2.3, sabemos que M0

λ(Ω) é

vazio, logo 〈ψ′λ(u−0 ), u−0 〉 < 0, ou seja, u−0 ∈M−
λ . Pela continuidade de Jλ, temos que

Jλ(un)→ Jλ(u
−
0 ) quando n→∞.

Mas Jλ(un) → α−λ , pois {un} é uma sequência minimizante para Jλ em M−
λ (Ω). Pela

unicidade do limite temos Jλ(u
−
0 ) = α−λ .

Assim como �zemos no Teorema 2.12, podemos assumir que u−0 é uma solução positiva

para (2.1) e u−0 ∈ C1,α(Ω̄).

Pelos Teoremas 2.12 e 2.13 obtemos que a equação (2.1) possui duas soluções positivas

u+
0 e u−0 tais que u+

0 ∈M+
λ e u−0 ∈M−

λ . Sabemos ainda, por de�nição, queM+
λ ∩M

−
λ = ∅.

Portanto, u+
0 e u−0 são soluções distintas, o que prova o Teorema 2.1.

2.6 Resultado de não existência

Mostraremos agora que para λ grande o nosso problema não possui solução clássica.

Proposição 2.14 Seja Λ = sup{λ > 0 : o problema (2.1) tem uma solução clássica} en-
tão Λ ∈ (0,∞).

Demonstração: Sabendo que f muda de sinal em Ω e é uma função contínua, conclui-

mos que existe a > 0 tal que {x ∈ Ω : f(x) > a} é um conjunto não vazio. Seja Ω1 uma

bola contida neste conjunto e consideremos φ1 > 0 a autofunção associada ao primeiro

autovalor µ1 do problema {
−∆v = µv, x ∈ Ω1

v = 0, x ∈ ∂Ω1.
(2.33)

Escolheremos λ̄ > 0 tal que

µ1t < tp + aλ̄tq, ∀ t > 0. (2.34)
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Observe que

µ1t− tp → −∞ quando t→∞,

assim existe t0 > 0 tal que µ1t − tp ≤ 0 para t ≥ t0. Para λ̄ > t1−q0 µ1/a vemos que se

t ∈ (0, t0) então
µ1t− tp

atq
<
µ1t

atq
<
µ1t

1−q
0

a
< λ̄.

Isto mostra a existência de λ̄ satisfazendo (2.34). Agora, se u ∈ C2(Ω), u > 0, é solução

do problema (2.1) então∫
Ω1

(up + aλuq)φ1dx <

∫
Ω1

(up + λf(x)uq)φ1dx =

∫
Ω1

(−∆u)φ1dx.

Pelo Teorema de Green B.15 temos∫
Ω1

(−∆u)φ1dx =

∫
Ω1

(−∆φ1)udx+

∫
∂Ω1

u
∂φ1

∂ν
dS −

∫
∂Ω1

φ1
∂u

∂ν
dS.

Uma vez que φ1 é a uma autofunção positiva associada a µ1 para (2.33), temos φ1 uma

solução clássica, φ1 = 0 sobre ∂Ω1 e segue do Lema de Hopf B.16 que ∂φ1

∂ν
< 0 sobre ∂Ω1.

Consequentemente∫
Ω1

(−∆u)φ1dx <

∫
Ω1

(−∆φ1)udx =

∫
Ω1

µ1φ1udx.

Pela escolha de λ̄ obtemos∫
Ω1

(up + aλuq)φ1dx <

∫
Ω1

µ1φ1udx <

∫
Ω1

(up + aλ̄uq)φ1dx.

Logo existe x0 ∈ Ω1 tal que

(up(x0) + aλuq(x0))φ1(x0) <
(
up(x0) + aλ̄uq(x0)

)
φ1(x0)

o que implica que λ < λ̄. E por sua vez, Λ ≤ λ̄ <∞. Além disso, mostramos que existem

duas soluções para o problema (2.1) para λ ∈ (0,Λ0), logo Λ ≥ Λ0 > 0. Portanto,

0 < Λ0 ≤ Λ ≤ λ̄ <∞.

Dessa forma, mostramos que para λ > Λ, o problema (2.1) não possui solução positiva

u ∈ C2(Ω), pela de�nição de Λ.
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Capítulo 3

Existência de soluções para equações

elípticas semilineares com caso

supercrítico

3.1 Introdução

Neste capítulo mostraremos a existência de duas soluções positivas para uma equação

elíptica semilinear em um domínio limitado Ω ⊂ RN com simetria cilíndrica envolvendo

não linearidade côncavo-convexa do tipo{
−∆u = λ(u+)q + h(x)(u+)p, x ∈ Ω

u = 0, x ∈ ∂Ω
(Pλ)

onde 0 < q < 1 < p < 2∗ − 1 + τ , sendo λ e τ números reais positivos. Consideramos

Ω = Ω1 × Ω2 ⊂ RN , com Ω1 ⊂ Rm, m ≥ 1, um domínio regular limitado e Ω2 ⊂ Rk

com k ≥ 2, uma bola de raio R e centrada na origem. Seja h satisfazendo as seguintes

condições:

(h1) h é uma função não negativa, Hölder contínua em Ω̄, radialmente simétrica com

relação a x2 ∈ Ω2, satisfazendo

h(x1, 0) = 0 para todo x1 ∈ Ω1;

(h2) lh > 0, onde lh = sup{λ > 0 : |h(x)|/|x2|λ <∞, x ∈ Ω}.

Um exemplo de uma função que satisfaz as condições (h1) − (h2) é h(x) = |x2|α com

α > 0.

Para nossos estudos neste capítulo, tomamos como referência principal o artigo de

Juanjuan Gao, Yong Zhang e Peihao Zhao [8].
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No decorrer deste capítulo usaremos as seguintes notações:

H1
s (Ω) := {u ∈ H1

0 (Ω) : u(·, x2) = u(·, |x2|)} com a norma

||u|| =
(∫

Ω

|∇u|2dx
) 1

2

.

Lph(Ω) := {u ∈ Lp(Ω)|
∫

Ω

h|u|pdx <∞}, o qual é um espaço de Banach com a norma

||u||h,p =

(∫
Ω

h|u|pdx
) 1

p

, 1 < p <∞.

Lq(Ω) é um espaço de Banach com a norma

||u||q =

(∫
Ω

|u|qdx
) 1

q

, 1 < q <∞.

H−1
s (Ω) é o espaço dual de H1

s (Ω).

u+ = max{u, 0} e u− = min{u, 0}.
c, C, C1, C2, . . . são (possivelmente diferentes) constantes positivas.

O principal resultado deste capítulo é o seguinte.

Teorema 3.1 Sejam 0 < q < 1 < p < 2∗ − 1 + τ . Se h satisfaz (h1)− (h2), então existe

Λ ∈ (0,∞) tal que

(1) para todo λ ∈ (0,Λ), o problema (Pλ) tem pelo menos duas soluções;

(2) para λ = Λ, o problema (Pλ) tem pelo menos uma solução;

(3) para todo λ > Λ, o problema (Pλ) não tem solução.

Para a demonstração deste teorema usaremos resultados de minimização, o Teorema do

Passo da Montanha e o método de sub e supersolução.

3.2 Formulação Variacional

O lema a seguir, cuja demonstração encontramos no artigo [16], mostra um resultado

de imersão para valores acima do nível crítico e será crucial para o desenvolvimento deste

capítulo.

Lema 3.2 Assuma que h satisfaz (h1)−(h2). Então existe um número τ = τ(h,m, k) > 0

tal que a imersão H1
s (Ω) ↪→ Lrh(Ω) é compacta para todo r ∈ (1, 2∗ + τ).
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De acordo com o Lema 3.2, para 1 < q + 1 < 2 < p+ 1 < 2∗ + τ , a aplicação imersão

i : H1
s (Ω) ↪→ Lp+1

h (Ω) é compacta e pela Proposição A.2, H1
s (Ω) ↪→ Lq+1(Ω) é também

compacta. Em particular, existe uma constante C tal que

||u||h,p+1 ≤ C||u|| e ||u||q+1 ≤ C||u||. (3.1)

Uma solução fraca para o problema (Pλ) é uma função u ∈ H1
s (Ω) tal que∫

Ω

∇u∇v = λ

∫
Ω

(u+)qvdx+

∫
Ω

h(x)(u+)pvdx

para toda v ∈ H1
s (Ω). Observe que se u é uma solução fraca para (Pλ), usando u

− como

função teste, obtemos∫
Ω

|∇u−|2dx =

∫
Ω

∇u∇u−dx = λ

∫
Ω

(u+)qu−dx+

∫
Ω

h(x)(u+)pu−dx = 0

logo u− = 0 e segue que u ≥ 0 em Ω. Além disso, se tivermos soluções clássicas não

triviais, isto é, soluções de classe C2(Ω), uma vez que λ(u+)q + h(x)(u+)p ≥ 0 em Ω,

segue do Princípio do Máximo B.17 que u > 0, pois u é não trivial. Sendo assim, todas

as soluções clássicas encontradas para (Pλ) serão positivas.

Considere

fλ(x, s) =

{
λsq + h(x)sp, se s ≥ 0,

0, se s < 0,

e Fλ(x, u) =

∫ u

0

fλ(x, s)ds. O funcional associado ao problema (Pλ) é Tλ : H1
s (Ω) → R

dado por

Tλ(u) =
1

2
||u||2 −

∫
Ω

Fλ(x, u)dx

=
1

2
||u||2 − λ

q + 1

∫
Ω

(u+)q+1dx− 1

p+ 1

∫
Ω

h(x)(u+)p+1dx.

Devido ao Lema 3.2, usando argumentos análogos aos da Proposição A.3 vemos que Tλ

está bem de�nido, é de classe C1(H1
s (Ω),R) e

〈T ′λ(u), v〉 =

∫
Ω

∇u∇v − λ
∫

Ω

(u+)qvdx−
∫

Ω

h(x)(u+)pvdx

para toda v ∈ H1
s (Ω). Encontrar solução fraca para o problema (Pλ) é equivalente a

encontrar ponto crítico não trivial para o funcional Tλ.

Começamos nosso trabalho mostrando que o problema (Pλ) possui solução fraca para

λ pequeno.
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3.3 Existência da primeira solução para λ ∈ (0, λ0)

Primeiramente, mostraremos que existe λ0 > 0 tal que podemos encontrar uma solução

uλ do problema (Pλ) para λ ∈ (0, λ0), onde uλ é um minimizante local para Tλ(u).

Lema 3.3 Existem λ0 > 0 e r0, ε > 0, tais que Tλ(u) ≥ ε para todo u ∈ H1
s (Ω) com

||u|| = r0 e todo λ ∈ (0, λ0).

Demonstração: Para u ∈ H1
s (Ω), temos

Tλ(u) =
1

2
||u||2 − λ

q + 1

∫
Ω

(u+)q+1dx− 1

p+ 1

∫
Ω

h(x)(u+)p+1dx

=
1

2
||u||2 − λ

q + 1
||u+||q+1

q+1 −
1

p+ 1
||u+||p+1

h,p+1. (3.2)

Sendo u = u+ + u− temos que

||u||2 = ||u+||2 + ||u−||2.

Assim, por (3.1) e (3.2), deduzimos que

Tλ(u) ≥ 1

2
||u||2 − λC

q + 1
||u+||q+1 − C

p+ 1
||u+||p+1

=
1

2
||u−||2 +

1

2
||u+||2 − λ

(
C||u+||

)q+1 −
(
C||u+||

)p+1

=
1

2
||u−||2 +

1

2
||u+||

[
||u+|| − λ(c||u+||)q − (c||u+||)p

]
.

A�rmamos que existem reais β0, λ0 > 0 e um intervalo [a, b] contido em R tais que

t−λ0(ct)q− (ct)p ≥ β0/2, para todo t neste intervalo. De fato, como p > 1 existe b > 0 tal

que t > (ct)p para t ∈ (0, b] . Seja β(t) = t− (ct)p. Como β(t) é contínua, para a ∈ (0, b)

temos

β0 = min
t∈[a,b]

β(t) > 0.

Agora, escolha λ0 > 0 pequeno tal que

λ0(ct)q ≤ min

{
β0

2
,
b2 − a2

2a

}
, ∀ t ∈ [a, b]. (3.3)

Daí, considere

α(t) = t− λ0(ct)q − (ct)p,

então temos que

α(t) ≥ β0 − λ0(ct)q ≥ β0

2
, ∀ t ∈ [a, b]

o que prova a a�rmação. Observe que se λ ∈ (0, λ0), então

t− λ(ct)q − (ct)p > t− λ0(ct)q − (ct)p = α(t) ≥ β0

2
, ∀ t ∈ [a, b].
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Tomando r0 = b, se ||u|| = r0, podemos ter ||u+|| ≥ a ou ||u+|| < a. Se ||u+|| ≥ a, então

Tλ(u) ≥ 1

2
||u−||2 +

1

2
||u+||β0

2
≥ aβ0

4
.

Se ||u+|| < a, usando (3.3) obtemos

λ(c||u+||)q ||u
+||
2

< λ0(ca)q
a

2
≤ b2 − a2

4
.

Por outro lado,

b2 = ||u||2 = ||u+||2 + ||u−||2 < a2 + ||u−||2

o que implica que

||u−||2 > b2 − a2.

Dessa forma, como β(||u+||) > 0 temos

Tλ(u) >
b2 − a2

2
+
||u+||

2

(
||u+|| − λ(c||u+||)q − (c||u+||)p

)
>

b2 − a2

2
− b2 − a2

4
=
b2 − a2

4
.

Tomando ε = min{(b2 − a2), aβ0}/4 temos

Tλ(u) ≥ ε para cada ||u|| = r0

o que conclui a demonstração.

O lema a seguir garante a existência da primeira solução não trivial para o problema

(Pλ) para λ pequeno.

Lema 3.4 Para todo λ ∈ (0, λ0), Tλ possui um mínimo local perto da origem.

Demonstração: Temos que

Tλ(tu) =
1

2
||tu||2 − λ

q + 1

∫
Ω

|tu+|q+1dx− 1

p+ 1

∫
Ω

h(x)|tu+|p+1dx

=
1

2
t2||u||2 − λtq+1

q + 1

∫
Ω

(u+)q+1dx− tp+1

p+ 1

∫
Ω

h(x)(u+)p+1dx.

Claramente, Tλ(tu) < 0 para t > 0 su�cientemente pequeno e qualquer u ∈ H1
s (Ω) com

||u+|| 6= 0. Seja Br0(0) = {u ∈ H1
s (Ω) : ||u|| ≤ r0}, então temos

I := inf
u∈Br0 (0)

Tλ(u) < 0.

Mostraremos que este mínimo é atingido em algum uλ. Seja {un}∞n=1 ⊂ Br0(0) uma

sequência minimizante, então

Tλ(un)→ I.
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Como {un}∞n=1 é limitada, existe uλ ∈ H1
s (Ω) tal que a menos de subsequência valem as

seguintes convergências

un ⇀ uλ em H1
s (Ω)

un → uλ em Lq+1(Ω)

un → uλ em Lp+1
h (Ω)

onde a última convergência deve-se ao Lema 3.2. Dessa forma∫
Ω

|∇uλ|2dx ≤ lim
n→∞

inf

∫
Ω

|∇un|2dx

e

lim
n→∞

∫
Ω

Fλ(x, un)dx = lim
n→∞

(
λ

q + 1

∫
Ω

(u+
n )q+1dx− 1

p+ 1

∫
Ω

h(x)(u+
n )p+1dx

)
=

λ

q + 1

∫
Ω

(u+
λ )q+1dx− 1

p+ 1

∫
Ω

h(x)(u+
λ )p+1dx

=

∫
Ω

Fλ(x, uλ)dx.

Assim

Tλ(uλ) =
1

2

∫
Ω

|∇uλ|2dx−
∫

Ω

Fλ(x, uλ)dx

≤ lim inf
n→∞

1

2

∫
Ω

|∇un|2dx− lim
n→∞

∫
Ω

Fλ(x, un)dx

= lim inf
n→∞

(
1

2

∫
Ω

|∇un|2dx−
∫

Ω

Fλ(x, un)dx

)
= lim inf

n→∞
Tλ(un) = I.

Como I := inf
u∈Br0 (0)

Tλ(u) e uλ ∈ Br0(0) temos que Tλ(uλ) ≥ I. Segue então que

Tλ(uλ) = I = inf
u∈Br0 (0)

Tλ(u).

Isto é, uλ é um minimizante para Tλ em Br0(0) como desejado.

Sendo Tλ de classe C1, Tλ(0) = 0 e Tλ(uλ) = I < 0, então uλ é um ponto crítico não

trivial para Tλ. Portanto, uλ é a primeira solução do problema (Pλ) para λ ∈ (0, λ0) e daí

uλ ≥ 0 pois já vimos que todas as soluções fracas para este problema são não negativas.

3.4 Existência da segunda solução para λ ∈ (0, λ0)

Na sequência, vamos mostrar a existência da segunda solução vλ usando o Teorema do

Passo da Montanha. Veri�caremos que Tλ satisfaz as hipóteses deste teorema por meio

dos seguintes lemas.
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Lema 3.5 Tλ satisfaz a condição (PS).

Demonstração: Mostraremos que toda sequência (PS) possui uma subsequência con-

vergente. Seja {vn}∞n=1 ⊂ H1
s (Ω) uma sequência (PS), isto é,

|Tλ(vn)| ≤ C e T ′λ(vn)→ 0 em H−1
s (Ω). (3.4)

Por (3.4), podemos assumir que {vn}∞n=1 satisfaz

1

2

∫
Ω

|∇vn|2dx−
λ

q + 1

∫
Ω

(v+
n )q+1dx− 1

p+ 1

∫
Ω

h(x)(v+
n )p+1dx = c+ o(1). (3.5)

Pela de�nição de T ′λ temos∫
Ω

|∇vn|2dx = 〈T ′λ(vn), vn〉+ λ

∫
Ω

(v+
n )q+1dx+

∫
Ω

h(x)(v+
n )p+1dx.

Substituindo em (3.5) obtemos

c+ o(1) =
1

2
〈T ′λ(vn), vn〉+

λ

2

∫
Ω

(v+
n )q+1dx+

1

2

∫
Ω

h(x)(v+
n )p+1dx− λ

q + 1

∫
Ω

(v+
n )q+1dx

− 1

p+ 1

∫
Ω

h(x)(v+
n )p+1dx.

Daí

λ(q − 1)

2(q + 1)

∫
Ω

(v+
n )q+1dx+

p− 1

2(p+ 1)

∫
Ω

h(x)(v+
n )p+1dx = c− 1

2
〈T ′λ(vn), vn〉+ o(1).

Seja c1 = (p−1)/2(p+1) e c2 = λ(1−q)/2(q+1). Como 0 < q < 1 < p, vemos claramente

que c1, c2 > 0. Assim

c1

∫
Ω

h(x)(v+
n )p+1dx ≤ c2

∫
Ω

(v+
n )q+1dx+ c+ ||T ′λ(vn)||H−1

s
||vn||,

isto é,

||v+
n ||

p+1
h,p+1 ≤ c||v+

n ||
q+1
q+1 + c+ C||T ′λ(vn)||H−1

s
||vn||. (3.6)

Combinando (3.5) e (3.6), temos

1

2
||vn||2 =

λ

q + 1
||v+

n ||
q+1
q+1 +

1

p+ 1
||v+

n ||
p+1
h,p+1 + c+ o(1)

≤ λ

q + 1
||v+

n ||
q+1
q+1 +

1

p+ 1

(
c||v+

n ||
q+1
q+1 + c+ C||T ′λ(vn)||H−1

s
||vn||

)
+ c

= C||v+
n ||

q+1
q+1 + c+ C||T ′λ(vn)||H−1

s
||vn||.

Segue por (3.1) que

||vn||2 ≤ C||v+
n ||q+1 + C + C||vn||.
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Deduzimos então que existe uma constante C tal que ||vn|| ≤ C. Consequentemente,

{vn}∞n=1 é limitada em H1
s (Ω) e então existe uma subsequência {vnj}∞j=1 ⊂ {vn}∞n=1 fraca-

mente convergente em H1
s (Ω). Além disso, temos uma outra desigualdade, por (3.1),

||v+
n ||

p+1
h,p+1 ≤ C.

A partir disso, podemos deduzir o seguinte

vnj → v fortemente em Lp+1
h (Ω) para 1 < p+ 1 < 2∗ + τ

vnj → v fortemente em Lq+1(Ω) para 1 < q + 1 < 2∗

vnj → v q.t.p. em Ω.

Considere Pj, P0 : H1
s (Ω)→ R dados por

Pj(ϕ) = λ

∫
Ω

(v+
nj

)qϕdx+

∫
Ω

h(x)(v+
nj

)pϕdx.

e

P0(ϕ) = λ

∫
Ω

(v+)qϕdx+

∫
Ω

h(x)(v+)pϕdx.

Assim,

|(Pj − P0)(ϕ)| =

∣∣∣∣λ∫
Ω

(
(v+
nj

)q − (v+)q
)
ϕdx+

∫
Ω

h(x)
(

(v+
nj

)p − (v+)p
)
ϕdx

∣∣∣∣
≤ λ

(∫
Ω

(
(v+
nj

)q − (v+)q
) q+1

q
dx

) q
q+1
(∫

Ω

|ϕ|q+1dx

) 1
q+1

+

(∫
Ω

h(x)
(

(v+
nj

)p − (v+)p
) p+1

p
dx

) p
p+1
(∫

Ω

h(x)|ϕ|p+1dx

) 1
p+1

≤ c||ϕ||
(∫

Ω

(
(v+
nj

)q − (v+)q
) q+1

q
dx

) q
q+1

+ c||ϕ||
(∫

Ω

h(x)
(

(v+
nj

)p − (v+)p
) p+1

p
dx

) p
p+1

.

Como vnj → v q.t.p. em Ω vemos que v+
nj
→ v+ q.t.p. em Ω e como vnj → v em Lq+1(Ω),

então existe l ∈ Lq+1(Ω) tal que

(v+
nj

(x)) ≤ |vnj(x)| ≤ l(x) q.t.p. em Ω.

Assim (
(v+
nj

)q − (v+)q
) q+1

q ≤
(

(v+
nj

)q + (v+)q
) q+1

q ≤ c
(

(v+
nj

)q+1 + (v+)q+1
)

≤ c
(
|l(x)|q+1 + (v+)q+1

)
∈ L1(Ω).
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Logo, pelo Teorema da Convergência dominada de Lebesgue, temos∫
Ω

(
(v+
nj

)q − (v+)q
) q+1

q
dx→ 0.

Por outro lado, como vn → v em Lp+1
h (Ω), então para h = h

p
p+1h

1
p+1 , temos

vnjh
1
p+1 → vh

1
p+1 em Lp+1(Ω).

Assim, existe l1 ∈ Lp+1(Ω) tal que

|h
1
p+1 (x)vnj(x)| ≤ l1(x) q.t.p. em Ω.

Daí

h(x)
(

(v+
nj

)p − (v+)p
) p+1

p ≤ h(x)C
(

(v+
nj

)p+1 + (v+)p+1
)

≤ C
(
lp+1
1 (x) + h(x)|v|p+1

)
∈ L1(Ω).

Logo pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue temos∫
Ω

h(x)
(

(v+
nj

)p − (v+)p
) p+1

p
dx→ 0.

Portanto, Pj → P0 em H−1
s (Ω), ou ainda,

λ(v+
nj

)q + h(x)(v+
nj

)p → λ(v+)q + h(x)(v+)p em H−1
s (Ω).

Pelo Teorema de Representação de Riesz, para cada fλ(w) = λ(w+)q + h(x)(w+)p em

H−1
s (Ω), o problema {

−∆u = fλ(w), x ∈ Ω

u = 0, x ∈ ∂Ω
(3.7)

tem uma única solução u ∈ H1
s (Ω). Considere Φ : H−1

s (Ω)→ H1
s (Ω), e seja u = Φ(fλ(w)).

Notamos que Φ é uma isometria, pois é um isomor�smo que preserva o produto interno.

Como u é a única solução do problema (3.7), então satisfaz∫
Ω

fλ(w)ϕ =

∫
Ω

∇u∇ϕ = 〈u, ϕ〉 = 〈Φ(fλ(w)), ϕ〉,

para todo ϕ ∈ H1
s (Ω). Assim

〈T ′λ(w), ϕ〉 = 〈w,ϕ〉 −
∫

Ω

fλ(w)ϕ

= 〈w,ϕ〉 − 〈Φ(fλ(w)), ϕ〉 = 〈w − Φ(fλ(w)), ϕ〉.

Logo

T ′λ(w) = w − Φ(fλ(w)).
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Sendo Φ contínua, temos que

Φ(fλ(vnj))→ Φ(fλ(v)) em H1
s (Ω).

Por (3.4) temos que

T ′λ(vnj) = vnj − Φ(fλ(vnj))→ 0 em H−1
s (Ω),

consequentemente,

vnj → Φ(fλ(v)) em H1
s (Ω).

Pela unicidade do limite fraco temos que v = Φ(fλ(v)). Portanto, Tλ satisfaz a condição

(PS).

O seguinte lema conclui a demonstração que Tλ tem a geometria do Passo da Montanha

e prova que o problema (Pλ) possui uma segunda solução.

Lema 3.6 Para todo λ ∈ (0, λ0), Tλ tem uma segunda solução vλ do tipo passo da mon-

tanha.

Demonstração: Seja v ∈ H1
s (Ω). Pelos Lemas 3.3 e 3.5, para usarmos o Teorema do

Passo da Montanha B.4 precisamos veri�car agora que existe v 6∈ Br0 tal que Tλ(v) ≤ 0.

Claramente, Tλ(0) = 0 < ε. Agora, �xe v ∈ H1
s (Ω), v+ 6= 0 e escreva ω := tv para t > 0.

Por (3.2) temos

Tλ(ω) =
1

2
||ω||2 − λ

q + 1
||ω+||q+1

q+1 −
1

p+ 1
||ω+||p+1

h,p+1

=
1

2
t2||v||2 − λ

q + 1
tq+1||v+||q+1

q+1 −
1

p+ 1
tp+1||v+||p+1

h,p+1.

Como q + 1 < 2 < p+ 1, segue que

Tλ(ω) = Tλ(tv)→ −∞ quando t→ +∞.

Logo existe t0 > 0 tal que

||ω|| = ||t0v|| > r0 e Tλ(ω) = Tλ(t0v) ≤ 0.

Pelo Teorema do Passo da Montanha B.4, existe uma função vλ ∈ H1
s (Ω), vλ 6= 0, tal

que Tλ(vλ) = c ≥ ε > 0 e T ′λ(vλ) = 0. Isto é, vλ é um ponto crítico não trivial para Tλ.

Uma vez que Tλ(uλ) < 0 e Tλ(vλ) > 0 temos que uλ 6= vλ e vλ é a segunda solução para o

problema (Pλ).
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3.5 Regularidade

Vamos agora estabelecer a regularidade C2,α das soluções fracas para (Pλ) pertencentes

a H1
s (Ω).

Lema 3.7 Seja v ∈ H1
s (Ω) uma solução do problema (Pλ), então v ∈ C2,α(Ω) para algum

α ∈ (0, 1).

Demonstração: Seja v ∈ H1
s (Ω) a solução de (Pλ) �xado, denotamos

fλ(x) = fλ(x, v(x)) = λ(v+(x))q + h(x)(v+(x))p.

Pelo Lema 3.2 temos a continuidade da imersão H1
s (Ω) ↪→ Lrh(Ω) e por de�nição Lrh(Ω) ⊂

Lr(Ω) para r = 2∗ + τ . Como v ∈ H1
s (Ω), então v ∈ Lrh(Ω) e por sua vez, v ∈ Lr(Ω). Daí∫

Ω

(v+)q
r
pdx =

∫
{(v+)≤1}

(v+)q
r
pdx+

∫
{(v+)>1}

(v+)q
r
pdx ≤ |Ω|+

∫
Ω

(v+)rdx <∞.

Além disso, como h é limitado em Ω̄∫
Ω

(h(x)v+)p
r
pdx ≤ c

∫
Ω

(v+)rdx <∞.

Logo (∫
Ω

|fλ(x)|
r
pdx

) p
r

<∞,

ou seja, fλ(x) ∈ Lϑ, para ϑ =
r

p
. Como 1 < p < 2∗ − 1 + τ , obtemos

ϑ =
r

p
>

2∗ + τ

2∗ − 1 + τ
.

Assim, existe ε > 0 tal que

ϑ =
2∗ + τ

2∗ − 1 + τ
(1 + ε).

Podemos escrever o problema como uma equação elíptica linear não homogênea{
−∆v = fλ(x), x ∈ Ω

v = 0, x ∈ ∂Ω.
(3.8)

De acordo com o Teorema de Regularidade para equações elípticas lineares não homo-

gêneas Teorema B.11, como fλ(x) ∈ Lϑ(Ω), temos que v ∈ W 2,ϑ(Ω). Se 2ϑ > N , pelas

imersões de Sobolev temos que W 2,ϑ(Ω) ↪→ C0,ϑ(Ω̄). Sendo v ∈ C0,ϑ(Ω̄) e h Hölder con-

tínua, temos que fλ(x, v) ∈ C0,ϑ(Ω̄). Assim, pelo Teorema de Schauder B.12 temos que

v ∈ C2,ϑ(Ω̄).

Se 2ϑ = N , então temos que W 2,ϑ
0 (Ω) ↪→ Lγ(Ω), para todo γ > ϑ. Logo, tomando

γ

p
>
N

2
temos que v ∈ Lγ(Ω). Claramente, vemos que fλ ∈ Lξ(Ω), para ξ =

γ

p
então pelo
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Teorema B.11 temos v ∈ W 2,ξ(Ω). Pelas imersões de Sobolev, v ∈ C0,ξ(Ω̄), da mesma

forma, como h ∈ Cξ(Ω), então fλ ∈ C0,ν(Ω̄). Daí, pelo Teorema de Schauder B.12,

v ∈ C2,ξ(Ω̄).

No caso em que 2ϑ < N , pelo Teorema de imersão de Sobolev, temos

W 2,ϑ(Ω) ↪→ Lr1(Ω),

com r1 =
Nϑ

N − 2ϑ
. Como v ∈ W 2,ϑ(Ω), então v ∈ Lr1(Ω) e tem-se∫

Ω

(v+)q
r1
p dx =

∫
{(v+)≤1}

(v+)q
r1
p dx+

∫
{(v+)>1}

(v+)q
r1
p dx ≤ |Ω|+

∫
Ω

(v+)r1dx <∞

e ∫
Ω

|h(x)v+|p
r1
p dx ≤ c

∫
Ω

(v+)r1dx <∞

e resulta que (∫
Ω

|fλ(x)|
r1
p

) p
r1

<∞.

Logo fλ(x) ∈ Lϑ1(Ω), com ϑ1 = r1
p
. Então, v ∈ W 2,ϑ1(Ω).

Para mostrar que a regularidade de v foi melhorada, é necessário mostrar que

ϑ1

ϑ
=
r1

r
> 1.

Temos que

r1 =
N
(

2∗+τ
2∗−1+τ

(1 + ε)
)

N − 2
(

2∗+τ
2∗−1+τ

)
(1 + ε)

=
N(2∗ + τ)(1 + ε)

N(2∗ − 1 + τ)− 2(2∗ + τ)(1 + ε)
.

Daí

r1

r
=

N(2∗ + τ)(1 + ε)

N(2∗ − 1 + τ)− 2(2∗ + τ)(1 + ε)

1

(2∗ + τ)
=

N(1 + ε)

N(2∗ − 1 + τ)− 2(2∗ + τ)(1 + ε)
.

Assim, basta veri�carmos que

N(2∗ − 1 + τ)− 2(1 + ε)(2∗ + τ) > 0 e (3.9)

N(1 + ε) > N(2∗ − 1 + τ)− 2(2∗ + τ)(1 + ε). (3.10)

A partir de (3.9)

N(2∗ − 1 + τ) > 2(1 + ε)(2∗ + τ)

o que implica que
N(2∗ − 1 + τ)

2(2∗ + τ)
− 1 > ε
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e por (3.10) temos

N(2∗ − 1 + τ) < N(1 + ε) + 2(1 + ε)(2∗ + τ)

= [N + 2(2∗ + τ)](1 + ε)

daí

N(2∗ − 1 + τ)

N + 2(2∗ + τ)
− 1 < ε. (3.11)

Assim

N(2∗ − 1 + τ)

N + 2(2∗ + τ)
− 1 < ε <

N(2∗ − 1 + τ)

2(2∗ + τ)
− 1. (3.12)

Podemos então encontrar um ε > 0 satisfazendo (3.12). Consequentemente, temos

ϑ1

ϑ
> 1.

Pelo Teorema de regularidade B.11, assim como para ϑ1 > ϑ temos v ∈ W 2,ϑ1(Ω), também

para qualquer ϑk su�cientemente grande, v ∈ W 2,ϑk(Ω). Quando 2ϑk > N , pelo Teorema

de imersão de Sobolev, podemos obter que v ∈ C0,θ(Ω̄), fλ(x) ∈ C0,θ(Ω̄), então v ∈ C2,θ(Ω̄)

pelo Teorema de regularidade de Schauder B.12.

3.6 Existência da primeira solução para λ ∈ (0,Λ)

Mostramos que existe solução positiva para o problema (Pλ) para λ ∈ (0, λ0). Mos-

traremos agora a existência de soluções para λ ∈ (0,Λ).

Lema 3.8 Seja Λ = sup{λ > 0 : o problema (Pλ) tem uma solução} então Λ ∈ (0,∞).

Demonstração: Como h é uma função não negativa e não trivial existe x ∈ Ω tal

que h(x) > 0. Sendo ainda h uma função contínua, existe a > 0 tal que o conjunto

{x ∈ Ω;h(x) > a} é não vazio. Considere Ω0 como sendo uma bola contida neste conjunto

e φ1 ∈ H1
0 (Ω0) uma autofunção positiva associada ao primeiro autovalor λ1 do problema{

−∆φ1 = λ1φ1, x ∈ Ω0

φ1 = 0, x ∈ ∂Ω0.
(3.13)

Sabemos que λ1 > 0 e φ1 = 0 sobre ∂Ω0. Pelo Lema de Hopf (veja Teorema B.16) segue

que
∂φ1

∂ν
< 0 sobre ∂Ω0. Agora, escolha λ̄ > 0 satisfazendo

λ1t < λ̄tq + atp, ∀ t > 0 (3.14)
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Note que

λ1t− atp → −∞ quando t→∞.

Então existe t0 > 1 tal que

λ1t− atp ≤ 0, ∀ t ≥ t0.

Para t ∈ (1, t0] temos que existe c > 0 tal que

λ1t− atp < ctq.

Para t ∈ (0, 1) temos

λ1t− atp < λ1t < λ1t
q.

Daí, para λ̄ = max{c, λ1} temos

λ1t− atp < λ̄tq, quando t > 0.

Considere u ∈ C2(Ω) uma solução do problema (Pλ) para λ ∈ (0,Λ). Assim com �zemos

na Proposição 2.14 do capítulo anterior, usando Teorema de Green B.15 e o Teorema de

Hopf B.16, obtemos∫
Ω0

(λuq + aup)φ1(x)dx <

∫
Ω0

(λ̄uq + aup)φ1dx.

Logo existe x0 ∈ Ω0 tal que

(λuq(x0) + aup(x0))φ1(x0) <
(
λ̄uq(x0) + aup(x0)

)
φ1(x0)

o que implica que λ < λ̄. Em particular, Λ ≤ λ̄ < ∞. Por outro lado, mostramos que

para λ ∈ (0, λ0), o problema (Pλ) possui uma solução, então Λ ≥ λ0 > 0. Portanto,

0 < λ0 ≤ Λ ≤ λ̄ <∞,

como queríamos demonstrar.

O problema sublinear apresentado a seguir terá uma importante relação com o pro-

blema (Pλ). {
−∆u = λuq, x ∈ Ω

u = 0, x ∈ ∂Ω.
(3.15)

A proposição a seguir nos fornece informações sobre o problema sublinear (3.15) que serão

necessárias para a demosntração dos resultados posteriores. Lembrando que uma função
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u (u) ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω̄) é uma subsolução (supersolução) do problema (3.15) se satisfaz

respectivamente {
−∆u ≤ f(x, u), em Ω

u ≤ 0, sobre ∂Ω.
(3.16)

{
−∆u ≥ f(x, u), em Ω

u ≥ 0, sobre ∂Ω.
(3.17)

Proposição 3.9 Seja λ ∈ (0,Λ). Temos que εφ1 é uma subsolução do problema (3.15)

para ε su�cientemente pequeno.

Demonstração: Seja φ1 a autofunção do operador −∆ associada ao autovalor λ1 em

relação a Ω. Queremos mostrar que

−∆(εφ1) ≤ λ(εφ1)q.

Temos que

−∆(εφ1) = ε(λ1φ1) =

(
ε1−qλ1

λ
φ1−q

1

)
(λ(εφ1)q).

Então, basta encontrar ε > 0 tal que

ε1−qλ1

λ
φ1−q

1 ≤ 1.

Como φ1 ∈ L∞(Ω), existe c > 0 tal que

φ1−q
1 (x) ≤ c, ∀x ∈ Ω̄.

Daí
ε1−qλ1

λ
φ1−q

1 ≤ ε1−q
(
λ1C

λ

)
≤ 1.

Logo, podemos tomar

0 < ε ≤
(

λ

λ1C

) 1
1−q

,

o que implica que

−∆(εφ1) ≤ λ(εφ1)q,

ou seja, εφ1 é uma subsolução do problema (3.15). Além disso, dado qualquer supersolução

positiva ū de (3.15), usando argumentos semelhantes aos usados por Annaxsuel Lima em

[6], podemos mostrar que εφ1 ≤ ū para ε su�cientemente pequeno. De fato, considere

ū uma supersolução positiva do problema (3.15). Seja ε > 0 su�cientemente pequeno
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e de�namos o conjunto Ω1 = {x ∈ Ω; dist(x, ∂Ω) ≤ δ}. Como φ1, ū > 0 em Ω e pela

compacidade de Ω\Ω1, existe c > 0 tal que

ū(x)

φ(x)
≥ c, ∀x ∈ Ω\Ω1. (3.18)

Por outro lado, pelo Teorema de Hopf temos que
∂ū

∂ν
< 0 em ∂Ω e como ∂Ω é compacto,

temos que existe C < 0 tal que

∂ū

∂ν
(x) < C, ∀x ∈ Ω1.

Usando os mesmos argumentos, como φ1 ∈ C1
0(Ω) temos que existe c1 > 0 tal que∣∣∣∣∂φ1

∂ν
(x)

∣∣∣∣ ≤ c1, ∀x ∈ Ω1.

Considere a função h : Ω1 → R de�nida por h(x) = γφ1(x) − ū(x) com γ > 0. Seja

c0 = infΩ1
(∂φ1)/(∂ν). Assim, se γ > c/c0 temos

∂h

∂ν
(x) = γ

∂φ1

∂ν
(x)− ∂ū

∂ν
(x) ≥ γc0 − C > 0, ∀x ∈ Ω1. (3.19)

Fixando x ∈ Ω1, de�nimos g : R → R por g(t) = h(x + tν). Para cada x ∈ Ω1, excolha

um único x̃ ∈ Ω1 tal que a reta que passa por esses dois pontos cincida com a reta suporte

do vetor normal exterior ν = ν(x̃). Assim, existe t̃ > 0 tal que x + t̃ν = x̃ ∈ ∂Ω. Temos

que h(∂Ω) ≡ 0, daí

g(t̃) = h(x+ t̃ν) = h(x̃) = 0. (3.20)

Observe que g é a composta de duas funções de classe C1, logo g : [0, t̃] → R é contínua

em [0, t̃] e derivável em (0, t̃), pelo Teorema do Valor Médio, existe ξ ∈ (0, t̃), tal que

g(t̃)− g(0) = g′(ξ)(t̃− 0).

Como

∂h

∂ν
(x+ ξν) = lim

z→0

h(x+ ξν + zν)− h(x+ ξν)

z

= lim
z→0

h(x+ (ξ + z)ν)− h(x+ ξν)

z

= lim
z→0

g(ξ + z)− g(ξ)

z
= g′(ξ).

Daí, por (3.20) temos

∂h

∂ν
(x+ ξν)(t̃) = g′(ξ)(t̃) = g(t̃)− g(0) = −h(x).
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Por (3.19) e sendo t̃ > 0 segue que

−h(x) =
∂h

∂ν
(x+ ξν)(t̃) > 0 em Ω1.

Consequentemente, h(x) ≤ 0 para todo x ∈ Ω1 e assim h(x) = γφ1(x)− ū(x) ≤ 0. Segue

então que

γφ ≤ ū(x), ∀x ∈ Ω1

o que implica que

ū(x)

φ1(x)
≥ γ > 0 em Ω1. (3.21)

Por (3.18) e (3.21) obtemos

ū(x)

φ1

≥ c2 > 0, ∀x ∈ Ω

onde c2 = min{c, γ}. Portanto, tomando 0 < ε < c2 temos que εφ1 ≤ ū.

Dessa forma pelo Teorema B.13 o problema (3.15) possui uma solução u tal que

εφ1 ≤ u ≤ ū.

O resultado a seguir é importante para encontrar a primeira solução para λ ∈ (0,Λ).

Lema 3.10 Para todo λ ∈ (0,Λ), (Pλ) tem um mínimo na topologia C1.

Demonstração: Fixe λ ∈ [λ0,Λ). Escolha λ < λ2 < Λ tal que (Pλ2) tem uma solução

u2. De acordo com o Teorema 2.5 (veja [4]), como a função

t 7→ g(x, t)

t
= λ0t

q−1

é não decrescente para t > 0, o problema (3.15) possui uma única solução positiva u0

quando λ = λ0. Como u2 é solução de (Pλ2) temos

−∆u2 = λ2u
q
2 + h(x)up2 > λuq2,

dessa forma, u2 é uma supersolução do problema (3.15). Assim, pela Proposição 3.9 e pelo

Teorema B.13, para ε su�cientemente pequeno existe uma solução do problema (3.15) tal

que

εφ1 ≤ u ≤ u2.

Como a solução é única u0 = u e u0 ≤ u2. Como u0 é solução e u2 não é solução de (3.15),

temos que u0 6= u2. Uma vez que

−∆(u2 − u0) ≥ λ(uq2 − u
q
0) ≥ 0 em Ω e u2 − u0 = 0 sobre ∂Ω,
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segue do Princípio do Máximo B.17 que u0 < u2 em Ω. Sejam

f̃λ(x, t) =


fλ(x, u0(x)), se t ≤ u0(x)

fλ(x, t), se u0(x) < t < u2(x)

fλ(x, u2(x)), se t ≥ u2(x)

F̃λ(x, u) =

∫ u

0

f̃λ(x, t)dt

e o funcional T̃λ : H1
s (Ω)→ R dado por

T̃λ(u) =
1

2
||u||2 −

∫
Ω

F̃λ(x, u)dx.

Como u0 e u2 são contínuas em Ω̄ então são limitadas em Ω̄. Portanto, f̃λ é uma função

limitada. Sendo assim, F̃λ(x, t) ≤ ct para todo x ∈ Ω e t > 0. Pela imersão de H1(Ω) em

L1(Ω) obtemos

T̃λ(u) ≥ 1

2
||u||2 − c||u|| = ||u||

(
1

2
||u|| − c

)
para toda u ∈ H1

s (Ω). Assim, T̃λ é coercivo e limitado inferiormente. Logo T̃λ possui um

mínimo global uλ ∈ H1
s (Ω) e por sua vez uλ é ponto crítico para T̃λ. Logo,{

−∆uλ = f̃λ(x, uλ) x ∈ Ω

uλ = 0 x ∈ ∂Ω.

Pela de�nição de f̃λ temos

fλ(x, u2) ≥ f̃λ(x, uλ) ≥ fλ(x, u0) ≥ λuq0.

Assim, como u0 é solução do problema (3.15), u2 é solução do problema (Pλ2) e λ < λ2

temos {
−∆(u0 − uλ) = λ0u

q
0 − f̃λ(x, uλ) ≤ λuq0 − f̃λ(x, uλ) ≤ 0 em Ω

u0 − uλ = 0 sobre ∂Ω

e {
−∆(uλ − u2) = f̃λ(x, uλ)− fλ2(x, u2) ≤ 0 em Ω

uλ − u2 = 0 sobre ∂Ω.

Pelo Príncipio do Máximo B.17 temos uλ ≡ u0 ou u0 < uλ em Ω. Mas se uλ ≡ u0 teríamos

−∆(uλ − u0) = 0 e daí f̃λ(x, uλ) = λ0u
q
0 o que não é válido pois u0 > 0 e h 6≡ 0. De

modo análogo concluimos que uλ < u2 em Ω pois caso contrário, se uλ ≡ u2, teríamos

f̃λ(x, u2) = fλ2(x, u2), ou seja

λuq2 + h(x)up2 = λ2u
q
2 + h(x)up2 ⇒ (λ− λ2)uq2 = 0

o que não é válido pois u2 > 0 e λ < λ2. Logo, u0 < uλ < u2 em Ω. Pelo Lema A.4,

uλ ∈ C2,α(Ω), α ∈ (0, 1), daí se ||u − uλ||C1 ≤ ε, para ε > 0 su�cientemente pequeno,
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temos que u0 < u < u2, em Ω. Dessa forma, por de�nição temos que f̃λ(x, u) = fλ(x, u),

e consequentemente, Tλ(u) = T̃λ(u), para u0 < u < u2. Portanto, uλ também é um

minimizante local para Tλ, na topologia C1.

O próximo lema nos garante a existência de uma solução para o nosso problema por

meio de resultados de minimização.

Lema 3.11 Seja λ ∈ (0,Λ), uλ é um minimizante local para Tλ em H1
s (Ω).

A prova deste resultado é encontrada nos artigos [15] e [5]. Como consequência deste

lema, temos que uλ é um ponto crítico para o funcional Tλ e por sua vez é solução para

o problema (Pλ) e é positiva por construção. Além disso,

Tλ(uλ) = T̃λ(uλ) ≤ T̃λ(u0) =
1

2
||u0||2 −

∫
Ω

f(x, u0)u0dx

=
1

2
λ

∫
Ω

uq+1
0 dx− λ

∫
Ω

uq+1
0 dx−

∫
Ω

h(x)up+1
0 dx < 0. (3.22)

3.7 Existência da segunda solução para λ ∈ (0,Λ)

Na sequência �xamos λ ∈ (0,Λ), e esperamos encontrar uma solução do tipo passo da

montanha da forma vλ = uλ + v, onde uλ é o minimizante local encontrado no Lema 3.11,

e v > 0 em Ω. De�nimos

zλ(x, t) =

{
fλ(uλ + t)− fλ(uλ) t ≥ 0

0 t < 0

Zλ(x, v) =

∫ v

0

zλ(x, t)dt

e

Sλ(v) =
1

2
||v||2 −

∫
Ω

Zλ(x, v)dx.

Temos que Sλ : H1
s (Ω)→ R é um funcional de classe C1.

Precisamos provar que existe um ponto crítico para Sλ que seja uma função positiva.

Lema 3.12 Seja λ ∈ (0,Λ). Sλ tem um ponto crítico não trivial.

Demonstração: Claramente, Sλ(0) = 0. Além disso, v = 0 é um minimizante local

de Sλ para todo λ ∈ (0,Λ). De fato, pela de�nição de Zλ(x, v), se v ≤ 0 temos que

Zλ(x, v) = 0, logo Sλ(v) = 0. Se v > 0 temos

Zλ(x, v) =

∫ v

0

zλ(x, t)dt =

∫ v

0

(fλ(uλ + t)− fλ(uλ))dt

=

∫ uλ(x)+v

uλ(x)

fλ(ξ)dξ −
∫ v

0

fλ(uλ)dt

= Fλ(uλ + v)− Fλ(uλ)− fλ(uλ)t
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Assim

Sλ(v) =
1

2
||v||2 −

∫
Ω

Zλ(x, v)dx

=
1

2
||v||2 −

∫
Ω

Fλ(uλ + v+)dx+

∫
Ω

Fλ(uλ)dx−
∫

Ω

fλ(uλ)v
+dx

=
1

2
||v+||2 +

1

2
||v−||2 − 1

2
||uλ + v+||2 + Tλ(uλ + v+)

−Tλ(uλ) +
1

2
||uλ||2 +

∫
Ω

fλ(uλ)v
+dx

=
1

2
||v−||2 − 〈uλ, v+〉+ Tλ(uλ + v+)− Tλ(uλ) +

∫
Ω

fλ(uλ)v
+dx

≥ 1

2
||v−||2 + Tλ(uλ + v+)− Tλ(uλ) ≥ 0,

pois pelo Lema 3.11 uλ é um minimizante local para Tλ, daí Tλ(uλ + v+) − Tλ(uλ) ≥ 0.

De forma análoga ao Lema 3.5, mostramos que Sλ satisfaz a condição (PS). Além disso,

temos

Sλ(tv) =
t2

2
||v||2 −

∫
Ω

(
λ(uλ + tv+)q+1 + h(x)(uλ + tv+)p+1

)
dx+ t

∫
Ω

fλ(uλ)v
+

=
t2

2
||v||2 − tq

∫
Ω

λ

q + 1

(uλ
t

+ v+
)q+1

dx

−tp
∫

Ω

h(x)

p+ 1

(uλ
t

+ v+
)p+1

dx+ t

∫
Ω

fλ(uλ)v
+dx

<
t2

2
||v||2 − tq+1 λ

q + 1

∫
Ω

(v+)q+1dx− tp+1

p+ 1

∫
Ω

h(x)(v+)p+1dx.

Logo Sλ(tv) → −∞ quando t → ∞. Aplicando o Teorema do Passo da Montanha B.6,

podemos obter um ponto crítico v0 ∈ H1
s (Ω) com v0 > 0 em Ω.

Observe que, se v0 é um ponto crítico não trivial de Sλ, então v0 satisfaz a equação{
−∆v0 = fλ(uλ + v0)− fλ(uλ) x ∈ Ω

v0 = 0 x ∈ ∂Ω.
(3.23)

Além disso, considerando vλ = v0 + uλ obtemos

−∆vλ = −∆(v0 + uλ) = fλ(v0 + uλ)− fλ(uλ) + fλ(uλ) = fλ(vλ).

Logo, vλ = v0 +uλ é uma solução não trivial de (Pλ) e vλ 6= uλ, pois v0 e uλ são positivas.

Podemos agora, apresentar a demonstração do Teorema 3.1.

Demonstração: (Teorema 3.1)

(1) Este item é provado atavés dos Lemas 3.11 e 3.12.

61



(2) Para todo λ ∈ (0,Λ), pelo Lema 3.11 sabemos que existe uma solução uλ para o

problema (Pλ) e segue de (3.22) que Tλ(uλ) < 0. Escolha uma sequência {λn} tal que
λn ↗ Λ quando n → ∞. Denotamos as soluções correspondentes a λn por uλn . Então,

elas satisfazem

Tλn(uλn) < 0, T ′λn(uλn) = 0.

Isto é,

1

2
||uλn||2 −

λn
q + 1

||u+
λn
||q+1
q+1 −

1

p+ 1
||u+

λn
||p+1
h,p+1 < 0 (3.24)

e

||uλn||2 − λn||u+
λn
||q+1
q+1 − ||u+

λn
||p+1
h,p+1 = 0. (3.25)

Segue por (3.24) e (3.25), que existe C > 0 tal que

||uλn|| < C

para todo n. Assim, existe uma subsequência fracamente convergente de {uλn}, denotada
por {uλm} tal que

uλm ⇀ uΛ em H1
s (Ω)

uλm → uΛ em Lp+1
h (Ω)

uλm → uΛ em Lq+1(Ω).

Com argumentos semelhantes aos usados no Lema 3.5 mostramos que 〈T ′λm(uλm), v〉 →
〈T ′Λ(uΛ), v〉 para toda v ∈ H1

s (Ω). Por outro lado, 〈T ′λm(uλm), v〉 = 0, daí pela unicidade

do limite temos que

〈T ′Λ(uΛ), v〉 = 0,

ou seja, ∫
Ω

∇uΛ∇vdx = Λ

∫
Ω

(u+
Λ)qvdx+

∫
Ω

h(x)(u+
Λ)pvdx.

Portanto, uΛ é solução fraca para (PΛ). Pelo Lema A.4, temos que uΛ ∈ C2,α(Ω̄). Além

disso, segue do Princípio do Máximo B.17 que uΛ é uma solução positiva.

(3) Este item segue da de�nição de Λ, pois

Λ = sup{λ > 0 : o problema (Pλ) tem uma solução}.
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Apêndice A

Resultados de Regularidade

Queremos mostrar que o funcional associado ao problema{
−∆u = g(x, u), em Ω

u = 0 sobre ∂Ω
(A.1)

é de classe C1 (H1
0 (Ω),R) e que a solução u ∈ C1,α(Ω). Além disso, mostraremos que se

u é uma solução não negativa e não trivial então u > 0.

Proposição A.1 Seja Ω ⊂ RN um domínio limitado e seja g uma função satisfazendo

(i) g ∈ C(Ω̄× R,R);

(ii) existem constantes r, s ≥ 1 e a1, a2 ≥ 0 tais que |g(x, ξ)| ≤ a1 + a2 |ξ|
r
s para todo

x ∈ Ω̄ e ξ ∈ R.

Então a aplicação ϕ(x)→ g(x, ϕ(x)) pertence a C(Lr(Ω), Ls(Ω)).

Demonstração: Sejam u ∈ Lr(Ω) e x ∈ Ω̄. Por (ii), temos∫
Ω

(|g(x, u(x))|)s dx ≤
∫

Ω

(
a1 + a2 |u(x)|

r
s

)s
dx.

Se s ≥ 1 temos

(|g(x, u(x))|)s ≤
(
a1 + a2 |u(x)|

r
s

)s
≤ 2s (as1 + as2 |u(x)|r) .

Tomando a3 = max{a1, a2} e c = 2sas3, obtemos

|g(x, u(x))|s ≤ 2sas3 (1 + |u(x)|r) = c (1 + |u(x)|r) , ∀ x ∈ Ω̄. (A.2)

Daí, lembrando que |Ω| <∞, temos∫
Ω

|g(x, u(x))|sdx ≤ c

∫
Ω

(1 + |u(x)|r) dx < +∞.
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Logo, g(., u(.)) ∈ Ls(Ω), e assim, a aplicação ϕ(x)→ g(x, ϕ(x)) está bem de�nida. Vamos

veri�car a continuidade da aplicação

G : Lr(Ω) → Ls(Ω)

ϕ 7→ G(ϕ)(x) = g(x, ϕ(x)).

A�rmação: Dados z, ϕ ∈ Lr(Ω) e x ∈ Ω̄, considere F (z) = G(z + ϕ)−G(ϕ), com ϕ �xo.

Então, G é contínua em ϕ se, e somente se, F é contínua em z ≡ 0.

De fato, F é contínua em z ≡ 0, se e somente se, dado ε > 0, ∃ δ > 0 tal que

||h− 0||Lr(Ω) < δ ⇒ ||F (h)− F (0)||Ls(Ω) < ε,

ou seja,

||h− 0||Lr(Ω) < δ ⇒ ||G(h+ ϕ)−G(ϕ)||Ls(Ω) < ε.

Escrevendo ψ(x) = h(x) + ϕ(x), temos

||ψ − ϕ|| < δ ⇒ ||G(ψ)−G(ϕ)|| < ε

que é a de�nição da continuidade de G em ϕ. Portanto é su�ciente mostrar que G é

contínua em φ ≡ 0 e podemos supor, sem perda de generalidade, que g(x, 0) = 0 em Ω.

Seja ε > 0. Uma vez que supomos G(0) = g(·, 0) = 0, devemos mostrar que existe δ > 0

tal que

||u||Lr(Ω) ≤ δ ⇒ ||G(u)||Ls(Ω) < ε.

Como g ∈ C(Ω̄ × R,R), dado ε̂, para cada x ∈ Ω̄, existe δx > 0 tal que, usando a

equivalência das normas em RN .

||z − x||+ |ξ| ≤ δx ⇒ |g(z, ξ)− g(x, 0)| < ε̂ ⇒ |g(z, ξ)| < ε̂.

As bolas B(x, δx
2

) formam uma cobertura para Ω̄ que é compacto, logo esta admite uma

subcobertura �nita, ou seja, ∃x1, ..., xk ∈ Ω̄ tais que

Ω̄ ⊂
k⋃
i=1

B(xi,
δi
2

), com δi = δxi .

Seja δ1 = min
1≤i≤k

δi. Sejam z ∈ Ω̄ e ξ ∈ R com |ξ| ≤ δ1
2
. Como z ∈ Ω̄,∃i tal que z ∈ B(xi,

δi
2

)

e ainda |ξ| ≤ δ1
2
≤ δi

2
então

||z − xi||+ |ξ| ≤
δi
2

+
δi
2

= δi ⇒ ||g(z, ξ)− g(xi, 0)|| < ε̂.

Logo, dado qualquer ε̂ > 0, existe β > 0 tal que

|ξ| ≤ β ⇒ |g(x, ξ)| ≤ ε̂,∀ x ∈ Ω̄. (A.3)
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Agora, para ε̂ > 0 e δ > 0 a serem escolhidos, seja u ∈ Lr(Ω) com ||u||Lr(Ω) ≤ δ e considere

o conjunto

Ω1 ≡ {x ∈ Ω̄; |u(x)| ≤ β}.

Logo, u(x) ∈ R por (A.2) temos |g(x, u(x))| < ε̂, o que implica que∫
Ω1

|g(x, u(x))|sdx <
∫
Ω1

ε̂sdx ≤ ε̂s|Ω1| ≤ ε̂s|Ω|. (A.4)

pois Ω1 ⊂ Ω̄ e |Ω1| ≤ |Ω̄| = |Ω| onde |Ω| determina a medida de Lebesgue de Ω. Escolha

ε̂ tal que (ε̂)s|Ω| ≤ εs

2
. Então por (A.3)∫

Ω1

|g(x, u(x))|sdx ≤
(ε

2

)2

.

Seja Ω2 = Ω̄ \ Ω1. Então, por (A.2) temos que∫
Ω2

|g(x, u(x))|sdx ≤ c

∫
Ω2

(1 + |u(x)|r) dx ≤ c(|Ω2|+ δr) (A.5)

pois ||u||Lr(Ω) ≤ δ. Além disso, Ω2 = Ω̄ \ Ω1 ≡ {x ∈ Ω̄; |u(x)| > β}, daí∫
Ω2

|u(x)|rdx ≥
∫

Ω2

βrdx⇒
∫

Ω2

|u(x)|rdx ≥ βr|Ω2|.

Logo, δr ≥
∫

Ω2

|u(x)|rdx ≥ βr|Ω2|, o que implica que |Ω2| ≤ (δβ−1)r. Assim substituindo

em (A.5) temos ∫
Ω2

|g(x, u(x))|sdx ≤ c(|Ω2|+ δr)

≤ c[((δβ−1)r + δr)]

≤ c((β−1)r + 1)δr.

Escolhendo δ tal que c((δβ−1)r + 1)δr ≤ εs

2
, obtemos∫

Ω2

|g(x, u(x))|sdx ≤ εs

2
. (A.6)

Logo, por (A.5) e (A.6) temos que∫
Ω

|g(x, u(x))|sdx ≤ εs

2
+
εs

2
= εs ⇒ ||g(., u)||Ls(Ω) ≤ ε

Portanto,

||u||Lr(Ω) ≤ δ ⇒ ||g(., u)||Ls(Ω) ≤ ε

A proposição a seguir é devida ao Teorema de Sobolev-Gagliardo-Nirenberg e o Teo-

rema de Rellich-Kondrachov.
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Proposição A.2 Seja Ω um domínio limitado em RN cuja fronteira é uma variedade

suave. Se u ∈ H1
0 (Ω) então u ∈ L

2n
n−2 (Ω) (com n ≥ 3) e para todo t ∈ [1, 2n(n− 2)−1]

existe uma constante c > 0 tal que

||u||Lt(Ω) ≤ c||u||

para todo u ∈ H1
0 (Ω). Além disso, a aplicação inclusão

H1
0 (Ω) ↪→ Lt(Ω)

é compacta para t ∈ [1, 2n(n− 2)−1).

Estabeleceremos a seguir um resultado de regularidade para funcionais.

Proposição A.3 Seja Ω um domínio limitado em RN cuja fronteira é uma variedade

suave. Seja g satisfazendo

(i) g(x, ξ) ∈ C(Ω̄× R,R);

(ii) existem constantes a1, a2 > 0 tais que

|g(x, ξ)| ≤ a1 + a2|ξ|s

onde 0 ≤ s < (n+ 2)(n− 2)−1 e n ≥ 3. Se G(x, ξ) ≡
∫ ξ

0

g(x, t)dt e

I(u) =

∫
Ω

(
1

2
|∇u|2 −G(x, u)

)
dx

então

I ∈ C1 (H1
0 (Ω),R) e I ′(u)ϕ =

∫
Ω

(∇u∇ϕ− g(x, u)ϕ)dx

para todo ϕ ∈ H1
0 (Ω). Além disso, J(u) ≡

∫
Ω

G(x, u(x))dx é fracamente contínuo e J ′(u)

é compacto.

Demonstração: Escrevemos I(u) = N(u) + J(u), onde N(u) = 1
2
||u||2. Note que,

N ∈ C1(H1
0 (Ω),R), pois N(u) é contínuo e ainda

N ′(u)ϕ = lim
t→0

N(u+ tϕ)−N(u)

t

=
1

2
lim
t→0

||u+ tϕ||2 − ||u||2

t

=
1

2
lim
t→0

(||u||2 + 2t〈u, v〉+ t2||ϕ||2 − ||u||2)

t

= lim
t→0

(

∫
Ω

∇u∇ϕ+ t||ϕ||2)

=

∫
Ω

∇u∇ϕ = 〈u, ϕ〉.
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Daí a bilinearidade do produto interno garante a linearidade de N ′ : H1
0 (Ω) → H−1(Ω).

Se ||ϕ|| ≤ 1 então

|N ′uϕ| =
∣∣∣∣∫

Ω

∇u∇ϕ
∣∣∣∣ = |〈u, ϕ〉| ≤ ||u||||ϕ||

o que implica que

||N ′u||H−1 ≤ ||u||.

Logo N ′ é limitado e por sua vez é contínuo. Mostraremos agora que J ∈ C1(H1
0 (Ω),R).

Dividimos esta demonstração em três passos.

1o Passo: J está bem de�nido e é fracamente contínuo.

2o Passo: J é Fréchet diferenciável.

3o Passo: J ′ é compacto.

(1o) Para mostrar que J está bem de�nido, basta mostrar que G(·, u) ∈ L1(Ω). Temos

|G(x, ξ)| =
∣∣∣∣∫ ξ

0

g(x, t)dt

∣∣∣∣ ≤ ∫ max{0,ξ}

min{0,ξ}
|g(x, t)|dt

≤
∫ |ξ|

0

(a1 + a2|t|s) dt = a1|ξ|+
a1

(s+ 1)
|ξ|s+1 = a1|ξ|+ â2|ξ|s+1.

Note que, se |ξ| ≤ 1

|G(x, ξ)| ≤ a1 + â2|ξ|s+1

e se |ξ| > 1

|G(x, ξ)| ≤ a1|ξ|s+1 + â2|ξ|s+1 ≤ 1 + a3|ξ|s+1.

Logo existem c, d > 0 tais que

|G(x, ξ)| ≤ c+ d|ξ|s+1

com 1 ≤ s + 1 < 2∗. Além disso, G ∈ C(Ω̄ × R,R), logo satisfaz as condições (i)-(ii) da

Proposição A.1, com r = 1. Portanto, a aplicação ϕ 7→ G(·, ϕ(.)) ∈ C(Ls+1(Ω), L1(Ω)).

Pela Proposição A.2 temos que H1
0 (Ω) ↪→ Ls+1(Ω) com imersão compacta. Logo G(·, u) ∈

L1(Ω), para todo u ∈ H1
0 (Ω). Logo J está de�nido em H1

0 (Ω). Para mostrar que J é

fracamente contínuo, seja um ⇀ u em H1
0 (Ω). Então um → u em Ls+1(Ω) pela Proposição

A.2 , pois s + 1 < 2∗. Como G ∈ C(Ls+1(Ω), L1(Ω)), temos que G(·, um(·)) → G(·, u(·))
em L1(Ω) daí,∣∣∣∣∫

Ω

G(x, um(x))−G(x, u(x))dx

∣∣∣∣ ≤ ∫
Ω

|G(x, um(x))−G(x, u(x))|dx→ 0.
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Logo, J(um)→ J(u) e J é fracamente contínuo.

(2o) Mostraremos agora que J é Fréchet diferenciável em H1
0 (Ω). Inicialmente, observe

que por (ii) temos

|g(x, ξ)| ≤ a1 + a2|ξ|
αs
α

para todo α ≥ 1 e ∀ x ∈ Ω̄, ξ ∈ R. Daí, pela Proposição A.1, p ∈ C(Lαs(Ω), Lα). Em

particular, para α = s+1
s
, temos p ∈ C(Ls+1(Ω), L

s+1
s (Ω)). Daí∫

Ω

|g(x, u)ϕ|dx ≤ ||g(x, u)||
L
s+1
s
||ϕ||Ls+1 <∞, ∀u, ϕ ∈ H1

0 (Ω).

Seja u ∈ H1
0 . Queremos mostrar que dado ε > 0, existe um δ = δ(ε, u) tal que∣∣∣∣J(u+ ϕ)− J(u)−

∫
Ω

g(x, u)ϕdx

∣∣∣∣ ≤ ε||ϕ||, sempre que ||ϕ|| ≤ δ.

Mostraremos que δ = δ(ε, ||u||) e J é uniformemente diferenciável em um conjunto limi-

tado. Dado ϕ ∈ H1
0 (Ω). Escrevendo ψ ≡ |G(x, u(x)+ϕ(x))−G(x, u(x))−g(x, u(x))ϕ(x)|

temos que

|J(u+ ϕ)− J(u)−
∫

Ω

g(x, u)ϕ(x)dx| =
∫

Ω

ψdx.

De�na

Ω1 ≡
{
x ∈ Ω̄; |u(x)| ≥ β

}
Ω2 ≡

{
x ∈ Ω̄; |ϕ(x)| ≥ γ

}
Ω3 ≡

{
x ∈ Ω̄; |u(x)| ≤ β e |ϕ(x)| ≥ γ

}
com β e γ a serem escolhidos adequadamente. Logo, Ω =

⋃3
i=1 Ωi (união não disjunta)∫

Ω

ψdx ≤
∫

Ω1

ψdx+

∫
Ω2

ψdx+

∫
Ω3

ψdx

Tomando f(t) = G(x, ξ + tη) − G(x, ξ) com t ∈ [0, 1], temos f ∈ C1 e pelo Teorema do

Valor Médio existe θ ∈ (0, 1) com θ(x, ξ, η) tal que f(1)− f(0) = f ′(θ). Mas

f ′(θ) = lim
t→0

f(θ + t)− f(θ)

t

= lim
t→0

G(x, ξ + θη + tη)−G(x, ξ + θη)

t
= G′u(x, ξ + θη)η

= g(x, ξ + θη)η
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o que implica G(x, ξ + η)−G(x, ξ) = p(x, ξ + θη)η. Logo pela condição (ii)∫
Ω1

|G(x, u(x) + ϕ(x))−G(x, u(x))|dx =

∫
Ω1

|g(x, u(x) + θϕ(x))ϕ(x)|dx

≤
∫

Ω1

[a1 + a2|u(x) + θϕ(x)|s]|ϕ(x)|dx

≤
∫

Ω1

[a1 + a22s (|u|s + θs|ϕ|s)] |ϕ|dx

≤
∫

Ω1

[
a1|ϕ|+ â2

(
|u|s|ϕ|+ |ϕ|s+1

)]
dx. (A.7)

Vamos estimar cada uma dessas parcelas separadamente. Pela desigualdade de Holder

temos ∫
Ω1

|ϕ(x)|dx ≤ |Ω1|
n+2
2n ||ϕ||L2∗ .

Uma vez que
s

s+ 1
+

1

2∗
< 1, existe σ > 1 tal que

s

s+ 1
+

1

2∗
+

1

σ
= 1. Assim, pela

desigualdade de Holder temos∫
Ω1

|u(x)|s|ϕ(x)|dx ≤ |Ω1|
1
σ ||u||sLs+1||ϕ||L2∗ .

Temos que ∫
Ω1

|ϕ(x)|s|ϕ(x)|dx ≤ |Ω1|
1
δ ||ϕ||sLs+1||ϕ||L2∗ .

Logo por (A.7) temos∫
Ω1

|G(x, u(x) + ϕ(x))−G(x, u(x))|dx ≤ a1|Ω1|
n+2
2n ||ϕ||L2∗ + a3(|Ω1|

1
σ ||u||sLs+1(Ω)||ϕ||L2∗ (Ω)

+|Ω1|
1
σ ||ϕ||sLs+1(Ω)||ϕ||L2∗ (Ω))

≤ a1|Ω1|
n+2
2n c||ϕ||+ a3|Ω1|

1
σ c1(||u||s + ||ϕ||s)||ϕ||

= a4||ϕ||[|Ω|
n+2
2n + |Ω1|

1
σ (||u||s + ||ϕ||s)]. (A.8)

Da mesma forma,∫
Ω1

|g(x, u(x))ϕ(x)|dx ≤
∫

Ω1

(a1 + a2|u(x)|)s |ϕ(x)|dx

≤ a1

∫
Ω1

|ϕ(x)|dx+ a2

∫
Ω1

|u(x)|s|ϕ(x)|dx

≤ a1|Ω1|
n+2
2n ||ϕ||L2∗ (Ω)

+a2|Ω1|
1
σ ||u||sLs+1(Ω)||ϕ||L2∗ (Ω)

≤ a5||ϕ||[|Ω1|
n+2
2n + |Ω1|

1
σ ||u||s]. (A.9)

Além disso, pela proposição anterior, existe a6 > 0 tal que ||u|| ≥ a6||u||L2 ≥ a6β|Ω1|
1
2 .

Logo
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|Ω1|
1
σ ≤

(
||u||
a6β

) 2
σ

≡M1 e |Ω1|
n+2
2n ≤

(
||u||
a6β

)n+2
n

≡M2

assim, se β →∞ então M1, M2 → 0. Daí, por (A.8) e (A.9) temos que∫
Ω1

ψdx =

∫
Ω1

|G(x, u(x) + ϕ(x))−G(x, u(x))− g(x, u(x))ϕ(x)|dx

≤ a7||ϕ||[M2 +M1(||u||s + ||ϕ||s)].

Podemos escolher β su�cientemente grande tal que

a7[M2 +M1(||u||s + 1)] ≤ ε

3
.

Assim,

||ϕ|| ≤ 1 ⇒
∫

Ω1

ψdx ≤ ε

3
||ϕ||.

Da mesma forma mostramos que∫
Ω

ψdx =

∫
Ω2

|G(x, u(x) + ϕ(x))−G(x, u(x))− g(x, u(x))ϕ(x)|dx

≤
∫

Ω2

|g(x, u(x) + θϕ(x))|+ |g(x, u(x))||ϕ(x)|dx

≤
∫

Ω2

[a1 + a2(|u(x)|+ |ϕ(x)|)s + a1 + a2|u(x)|s]|ϕ(x)|dx

≤ a4

(∫
Ω2

[1 + (|u(x)|+ |ϕ(x)|)s]
s+1
s

) s
s+1
(∫

Ω2

|ϕ(x)|s+1

) 1
s+1

≤ a4

(∫
Ω2

[1 + (|u(x)|+ |ϕ(x)|)s]
s+1
s

) s
s+1

||ϕ||Ls+1(Ω2). (A.10)

onde
s

s+ 1
+

1

s+ 1
= 1 e 1 < s+ 1 < 2∗. Temos ainda

a4

[(∫
Ω2

[1 + (|u(x)|+ |ϕ(x)|)s]
s+1
s

) 1
s+1

]s
≤ k[|Ω2|

1
s+1 + ||u||Ls+1(Ω2) + ||ϕ||Ls+1(Ω2)]

s

≤ c1(1 + ||u||sLs+1(Ω2) + ||ϕ||sLs+1(Ω2))

≤ c (1 + ||u||s + ||ϕ||s) .

Como em Ω2 tem-se |ϕ(x)| ≥ γ então
(
|ϕ(x)|
γ

)k
≥ 1, para todo k > 0, em particular para

k = 2∗ − (s+ 1) > 0. Assim,

(∫
Ω2

|ϕ(x)|s+1

) 1
s+1

≤

(∫
Ω2

|ϕ(x)|s+1

(
|ϕ(x)|
γ

)2∗−(s+1)

dx

) 1
s+1

= γ
(s+1)−2∗
s+1 ||ϕ||

2∗
s+1

L2∗ (Ω2)

≤ c γ
(s+1)−2∗
s+1 ||ϕ||

2∗
s+1 .
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Assim, por (A.10) temos que∫
Ω

ψdx ≤ a(1 + ||u||s + ||ϕ||s)(c1γ
(s+1)−2∗
s+1 ||ϕ||

2∗
s+1 )

≤ kγ
(s+1)−2∗
s+1 (1 + ||u||s + ||ϕ||s)||ϕ||

2∗
s+1 .

Como por (i), p ∈ C(Ω̄×R,R), então G ∈ C1(Ω̄×R,R), ou seja, dados quaisquer ε̂, β̂ > 0,

existe um γ̂ = γ̂(ε̂, β̂) tal que

|G(x, t+ h)−G(x, t)− g(x, t)h| ≤ ε̂|h|

sempre que x ∈ Ω̄, |t| ≤ β̂ e |h| ≤ γ̂. Em particular, se β̂ ≡ β e γ ≤ γ̂, temos pela

proposição anterior que existe a > 0 tal que∫
Ω3

ψdx =

∫
Ω3

|G(x, u(x) + ϕ(x))−G(x, u(x))− g(x, u(x))ϕ(x)|dx

≤
∫

Ω3

ε̂|ϕ(x)|dx

= ε̂||ϕ||L1(Ω3)

≤ aε̂||ϕ||.

Escolha ε̂ tal que 3aε̂ ≤ ε. Isto determina γ̂. Escolha γ = γ̂. Assim, como∫
Ω

ψdx ≤
∫

Ω1

ψdx+

∫
Ω2

ψdx+

∫
Ω3

ψdx

≤ ε

3
||ϕ||+ kγ

(s+1)−2∗
s+1 (1 + ||u||s + ||ϕ||s)||ϕ||

2∗
s+1 + aε̂||ϕ||

≤ ε||ϕ||+ 3kγ
(s+1)−2∗
s+1 (1 + ||u||s + ||ϕ||s)||ϕ||

2∗
s+1 + ε̂||ϕ||

3

=
2ε

3
||ϕ||+ kγ

(s+1)−2∗
s+1 (1 + ||u||s + ||ϕ||s)||ϕ||

2∗
s+1 .

Finalmente, escolha δ su�cientemente pequeno tal que se ||ϕ|| ≤ δ e δ ≤ 1 temos

kγ
(s+1)−2∗
s+1 (2 + ||u||s)δ

2∗
s+1
−1 ≤ ε

3

daí, obtemos ∫
Ω

ψdx ≤ ε||ϕ||

e por sua vez

|J(u+ ϕ)− J(u)−
∫

Ω

g(x, u)ϕdx| ≤
∫
ψdx ≤ ε||ϕ||,

ou seja, J é Fréchet diferenciável.

(3o) Para mostrar que J ′ é compacto. Se um → u em Ls+1(Ω), então J ′(um) → J ′(u).
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Pela desigualdade de Holder temos

||J ′(um)− J ′(u)|| = sup
||ϕ||≤1

∣∣∣∣∫
Ω

(g(x, um(x))− g(x, u(x)))ϕ(x)dx

∣∣∣∣
≤ sup

||ϕ||≤1

(∫
Ω

|g(., um(x))− g(., u(x))|
s+1
s

) s
s+1
(∫

Ω

|ϕ(x)|s+1

) 1
s+1

≤ sup
||ϕ||≤1

a||g(., um)− g(., u)||
L
s+1
s
||ϕ||

≤ a||g(., um)− g(., u)||
L
s+1
s

e como p ∈ C(Ls+1(Ω), L
s+1
s (Ω)) segue que

||g(., um)− g(., u)||
L
s+1
s
→ 0 quando m→∞.

Logo

||J ′(um)− J ′(u)|| → 0.

Seja (um) ∈ H1
0 (Ω) sequência limitada. Queremos mostrar que J ′ é compacto, ou seja, que

existe uma subsequência de (J ′(um)) convergente emH−1(Ω). Como (um) é limitada, então

(um) possui uma subsequência fracamente convergente, umk ⇀ u em H1
0 (Ω). Utilizando

a Proposição A.2, a menos de subsequência

umk → u em Ls+1(Ω)

o que implica que J ′(umk) → J ′(u). Logo, J ′ leva sequência limitada em sequência que

possui subsequência convergente. Portanto J ′ é compacto.

Mostraremos a regularidade da solução do problema (A.1).

Proposição A.4 Se u ∈ H1
0 (Ω)\{0} é solução fraca do problema (A.1) então u ∈

C1,α(Ω̄). Além disso, se u ≥ 0 e u é não trivial então u > 0.

Demonstração: Usando o Teorema B.10 temos que u ∈ Lb(Ω), para todo b < ∞.

Assim, pelo Teorema B.11 temos que u ∈ W 2,a(Ω)∩W 1,a
0 (Ω) e por sua vez, pelo Teorema

B.9 temos que u ∈ L∞(Ω). Temos então que u ∈ C1,α(Ω), (veja Teorema 7.26 Trudinger).

Aplicando o Teorema B.14 obtemos que u é positiva em Ω. De fato, se existe x0 ∈ Ω

tal que u(x0) = 0, tome R > 0 pequeno de modo que B4R ⊂ Ω e pela Desigualdade de

Harnack, Teorema B.14 existe c > 0 tal que

0 ≤ sup
BR(x0)

u ≤ c inf
BR(x0)

u = u(x0) = 0

o que implica que

u ≡ 0 em BR(x0).
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Assim A = {x ∈ Ω;u(x) = 0} é aberto em Ω. Sendo u contínuo, segue que A é fechado.

Como Ω é conexo, então A = Ω ou A = ∅. Se A = Ω temos que u(x) = 0 para todo

x ∈ Ω, o que é um absurdo. Logo A = ∅, dessa forma u é uma solução positiva para (A.1).
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Apêndice B

Resultados básicos

Enunciaremos aqui alguns resultados utilizados em nosso trabalho e indicaremos as

referências onde podem ser encontradas as respectivas demonstrações.

Teorema B.1 ([2], Desigualdade de Hölder) Assuma que f ∈ Lp e g ∈ Lp
′
com

1 ≤ p ≤ ∞. Então fg ∈ L1 e ∫
|fg| ≤ ||f |Lp ||g||Lp′ .

De�nição B.2 Sejam X um espaço de Banach, F ∈ C1(X,R) e um conjunto de vínculos

V := {u ∈ X : F (u) = 0}.

Suponhamos que para todo u ∈ V , temos que F ′(u) 6= 0. Seja J ∈ C1(X,R), dizemos

que c ∈ R é valor crítico de J sobre V se existem u ∈ S e θ ∈ R tais que J(u) = c e

J ′(u) = θF ′(u). O ponto u é um ponto crítico de J sobre V e o número real θ é chamado

multiplicador de Lagrange para o valor crítico c.

Teorema B.3 ([3], Multiplicadores de Lagrange) Seja ϕ ∈ C1(X,R) e suponha que

M⊂ X é uma C1-subvariedade de codimensão k,M = {u ∈ Ω : ψj(u) = 0, j = 1, 2, ..., k}
onde ψj ∈ C1(Ω,R), j = 1, 2, ..., k, Ω ⊂ X é um conjunto aberto e ψ′1(u), ψ′2(u), ..., ψ′k(u)

são linearmente independentes para cada u ∈ Ω. Então se û ∈ M é um ponto crítico de

ψ|M então existe θ̂ = (θ1, θ2, ..., θk) ∈ Rk tal que

ϕ′(û) = θ̂ψ′(û) =
k∑
j=1

θjψ
′
j(û).

Teorema B.4 ([11], Teorema do Passo da Montanha) Seja E um espaço de Ba-

nach e I ∈ C1(E,R) satisfazendo a condição (PS). Suponha que I(0) = 0 e

(I) existem constantes ρ, α > 0 tais que I|∂Bρ ≥ α;
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(II) existe e ∈ H1
0 (Ω) \ B̄ρ tal que I(e) ≤ 0.

Então I possui um valor crítico c ≥ α. Além disso, c pode ser caracterizado como

cPM = inf
g∈Γ

max
u∈g([0,1])

I(u),

onde

Γ = {g ∈ C([0, 1], E) : g(0) = 0, g(1) = e}.

De�nição B.5 Um subconjunto fechado H de um espaço de Banach X separa dois pontos

u e v em X se u e v pertencem a componentes conexas disjuntas de X\H. Denotamos

por Γvu o conjunto de todos os caminhos contínuos ligando u e v, isto é,

Γvu = {g ∈ C([0, 1], X) : g(0) = u e g(1) = v}

O teorema a seguir é uma versão geral do Teorema do Passo da Montanha.

Teorema B.6 ([9], Teorema (1.bis)) Suponha que ϕ : X → R é Gâteaux diferenciável

em um espaço de Banach X. Sejam u e v dois pontos em X e

c = inf
g∈Γ

max
0≤t≤1

ϕ(g(t))

onde Γ = Γvu. Seja F um subconjunto fechado de X tal que F ∩{x ∈ X : ϕ(x) ≥ c} separa
u e v. Assuma que ϕ satisfaz (PS) então existe um ponto crítico de ϕ em F com valor

crítico c.

Teorema B.7 ([12], Princípio Variacional de Ekeland) Seja V um espaço métrico

completo, e F : V → R ∪ (+∞) uma função semicontínua inferiormente, 6= +∞. Então

para quaisquer ε, δ > 0 e qualquer u ∈ V com

F (u) ≤ inf
V
F + ε,

existe um elemento ν ∈ V minimizando estritamente o funcional

Fν(w) ≡ F (w) +
ε

δ
d(ν, w)

Além disso, temos

F (ν) ≤ F (u) e d(u, ν) ≤ δ

Teorema B.8 ([2], Teorema 4.9) Seja (fn) uma sequência em Lp(Ω) e seja f ∈ Lp(Ω)

tal que fn → f em Lp(Ω). Então existe uma subsequência (fnk) e uma função h ∈ Lp(Ω)

tal que
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(a) fnk(x)→ f(x) q.t.p. em Ω;

(b) |fnk(x)| ≤ h(x) q.t.p. em Ω.

Teorema B.9 ([2], Teorema de Morrey) Seja 1 ≤ p ≤ ∞. Temos

W 1,p(Ω) ⊂ L∞(Ω), ∀b ∈ [p,+∞), se p > N,

com imersão contínua.

Teorema B.10 ([12], Lema B.3) Seja Ω um domínio em RN e seja g : Ω × R → R
uma função de Carathéodory tal que

|g(x, u)| ≤ c(x)(1 + |u|) q.t.p em Ω,

com 0 ≤ c(x) ∈ L
N
2
loc(Ω). Se u ∈ W 1,2

loc (Ω) é uma solução fraca da equação

−∆u = g(x, u) em Ω,

então u ∈ Lbloc(Ω) para qualquer b < ∞. Se u ∈ H1,2
0 (Ω), e c ∈ LN

2 (Ω), então u ∈ Lb(Ω)

para qualquer b <∞.

Teorema B.11 ([13], Teorema 9.15) Seja Ω um domínio de classe C1,1 em RN . Então

se h ∈ Lp(Ω), com 1 < p < ∞, o problema de Dirichlet −∆u = h em Ω, u ∈ W 1,p
0 (Ω)

tem uma única solução u ∈ W 2,p(Ω).

Teorema B.12 ([2], Teorema de Schauder) Suponha que Ω é limitado e de classe

C2,α com 0 < α < 1. Então para cada f ∈ C0,α(Ω̄) existe uma única solução u ∈ C2,α(Ω̄)

do problema {
−∆u+ u = f, x ∈ Ω

u = 0, x ∈ ∂Ω.

Teorema B.13 ([4], Teorema 2.1) Suponhamos que o problema −∆u = f(u) possua

uma subsolução u e uma supersolução ū, com u ≤ ū em Ω. Suponhamos ainda, que f

seja de classe Ck e

f(t1)− f(t2) ≤ −c (t1 − t2) ;

para alguma constante c ≥ 0 e para todo t1 ≥ t2, |t1|; |t2| ≤ max{||u||∞, ||ū||∞}. Então o

problema possui soluções U ;V ∈ C2,α(Ω̄); tais que u ≤ U ≤ V ≤ ū. Além disso, qualquer

solução u com u ≤ u ≤ ū é tal que U ≤ u ≤ V , ou seja, U é solução mínima e V é

solução máxima com respeito ao intervalo [u, ū].
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Teorema B.14 ([13], Desigualdade de Harnack) Seja o operador Lu = −∆u+c(x)u

com c ∈ C∞(Ω) e seja u ∈ W 1,2(Ω) satisfazendo u ≥ 0 e Lu = 0 em Ω. Então para qual-

quer bola B4R(y) ⊂ Ω, temos

sup
BR(y)

u ≤ C inf
BR(y)

u

onde C = C(N,R, ||c||L∞).

Teorema B.15 ([7], Fórmula de Green) Seja u, v ∈ C2(Ω). Então∫
Ω

u∆v − v∆udx =

∫
∂Ω

u
∂v

∂ν
− v∂u

∂ν
dS.

Teorema B.16 ([7], Lema de Hopf) Assuma que u ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω̄). Seja Lu de�-

nido como em B.14. Assuma ainda que, Lu ≥ 0 em Ω e que exista um ponto x0 ∈ ∂Ω,

tal que

u(x0) ≤ u(x) para todo x ∈ Ω.

Finalmente, suponhamos que Ω satisfaz a condição da bola interior em x0, isto é, que

existe uma bola B ∈ Ω com x0 ∈ ∂Ω. Então,

∂u

∂ν
(x0) < 0

onde ν é o vetor normal unitário a bola B em x0. Se c ≥ 0 em Ω, a mesma conclusão é

válida desde que u(x0) ≤ 0.

Teorema B.17 ([7], Princípio do Máximo Forte) Suponha que Ω é conexo, que u ∈
C2(Ω) ∩ C(Ω̄). Seja Lu de�nido como em B.14.

(i) Se Lu ≤ 0 em Ω e u atinge o máximo não negativo sobre Ω̄ em um ponto interior,

então u é constante em Ω;

(ii) Similarmente, se Lu ≥ 0 em Ω e u atinge um mínimo não negativo sobre Ω̄ em um

ponto interior, então u é constante em Ω.
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