Programa de Doutorado em Matemética - UFPB/UFCG
Exame de Qualificagdo em Variedades Diferenciaveis (15/08/2011)

Nome : Matricula :

Questao 1. (1,5 pontos) Sejam F, G : R* — R funcgdes diferenciaveis dadas por
F(x1, 29,3, 74) = (23 + 23) (22 + 23) e G(x1, 79,73, 74) = 73 + 73 + 23 + 3. Para que
valores reais a,b > 0 o conjunto S, ={z €R* | F(z)=a e G(x)=>}éuma

variedade diferencidvel? Justifique sua resposta.

Questao 2. (2 ponto)
(a) Prove que nao existe uma submersao F : S3 — R2.
(b) Sejam M uma variedades diferenciavel e F': M — R uma func¢ao diferenciavel

tais que dF), # 0 para todo p € M. Prove que M nao ¢ uma variedade compacta.

Questao 3. (2 ponto)
(a) Seja n € N. Prove que S*" niao admite uma estrutura de grupo de Lie.
(b) Seja X um campo de vetores em R™. Suponha que existe uma constante ¢ > 0 tal

que || X (p)|| < ¢ para todo p € R™. Prove que X é um campo de vetores completo.

Questao 4. (1,5 pontos) Sejam X; e X, campos de vetores em R* definidos por

0 0 0 0
Xy = 2Lt Xy= L
! 8x2+x1(9x3’ 2 8x1+$20x4

Existe uma subvariedade diferenciavel M de dimensao 2 em R* tal que para cada

pe M, Xi(p), Xa(p) € T,M? Justifique sua resposta.

Questao 5. (1,5 pontos) Sejam M uma variedade Riemanniana com métrica dada
por (,) e f: M — R uma funcao diferenciavel. Prove que existe um tinico campo de
vetores V f em M tal que (Vf(p),7'(0)) = G(f ©7)(0), onde 7 : (=4,8) — M &

uma curva diferencidvel e (0) = p.

Questao 6. (1,5 pontos) Sejam M um variedade diferenciavel de dimensao n e w uma
k-forma diferencidvel em M, onde k é uma ntmero par. Prove que w A dw é uma

k-forma diferencial exata.



