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1. (1.0) a) Seja C um subconjunto fechado de um espaço de Banach X e A : C → C tal que
‖Ax − Ay‖ ≤ c‖x − y‖,∀x, y ∈ C, para algum 0 ≤ c < 1. Mostre que A tem um único
ponto fixo em C.

b) Sejam X,Y espaços de Banach e A0 ∈ L(X,Y ) uma bijeção. Se A1 ∈ L(X,Y ) é tal
que ‖A−1

0 ‖‖A1‖ < 1, mostre que A0 +A1 tem uma inversa.

2. (1.5) Seja (E, ‖.‖1) um espaço normado de dimensão infinita. Mostre que existe um
funcional não limitado e use isto para mostrar que existe uma norma ‖.‖2 que não é
equivalente a norma ‖.‖1.

3. (1.5) Seja E um espaço de Banach reflexivo de dimensão infinita. Mostre que existe
sequencia em E que converge fracamente e não converge fortemente. Use isto para concluir
que l1 e l∞ não são reflexivos.

4. (1.5) Considere o espaço de Banach (l∞, ‖.‖∞) e seja ‖.‖ outra norma em l∞ tal que
(l∞, ‖.‖) é completo. Suponha que para cada j ≥ 1, a aplicação ϕj : l∞ → R, ϕj(x) = xj

é cont́ınua na norma ‖.‖. Mostre que existe C > 0 tal que

‖x‖ ≤ C‖x‖∞, ∀x ∈ l∞.

5. (1.5) Sejam E um espaço de Banach uniformente convexo e f ∈ E′. Defina ϕ(u) =
1
2‖u‖

2 − f(u). Mostre que existe u0 ∈ E tal que

ϕ(u) ≥ ϕ(u0), ∀u ∈ E.

6. (1.5) Seja H um espaço de Hilbert e T : H → H um operador linear cont́ınuo invert́ıvel.
Mostre que se f ∈ H ′, então existe y ∈ H tal que

f(x) = (T ∗Tx, y), ∀x ∈ H,

onde T ∗ é o operador adjunto de T .

7. (1.5) Dado (λk) ∈ l∞ defina T : l2 → l2 por T (x) = (λ1x1, λ2x2, ...).

a) Encontre os autovalores e o espectro de T ( Use que σ(T ) é fechado e assim {λk} ⊂ σ(T )
agora se λ 6∈ {λk} então inf |λ− λk| > 0);

b) Use a) para mostrar que dado qualquer subconjunto compacto A ⊂ R então existe um
operador T ∈ L(l2) tal que σ(T ) = A.


