Programa de Doutorado em Mateméatica - UFPB/UFCG
Exame de Qualificacdo em Andlise Funcional (25/02/2011)

Aluno (a): Matricula:

1. (1.0) a) Seja C' um subconjunto fechado de um espago de Banach X e A : C' — C tal que
|Az — Ayl < ¢||lx — y||,Vz,y € C, para algum 0 < ¢ < 1. Mostre que A tem um dnico
ponto fixo em C.

b) Sejam X,Y espagos de Banach e Ag € L(X,Y) uma bijecao. Se A; € L(X,Y) é tal
que || Ay ||| A1]| < 1, mostre que Ag + A; tem uma inversa.

2. (1.5) Seja (E,||.]l1) um espago normado de dimensdo infinita. Mostre que existe um
funcional nao limitado e use isto para mostrar que existe uma norma ||.||2 que ndo é
equivalente a norma ||.||;.

3. (1.5) Seja E um espago de Banach reflexivo de dimensao infinita. Mostre que existe
sequencia em F que converge fracamente e nao converge fortemente. Use isto para concluir
que ' e [ néo sao reflexivos.

4. (1.5) Considere o espaco de Banach (I*°,||.||cc) € seja ||.|| outra norma em [*° tal que
(1°°,].]]) é completo. Suponha que para cada j > 1, a aplicagdo ¢; : [*® — R, ¢;(z) = z;
é continua na norma ||.||. Mostre que existe C' > 0 tal que

lz]| < Cllz|los, Va el

5. (1.5) Sejam E um espaco de Banach uniformente convexo e f € E’. Defina ¢(u) =
Sllul?> = f(u). Mostre que existe ug € E tal que

o(u) > ¢(ug), YucE.

6. (1.5) Seja H um espago de Hilbert e T': H — H um operador linear continuo invertivel.
Mostre que se f € H', entao existe y € H tal que

f(z)=(T"Tz,y), VzreH,
onde T™ é o operador adjunto de T'.
7. (1.5) Dado (A\g) € I°° defina T : 12 — I? por T(x) = (M1, A2, ...).

a) Encontre os autovalores e o espectro de T'( Use que o(T") é fechado e assim {\;} C o(T)
agora se X\ € {\z} entdo inf |A — A\g| > 0);

b) Use a) para mostrar que dado qualquer subconjunto compacto A C R entao existe um
operador T € L(I?) tal que o(T) = A.




