Nivel 3 Olimpiada Pessoense de Matematica 2021

e A prova comega as 8:00h e termina as 12:30h.

Sugerimos que a prova seja resolvida até as 12:00h e a equipe use o tempo
restante para escanear e enviar a prova.

Preencha o nome da equipe e dos alunos em todas as folhas de resposta.

e A equipe nao pode ter ajuda de professores, pais ou responsaveis para resolver
as questoes.

e A equipe pode ter ajuda de professores, pais ou responsiveis somente para
escanear e enviar a prova.

Prova - Nivel 3

1. (20 pontos) Considere uma fungao f : R — R que cumpre f(2) = 1 e satisfaz as seguintes propriedades, para
todo natural n > 1:

Determine f(2021).

2. (20 pontos) Dois circulos C; e Cs se intersectam em dois pontos distintos M e N. Seja AB uma reta que é
tangente a C7 no ponto A e tangente a Co no ponto B, de modo que o ponto M fique mais perto de AB do
que do ponto N.

Seja C'D a reta paralela a AB e passando pelo ponto M, com C' em Cy e D em Cs.

As retas AC e BD se encontram no ponto F; as retas AN e CD se encontram em P; as retas BN e CD se
encontram em (). Mostre que o comprimento EP ¢é igual ao comprimento F(Q).
Observagao: Entenda-se por reta AB como sendo a Unica reta que passa pelos pontos A e B.

3. (20 pontos) Considere o polinémio
Q(z) = 2% + bgz® + bga® + - + bz + 1,

no qual todos os coeficientes by, bo, ..., by sao niimeros reais maiores ou iguais a zero (ou seja b; > 0, para
j=1,...,9).

Sabendo que todas as raizes do polinomio Q(x) sdo nimeros reais, mostre que

Q(2) > 3%,

Sugestao: Vocé pode usar que a média aritmética de trés niimeros positivos é sempre maior ou igual a média
geometrica desses trés ntmeros.

4. (20 pontos) Considere ABC um triangulo equildtero de lado medindo 1 e D (D # A) um ponto pertencente
a reta AB de modo que o comprimento BD = 1. Além disso, considere os pontos E e F satisfazendo as
seguintes condicoes, de acordo com a figura abaixo:
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e Os pontos A, E e F estdo alinhados;
e O ponto F estd entre A e F e sobre a reta DC

e O ponto F estd sobre a reta BC e temos o comprimento EF = 1.

Determine o comprimento do segmento AE.

5. (20 pontos) Considere o conjunto de niimeros naturais A = {1,2,3,...,100}.

Para cada subconjunto X C A, denote por p(X) o produto dos elementos de X. Por exemplo, se X = {1,3,5}
entao

p({1,3,5}) =1x 3 x5=15.
Por convencao, adote:

e p(0) =1, onde 0 representa o conjunto vazio;

e p({n}) =n, para cadan =1,...,100.

Determine o nimero s(A) que representa a soma de todos os p(X), com X subconjunto de A. Isto é, calcule

s(A) = ).

XCA

a soma

Dica: Cada subconjunto X de A que nao contém um elemento n € A corresponde a um tnico subconjunto
da forma X U {n}, e p(X U{n}) =n-p(X)

Boa prova!
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