Nivel 3 Olimpiada Paraibana de Matemdtica 2023

~ ’
Solucoes - Nivel 3
1. (20 pontos) Observe a disposigao da seguinte sequéncia:

1% linha 2
2% linha 6 18
3% linha 54 162 486

Determine o quinto termo (da esquerda para a direita) da vigésima linha.

Solugao

quantidade de termos até a linha 19 é dada por

(1+19).19

1+24+3+...+19= = 190.

direita) da vigésima linha é o termo aj95 da referida PG e, portanto, é dado por

a1gs = 2.3195_1 = 2.3194

Primeiramente, note que a sequéncia acima trata-se de uma PG de razao 3 e cujo primeiro termo é 2.
Devemos entao saber qual é a posicao, nesta sequéncia, que o quinto termo da vigésima linha ocupa. A

Contando mais cinco termos da vigésima linha, concluimos que o quinto termo (da esquerda para a
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Nivel 3 Olimpiada Paraibana de Matemdtica 2023 ﬂ

. (20 pontos) Seja ABC'D um quadrado com lados de comprimento 8 cm e considere I' a circunferéncia inscrita
neste quadrado. Denote por O o centro de I'. Seja E um ponto sobre o lado AB de modo que o segmento de
reta que liga A a F tenha comprimento igual a 1 cm. Seja, entdo, F' a interse¢do do segmento de reta £O com a
circunferéncia I e considere o ponto G como sendo a intersecao da reta determinada por A e F' com o lado BC.

a) Calcule os comprimentos dos segmentos EO e EF;
b) Calcule o comprimento do segmento BG.

Dica: Para o item b), vocé pode usar que

1 — cos(2a)
t =4/ — todo 0 2.
g(a) T+ cos(2a)’ para todo 0 < a < m/
Solucao

o — B AL H . B
e = S
‘\\H :\ . ™
% \\\\\ (04 / Fd /F \\ i T . \
/ “\\\ /,/ N 4 s \
"f’ T~ \ \‘\ 4 e ~ ‘
16 \ NG
[

\ O \ f
r/ rd
. = \ o

D ' c p—— 1.

Figura 1 Figura 2

a) A Figura 1 acima retrata a configuragdo geométrica descrita no enunciado. Consideremos H o ponto
de intersecao da circunferéncia I' com o lado AB, como na Figura 2. O angulo ZOHA é reto e, além
disso, OH = 4 cm pois corresponde ao raio de I' que é igual a metade do lado do quadrado ABCD.
Desde que AE = 1 cm temos EH = 3 cm. Agora, aplicando o Teorema de Pitdgoras no triangulo OHE

obtemos
EO* =\JOH* +EH" = V42 £ 32 = 5 ¢m.

Consequentemente, EF = EO — FO =5 cm —4 cm = 1 em.

b) Pelo item a), AE = EF = 1 cm e, portanto, o tridngulo AEF é isésceles. Denotando a medida do
angulo ZFEAF por «, segue que a medida do angulo ZEF A também é «. Portanto, a medida do angulo
externo ZOEH é 2a. Dali, usando o triangulo retangulo OEH obtemos cos(2a) = 3/5. Pela dica dada
na questao e usando o tridangulo retangulo ABG, concluimos que

— BG =4 cm.
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3. (20 pontos) Sejam z, y e z nimeros reais nao-nulos tais que x + y + z # 0 e satisfazendo a igualdade

1 1 1 1

S —

r Yy z T+yY+z
a) Mostre que (z +y)(x + 2)(y + z) = 0;

b) Conclua que

1 1 r 1 1
5023 T 2023 T 2028 — 203 2023 2023 (1)
T Y z T +y +z
Solucao

a) Efetuando cdlculos simples, obtemos

1 1 1 1
e
r Yy z xT+ty-+z

(yz+axz+zy)(x+y+z2) =zyz <

yzr +yz(y+ 2) + (xz + zy)(x + y) + (22 + 2y)z = 2yz —
ye(y+z2)+a(y+2)(c+y) +rz(y+2) =0
zy+2)(z+y)+2y+2)(z+y =0

(z+y)(z+2)(y+2)=0.

b) Pelo item a), devemos ter t +y=0oux+2z=0o0uy+ 2z =0. Se x +y = 0 entdo x = —y. Portanto,

1 n 1 n 1 1 1 1 1
42023 42023 T 2023 y2023 T 2023 T 2023 T 2023
€
1 1 1
22023 | 92023 | ;2023 ~ 2023 | 42023 | ,2023  ,2023

de onde segue a igualdade desejada. Pela simetria em z,y, 2 na igualdade , os outros dois casos sao

analogos.
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4. (20 pontos) Ana possui trés blusas, uma preta, uma branca e uma vermelha. Todo dia de manha ela escolhe
uma dessas ao acaso, tendo apenas o cuidado de nunca escolher a mesma blusa que usou no dia anterior.
Supondo que no dia 1 de agosto Ana usou a blusa branca, determine:

a) A probabilidade de que no dia 5 de agosto, do mesmo ano, ela volte a usar a blusa branca;

b) A probabilidade de que no dia 31 de agosto, do mesmo ano, ela volte a usar a blusa branca.

Solugao

a) No dia 1 de agosto, a escolha é tnica pela blusa branca. No dia 2 de agosto, hd duas possibilidades:
preta ou vermelha. No dia 3, ha duas possibilidades para blusa branca, uma para preta, e uma para
vermelha. Abaixo temos um diagrama das escolhas possiveis até o dia 5 de agosto (cada nivel representa
o respectivo dia de agosto e seus possiveis casos, denotando-se B: branca, V: vermelha e P: preta).

B

Portanto, a probabilidade de escolha da blusa branca no quinto dia (pp5) sera

6 3

pb’5:E:§'

b) O total de escolhas possiveis ny, no dia k de agosto (k € {1,2,...,30,31}), cumpre a relacio ny = 281

Sejam ny k, Ny g, Ny i O total de escolhas possiveis, no dia k de agosto, para as blusas branca, preta e
vermelha, respectivamente. De acordo com o diagrama, perceba que o total de escolhas da cor branca é
a soma de casos das cores preta e vermelha do dia anterior. Com isso, obtemos

k—1
ng = Np g+ Np g + Ny = 2 e Mprt1 = Npk + Ny k-
LOgO, Np,k+1 = 2kl — Ny, OU seja,
k—1
Ny k41 + Np g = 2 . (2)
Escrevendo a Eq. para k = 1,...,30 e multiplicando, alternadamente, as equacoes por 1 e -1 e, em

seguida, somando todas, concluiremos que
2
npar —mp1 =22 — 2B 4 42222421 = gy =22 2B 423221 2= §(1+229)
Portanto, a probabilidade de escolha da blusa branca no dia 31 de agosto, denotada por pj 31, serd

mpz  5(14+2%) 14272

b,31 = -
Po, ns31 230 3
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5. (20 pontos) Seja f : [1,4+00) — R uma funcao satisfazendo as seguintes condigoes:

fla) =5 -

)

5| para 1<x<2 e f(2x)=2f(x), paratodo x> 1.

a) Encontre o valor de f(2023);
b) Determine o menor valor de x tal que f(x) = f(2023).

Solugao

a) Primeiramente, observemos que pela condi¢ao imposta sobre f, obtemos
F(22%) = 2/ (20) = 22f(x) —> f(2%0) = 2/(2%0) = 2.22f(2) = 2 f(x)
e indutivamente podemos concluir que
f(2%z) = 28 f(x), para todo k € N e para todo = > 1. (3)

Agora, a ideia é dividir 2023 por uma poténcia de 2 de modo a obtermos um nimero no intervalo [1,2],
e usar a propriedade e a expressdo de f(z). Note que 2023/2'0 = 2023/1024 € [1,2] de onde segue

2023 2023 1 [2023 3
_ 10 __9l0 __ol0 _ 909 9 _
f@m@_f<2.wo>_2 f<%0>_2 (2_‘WD_2D_Q — 2023 — 2°.3| = 25.

b) Pelo item a), queremos obter o menor valor de z tal que f(x) = 25, a qual é equivalente, pela
propriedade , a obter o menor valor de z tal que

f(z/2F) =25/2F para keN. (4)

Observe, pela definigao de f no intervalo [1,2] que 0 < f(x) < 1/2 para todo 1 <z <2 e f é sobrejetiva
em [1,2]. Como desejamos obter o menor valor de = de modo que seja satisfeita e estabelecendo
y = x/2% ou seja, x = 2Fy, a ideia é encontrar o menor k € N tal que 25/2% € [0,1/2], o qual deve ser
k = 6. Assim,

26) 926 2

=== 1
o1 3 <= 1z € {89,103}

2 64

z 3] 1 25
T 26

e, como x deve ser minimo, devemos ter x = 89.
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