O

Nivel 2 Olimpiada Paraibana de Matemdtica 2023

Solucao - Prova Nivel 2

1. (20 pontos) O diretor da escola Sao Joao é professor de matemadtica e construiu uma praga na forma de um
quadrado ABC D, conforme figura abaixo.

Ele deseja que fique destacado na praga um triangulo equildtero e para isso determina um ponto F no interior
do quadrado ABC D, de modo a formar um tridngulo equildtero AFB. Nestas condigoes, calcule:

a) A medida dos angulos LADE e LAED;
b) A medida do angulo £ DEC.

Solugao (a):

Observe na Figura abaixo que o triénguloAAEB é equilatero. Assim, LEAB = AAEE\ = 43@4 = 60°.
Logo, L EFAD = 30°. Como o triangulo AED é is6sceles de base DFE, resulta que LADE = LAED = 0.
Portanto, 260 + 30° = 180° o que implica que 0 = 75°.

Solugao (b) :
Como CEB = ECB = 759, resulta que ECD = EDC = 15%, e portanto £DEC = 150°.
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2. (20 pontos) Aldo investiu seu dinheiro na compra de salas comerciais em um edificio empresarial. Sabendo
que todas as salas custam o mesmo valor, Aldo percebeu que se tivesse investido mais R$ 80.000,00 ele
conseguiria comprar um total de 9 salas. Aldo percebeu também que se cada sala custasse R$ 10.000,00 a
menos, ele conseguiria comprar um total de 8 salas e ainda sobrariam R$ 60.000,00. Quanto Aldo investiu?
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Solugao:

Considere X = Valor investido por Aldo e Y = Valor de cada sala. Assim,

X +80.000 = 9Y,
8(Y —10.000) = X — 60.000,

donde concluimos que

9Y — X = 80.000,
—8Y + X = —20.000.

Somando as equagoes acima, obtemos Y = 60.000 e, consequentemente, X = 460.000. Portanto, o valor
investido por Aldo foi de R$ 460.000, 00.
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3. (20 pontos) Resolva os seguintes itens:

a) Encontre todos os nimeros positivos a e b tais que = 2. Justifique sua resposta.

b) Seja p > 2 um nimero primo. Encontre todos os nimeros positivos a e b tais que aa—_& =p.

Solugao (a): Primeiro, note que que ab =2a+2b — a(b—2)=2b>0 = b > 2.
Do mesmo modo, ab=2a+2b = bla—2)=2a>0 = a > 2.
Por outro lado, ab = 2a + 20 — %b = a + b. Logo, 2 divide a ou 2 divide b.
Se 2 divide b, entdo & =1+ 2 entdo a divide b. Assim, b=a - k.
Deste modo,

%:2 = ImZQ — k-a=2k+2 — a:2+%
Ou seja, k divide 2, isto é k=1 ou k = 2.
Sekzlentéoazbeentéo%zQ = a=b=4.
Sek:2entaob:2aeentéo%:2 = a = 3, donde b = 6.
E facil ver que o caso 2 divide a ¢é simétrico e que a = 6,b = 3 é outra solucao.

Assim, temos as seguintes solugoes possiveis:

(4,4),(3,6),(6,3).

e Obs.: Por um erro de digitacao, a questao nao explicita que as soluges sao inteiros. Portanto,
considerou-se também as infinitas solugoes da forma
2b

a = m

Solugao (b): Seja p > 2 um nimero primo. Encontre todos os niimeros positivos a e b tais que a%) =p.

Primeiro, note que que ab =pa + pb = a(b—p) =pb >0 = b > p.

Do mesmo modo, ab =pa +pb = bla—p) =pa >0 = a > p.

ab

Por outro lado, ab = pa + pb — o o+ b. Logo, p divide a ou p divide b.

Se p divide b, entao % =1+ % entao a divide b. Assim, b =a - k.
Deste modo,
k- a® B

a
ak+ 1) P T k11
Ou seja, k divide p, isto é k =1 ou k = p.

Sek‘zlentéoa:beentéo%:p = a=2p=0».

Se k = 2 entdo b = 2a e entao 23%2 =p = 2a = 3p, donde a = %p. Como p > 2, nao ha solucao possivel
neste caso.
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e Obs.: Por um erro de digitacao, a questao nao explicita que as solucoes sao inteiros. Portanto, na
correcao considerou-se também caso as infinitas solugoes da forma

_pb
b—p
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4. (20 pontos) Felipe, Bruno e Miriam participaram de uma corrida de 10km. Ao fim da corrida, foram obser-
vados os seguintes fatos:
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e Bruno terminou a corrida na posigao 14.
e Miriam terminou a corrida na posicao 24.

e O numero de competidores que terminaram a corrida antes de Felipe foi igual ao nimero de competidores
que terminaram a corrida depois de Felipe.

e Felipe terminou a corrida na frente de Bruno.

Quantos corredores correram a prova? Justifique sua resposta.

Solugao:

Seja n o numero de corredores e x o nimero de corredores que terminaram na frente de Felipe. Entao,
n = 2x+1 é um nimero impar. Como Mirian terminou na posi¢ao 24, devemos ter n > 25, donde = > 12.

Se fosse x > 13, entao Felipe deveria ter terminado pelo menos na posicao 14, o que é impossivel, pois
Felipe terminou na frente de Bruno.

Portanto, x = 12 e tivemos n = 25 corredores na prova.
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5. (20 pontos) Pedro e Anténio visitaram Joao Pessoa para um evento de matemadtica e em um determinado dia
foram & praia. Chegando 14 eles compraram dois ingressos para um evento esportivo. Pedro, de forma curiosa,
comenta com Anténio as seguintes observagoes feitas sobre a numeracio dos ingressos:
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e O numero de cada ingresso é formado por trés digitos;
e O numero do ingresso de Pedro e o nimero do ingresso de Anténio sdo dois niimeros consecutivos;

e Somando os digitos do ingresso de Pedro com os digitos do ingresso de Anténio obtemos 28.
Baseado nas informagoes apresentadas, responda:

a) E possivel que o algarismo das unidades do menor nimero seja diferente de 97 Justifique.

b) Determine a numeragao de cada ingresso sabendo que o maior dos nimeros possui dois algarismos iguais.

Solugao (a):
Seja abc 0 menor dos nimeros. Se ¢ # 9, os nimeros seriam dados por abc e ab(c+1) e a soma dos digitos

seria dada por:
2x(a+b+c)+1,

0 que nao é possivel, pois, pelo item 2 essa soma é par.

Solugao (b):

Observe também que b # 9, pois, caso contrario, os niimeros seriam:
a9%9 e (a +1)00
e portanto a soma dos seus algarismos seria:
204+ 18+1

0 que nao pode ocorrer, uma vez que a soma é par.

Dai, os niimeros serao:
ab9, com b#9
e
a(b+1)0

Como o maior nimero possui 2 algarismos iguais, a # 0 e b # 9 entao,
a=>b+1 e os numeros sao (b+ 1)b9 e (b+1)(b+1)0
e, sendo a soma dos algarismos igual a 28, obtemos:
Ix(b+1)4+b+9=28=4b=16 = b=4.

Logo, os ntimeros dos bilhetes sdao 549 e 550.
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