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Capitulo 1

Sequéncias

1.1 Sequéncias Numéricas

Uma sequéncia numérica é uma fungao f : N — R que a cada niimero natural
n associa um numero real a,, isto é, f(n) = a,. O termo a,, diz-se o n-ésimo
termo da sequéncia ou termo geral da sequéncia.

Example 1. 1. 1,1/2,1/3,---, a, =1/n

2. —1,1,=1,1,-+, by = (=1)"

n

ot [ d encia f - N — R =— .
g ¢ 0 termo gera a sequéncia f . f(n) i

3.z, =

1/n, n par
. n)=
4 f( ) {_1/,’12’ n Z/mpar’ —171/2,—1/9,1/47

Se considerarmos N' = {n; < mny < ---} C N arestriciode f : N - R a
f N — R é chamada de subsequéncia ou subsucessao da sequéncia original

f(n).

Example 2. 1. A sequéncia a,, = (—1)" tem como subsequéncias ag, = 1
€ aAop—1 = —1.
.11 . N . 1
2. A sequéncia —,—=, =, -+ € uma subsequéncia da Sequéncia a, = —.
567 n
Observe que poderiamos denotd-la por b, = p—— n € N ou ainda
n

1
b,=—, neN onde N ={56,7,...}.

Y

n
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De forma geral, fixado p € mathbbN, entao a sequéncia com termo geral
b, = a,4p ¢ uma subsequéncia de {a,}, onde consideramos para dominio o
subconjunto N' = {1 +p,2+p,3+p,---}.

Definition 3. Uma sequéncia{a,} € dita limitada superiormente quando
existir um numero real M, denominado cota superior da sequéncia que sa-
tisfaz

a, <M, VnéeN

Definition 4. Uma sequéncia {a,} € dita limitada inferiormente quando
existir um numero real m, denominado cota inferior da sequéncia que satisfaz

a, >m, VnéeN

Definition 5. Uma sequéncia {a,} é dita limitada quando ela for limitada
superiormente e inferiormente, isto €, quando existir uma constante positiva
C, tal que

la,| < C, VneN

E claro que se M for uma cota superior de uma dada sequéncia {a,},
entao qualquer nimero real maior do que M também sera cota superior da
sequéncia {a,}. A menor dessas cotas superiores serd chamada de supremo
da sequéncia {a,} e a denotamos por sup{a,}. Analogamente, definimos o
infimo da sequéncia {a,} e denotamos por inf{a, }, que é a maior das cotas
inferiores da sequéncia. Note que para cada ¢ > 0 o nimero real o =
sup{a,} — € é menor que o supremo da sequéncia {a,} e, portanto, ndo pode
ser cota superior dessa sequéncia, por esse motivo, deve existir um ng tal que
a < a,,. Para o infimo ocorre fato andlogo, ou seja, sendo 8 = inf{a,} + €
existe algum termo da sequéncia tal que 8 > a,,.

Example 6. 1. A sequéncia {a,} = n é limitada inferiormente, mas nao
¢ limitada superiormente, inf a,, = 1.

2. A sequéncia a, = 1 —n? é limitada superiormente, mas ndo € limitada
inferiormente e sup a, = 0.

3. A sequéncia a, = (—1)" € limitada, sendo supa, = 1 e infa, = —1.
4. A sequéncia a, = 1/n € limitada, supa, =1 e infa, = 0.

5. A sequéncia a, = (—1)"n nao é limitada superiormente nem inferior-
mente.



1.2. SEQUENCIAS MONOTONAS 5

1.1.1 Inducao Matematica

Se uma propriedade qualquer P vale para n = 1 e supomos ela valida para
n e provamos que P vale para n + 1, entao P vale para todo n € N. Esse é o
principio de Indugao Matematica.

Example 7. Sejan! = 1.2.3---n. Provemos que n! >2""1  Vn € N.

De fato, sabemos que 1! > 271 assim essa propriedade vale para n = 1,
suponha que ela vale para n, isto é, n! > 2”1, Considere agora, (n + 1)! =
(n + 1)n!, desse modo,

(n+D!=mnm+n!>n+1)2"1 > (1+1)20 =27
Logo, a propriedade vale para n + 1, e, portanto, vale para todo n € N.
Example 8. Provemos que A,, = 3(n?+n) é divisivel por 6, para todon € N.

De fato, temos que paran =1 A; = 3(12+ 1) = 6 que divide 6. Suponha
que A, = 3(n? +n) seja divisivel por 6, isto é, existe k € N tal que A,, = 6k.
Agora considere,

Api1=3[n+12*+ (n+1)]=30n"+n)+3[2n+1) + 1] =6k + 6(n + 1)

Logo, A, 41 € divisivel por 6. Por inducao, essa propriedade vale para todo
n € N.

1.2 Sequéncias Mondétonas

Definition 9. Uma sequéncia {a,} é dita crescente ounao decrescente
quando a, < a,y1,Vn € N. Se a, < a,41 ela € dita estritamente crescente.

Definition 10. Uma sequéncia {a,} € dita decrescente ou nao cres-
cente quando a, > a,y1,Vn € N. Se a, > a,y1 ela é dita estritamente
decrescente.

Definition 11. Uma sequéncia é dita mondtona se ela é crescente ou de-
crescente.

Example 12. 1. As sequéncias a, = n e b, = Inn sdo crescentes, en-
quanto que, ¢, = —n® e d, = 1/n sdo decrescentes.

2. A sequéncia a, = (—1)" ndo é mondtona, isto €, ela nao é crescente
nem decrescente. E uma sequéncia alternada.
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n
3. A sequéncia a, = 1 ¢ crescente. De fato, note que
n

an1 n+1ln+1 n®+2n+1

a, n+2 n n?+2n

> 1,Vn.

A monotonicidade de alguma sequéncias pode ser deduzida por inves-
tigagdo do sinal da derivada da fungao extensao. Isto é, se f(z) satisfaz

f(n) = a,. Por exemplo, para a sequéncia, f(n) = , podemos analisar

n-+1

a fungao f(z) = " i T © como, fl(x) = m que é positiva, logo, f(x) é

crescente e, por sua vez, f(n) também é crescente.

n!
1.35---(2n — 1)

Example 13. Para a sequéncia a, = nao € possivel definir

a fungao extensao. Mas note que,

Uny1 1.35---(2n—1) n+1)! n+1

= = <1
apn 1.35---2n—1)2n+1) n! 2n+1

logo, a, > an,i1, Yn € N o que implica que a, € decrescente.

1.3 Sequéncias Convergentes

Definition 14. Dizemos que {a,} converge para um nimero real | se dado
€ > 0, existe ng € N tal que |a, — | < €, para todo n € N. Neste caso, deno-
tamos lim,,_,, a, = . F dizemos que a,, € convergente. Caso contrdrio, se
tal limite ndo existe, dizemos que a sequéncia {a,} € divergente.

Note que;
la, — 1] <€

se, e somente se,
—e<a,—l<e

ou,
l—e<a, <l+e¢

isto é,
a, € (I —¢,l+¢).

Um ntmero finito de termos nao altera a convergéncia nem a divergéncia de
uma sequéncia.

Theorem 15. Uma sequéncia convergente {a,} nao pode ter dois limites.
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Demonstracao. De fato, se supomos que a, converge e [; = lima, e Iy =
lima,, com l; # [ entdao (suponha l; > l5)

ll—lgz\ll—ZQ\:|l1—an—|—an+l2\S\ll—an\+\an—lg\ < 2e

agora tome € = (I; — 12)/2 > 0, desse modo, obtemos, I; — Iy < l; — I 0 que
¢é absurdo. O

1
Example 16. 1. Vamos mostrar que lim,_,.o — = 0. Dado ¢ > 0, dng €
n

N tal que ng > X. Logo, sen > ny entdo £ < L < e, Vn > ngy e assim
1 € n no
lim,, oo — = 0.
n
_ n

2. Consideremos a sequéncia a, = g Neste caso, lim,,_,o, a,, = 1. Dado
e > 0, note que

n 1 1
| —ll<ees——<eesn>--1
n+1 n+1 €
Escolhendo o primeiro ng tal que ng > %— 1 entao para todo n > ny
temos
1 1 n
n>-—-—1=2——<e=|———-1|<e
€ n+1 n+1

3. A sequéncia b, = r", onde r € R, fizo, tal que —1 < r < 1, converge
para zero. Escolha r # 0, dado € > 0, como 0 < |r| < 1, temos que
In |r| estd definido, é diferente de zero, e In|r| < 0. Assim

1
r" =0 =|r|" <e<enln|r|<lnesn > ne
In |r|
. . Ine , T
Escolha ny maior ou igual a 7] assim |r"| < € o que implica em
n|r

lim,, oo r™ = 0.

4. Existem sequéncias (nao limitadas) cujos termos crescem indefinida-
mente a medida que n aumenta, por exemplo, a sequéncia a, = n.
Nesse caso, dizemos que a sequéncia tem limite infinito e denotamos
lim,, ,o a, = o0, isso significa que dado K > 0 qualquer, existe ng
tal que a, > K para todo n > ng. Para a sequéncia b, = —n
lim,, oo b, = —00.

5. Selr| > 1 entao lim,_, |r|™ = +00 e lim, . r" ndo existe.

6. Se a, = (—=1)" e como, lim,,_, ag, = 1 € lim,,_, ag,—1 = —1, logo, o
limite de a,, nao existe.
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Theorem 17. Toda sequéncia convergente é limitada.

Demonstragao. Seja (a,) uma sequéncia convergente com limite [. Isto é,
lim,, o @, = [ ou dado € > 0, Ing tal que |a, — 1| <€, Vn > ng ou seja,

—e<a,—1l<e VYn>ng

ou
lan| < |l| +€ ¥n>ng
considere M = max{|ay|, |az|, - ,|an,|, |{| + €} entao
la,| < M, VneN
segue que (a,) é limitada. O

A reciproca nao é verdadeira pois, por exemplo, a sequéncia b,, = senn é
limitada mas lim,,_,~, senn nao existe.

Theorem 18. Sejam (a,) uma sequéncia limitada e (b,) uma sequéncia que
converge a zero entao lim,, .., a,b, = 0.

Demonstragao. Como (a,) é limitada entao existe M > 0 tal que |a,| <
M, Vn € N. Por outro lado, como lim,, ., b, = 0 entao dado ¢ > 0, existe

€
no tal que |b,| < W Vn > ng. Desse modo,

|anbn| = |an||ba] < M% <€ VYn>ng

logo, lim,, o, a,b, = 0. ]

Example 19. A sequéncia %senn converge a zero. Pois, limn%w% =0e
|senn| < 1. E pelo teorema 18 temos que lim,,_, a,b, = 0.

Theorem 20. Temos que o lim, ., a, = 0 se, e somente se, lim,_,, |a,| =

0.

Note que se lim,, o, a, = L entdo necessariamente, o lim, , |a,| =
|L|. (Isso porque ||a,| — |L|| < |a, — L|). Mas, se lim,_, |a,| existe
isso nao implica que lim,_, a, exista. Pois, lim, ,,,(—1)" nao existe, mas
lim, o |(—=1)"] = 1.

Theorem 21. Se lim,, o a, = lim, ,oo ¢, =1 e (b,) € tal que a,, < b, < ¢,
entao lim,,_,o b, = L.
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Demonstracao. De fato, |a, — | < €e|c, — ] < € entdo
l—e<a, <l+e€ VYn>n

l—e<c, <l+eVn >ny

tome ng = maxni, ny entao
l—e<a, <b,<c,<l+e¢€ ¥Yn>ng

logo,
l—e<b, <l+e€ VYn>ng

ou |b, — | <€, Yn > n. O
Theorem 22. Se f : [a,00) — R é uma fungao tal que lim,_,, f(z) = I,

entio a sequéncia a, = f(n), n > a € convergente e lim, .~ f(n) = 1. Se
lim, . f(z) = oo entdo lim, . f(n) = too.

Example 23. Considere a sequéncia a, = Z—i; e calcule o lim,,_, a,,.
= _ z+1 4 : z+1 A1 nt+1l
Note que a funcao f(z) = T ¢talquelim, oo 5 = L entdo lim, oo 15 =
1.
Example 24. Para calcular o lim nn - Tomamos a funcio f(z) = BE ¢
n— o0 n x
como |
. nx o1
lim — = lim — =0
T—00 I T—00 I

seque que lim,, s an =0.

1.3.1 Propriedades do Limite

Sejam {a,} e {b,} sequéncias convergentes limites [ e r, respectivamente.
Entao:

1. a, £ b, converge para [ £ r;
2. ca, converge para cl;
3. |a,| converge para |l[;

4. a,b, converge para Ir;

l

e

= a
5. se r # 0 entao 2 converge para
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Vamos provar uma das propriedades acima, por exemplo, pode ser a pro-
priedade 4. Suponha que a, — [ e b, — r entao dado € > 0, existe ng
tal que |a, — ] < € e |b, —r| < € para todo n > n; e n > ny, assim, se
no = max{ny, ny}, temos que para n > ny

|anbp—1r| < |anby—apr+a,r—Ir| < lay||bp—r|+|r|la,—1] < Me+|rle = (M+|r|)e.
Example 25. Analise sobre a convergéncia das sequéncias a sequir:

_3n+1+(—1) 1 1 n?+3

(a) ap (b) bnzcosﬁ(lJrg) (c) o= on 1

500 n

Theorem 26. Toda sequéncia mondtona limitada é convergente.

Demonstragao. Suponha (a,) uma sequéncia crescente e limitada. Segue que
existe M > 0 tal que
la,| < M, ¥n

isto é, a, < M. Logo, M é uma cota superior para (a,), seja [ = sup a,, entao
[ é a menor das cotas superiores de (a,), assim [ — € nao é cota superior de
(a,) entdo existe ny tal que

l—e<a, <l
Como (ay) é crescente entao a, > a,, para todo n > ny, segue que,
l—e<a,<l+e€ VYn>n

isto é,
la, — 1| <€, Vn>mn

o que implica em lim,,_, a, = . O

n!
1.35---(2n —1)

Example 27. Vimos que a sequéncia cujo termo geral é a,, =

¢ decrescente. Veriqguemos que ela também € limitada.

De fato, temos que

123 n
O<a,=-=="--- <1l1l1---1=1,V
=135 o —1 = "
Logo, pelo teorema 26 a, é convergente. Além disso, infa, = 0. Logo,
|
lim, o e — 0.

1.35---(2n — 1)
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Theorem 28. Se uma sequéncia (a,) converge para um | entdo todas as
subsequéncias dela convergem para (.

Demonstragao. Se pelo menos uma das subsequéncias de (a,) digamos (a,, )
tivesse um outro limite r # [ entao a,, — r e a, — [ com [ # r, mas isto
contradiz o fato de limite ser tnico. 0

Example 29. A sequéncia (—1)" possui subsequéncias tais que (—1)%% — 1
e (=1)%71 — —1. Logo, (—1)" ndo converge. Por outro lado, a sequéncia

(=n" (=D"

1
converge para zero, pois |[(—1)"] <1 e — — 0. Assim, — 0.
n

Theorem 30. Teste da Razdo para sequéncias Se uma sequéncia (a,) de

Ant1

termos positivos satisfaz a condi¢ao lim,, =1 < 1 entao ela converge

n
para zero.

Ap+y1

Demonstracao. Seja l < r < 1 tal que 0 < <r, Yn > ng. Como r <1

n
entao 0 < a,1 < a,r < a, o que implica em a,, ser decrescente para n > ny.

Assim 0 < a,, < a,,, Yn > ng o que implica em (a,,) ser limitada. Logo, (a,)
é convergente. Suponha, por absurdo, que lim,, ,,, a, = s # 0 entao

. Qp41 lim a4 S
[ = lim =

- =-=1.
n—oo lim a,, s
Mas, [ < 1. 0
n! r" n!
Example 31. As sequéncias a, = —, b, = —, ¢, = ,
P I n ! 135 (2n 1)
np
d, = on comvergem todas a zero.
De fato, para a sequéncia a,, temos
n 1)! n 1
lim 7L — 0D L N R
aqui usou-se o limite fundamental:
) 1
lim(1+—-)"=e
T—r00 €T
Para a sequéncia b,, temos
b, (n+ 1) n!
lim 2 = g TPEDR T
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e, para a sequéncia d,, temos

1) 2n
1:1imn—>oo(n+ ) =

1

d
lim —+L

aqui usou-se o fato que se uma funcao f é continua num intervalo que contém
os termos da sequéncia (a,) entdo lim, . f(a,) = f(lim, o a,) = f(1). se
a, — [. Nesse caso, temos

n+1 n—+1

. N
A=l

P=1=1

1/n

Example 32. Considere a sequéncia a, = n'/™ e calcule lim,,_ ., n'/".

1/n

1
Temos que n'/™ = exp(—Inn) dai
n

1 1
lim n'/" = lim exp(—Inn) = exp(lim —Inn) =exp0 = 1.



Capitulo 2

Séries Numeéricas

2.1 Séries Numéricas

Dada uma sequéncia {a,} de nimeros reais, a soma infinita

a1+a2+a3+...+an+...
o
sera representada por E a,. Tais somas infinitas sao chamadas de séries

n=1
infinitas ou, simplesmente, séries.

1 1 1 )
Example 33. 1. A soma 1+ 3 + 1 + 3 + -+ que € representada por
= 1
g 1 € uma série geométrica.
n=1
o 1 1 1 =1 _
2. A soma infinita 14+—-+4—-—+—+--- representamos por g — € conhecida
2 3 4 —n
como a série harmonica.

Dada uma série infinita E a,, as somas parciais dessa série sao:

n=1
Si=a, Sy=a1+ay, Ss=a+a+tas, -, S,=a+a+ --+a,

Formamos entao uma sequéncia de somas parciais {S,}, se lim, ,, S, = S,
o

S € R entao dizemos que a série g a, converge e sua soma ¢ S, isto

n=1

o o
é, S = E ay,. Se lim,_,. S, nao existe entao dizemos que a série E an,
n=1 n=1
diverge.

13
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o0
Example 34. Seja r € R e considere a série E r", vamos analisar sobre a
n=1
convergencia ou divergéncia dessa série.
o
Seja {S,} a sequéncia de somas parciais de ordem n da série g r’, isto
n=1
e7
2
Sp=14+r+r"+..- 41"

temos que
R R A Y
dai
(1—7)S, =1—r"
ot +1
1 _ n
g ="
1—7r

como lim, 7" = 0 se |[r| < 1 e lim,_,o, 7" nao existe se |r| > 1, entdo
o0

1
concluimos que a série E r" converge e sua soma ¢ S = se |r] <1
-

n=1
e, diverge se |r| > 1. No caso em que |[r| = 1 a essa série também diverge,
pois .2 1" =1+4+1+1+4---+1+4---=4o00ey - (—1)" nio existe.
o0
Conclusao a série Zr" converge se |r| < 1 e diverge se |r| > 1. De forma
n=1
oo
, - n a .
andloga, a série Zar converge para o—— se |r] < 1 e diverge se |r| > 1,
n=1

tal série é chamada de série geométrica.

o0

1
Example 35. A série Z on é uma série geométrica coma =1 er = 5 <1,
n=1 1
portanto converge e sua soma é S = —1 = 2.
1- =
2

Theorem 36 (Teste do n-ésimo termo). Se uma série Y a, converge entao
lim,, . a, = 0.

Demonstracao. Temos que

ap = Sn - Snfl



2.1. SERIES NUMERICAS 15

como Y a, converge entao lim, ,,, S, =S e lim, ,,, S, 1 =S dai

lim a, = lim S,, — lim S,,_; =5 -5 =0.
n—roo n—o0 n—o0

O

Example 37. 1. A série > (—1)" diverge pois lim,_,.(—1)" nao eziste,
logo, pelo teste do n-ésimo termo a série Y (—1)" nao pode convergir.

n n
2. A série Y —— diverge, pois lim,,_, =1=#£0.
2 n+1 Jgen T4l 7
onsideremos a série ———. Note que = - —
n=lp24n d "n?24+n n n+1l
1 1 1
Sp,=1—=-4+=-—=+-+ - —1—
2 3 n n+1 n+1
Logo,
lim S, =1— lim =1
portanto, Y >, converge para 1. Tal série é conhecida como séries

2
n®+n
de termos encaixantes. De um modo geral, a série de termos encaixantes

pode ser dada por

o0

Z(bn - anrl)

n=1
se by, convergir entao » (b, — bpi1) = by — limy, 00 byp1. Note que se uma
série Y a, converge entao necessariamente lim a,, = 0. Mas se lim a,, = 0 nao
implica que »_ a,, convirja.
Um exemplo de série que satisfaz o fato de lim a,, = 0 mas que ela diverge
é a série harmonica que sera estudada na préoxima subsecao.

2.1.1 A série harmonica

1
A série harmonica é série Y>>, —. Temos que
n

So=14ovli ]
" 2 3 n

S —1+1+1+ +1+ +et
m— Ty Tg n n+l om
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S S ! + L + +1 > 1+1+ +1 !
n— n: o o _— Z — RN .« e —:n—:
2 n+1 n+2 2n 2n  2n 2n 2n

(2.1)

N —

s o0 ]- ~ ~ . .
se a série » ° , — fosse convergente entdo as sequéncias de somas parci-
ais {S,} e {Su,} convergiriam e teriam o mesmo limite, e dessa forma,
limy 0o Son — Sp = 0 Mas, isto é impossivel, pois a desigualdade em (2.1)
implica em lim,, o So, — S, > 3 Logo, >, - diverge.

O acréscimo ou omissao de um numero finito de termos nao altera a
convergencia ou divergéncia de uma série. Podemos dai deduzir que uma
série Y ° 'a, converge se, e somente se, lim > a, = 0. Esse é o

n=1 """ g Y 9 P—r 00 n=p n - .
critério de Cauchy dado abaixo.

Theorem 38 (Critério de Cauchy). Uma série Y a, converge se, e somente
se, dado € > 0 existe ng tal que

|Sn — S| < €, Yn > m > ny.

Theorem 39. Se as séries Y a, e Y b, diferem apenas em uma quantidade
finita de termos entao ou ambas convergem ou ambas divergem.

Demonstracao. Por hipotese, existe um indice ng tal que a,, = b,,, Vn > ny.
Logo:

Sn:a1+"'+ano+bno+1+"'+bn

Tn:b1+"'+bn0+bn0+1+"'+bn
dai

Sn - Sno - Tno + Tn

elim S, = S entao lim 7, = S+7T,, — Sy,, € se lim S, nao existe entao lim 7},
também nao existe. ]

1 . o 1
sao divergentes e as séries ) | —
n—>5 ns+n

1
Example 40. As sériesd . — ey
n

1
e Y. — sao convergentes.
on

~ . . o0 o0 ~
Como consequeéncia do Teorema 39 as séries Y " | a, e " a, sdo ambas
convergentes ou ambas divergentes.

Theorem 41 (Propriedades das séries). Sejam > a, e b, séries numéricas
e seja o € R.
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1. Se > a, e> b, convergem entio Y (a, +by,) convergem ey aa, con-
vergem.
2. Se > a, converge e Y b, diverge entdo > (a, +by,) diverge.

3. Se > a, diverge e v # 0 entdo Y aa,, diverge.
Se Y a, e > b, divergem nada podemos afirmar sobre » (a, + b,). Tal

soma pode convergir ou nao. Exemplo, > (— + — ) = 0 converge, mas
n n
1 1 9
—+—)=) =di :
2.+ ) =205 diverge

2.2 Séries de termos positivos

Uma série Y a, é uma série de termos positivos se a, > 0 para todo n € N.
Note que quando ) a, é uma série de termos positivos entao a sequéncia de
somas parciais (.S,) dessa série é crescente, isto é,

S1<5 < <5, <
logo, para que a série Y a,, convirja bast mostrar que (5,,) é limitada.

Theorem 42 (Teste de comparacao). Sejam »_ a, e Y b, séries de termos
positivos. Temos que:

1. sea, <b, , para todo n e se Y b, converge entio y  a, converge.

2. se a, > b,, para todo n e se Y b, diverge entao y_ a, diverge.

Demonstragao. Suponha que > a, e Y b, sejam séries de termos positivos,
com Y b, convergente e suponha que

a, <b,, VneN
seja S, =ay+as+---+a, eT,=0b+by+---+ b, entao

como Y b, converge entao lim T, existe. Logo (7},) é limitada, desse modo,
existe M > 0 tal que T,, < M. Assim,

S, <M, ¥n

segue (.S,,) é convergente, logo > a,, converge. Por outro lado, se ) b,, diverge
e a, > b,, Vn, entao
Sp>T,, Vn

como Y b, diverge entdo lim7, = +oo. Desse modo, lim S, > lim7T, =
lim S,, = 400 0 que implica Y a, diverge. O
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1
Example 43. Mostre que a série > ., ———— diverge.
P q 2nm1 T g
De fato, note que
++/n < 2n = L > L
n n n —
n++n - 2n
S ! di tao pelo teste d a S !
€OImMo — diverge entao pelo teste de comparacao segue que _—
=1 on & P parag gue q n=1 n+n

também diverge.

1

Example 44. Analise sobre a convergéncia ou divergéncia da série Y - s
Solucao: Note que n® +n? > n? +n o que implica em

1 - 1
nd+n? n?4+n’

Vn

1
00 ~ ~ ;. 00
como » >, o, converge entdo pelo teste de comparagao a série > >, A
converge.

Theorem 45 (Teste da Integral). Seja f : [1,400) — R continua e supo-
nhamos que [ € positiva e decrescente entao:

1. a série Y., f(n) € convergente se [~ f(x)dx for convergente,
2. a série Y f(n) € divergente se [ f(x)dx for divergente.

Demonstragao. Seja f(x) fungdo mondtona decrescente e positiva. Temos
que

f<2>+f<3>+---+f<n>s[f(x)dassf<1>+f<2>+---+f<n—1>

S, < 11 /f
S, < f(1 /f yde < f(1 /f

logo S,, é limitada entao S, é convergente, portanto, Y f(n) converge. De
modo analogo,como

ou

ou ainda

/n flx)dr < Sy

se [ f(z)dz = +oo entdo lim S, = 400, logo, > f(n) diverge. O
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1
Example 46. 1. Seja f(z) = — temos que f(x) € positiva e decrescente
x

2 0o 1 1
ja que f'(x) = 3 A integral || ?dx converge e, portanto, » —

converge.
. . o 1 .
2. f(z) = Y. atende as condigoes expostas mas [, o limpg oo [In(lnx))]
l — di :
+00, logo Y g, diverge
oo 1 N
3. Tomando f(z) = xe ™, /i ze P dr = g O que implica Y ne™"’
e

CONVETgeE.

1
A série Yo7, — ¢ uma p-série. Analisemos sobre a convergéncia ou
n

divergéncia dessa série. Temos o seguinte resultado.
1

Theorem 47. A p-série ), — converge se p > 1 e diverge se p < 1.
n

Demonstracao. Calculemos a integral,
* 1 A i
—dzr = lim —dr = lim [B"?—1], p#1
1 xP B—oo Jq TP B—oo

se p <1, temos que o limp_,oo B'™ = 400, se p > 1 entdo limp_,o B'™P =
0. ]

Theorem 48 (Forma limite do teste de comparacao). Sejam Y a, e > b,

L. ., . . n
duas séries de termos positivos e seja | = lim —.
n

1. sel > 0 entao ou ambas as séries Y a, e Y. b, convergem ou ambas
divergem

2. sel =0 e b, converge entio Y a, converge.
3. sel=+o0 e ) b, diverge entio »_ a, diverge.
Demonstragao. Fixado € =1/2 podemos encontrar ng tal que

l 3
§bn S A S élbnavn Z No

assim, usando o teste de comparacao provamos a primeira parte do teorema.

3
Pois se b, converge entao Z(§l)bn também converge e como a,, < <§l)bn

l
para todo n segue o resultado. Por outro lado, se Y b, diverge como —b,, < a,,

para todo n, segue que »  a, diverge, ja que » (I/2)b, diverge. O

B
2
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6vn

Example 49. Considere a série Pt d
n

Solucao: Para encontrar uma série que possamos comparar com a série
dada olhamos os termos que dominam no numerador e denominador da série

\/_

1 t 1h — =
original, neste caso, escolhemos ) n =y — \/_
dada, ja sabemos que a série Y — \/_ é uma p-série com p = 1/2 < 1 logo,

6y/n
on +4\/_

Ela converge ou diverge?

para comparar com a série

6
— > 0 entao pela forma limite do teste

diverge. E como lim,, .,

1
Example 50. As séries S e e Y sen*(=) convergem ou divergem?
n

en’(1)

nA
séries convergem, pela forma limite do teste de comparagao, ja que as séries
S>1/n? e > 1/n* convergem.

Theorem 51 (Reagrupamento). O reagrupamento de séries de termos posi-
tivos que sejam convergentes nao altera a convergéncia da série.

= 1 entao ambas as

Solugao: Como lime ™ /1/n? = 0 e lim

Dadas duas séries Y a, e Y b, convergentes entao »  a,b, nao é neces-
sariamente convergente. Além disso,

Zanbn#Zaann:ch
Zocn = ZZajbn_j

n=0 j=0

onde

_l)n converge mas (_l)n (—1)" =
Ja comeemas )

Example 52. Temos que a série Z

Z 1/n diverge.

2.3 Séries Alternadas

Séries do tipo Y 1( 1)"a, ou Y_>7 (=1)n — 1)a, com os termos a, > 0
para todo n é dita série alternada. Ou seja,

(e e]

Z(_l)"an =—a;+ay+--+(—1)"a, + -

n=1
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Theorem 53 (Critério de Leibniz). Seja {a,} uma sequéncia de termos
positivos com as propriedades:

1. lim,_, a, = 0.
2. a1 >ay>->a, >+, isto € (a,) mondtona decrescente.
Entao a série alternada Y~ (—1)"a, converge.
Demonstragao. Considere a série alternada > > (—1)"'a,, temos que
Son = (a1 — az) + (a3 — ag) + -+ + (a2, — azn-1)
ou seja, (Ss,) é mondtona crescente, e reagrupando seus termos temos
Son = a1 — (s — ag) — (a3 — ag) — -+ — (Agp—1 — A2) < g
logo, (S2,) é limitada, segue que existe S = lim Sy,,. Agora, como
Sont1 = Son + A2nt1
passando o limite
lim Sy, = lim S, + lim ag,. 1 =5 +0
n—00 n—00 n—o0

logo, o lim, . S, = S, portanto > > (—1)""a, converge. O

n=1

Example 54. A série % converge, pois o lim,, % =0e % > #17 vn.

Example 55. A série ) L converge pelo teste de Leibniz.

nbn

Example 56. A série ) . (;21)_715” converge também pelo Teste de Leibniz.

Theorem 57. O erro que se comete ao se aproximar a soma da série Y (—1)"a,
por S, € de any1.

Demonstracao. De fato,

1Sn =S =1 > (=DFar = (1) ans1 + (=1)"Papa+ |
k=n+1
= [(=1)"Mant1 — anga +---]]

= py1 = Opi2 + Qpi3 — Qg + 7 < Qg

Example 58. Para a série do exemplo 94 temos que

1 1 1 1
Si=—4——=+

—— =~ —0,1
5 50 325 2500 018

1
o erro cometido para essa aproximag¢ado foi as = 5625 ~ 64 x 1076
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2.4 Convergeéncia Absoluta

Uma série > a, converge absolutamente se a nova série Y |ay,| converge
Por exemplo, a série ) *5 CU" converge absolutamente pois a série 3 2 7w ¢ uma
série geométrica de razao r = 1/2 e, portanto, convergente.

Theorem 59 (Convergéncia absoluta). Se uma série Y a,, € absolutamente
convergente entdao ela € convergente.

Demonstragao. Suponha que ) a,, converge absolutamente entao »  |a,| con-
verge. Podemos considerar b, = a,, + |a,| como —|a,| < a, < |a,| entao

0 < b, < 2|ay,|

Logo, > b, converge pelo teste de comparacao. Entao

Zan = Z(an + lan|) — lan|

converge. O

Uma série Y a, tal que Y |a,| diverge é dita condicionalmente conver-
s 1" J)
gente. Por exemplo a série »  ~— converge pelo teste das serles alternadas

mas a série Z\ )= > dlverge Logo, a série E( ¢ condicional-
mente convergente

Example 60. A série ) >3 converge ou diverge?

Solucao: Note que

|senn| <1

dai
| sen n| 1
n? = n?

portanto > ‘Ser;"‘ converge, pelo teste de comparacao, logo, a série ) =

converge absolutamente

2.5 Teste da Razao e da Raiz

Theorem 61 (Teste da Razao). Consideremos uma série > a, com e seja

[ =lim, o |C””Jrl

1. sel <1 entao a série Y a, converge absolutamente.

2. sel>1oul=o00 entio y a, diverge.
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3. sel =1 nada se pode concluir.

Qp41

Demonstragao. Se lim,,_, | | =1 < 1 entao existe um nimero real 0 <

r < 1 tal que !
|an+1

| <r, ¥n > ng

n
desse modo
|an0+k| < Tk|a7m|7 vk >1

Como > 7% é convergente entdao Y. |a,,|r* também converge e > °°

neno+1 @n]
converge pelo teste de comparacao, logo, fozno L1 an converge absoluta-
mente, o que implica que >~  a, converge absolutamente (um ndimero fi-
nito de termos nao altera a convergéncia ou divergéncia da série). Se, por
outro lado, | > 1, entdo |an11| > |a,| e se, a,, # 0 para algum ng entdo,
lim,, o |a,| # 0 o que nos dé lim,_,, a, # 0. Logo, > a, diverge (teste do
n-ésimo termo). O

. . s n n .
Example 62. Considere a série as séries Y > e > 25 analise sobre a con-
) ) i ] n! n
vergéncia ou divergéncia dessas séries.

Solucao: Pelo teste da razao, temos

3+t pl 3
lim ———— = i —0<1
nhoo (n+ 1)130  nbeon + 1

~ s_. n ~
entao a série » ‘1—, converge pelo teste da razao. E como

3n+1 2

lim ———=3>1
noo (0 + 1)2 30

~ s, . n . ~
entao a série » ‘:’L—Q diverge pelo teste da razao.

n? 44

Example 63. Considere a série Y (—1) o

ela converge ou diverge?

Solugao: Usando o teste da razao temos

n —1)nt+t 1)2+4 m 1 n?>+2 5 1
lim |2 = Tim ()" (n +1)7 +4] S e G )
n—oo  (, n—00 n+l (—1)"(712 + 4) n—o0 2 n?+4 2

o que implica que a série converge.

Theorem 64 (Teste da Raiz). Seja ) a, uma série numérica. Sejalim, ., ¥/|a,| =
[. Temos que
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1. sel <1 entao Y a, converge absolutamente.
2. sel>1 entao ) a, diverge.
3. sel =1 nada se conclui.

Demonstracao. Suponha [ < 1 entao existe 0 < r < 1 tal que

Vlan] <1, ¥n >ng

ou
la,| <r", ¥n >ng

como Y 1" converge segue que »_ |a,| converge e, portanto, Y a, converge
absolutamente. Por outro lado, se [ > 1 entao existe » > 1 tal que

Vlan| > 1, ¥Yn >ng

ou
la,| > 71", ¥n > ng

como lim,, o, 7™ = 400 entao lim,_, |a,| = +00 0 que implica > a,, diverge
(Por qué?). O

n In
Example 65. Considere a série ZZO:1 on” Pelo teste da raiz: lim,,_,o {1/ — =

on
U 1
¥ =—< 1. Logo, >_7° i converge absolutamente.

l‘noo— —
tHn—oo 757 = 5 n=19n

nn
Example 66. A série > on diverge pois, usando o teste da raiz, temos que

lim,, 00 {/ Z—n = lim,,_,~ g = 400.

1 1 1
Example 67. A série Y — diverge e a série ) — convergente mas lim,, % =
n n n

T ! ) 1 . 1
1, e o limate lim,,_, 2= lim,,_ ﬁ = lim,, 0o = 1. Se usarmos

o teste da razao para essas mesmas séries obtemos resultados semelhantes do
limite, ou seja, o limite serd igual a 1. Por isso, quando | = 1 o resultado é
inconclusivo, pois a série tanto pode convergir como divergir.



Capitulo 3

Séries de Poténcias

3.1 Séries de Poténcias

Uma série de poténcias de x é uma série do tipo
o

Zanx”:a0+a1x+a2x2+---+anx"+---

n=0

Example 68. A série

o

E =1t g

n=0
é uma série de poténcias de x. Observe que ela é uma série geométrica de
razio r = x. Como a série geométrica sé converge se |r| < 1 entdo a série

. Podemos

Yool o x™ s6 converge se |x| < 1. Neste caso, sua soma € S =
N —x
entao afirmar que

=l+a+a’+ --+a" 4+, |2/ <1
11—z

Dada uma série de poténcias de z, ) a,x", usando o teste da razao temos

que
+1

n
An41T An+1

lim = |z| lim = |z|l <1
n—oo

n—oo

Ay "™ n

1
logo, |z| < 7= R, R é o raio de convergéncia da série Y a,z".
Theorem 69. Seja Y 7 a,z" uma série de poténcias de x. Se Y a,z"
converge para um certo ¢ # 0 e diverge para um certo d # 0 com |c| < |d|.
Entdao Y, a,x"™ converge absolutamente para todo x tal que |x| < |c| e
diverge para todo x tal que || > |d|.

25
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Demonstragdo. Seja a série Y~ a,x” tal que ela converge para r = c e
diverge para z = d com |c| < |d|. Considere z tal que |z| < |c| temos que

- ST
Sl = 32 et (1)
n=0 n=0 ¢

como » >, a,c” converge entao devemos ter que lim,_,o|a,c"| = 0, podemos
entao tomar ng tal que |a,c"| < 1 para todo n > ng desse modo,

X " X "
|aon|n = |ancn‘ (H) < <H) s Vn > No

00
n=ngo
0o

convergente. Desse modo, a série )~ |a,|[x|" converge, o que implica
que a série Y °  a,x™ converge absolutamente para todo |z| < |c¢|. Agora
suponha que z seja tal que |x| > |d| se, por absurdo, supomos que exista
algum x; com |x1| > |d| e > a,z} convirja, entdao pelo que acabamos de
mostrar essa série deve convergir para todo z tal que |z| < |z1| assim, como,
|d| < |z1| entdo > a,d™ converge, o que é um absurdo. Entao para todo z
7. o0 n .
tal que |z| > |d| a série >~ a,z" diverge. O

como |z| < |c| entao |£| < 1 e a série ) }E‘n ¢ uma série geométrica
Is C

Theorem 70. Seja > a,x" uma série de poténcias de x. Entdo somente
uma das alternativas abaizo deve ocorrer.

1. A série converge somente para v =0 (R=0)
2. A série converge para todo x real. (R=00)

3. Eziste R > 0 tal que a série Y a,z™ converge para todo x tal que
|z| < R e diverge para todo x tal que |x| > R.

Demonstracao. Se nao ocorre a primeira nem a segunda situacao entao existe
um z; # 0 onde ) a,x] converge e um xo # 0 com |x;| < |z3] onde Y a,z%
diverge. Seja

S ={z eR| Z a,x™ converge}

é claro que |zs| é uma cota superior de S, tomemos entdao R = sup S. Prove-
mos que se |r| < R entdo x € S. De fato, se |x| < R entdo z nao pode ser
cota superior de S ja que R é a menor das cotas superiores, entao deve ter
um elemento zy de S tal que |z| < |zo| entdo pelo teorema anterior z € S.
Também se x nao pertencesse a S entao y_ a,x™ divergiria e x seria uma
cota superior de S o que contradiz o fato de R ser a menor delas, ja que
|z] < R. Por outro lado, se || > R entao Y a,z" deve divergir, pois se
> a,x™ convergisse R nao seria uma cota superior de S o que é absurdo ja
que R =supS. O
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R é o raio de convergéncia da série Y a,z". J& o intervalo de con-
vergéncia da série ¢ um dos seguintes intervalos:

(—R,R), (—R,R], [-R,R), |[-R.,R]

fora desses intervalos a série sempre diverge. E o intervalo (—R, R) é sempre
o intervalo de convergéncia absoluta da série.

Theorem 71. Seja Y a,x™ wma série de poténcias de x. Se essa série
tem raio de convergéncia R. Entao ela pode ser derivada termo a termo ou
integrada termo a termo, isto €,

d [ d 9
— apx” | = — (ap + arx + asx® + - - -+ apx” + - -
dx (nz:% ) dx(o ! ? )
:a1+2a2x+3a3x2+-~-+nanx"*1—|—~-~:Znanaz”’l
n=1
e
T 00 o0 T o0 alanrl
a,t" | dt = / tdt = o

essas novas séries obtidas tém o mesmo raio de convergéncia da série origi-
nal.

Example 72. Obtenha uma série de poténcias de x que represente a fun¢ao

1
f@):m-

Solugao: Observe que

d /1N 1
de \14+z)  (1+z)2

como
1+x:1_x+x2_...+(_1)”1»”+...
usando o teorema 71 obtemos
1 d 1
— = — ) =—1+422-32%+ -+ (=D"nz" .- < 1.
TESE dx(ler) +2r—32" -+ (=1)"na""" + ||

Example 73. Obtenha uma série de poténcias de x que represente a fun¢ao
In(1+ z).
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Solugao: Note que

1
In(1+x) = ——dt
o 1+t

como
1 [e.e]
— = —1)"" |t <1
E= R

0 que nos leva a

co xn—i—l
Inz = —-1)" , |z <1
>
O intervalo de convergéncia dessa série é (—1,1]. Isso, porque quando esco-
= 1
lhemos x = —1 na série de In(1 4 ) obtemos a série numérica — Z
—n+t 1
que é divergente, por outro lado, se fazemos = = 1 na série de In(1 + z)
[e.e] _1 n
obtemos a série ( +)1 que converge pelo teste de Leibniz.
n

n=0
xn
Example 74. A série ZZO:O—' ¢ absolutamente convergente para todo x
n

real. Que funcao essa série representa?
Solugao:De fato,vemos que

2"t pl
(n+ 1) zn

— lim WH:0<1

n—oo 1, +

lim
n—oo

entao pelo teste da razao essa série converge absolutamente para todo x real.

Suponha que a série acima represente uma fungao f(z), ou seja, f(z) =

o0 n

Z T Derivando a fungao f(x) obtemos

n!
n=0
f@ =3t
f(z) = ij D)
ou ainda
f(x) = f(x)
dai
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integrando a igualdade acima obtemos
In f(z) =z + ¢

ou
f(z) =Ce", (C =e; éuma constante)

como f(0) =1 obtemos C' =1 e f(x) = e”, portanto, E :c_' =e".
n!
n=0

Uma série de poténcias de x — xy é uma série do tipo

[e.e]

Zan(:c—:co)”:a0+a1(:c—:1:0)+a2(a:—:c0)2+-~-—|—an(x—:c0)"+-~-

n=0

Todos os resultados que obtivemos para as séries de poténcias de x sao validos
para as séries de poténcias de x — xy com as devidas adaptacoes.

Example 75. Da série

1+

obtemos
1 E n n
1+ 22 :Z(_l) ZL‘2 ) |$|<1
n=0

integrando termo a termo, de 0 a x para |z| < 1, temos

> x2n+1
tgr = - — <1
arctg nZ:O( V'oma T IS
(SL’ _ 3)n+1

Example 76. Considere a série )~ analisemos sobre o inter-

valo de convergéncia dessa série.

Solugao: Usando o teste da razao
(ZL‘ _ 3)n+2 n

.
S| 1 (x — 3)n+t

n—o0

) n
= lim |z — 3| —— = |z — 3|
essa série converge absolutamente se |x — 3| < 1, que equivale a2 < x <4 e
diverge fora desse intervalo. No caso em que |z — 3| = 1 que corresponde a

(=n"

r =2 e x =4, quando substituimos x = 2 nessa série obtemos » que

1
converge e para © = 4 obtemos a série > — que diverge. Logo, o intervalo
n
(l‘ _ 3)n+1
n

de convergéncia da série Y 7 é o intervalo 2 < z < 4.
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3.2 Séries de Taylor

Quando uma funcao é representada por uma série de poténcias entao pode-
mos ter

[e.e]
f(z) :Zana:":a0+a1:c+a2:c2—|—~-~+an:c"+-~-

n=0
Levantamos entao as seguintes questoes: que relagdo ha entre f(z) e os
coeficientes da série a,,7 Em que situacao essa série representa realmente a
funcdo f(z)? Em relagao a primeira questao temos que se f(z) = > a,z"
e se f(x) € C™ entdao f(0) = ag e, como f'(z) = >.°7 na,z™ " entdo
f'(0) = ay, como f"(z) = o7, n(n — 1)a,a"? entao f”(0) = 2las, e assim
por diante, seguindo esse mesmo raciocinio obtemos f™(0) = nla, entdo
podemos concluir que

() .,

/(0) .

@) = FO0) + f1(0)z + a4
essa série é conhecida como série de Maclaurin da funcao f. A série de

Taylor de f em torno de um ponto xy é

f/l (xo)

f(n) (z0)

f(z) = f(xo)+ f'(zo)(x—x0) + o (x—20)* +-- -+ w (z—z0)"+- - -
_ f (o) . -
onde os a, = [ bara todo n > 0, aqui usa-se a convencao de que
n

FO () = f(wo). A série de Maclaurin de uma funcdo f nada mais é que a
sua série de Taylor em torno do ponto x = 0.
Example 77. Achar a série de Maclaurin da fungdo f(x) = senx.
Solugao: Temos que
(f(z) =senz = f(0) =sen0 =0
f'(z) =cosz = f'(0) =cos0 =1
f"(x) = —senz = f"(0) = —sen0 =0
f"(x) = —cosx = f"(0) = —cos0=—1
[ (z) = senz = fU)(0) = sen0 = 0

sO os termos impares sao diferentes de zero, analisemos esses termos

(79(0) = FEO(0) = (<1 =1
FO(0) = FE10(0) = (<) = —1
F9(0) = fE2(0) = (-1 = 1
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assim
3 N 2P N (_1)nx2n+1 N
senr =¢r— —+—— -+ —>"———
3! 51 (2n + 1)!

Essa ¢ a série de Maclaurin da fungao f(x) = senx. Com a série de Maclaurin
da fungao f(x) = senz podemos encontrar a série de Maclaurin da funcao
f(z) = cosx, por derivagao termo a termo,

enz)=1- L 4 & i
cCoOsr = —(senx) =1 — — _ . A
dx 21 4l (2n)!

Example 78. Encontre a série de Taylor da func¢ao Inxz em torno de x = 1.

Solugao: Temos

(

f@)=Inz= f(1)=In1=0
fla)=—= f)=1
@)= 5 = (1) = -1
fra) =55 = (1) =2

£ (@) = 5 = f0 (1) = 31

@) = (o P2 o) = (i - 1)
logo,
@1, @D @t e

Inzx=(x—-1)— 5 + T T 4 + 4 "

com |r — 1] < 1.

3.2.1 Polinémios de Taylor

O polinémio de Taylor de uma fungao f(x) em torno de z = a é

f"(a)

() (g k(g
{ f ()(x—a)":zf (a)

2
(l'—a,) + . + n'

Fra(x) = f(a)+ [ (a)(z—a)+

O polindmio de Maclaurin de f é:

Pu(@) = FO) + fOr + T oy I !
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que ¢ o polinomio de Taylor de f em torno do ponto x = 0. Por exemplo, o
polinémio de Maclaurin de f(z) = expx é

Theorem 79 (Férmula de Taylor com resto). Seja f(x) uma fungdao de classe
C* num intervalo que contém a. Dado qualquer x nesse intervalo existe um
numero real £ entre a e x tal que

f(x) = Poa() + By (2)

FD(E)

onde R, (x) = 1)

(x—a)", e

["(a)

2' (aj_a)2+...+

Fra(z) = fa) + f'(a)(x — a) +

Além disso, a sequéncia P, .(x) converge para f(x) quando n — oo se, e
somente se, lim,,_,, R,(x) = 0.

Demonstragao. Considere a funcao G : [a, 2] — R dada por

f() f()

21 n!

(x —t)n !

(«T—t)2+' e m

G(t) = fz)=[f(O)+f(t)(z—t)+

(z—1)"] =R (2)
com a e x fixos, onde R,(x) = f(x) — P,q(x). Observe que G satisfaz as
seguintes propriedades:

1. G(a) = f(z) = Po(z) — Ry(z) =0

2. G(z)=0

3. G é continua no intervalo fechado [a, 2| e derivdvel no intervalo aberto
(a,2).

Logo, pelo teorema de Rolle existe um £ tal que £ esta entre a e x tal que

G'(¢) = 0. Mas

(n+1) _ \n
6'(0) = T a0 - o DR
(n+1)
e, portanto, G'(¢) = 0 implica em R, (x) = fi(a(x —a)".

(n+1)!
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f () (a) k

Note que a soma parcial de ordem n da série >~ T(x —a)" é
Sy = P.o(z). Logo, .

lim S, = lim P, ,(z) = lim [f(z) — R,(2)] = f(x)

Logo,
— [P (a)
fla) =Y 2w - a)t
k=0

0

. A "
Example 80. Mostre que a série de poténcias ZZOZO - realmente representa
n!

a fungao f(x) = e* para todo x real.

n

x
Solugao: Ja vimos que e* = > >° —. Falta mostrar que esta série

n=0 |
n!
realmente representa a funcao exponencial e*. Pela Férmula de Taylor com
resto, temos que

e = P,(x) + R,(x)

onde

x? "
Pn(:c):1+x+§+-~-+ﬁ
¢ (n+1) & n+1
Ryfa) = T gy - T
(n+1)! (n+1)!
) ) |$|n+1 ~
onde £ esta entre 0 e x. Como lim,, = 0 entao
(n+1)!
eﬁanrl
lim | ——| =
n—oo | (n 4 1)!

Logo, realmente a série representa a funcao e”.

Example 81. Analise se a série da fun¢do f(x) = senz realmente a repre-
senta.

Solucao: Temos que

£0)=0, f(0)=1, f'(0)=0, f"(0) =—1,---

Além disso,

+cos&, n impar

Fo () = {isenf, n par
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e o resto . . .
‘R (x)‘ _ f(n+ )(f)l‘n+ |:L,|n+
" (n+1)! |~ (n+1)!
e, lim, ,o |Ry(z)] = 0 = lim, .o R,(x) = 0 e portanto, a série do senx

representa essa fungao.

Remark 82. Uma funcao f(z) é analitica em x = a quando ela puder ser
representada por sua série de Taylor em algum intervalo aberto em torno de
a.

Um outro resultado que podemos deduzir da férmula f(z) = P,(x) +
R, (x) é que se aproximarmos o valor de f(z) por P, (z) o erro que cometemos
é da ordem de |R,(z)].

Example 83. Encontre o valor aprozimado de e %% com erro menor que

5 x 1072,

Solucao: Temos que

2 n

- 4
" =1+z+ o0+ +n!+Rn(x)

se aproximarmos

42
6—0,04 ~ 1 _0’04+ (0720' )

entao o erro que cometemos sera de

[(—0,04)® _ 0,000064

Ry(~0,04)] < =0 .
3.2.2 Série Binomial
Binomio de Newton
k(k—1
(2 + y)* = 2* + kat~Ty + %xk%ﬁ by

ou simbolicamente,

onde
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fazendo nesta férmula y = 1, obtemos

1 ) (k— 1) .
(1+x)k:1+kx+%x2+~n+k<k ) j'<k I+ ):L’]—|—-~-—i—xk

Motivado por essa formula, procuramos um desenvolvimento em série de
poténcias para a fungao f(x) = (1+2)* , onde o é um ntimero real qualquer.A
série binomial é definida como

(a—1) , ala—=1)---(a—n+1)

l+or+ 2 a2y g L
2! n!

0 n-ésimo termo dessa série é

logo,

Qp

portanto, a série binomial converge absolutamente quando |z| < 1 e diverge
se |xz| > 1. Se tal série converge para uma fungao g entdo devemos ter que

g(x):1+Za(a—1)---(a—n+1)xn

n!
n=1
e, por derivacao termo a termo
1) (v — 1
J@)—atala—lps..4rlozDolomnt ) as

n!

desse modo,
g'(z) + zg'(x) = ag(z)

(1+2)g'(z) — ag(z) =0
dai
d [ g(x) } _ (4 2)g'(x) — ag(x)
dr | (14 z)* (14 z)ott
o glxr)
(14 x)>

e como ¢(0) =1 entao g(z) = (1 4+ x)*.

Example 84. Ache a série binomial da fun¢ao /1 + x.
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Solucdo: Como v/1+z = (1 + z)'/? entdo




Capitulo 4

Séries de Fourier

4.1 Introducao

As séries de Fourier sao ferramentas muito importante na resolucao de Equacoes
Diferenciais Parciais. Podemos aplica-las em diversas equacoes da Fisica-
Matematica, principalmente nas equacoes de Onda, Calor e Laplace. Vamos
desenvolver neste capitulo toda a teoria para calcular as séries de Fourier
de algumas funcoes e depois aplicar o método desenvolvido para resolver as
equacoes acima citadas.

4.2 Funcoes Peridédicas

Definition 85. Uma func¢io f : R — R € periddica de periodoT se f (x +T) =
f (x) para todo x.

Example 86. A funcdo senx € periddica de periodo 2mw. Observe a figura

4.1,

Example 87. A funcao f (z) = x—[z], onde [z] representa o maior inteiro,
menor do que ou igual a x,€ periodica de periodo 1. Veja o grdfico de f dado
pela figura 4.2.

Observacao:
Se T" é um periodo para a funcao f, entao 27" também é um periodo, pois:

fle+2T) = f(x+T) = f(x)

37
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Figura 4.1: y =senx

Ve vavan

Figura 4.2: f(z) =z — [z]

E em geral, kT é um periodo, onde k é um inteiro. Para k = 0, temos que 0
é um periodo da f. Mas isso nao tem interesse pois 0 é periodo de qualquer
fungao. O menor periodo positivo é chamado o periodo fundamental.

Example 88. O periodo fundamental T" da funcao sen (n_zx) pode ser de-

terminado do sequinte modo. Devemos ter:

nm(x+1T) nmx

sen ———~ = sen ——, Vx € R.
L L
Usando a sequinte propriedade trigonométrica, sen (a + b) = senasenb +
senbsen a, devemos ter:
nmwr T n nr'’l nmwT nmwT (4.1)
sen —— cos —— + sen —— cos —— = sen —— .
L L L L L

L
Fazendo x = 5 M0 tgualdade acima obtemos:
n

T nr’l T
sen — cos —— = sen —
2 L 2
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O que implica:

nrl
-1 4.2
cos — (4.2)

, e dat, usando a identidade: sen®§ + cos? 0 = 1, obtemos:
nm’l
— =0 4.3
sen — (4.3)

Como estamos interessados no menor valor positivo de T' que satisfaca (4.2)

e (4.3), simultaneamente, entao = 2m,isto ¢, o periodo fundamental de

nmw 2L
sen — ¢é: T'= —. (De maneira andloga obtemos que o periodo fundamental

L

nrr )
de cos —— ¢ também —.)
L n

4.3 Coeficientes de Fourier
Se uma funcao f (x) for expressa com:

o0
f(x)= %ao + nz_:l (an cos n_zx + b, sen ?) (4.4)
é de se esperar que os coeficientes a,, e b, estejam intimamente ligados a
fungao f.
Vamos supor que a igualdade acima se verifique, e que a série em (4.4)
convirja uniformemente.
Como consequéncia da Proposicao 1, f deve ser continua (e portanto,
pode ser integrada termo a termo), e deve ser peridédica de periodo 2L (pois

o periodo fundamental de cos T é 2L, e 2L é periodo para as demais fungoes

seno e co-seno que aparecem na série). Assim, usando a Proposigao 2, pode-
mos integrar ambos os lados de (4.4) para obter:

/LLf(x)dx:%ao/Lde+

por outro lado,

o0

L L
Z an/ Cos@d:erbn/ sen@dx
_I L _I L
1

. (4.5)

L
/ sen @dx:O
_I L

pois,

L nw L [ L .
sen —dr = — sen udu = —— (cosu)]™" =0
_L L NI ) nmw
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de modo analogo segue que

L
/ coS @dxzo
I L

segue da igualdade (4.5) e do exposto acima que

[{rornef
- % / LL f(z) da (4.6)

Para calcularmos os demais coeficientes usamos as seguintes relacoes:

segue que

L
/ cos oL sen T g = 0,sen,m >1 (4.7)
) L L
L
nmw mnx L, ,sen=m2>1
/LCOS—L cos —— d:p—{o’ sen£mnm> 1 (4.8)

L
nmwx mmx L,sen=m2>1
/_ sen—sen—daz—{ 0. sen£mnm>1 (4.9)

por questoes de esclarecimento vamos provar uma dessas relacoes, para n =
m > 1 temos:

L nm nmw
L L
/ cos? 8 gy = = cos® udu = —— (cos2u+ 1) du
L 2nm

—nm —nm

2nm nmw

—nTm

_ L K% sen 2u) " (u)} U= e cnm = = 2

Analogamente mostram-se as outras relacgoes.
mnT

Agora, multiplicando (4.4) por cos 7

de —L a L, obtemos:
1 L
dx = 2 / cos m;rx dx+

/ fla COS -

L
+ Z (an/ cos @ cos ;r:c dr + bn/ sen ? CoS m;m: d;z:)

—L

, com m > 1 fixo, e integrando
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Do somatério acima obtemos

L L
1
/_Lf (x) cos mzxdx = §a0/_L cos m;rxdx

+( /L T mﬂxd b /L T mmcd n
a COS — COS €T sen — cos T
YL L YT L L

. / L mmx mmx dr 4+ b / L mmx mmx do + )
A, cos cos T m sen cos T+ ...
_I L L _I L L

Usando as relagoes (4.7), (4.8) e (4.9) expostas acima concluimos que:

L
/ f (z) cos mzxdx =0+0+...+anL+b,0+...+0+...)
—L

o que nos da

L
/ f(x) cos m;mdx = anL (4.10)
-L

De modo andlogo, multiplicando (4.4) por sen ?, com m > 1 fixo, e

integrando de —L a L, obtemos:

L L
1
/Lf (x) sen m;m:dx = §a0/L sen mzxder

L

00 L
+ Z (an/L cos ? sen m;rx dr + bn/ sen ? sen m;m: d:p)
n=1 - -

L

dai

L L
1

/Lf (x) sen mzxdx = §GO/L sen mzxdx

L

N ( / T M dr+ b / L T M dr 4+
a CcOS — sen €T sen — sen €T
Yo L L YT L L

. / L mmx mmx dr 4+ b / L mmx mmx do + )
G cos sen T m sen sen T+ ...
_I L L _I L L
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Novamente das relagoes (4.7), (4.8) e (4.9) temos:

/LLf(x)senm

segue que

=04+0+...+an0+b,L+...+0+..)

/ f(x sen

Finalmente, de (4.6), (4.10) e (4.11) obtemos:

dz = by L (4.11)

1 [L
= E/Lf (x) cos n—zxdx,n >0 (4.12)

1 [t nwr
= = —d >1 4.13
7] fasen Farn > (113)
Definition 89. Seja f : R — R uma funcgao periédica de periodo 2L, in-
tegmvel e absolutamente integravel em cada intervalo limitado; em particu-
lar, / |f (z)|dx < c0. Os nidmeros a,, paran >0, e b,, paran > 1, dados

em (4.12) e (4.13) sao definidos como os coeficientes de Fourier da func¢do f.
(A exigéncia da integrabilidade e integrabilidade absoluta de f € necessdria
para que as expressoes (4.12) e (4.13) facam sentido.)

Obs.:

|an|—’ / f(z Cos@d:p

< L[ @ eos 2 < L [ @1

L

o que d& sentido a integral.

4.4 Série de Fourier

Dada uma funcao f : R — R periédica de periodo 2L, integravel e absoluta-
mente integravel, que possa ser escrita na forma:

1 o0
f(x) ~ 500 + nz:; (an cos n_zx + b, sen n_zx) : (4.14)

a expressao do lado direito é a série de Fourier de f.
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Que relacao hé entre f e sua série de Fourier? Serd que a igualdade
sempre ocorre?

Vamos estudar as condigoes suficientes para que a funcao f seja igual a
sua série de Fourier.

Definition 90. Uma funcio f : R — R serd seccionalmente continua se
ela tiver apenas um numero finito de descontinuidades (todas de primeira
espécie) em qualquer intervalo limitado. Em outras palavras, dados a < b,
existem a < a; < ag < ... < a, < b, tais que f € continua em cada intervalo
aberto (aj,aj41), j=1,....,n—1, e existem os limites f (a; +0) = lim+ f(z)

x—)aj
e f(aj —0)= lim f(z).
x%a;
Observacdo: Toda funcao continua é seccionalmente continua.
Example 91. f(z) = —, = # 0, nao é seccionalmente continua, pois sua

descontinuidade em x = 0 é de sequnda espécie.

Example 92. A funcdio f: R — R definida por

nao € seccionalmente continua, apesar de todas as descontinuidades serem
de primeira espécie; acontece, porém, que, no intervalo (0, 1), hd um nimero
infinito de tais descontinuidades.

Examples de funcoes seccionalmente continuas:

Example 93. A funcdo sinal de z, definida por

+1, sex >0
stgnT = 0, sex=0
-1, sex <0

Example 94. A funcao

41, sex >0;
f(x)—{ 0, sex <0.
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Example 95. A funcao

1, se0 <<
f(x)= 0, se —m<z<0
e periodica de periodo 2w

Definition 96. Uma funcao f : R — R serd seccionalmente diferencidvel
se ela for seccionalmente continua e se a funcao deriwada [’ for também
seccionalmente continua.

Observe que a derivada [’ nao estda definida em todos os pontos: com
certeza f’(x) ndo existe nos pontos x onde f é descontinua; e mais, f’(x)
pode nao existir, mesmo em alguns pontos onde f é continua.

Example 97. As funcoes dos exemplos (93) - (17) anteriores sao seccional-
mente diferencidveis. Vamos pegar o exemplo (94):

f(x):{ r+1, sex >0; :>f'(x):{ 1, sex > 0;

0, se xz <0. 0, sex <0.

Example 98. A sequinte funcdo € continua, mas nao seccionalmente dife-
rencidvel:
V1—2? se |z| <1
f (ZE) = NN B g
e periodica de periodo 2

pois nos pontos onde f' € descontinua, a descontinuidade € de sequnda espécie,
1 1
pois pela regra da cadeia, temos:f = /1 —a? = f' = (—2z) 5 (1—a%)"2,

dat, f'(z) = _%1’2

sequnda espécie.

, que é descontinua em |x| = 1 com ela sendo de

Agora enunciamos um resultado que fornece condicoes suficientes para a
convergéncia da série de Fourier de uma fungao f.

Theorem 99. (Fourier) Seja f : R — R uma funcdo seccionalmente dife-
rencidvel e periodica de periodo 2L. Entao a série de Fourier da funcao f,
dada em (4.14), converge, em cada ponto x, para:

(NN

f(x+0)+ f(z—0)] = %ao+i <ancos$ + b, sen nLL:c) (4.15)
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Exercicio 1 Calcular a série de Fourier da funcio f definida no exemplo
3 acima e tragar o grafico da fungao definida por essa série. Compare esse
grafico com o grafico da funcgao.

Resolucao:

L
Célculo dos coeficientes: ag = / f () dx = onde o periodo da fungao
-L
é 2L, dai,

1 (" 1/ [ T 1
ap=—| f(z)de=— Ode+ [ ldz)=—-—(m—0)=1
) _, T \J_, 0 7r

para n # 0, temos:

1" 1"
an:z/Lf(x)cosn—Zxd:p,nZO; bn:—/ f(x)sen?d:p,

dai,

ay = l/if () cos (nz) dz = % (/iOCos (nz) dx+/0ﬂlcos (nz) dx) ,

™

resolvendo a integral,temos:

/ cos (nx) dr = —/ cos us
0 TJo n

B 1 [senu]m 1
T

it [sen (nm) — sen (0)] =0

n

™ 0 T
bn:l 3 f(x)sen(mc)dx:l(/ OSen(nx)d:E+/0 lsen(n:p)dx),

T T .

de modo analogo para b,,, temos

T 1 [/ d 1 nmw
/ Isen (nx)dx = —/ senu— = = [_COSU}
0 0 s

= —% [cos (nm) — cos (0)] = % [1 = cos (n)],

ou, para k=1,2,...:

1
= — 11— 2 =
bar Sy [1 —cos (2km)] =0
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2

bop—1 = {1 —cos|[(2k—1)]7} = m

2k—1r 1)

A série de Fourier de f sera:

(4.16)

1 (o]
- 2% — 1
2+; 2k—1 sen( )2

Pelo Teorema de Fourier, o grafico da funcao definida pela série é dado
pela figura 4.3 abaixo.

Figura 4.3: Grafico da série de Fourier da funcao do exemplo 95

Exercicio 2 Use os resultados do Exercicio 1 para obter uma expressao
s . m
em série para 1

~ ™ , - . , - .
Resolucao: No ponto x = 5 a série de Fourier ¢ igual a 1, em virtude do
Teorema de Fourier:

S0+ f 0=+ =1
logo,
1 (o]
1_§+;(2k¢—1) sen[(Qk—l)Q]
1 2 1
EZEZ(2k—1)Sen[(2k_l) }
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T > 1 s
GRS 2% — 1) =
1 ;(Qk—1)sen[( )2]’

1

ou, finalmente,
k—1

™ 1 1 1 1 (—1)
e A P N S -
4 375779 Z(Qk—l)’

00
k=1

que é conhecida como uma série de alternada que converge pelo teste de
Leibniz.

4.5 Séries de Fourier de funcoes pares e impares

Definition 100. Uma funcio f: R — R € par se f (x) = f (—=x), para todo
x € R. (Isso significa que o grdfico da funcao f € simétrico com rela¢ao ao
eizo dos y).

Definition 101. Uma fungao f: R — R € impar se f(x) = —f (—x), para
todo x € R. (Isso significa que o grifico da fungao [ é simétrico com relagao
a origem,).

Example 102. funcoes pares: f(x) = cos ?; f(z) =2, para n =
1,2, ..; outro: f(x) = |x]|.
Example 103. funcoes impares: f(z) = sen ——; f(z) = 2**7%; para
n=1,2,..; outro: f(z)=x.
Proposition 104. 1. A soma de duas funcdes pares é uma func¢ao par
2. A soma de duas fungoes impares € uma fungao impar.
3. O produto de duas fungoes pares é uma func¢ao par.

4. O produto de duas funcoes impares é uma funcao par.

5. O produto de uma funcao par por uma funcdao impar € uma fung¢ao
impar.

Demonstracao:
1 Sejam f, g : R — R fungoes pares

(f+9) (@) =f(2)+g(z)=f(=2)+9(=2) = (f +9) (-2
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2 Sejam f, g : R — R funcoes impares

(f+g)(x)=f(x)+g(x)=—f(—2)+[-g(—2)] = = [f (=) + g (—2)] =
—(f+g) (=)

3 Sejam f,g: R — R funcoes pares:

(fg)(x) = f(x)g(x) = f(=z)g (=) = (fg) (—x)

4 Sejam f, g : R — R fungoes impares:

(f9) (x) = f () g (x) = [=f (=2)] [=g (=2)] = [f (=2) g (=2)] = (fg) (=)

5 Sejam f : R — R uma fungao par e g : R — R uma fun¢ao impar:

(f9) () = f(2) g (z) = f(=2) [=g (=2)] = = [f (=2) g (=2)] = = (fg) (=2)

Proposition 105. (i) Seja f : R — R uma fungao par que é integravel em
qualquer intervalo limitado. Entao:

[=2]

(17) Se f: R —= R € uma fungdo impar e integravel em qualquer intervalo

limitado. Entao: ;
[ =
L

L 0
Demonstracdo:Seja f uma fungao par e considere aintegral/ f= / f+
, L L
/ f, temos que para y = —x

/OLf(:zc)dx:—/Lof(—y)dy=+/0Lf(—y)dy:/OLf(y)dy_

isso mostra que se f é par entao

[=2]

L 0 L
Analogamente, seja f uma funcao impar temos que / f= / f+ / f,e
L -L 0

para y = —x teremos
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/_OLf(x /f y)dy = /f =—/0Lf<y>dy

que mostra
L
J =
—L

Da proposicao anterior podemos estabelecer os seguintes resultados sobre as
séries de fourier de fungoes pares e impares.

(a) Se f for uma fungao par, periédica de periodo 2L, integravel e abso-
lutamente integravel, entao:

1 [L
:z/Lf( cos@dx— /f Cosde n >0,

pois o produto de duas funcoes pares é uma funcao par. E,

1 /L
:E/_Lf(x)senn—zxdx:(),nzl,

pois o produto de uma funcao par e uma funcao impar é uma funcao
impar.
Portanto, a série de Fourier de uma funcao par é uma série de co-senos.

(b) Se f for uma funcao fmpar, peridédica de periodo 2L, integravel e
absolutamente integravel, entao:

/ f(z cos—d:v—()

pois o produto de uma funcao par e uma funcao impar é uma funcao
impar. E,

nmwx

nwx 2 .
/ f (z) sen —d:p =7 Jo [ () sen Td:p

pois o produto de duas funcoes impares é uma funcao par.
Assim, a série de Fourier de uma funcao impar é uma série de senos.
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4.6 Calculo de Algumas Séries de Fourier

[) Seja f1 : R — R periddica de periodo 2L e definida por f; (z) = x, para
—L < x < L. Como f; é impar, teremos uma série de senos cujos coeficientes
Sa0:

9 [L
a, = 0; bn:—/ xsen@dx.
0

L L
fazendo a mudanca de variavel y = n—zx, obtemos:
2 ("L L 2L [T
b, = — — —dy = dy.
2| smvsent) sy = = [ ysen )y

Integrando por partes, temos

/ ysen (y) dy = [~y cosy|i™ + / cos (y) dy
0 0

= —nm cos (nm) — (0) + [sen (y)]," = —nm cos (n)
Logo
2L 2L
b, = e (—nmcos (nm)) = b, = o (—cos (nm)),

como

para n fmpar, cos (nr) = —1

para n par, cos(nm) =1
entao of

b, = — (=1)"*",
—(-1)

Portanto a série de Fourier da funcao f; é:

2L o (—1)"™! nrT
fl(x)N7nz::1( 77), . Sen —

e seu grafico é:
IT ) Seja fo : R — R periddica de periodo 2L e definida por

fo(2) = L—x para0<z<L;
2T L4+, para —L<2<0

Como fy é uma fungao par, temos uma série de cossenos, cujos coeficientes
sao:
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Figura 4.4: Grafico da funcao f;

o L
an:—/ (L—x)cos@dx
0 L

nmwx
fazendo a mudanca de variavel y = < obtemos:

=2L/mﬂm—wmﬂww

n?n? J,

Integrando por partes a integral acima, temos

ol



52 CAPITULO 4. SERIES DE FOURIER

/O”W (nm —y)cos (y) dy = [(nm — y)sen (y)|;"

_/Om —sen (y)dy =0 — 0+ [ cos ()i

= —cos (nm) — (—cos0)

=1 —cos(nm),

Logo,
2L
U = 5 (1 — cos (nm))

como

para n impar, cos(nm) = —1

para n par, cos(nm) =1
entao of

= oy 1= (1))

ou seja,para n = 2k, temos: aq, =0, k =1,2,... e paran = 2k — 1, temos:
2L 4L
g1 = —— 1 —(=1)]| = a1 =———, k=1,2,...
et (2k—1)27r2[ (=D = dai-s (2k — 1)° 72

Portanto a série de Fourier da funcao fs é:

grafico da funcao fs :
Observe que, em virtude do Teorema de Fourier, o simbolo ~ pode ser
substituido por =. Usando o Teorema de Fourier, para x = 0, obtemos:

’ 0_L+4L°° 1
2 w2k — 1)

ou seja,
L AL 1 ™ 111
k=

- 2]{: o 1 32 52 72
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W
L
f//h\\//f\\\//ﬂ\\x
| |
! | | :
-3k 2L -L I L {1 s

11 ) Seja f3 : R — R periddica de priodo 2L e definida por f3(x) = 22
para —L < x < L. Como f3 é par, teremos uma série de cossenos cujos

coeficientes sao:

n
fazendo a mudanca de variavel y = < obtemos:

2 (" (L \? L
= — _— —d =
an L/o (my) cos (y) —dy

2 2% [T, 2L% [T,
i | sy == [y os ) dy

Integrando por partes, temos

/ y? cos (y) dy = [y*sen (y)] ;" — / 2y sen (y) dy
0 0

:0—0—/ 2y sen (y) dy,
0

dai,

4L% [T
n — d
a 53 /0 ysen (y) dy
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Integrando novamente por partes, obtemos

/ ysen (y) dy = [~y cos (nm)];" — / — cos ydy
0 0

= —nmcos (nm) — 0+ [senyl”

= —nm cos (nm)

Logo,

a, = [—nm cos (nm)] =

n33

Portanto a série de Fourier da funcao f3 é:

L? 42 SN (-1)"  nmx
fs(x)’\“?‘i'ﬂz n2 L

O gréfico da funcao f3 é dado pela figura 4.5.

y A

LZ

\ 4

Figura 4.5: Grafico da funcao f3

Observe que, de fato, tem-se = em vez de ~, como consequéncia do
teorema de Fourier. Usando o Teorema de Fourier para x = L, obtemos:

P AP

3 2 n?’
n=1

L2

pois (—1)" e cosnm sempre terdao o mesmo sinal e assim, pela multiplicagao
dos dois termos, sempre teremos +1.
Ou seja,
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Capitulo 5

Equacoes Diferenciais
Ordinarias

5.1 Introducao

Este primeiro capitulo é uma revisao das equacoes diferenciais lineares de 1¢
e 2 ordem, oferecemos aqui uma nog¢ao do que seja uma equacgao diferencial
e algumas técnicas para resolver alguns problemas simples.

5.2 Equacoes Diferenciais de 1* ordem

Uma equagao diferencial ordinédria de 1* ordem é uma equacao do tipo

y = f(z,y) (5.1)

onde f : Q— R, é uma fungao dada e 2 C (a,b) xR é um conjunto aberto; x é
uma varidvel independente, pertencente ao intervalo (a,b), com a, b ntiimeros
reais a < b; e y = y(x) é a varidvel que depende de z. Qualquer fungao
y = ¢(x) que satisfaca a edo (5.1) é dita solucao dessa equacao. Isto é, se
y = ¢(x) é solugao entao ela satisfaz

@ _

o flz,0(x)), a<x<b. (5.2)

Podemos impor uma condigao inicial para essa equacao, qual seja,

y(@o) = Yo, (5.3)

quando consideramos a equagao diferencial (5.1) junto com a condigao inicial
(5.3) entdao dizemos que se trata um problema de Cauchy. Condigoes sao

27
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colocadas sobre a fungao f de modo que o problema de Cauchy

,:f<.§lf, )7 S ((I,b)
{ y(xf) = Yo, J;Z € (a,b), yo €R (5.4)

tenha uma tnica solucao. A priori, a nossa funcao f pode ser qualquer
funcao de duas varidaveis. Mas para se garantir existéncia de solugoes da
equacao diferencial (5.1) f teria de ser no minimo continua. Ha dois teoremas
importantes sobre existéncia de solucoes que enunciamos a seguir.

0
Theorem 106 (Picard). Se f de of forem continuas num dominio retan-

y
gular R = {(x,y) € R? : |z — x0| < a, |y — yo| < b} entdo hd um intervalo
|z — x0| < h < a no qual existe uma tnica solucao y = ¢(x) satisfazendo a
equacdo diferencial (5.1) e as condigoes iniciais (5.3).

Theorem 107 (Peano). Se f € continua num dominio retangular R =
{(z,y) € R* : |[x—x0| < a, ly—yo| < b} entdo hd um intervalo |x—zo| < h < a
no qual eziste pelo menos uma solugcio y = ¢(x) satisfazendo a equagio di-
ferencial (5.1) e as condigoes iniciais (5.3). Mas nesse caso, ndo se garante
unicidade.

Por exemplo, dada a equacao diferencial ordinaria

24 23 24\ /2
entdo y = — é solucdo dessa equacio, pois, ¥ = — e zy'/? =« <—) =
16 ’ ’ 4 16

r.x? a3 o, , ,
< =T Note que essa solucao nao é tinica, ja que y = 0 é também uma

solugao da equacao diferencial junto com as condigoes iniciais.

Example 108. A relacio 22 + y* = 25 € uma solucao implicita da equagdo

diferencial
d
y__Z (5.5)
dx Y

no intervalo =5 < x < 5.

De fato, por diferenciacao implicita, temos

ou

/ / T
204+ 2yy =0=9y = ——.
Yy
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Além disso, resolvendo x? + y? = 25 para y em termos de z obtemos y =
+v/25 — 22 as duas fungoes y = ¢1(x) = V25 — 22 ey = ¢o(x) = —V/25 — a2
sao solugoes explicitas da edo (5.5) no intervalo —5 <z < 5.

No caso mais simples em que a funcao f é linear em relacao a variavel y
a nossa equagao diferencial de 1* ordem se apresenta na forma

y' = a(z)y + B(x) (5.6)

onde a e f sdo fungoes reais quaisquer definidas no intervalo (a,b). Se su-
pomos que « e 3 sdo fungdes continuas em (a,b) entdo esta equagao tem
uma resolucao bem simples, pois se consideramos primeiro a equacgao linear
homogeénea associada a equacao (5.6), isto é,

Yy =a(r)y (5.7)

integrando em x temos

Iny = / a(s)ds + ¢,
onde ¢; é uma constante arbitraria, segue que
y(z) = Cel " al)ds (5.8)

é uma solugao da equagao homogénea (5.7) com C' = e°. Usando agora o
método de variagao dos parametros para y dada em (5.8) temos

y/ _ Clefza(s)ds + C(X(.T)efza(s)ds
substituindo tal resultado em (5.6) obtemos
C/efz a(s)ds + CO[(:L‘)efz a(s)ds _ Ca(x)efz a(s)ds + B(IE)

segue que )
C/ef a(s)ds _ B(IE)
o que nos da
O = ﬁ(:c)e_f a(s)ds
dai N
C=0C +/ B(s)e " a®dtgg (5.9)
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onde Cj é uma constante arbitraria. Logo, y dada por
y(z) = Cel " a(9)ds (5.10)

onde C é definida em (5.9) é a solugao geral de (5.6).

Vejamos alguns modelos mateméticos de algumas edos que podem ser
fisicos, bioldgicos, quimicos, etc.

Crescimento Populacional

Modelo de Malthus

Se P representa a populagao numa certa regiao num determinado instante
t entao

dP
- = kP (k constante de proporcionalidade)
Modelo de Verhulst P
— =(r—aP)P
onde r e a sao constantes.
Decaimento Radioativo
A taxa — a qual o ntcleo de uma substancia decai é proporcional a

quantidade A(t) da substancia remanescente no instante ¢

dA

pr kA (k< 0)
Remark 109. Uma unica equagao diferencial pode servir como modelo ma-
temdtico para vdrios fenomenos diferentes. Modelos matemdticos sao fre-
quentemente acompanhados por determinadas condigoes laterais. Por exem-
plo para o modelo de crescimento populacional esperariamos conhecer a po-
pulacao imicial Py e no modelo de decaimento radiativo a quantidade inicial
da substancia radioativa.

Lei de Resfriamento de Newton

De acordo com a Lei empirica de Newton do resfriamento, a taxa segundo
a qual a temperatura de um corpo varia é proporcional a diferenca entre a
temperatura do corpo e a temperatura do meio que o rodeia, denominada de
temperatura ambiente. Nesse caso, se T' é a temperatura do corpo e T}, é
temperatura do meio ambiente entao

dT

— =kKk(T-T,, (k .
= W =T,) (k< 0)
Disseminacao de uma doenca

Uma doenca contagiosa espalha-se numa comunidade através do contato
entre as pessoas. Seja x(t) o numero de pessoas que contrairam a doenga e
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y(t) o numero de pessoas que ainda nao foram expostas. E razoavel supor que

a taxa — segundo a qual a doenca se espalha seja proporcional ao niimero

dt

de encontros ou interagoes entre esses dois grupos de pessoas. Se supormos
que o numero de interagoes é proporcional ao produto xy entao

L
a7

k é a constante de proporcionalidade. Se a comunidade tem uma populagao
fixa de IV pessoas. O nimero de y é y = N — z. Assim
dr
dt
se no instante inicial haviam x, pessoas infectadas entdao z(0) = .
Misturas
No instante t = 0, um tanque contém )y kg de sal dissolvido em V}
litros de dgua. Uma solucao de sal em agua com ()1 kg de sal por litro entra
no tanque a uma razao de v litros por minuto e a solucao do tanque, bem
misturada, sai a mesma razao. Seja Q(t) a quantidade de sal no tanque num
instante . A taxa de variacao da quantidade de sal no tanque, no instante

kx(N — z)

t, d—cf, ¢ igual a taxa na qual o sal entra no tanque, menos a taxa na qual o

sal sai do tanque. Logo,

aQ v
- vQ1 — U—OQ(t)-

Mecanica
A lei do movimento de Newton diz que

F =ma

F é a forca externa, m é massa, a é a aceleracdo. Para um corpo que cai
livrcemente num vacuo, e bastante proximo da terra, temos que

w =mg

onde w ¢é o peso do corpo, m é massa do corpo e g é a aceleracao da gravidade.
Mesmo que a massa do corpo permaneca constante, seu peso, e a aceleracao
da gravidade, alteram-se com a distancia ao centro do campo gravitacional
da terra. Para um corpo muito distante da terra

k
v (R+ x)?
k constante. Em x = 0, temos que w = mg entao k = ng2 e, portanto,
mgR*
(R+x)?
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5.3 Equacoes Diferenciais de 2 Ordem

Uma equacao diferencial de 2¢ ordem, na forma mais geral, é uma equagao
do tipo

F(z,y,y,y") =0. (5.11)

onde z é a varidvel independente, e y = y(z) é a varidvel dependente, aqui
d d?

y = d—y, y' = —:Z, F(z,y,t,w) é uma fun¢ao dada. Em muitas situagoes de
x

muitos problemas de aplicagoes (na fisica, na matematica, etc.) a equacao
(5.11) se apresenta na seguinte forma

y' = f(x,y,9). (5.12)

Theorem 110. Se as funcoes f, f, e f, sao continuas numa regidao aberta
R do espago tri-dimensional zyv e se o ponto (zo,Yo,y,) estd em R, entdo
em algum intervalo em torno de xq, existe uma unica solugio y = ¢(x) da
equagao diferencial (5.12) que satisfaz as condigoes iniciais

y(@o) = yo, ¥'(x0) = Y- (5.13)
A equagao geral linear de segunda ordem pode ser dada no seguinte modo
Px)y" + Qx)y + R(x)y = G(x), (5.14)
onde P, ), R e G sao funcoes dadas.
Example 111. FEquacgao de Legendre de ordem «
(1—2*)y" — 22y +ala+ 1)y =0

Example 112. Fquacao de Bessel de ordem v

22y +ay + (22 — )y = 0.
Supondo P, ), R e G continuas num certo intervalo a < x < f3, e que
P nunca se anula no intervalo, podemos dividir a equagao (5.14) por P(x) e
obter uma equacao da forma

Y+ p(x)y + qlz)y = g(x). (5.15)

Theorem 113. Se as funcoes p, q e g sao continuas num intervalo a < x <
B, entao eziste uma e somente uma func¢ao y = ¢(x) que satisfaz a equagao
diferencial (5.15) e as condigoes iniciais (5.13).
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5.4 Solucoes Fundamentais

A equacao
y" +p(@)y’ +q(x)y =0 (5.16)

é a equagao homogeénea associada a equagao (5.15).

Theorem 114. Sey = y1(x) e y = yo(x) sdo solugdes da equagao diferencial
(5.16) entdo y = c1y1(x) + caya(x), (c1 € co constantes arbitrdrias) é também
solugdo de (5.16).

Duas solugoes y; e yo de (5.16) formardao um conjunto fundamental de
solugoes se toda solugao de (5.16) puder ser escrita como combinagao linear
de y; e yo. O Wronskiano de y; e y, é dado por

Wy, y2) = ’ YL — o (5.17)

(T

se W(y1,y2) # 0 entao y; e yo formam um conjunto fundamental de solugao
de (5.16). Isto quer dizer que as solugoes y; e ys sdo linearmente independen-
tes e toda solugao de (5.16) se escreve como combinagao linear dessas duas
solucoes.

5.5 Equacoes diferenciais com coeficientes cons-
tantes

Na equagao diferencial (5.14) se fazemos P(z) = a, Q(z) = b, R(x) = c e
G(z) = 0, com a, b e ¢ constantes reais entao ela se transforma na seguinte
equacao:

ay” + by +cy=0 (5.18)

E natural considerar uma solucao de (5.18) na forma:
y=ev (5.19)

com « sendo uma constante a determinar. Derivando y dada por (5.19) em
relacao a x, temos

y(2) = ae™

y//<3§') — a2eax
Substituindo os valores de y, y' e y” em (5.18) obtemos:

ac?e™ + bae® + ce® = ()
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que resulta na seguinte igualdade:
(aa® + ba + c)e™ =0
Como e™* ¢é sempre diferente, devemos ter que:
ac® +ba+c=0 (5.20)

A equagao (5.20) é conhecida como equagao caracteristica associada a equagao
(5.18). Temos entao trés casos a considerar: as raizes a de (5.20) sdo reais e
distintas, elas sao reais e iguais ou sao complexas conjugadas. Quando forem
reais e distintas, isto é, a; e ay satisfazendo a equacdo (5.20) entdo temos
duas solugoes linearmente independentes da equacao (5.18), dadas por:

yi(x) = e™", yo(x) = ™™,

Essas duas solucoes formam um conjunto fundamental de solugoes da
equagao (5.18) e, portanto, a solugao geral dessa equagao é dada pela com-
binagao linear dessas duas solugoes, ou seja, y dada por

Yy = Clealm + CQ@QQ‘T (521)

com ¢ e ¢y constantes arbitrarias, é a solugao geral da equacao (5.18). Se as
raizes forem iguais, isto é, a; = ay entao uma solucao é da forma y; = e*” e
a outra solucao linearmente independente com essa é dada por y5 = xe*?* que
¢é encontrada usando o método de variagao dos parametros. Logo a solucao
geral da equagao (5.18) nesse caso, é dada por:

y = 1™" + cowe®?* (5.22)

com c; e ¢y constantes arbitrarias. No caso complexo, uma das raizes sendo
da forma «q = r{ + iry uma solucao complexa é da forma

Yy = erl+ir2$ (523)

Se queremos as duas solucoes reais linearmente independentes da equacao
(5.18), para esse caso, basta tomar y; como sendo a parte real de (5.23) e ys
como sendo a parte imagindria (5.23), ou seja,

y1 = cos(raw)e™®,  yy = sen(rqx)e™” (5.24)
E a solucao geral de (5.18) é dada por
y = ¢y cos(rax)e™® + cosen(rqx)e™” (5.25)

com ¢; e ¢ constantes arbitrarias. Quando estamos resolvendo uma equacao
diferencial do tipo (5.18) satisfazendo condigbes iniciais entdo podemos de-
terminar as constantes c; e ¢y, ou seja, elas deixam de ser arbitrarias.
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Example 115. Considere a equagao diferencial
y" =5y +6y =0 (5.26)
com os dados iniciais dados por
y(0) =1, '(0)=2. (5.27)
A equagao caracteristica associada a equagdo (5.35) é dada por
7 —5r+6=0 (5.28)

cujas raizes sao
r = 2, o = 3 (529)

Logo a solugao geral de (5.35) é

y = c1€”" + cpe™ (5.30)

Como queremos que essa solugao satisfa¢a as condigoes iniciais (5.27) deve-
mos ter:

y(0)=c1+c=1
y'(0) = 2¢1 + 3cp = 2

resolvendo o sistema acima, obtemos, c; =1 e co = 0. Logo, a unica solugao
da equacao (5.35) que satisfaz as condigoes iniciais (5.27) € y = e**.

Example 116. Considere a equagao diferencial
y' =6y +9y =0 (5.31)
A equagao caracteristica associada a equagdo (5.35) é dada por
r?—6r+9=0 (5.32)

cuja raiz €
T = T9 = 3 (533)

Logo a solugao geral de (5.35) é

y = 1™ + cpre™ (5.34)
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Example 117. Considere a equagao diferencial
v'+y=0 (5.35)

A equacgao caracteristica associada a equagao (5.35) é dada por

P +1=0 (5.36)
cujas raizes complexas $ao
rL=1, ro=—i (5.37)
Logo a solugdo geral de (5.35) é
Y = €1 COST + Cosen . (5.38)

5.6 Exercicios

1. Resolva as seguintes equacoes diferenciais lineares com condicoes inici-
ais dadas:

(a) ¥ +y +y=0, y(0)=1, y'(0)=2.
() v +3y+y=0, y(0)=0, y(0)=1.

2. Encontre a solucao geral das equagoes diferenciais abaixo:

(a) ¥' =y +y =0,

(b) ¥ +3y =0,

(c) y" =9y =0.

3. Mostre que as equagoes abaixo tem duas solugoes linearmente indepen-

dentes e calcule o Wronskiano de cada uma delas:

(a) y"+y +2y =0,

(b) " +4y =0,

(c) y" =8y =0.
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4. Considere o problema nao homogéneo abaixo:
ay” +by +cy =g, (5.39)

onde a, b, c e g sao fungoes de x diferenciaveis. Suponha que y; e y, sao
solugoes linearmente independentes do problema homogéneo associado
ao problema (5.39):

ay” + by + cy = 0. (5.40)

Considere uma solucao particular de (5.39) dada por

Yp = C1Y1 + C2¥2 (5.41)

onde c; e ¢y sao fungoes de . Use o método de variacao dos parametros
para encontrar uma solugao particular y, de (5.39). Ou seja, suponha
que cyyy + chya = 0, derive (5.41) para obter y; e y, substitua esses
valores em (5.39) para obter o sistema

Y1+ Gy =
Y+ Y =

0
g (5.42)
a

Resolva esse sistema para c; e ¢y e encontre a solugao particular y, dada
por (5.41) onde ¢ e ¢y sao solugdes de (5.42). Logo a solugao geral do
problema (5.39) é dada por

y(@) = yp(x) + a1y (@) + c2ya()

onde ¢, e ¢y sao constantes arbitrarias.

5. Aplique o método de variacao dos parametros do exercicio anterior para
determinar a solucao geral dos problemas nao homogéneos abaixo:
(a) y"+y =-senx,
(b) ¥ =3y +y=¢,
(¢) y" — 2y + 4y = tan .



