3. Séries de Poténcias

Exercicios Complementares 3.4

3.4A Falso ou Verdadeiro? Justifique.

oo oo
(a) se Y |cn| € convergente, entdo > c,z™ é absolutamente convergente no intervalo [—1,1];
n=0 n=0

(b) se uma série de poténcias é absolutamente convergente em um dos extremos de seu intervalo

de convergéncia, entao ela também converge absolutamente no outro extremo;

(c) se uma série de poténcias converge em um extremo de seu intervalo de convergéncia e

diverge no outro, entao a convergéncia naquele extremo é condicional;

o0 o0
(d) se R & o raio de convergéncia de Y c,z", entdo V'R é o raio de convergéncia de Y c,z%";
n=0 n=0
o0
(e) se lim "™y/|c,| =L >0, entao a série Y. ¢, (z —a)" tem raio de convergéncia 1/L;
n—oo n=0
o0
(f) se > ¢, (z — a)" tem raio de convergéncia R > 0, entdao R também é o raio de convergéncia
n=0
P = n—1 = Cn n+1
das séries > nep (xr—a)' e Y (z—a)"
n=1 n=0 1 + 1
o
(g) uma série de poténcias > c¢,z™ pode convergir apenas em dois valores de z.
n=0
[e.°]
(h) se R > 0 ¢ o raio de convergéncia da série Y. ¢, (z —a)", entdo R ¢ também o raio de
n=0
= +
convergéncia da série Y. ¢, (z —a)""P.
n=0
— m e 241
(i) se lim ™\/|c,| = L > 0, entdo as séries > ¢, (x —a)*™ e Y ¢ (x —a)* ! tém raio de
n—0oo n=0 n=0
convergéncia 1/ VL;
o0 o0
(j) Se > cpx™ tem raio de convergéncia 2 e Y dpz™ tem raio de convergéncia 3, entao o raio
n=0 n=0
o0
de convergéncia de Y (¢, +dy)z™ é R=2.
n=0

3.4B Em cada caso determine o intervalo de convergéncia da série de poténcias:
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o0
3.4C Comece com a férmula T = > z", vélida para || < 1, e represente cada fun¢ao
n=0

por uma série de poténcias de z. Em cada caso determine raio e o intervalo de convergéncia.

() ) @y ()

(1-=)° (1+22)?
1 1+ 22 z3
(e) 2+ (f) m (g) n(1—=) (h) m
xT ZL‘2 — xr
Ot 055 Wity O

3.4D. Represente a fungao f (z) = eV por uma série de poténcias de z.

oo (—1)"
3.4E Use a série de e” dada em (3.8) e calcule o valor da soma ( 1221 .
n=0 T
1 o0
3.4F Use uma expansao em série de poténcias de = para T e mostre que Y on = 2.
— T n=1

xr
. . . €7 — . ~
3.4G Encontre uma série de poténcias para representar a funcdo ——— e, por derivacao termo
T

oo n 1
a termo, prove que —_— =
prove due 2. 6Ty

277 ¢, derivando o resultado,

3.4H Encontre uma expansao em série de poténcias de = para x
00 (_1)" (TL + 2) 2n+1 9

prove que Y =
n=2 n '

3.41 Derive duas vézes, termo a termo, uma série de poténcias que representa a funcao



20 SERIES DE POTENCIAS CAP. 3

oo (=1)"(2n+1
exp (—582) e mostre que Y (=D @n+1)

=1.
n=1 7'1,'2”

3.4J Dado um numero inteiro positivo k, considere a k-ésima funcao de Bessel de 1% espécie
Ji (), definida por:
o0
(-1)" T\ 2n+k
Te(@) =S ——L (7) .
k(@) Zn!(n—i—lc)! 2
n=0

2 334

x
(a) mostre que o erro cometido ao aproximar Jy (), 0 < z < 1, pelo polindémio 1 — = + 61
G

AT —5.
5304" é inferior a 107?;
(b) mostre que J§ = —Jy e [23J5 (x) dx = 23J3 () ;

(c) esboce os gréficos das somas parciais S3 (x) de Jo () e de Jp (x), no intervalo 0 < z < 2.

(_l)n—i-l (SC - 2)n

o0
3.4K Mostre que ln x =1In 2+ ,0<x <4
n=1 n2"
3.4L Usando a representagao In(1—¢%) = — > R |t| < 1, calcule In(1.2) com 3 casas
n=0 "N

decimais e compare o valor com o resultado obtido em uma calculadora.

3.4M Integrando termo a termo de 0 até = a série de poténcias de In (1 —¢) dada no ex-
o0 oo

ercicio precedente, mostre que oy oY =2+ (1 —z)ln(1l —z). Para que valores de x esta
n=2 M \N —

representacao é valida?

3.4N Integrando de x = 0 até = 1 uma série de poténcias que representa a fungdo xe”,

. R __1 1
mostre que —_— = —.
W o iinr2) ~ 2

1 (z) 1
egx) =
1-3z Y 3— 2z
determine os respectivos intervalos de convergéncia e em seguida obtenha séries para representar

f(x)e foxg(t) dt.

3.40 Desenvolva as fungoes f (z) =

em séries de poténcias de z,

3.4P Com auxilio da série de poténcias de arctg x, mostre que:

T 1 (=D
6_\/37;)3”(271—1—1)
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. U . . . L, . .
e aproxime - usando os cinco primeiros termos da série de arctg x, estimando o valor do erro.

3.4Q Se a probabilidade P,, de um féton receptor absorver exatamente n fétons é dada por

e\

P,=—"
n!

o0
, A >0, mostre que »_ P, =1.
n=0

Tet — 1

“In (1 —t¢
3.4R Represente as integrais / (t)dt e / dt por séries de poténcias de x, in-
0 0

dicando o intervalo de convergéncia de cada uma delas. Em cada caso o integrando em ¢t = 0 é

definido pelo limite quando ¢ — 0.

3.4S Usando uma série de poténcias adequada, aproxime cada integral dada abaixo com 4

casas decimais:

1/3 1/2 0.5 1
(a) / de (b) / arctg (2%)dz  (c) / e dz  (d) / ST e,
o l+a° 0 0 0

X

o0
3.4T Seja f(z) = 2+ 3z + 422 + --- = Y na" 2, definida para |z| < 1. Integrando duas
n=2
2—x

vezes, sucessivamente, esta série de 0 até x, identifique a fun¢do f como sendo W
-z
3.4U Tdentifique a funcdo definida pela série S° (n + 1) 2", Id 5 (n+2)a”
. entifique a funcao definida pela série P2 n z". Idem para P

L .. X sen(nx)
3.4V Falha na derivagio termo a termo. Mostre que a série ) ———=

n=1 n
mente em qualquer x e, ainda assim, a série de derivadas diverge quando = = 2nm.

converge absoluta-

Exercicios Complementares 3.6

3.6A Represente as seguintes fungoes em séries de poténcias de a:
(a) f () =€ (b) f(z) =zsenz  (c) f(x)=3"H
(d) f(@) =In(1+22) (e) f(z) =a?senz (f) f(x) = cos®x
() f (x) = et~ (b) f(2) =sen?z (i) f(z) = senha

(j) f(x) =sendx (k) f(z) =coshz (1) f(x) = cos3z

2 x
3.6B Em estatistica a fungao E (x) = / e~ dt recebe o nome de Fungao Erro. Encontre
0

Nz
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a Série de Maclaurin da fungao E (z).

3.6C Determine as constantes ag, a1, as, az € aq, de modo que:
3t —172% 4+ 3502 =320+ 17T =as(x —1)* + a3 (z — 1) +ag ( — 1)* + a1 (x — 1) + ao.

3.6D Para cada fungao f dada abaixo, encontre sua expansao de Taylor em torno do ponto

indicado:

(a) f(z) =vz;a=9 (b) f(z)=tgz;a=0 (c)f(z)=cosz;a=m/3

@) f@) =" sa=4 (¢) f()= ¥msa=1 (f) f(z)=senw;a=n/6
@ f@) = ia=1 () f@)=rsa=2 ()f@)=s——s0=3.

x2’ 3z

3.6E Qual a Série de Maclaurin do polinémio P (z) = ag + a1x + ax? + - -+ + apxz™?

1 —coszx
3.6F Encontre uma série de poténcias de z para representar a fungao f(z) = ——— e,
T

. l—coszx
usando o resultado, conclua que lim ——— =
z—0 X

3.6G Determine uma série de poténcias de x + 1 para a funcio f(z) = €2* e uma série de

poténcias de x — 1 para g (z) = Inz.

3.6H Uma funcao f (z) tem as seguintes propriedades: f (z) > 0, f'(z) = 2zf (z), Va € R,
e f(0) = 1. Encontre uma série de poténcias que represente a fungao f (z). Idem para uma funcao

g (z) com as propriedades: g (0) =0, ¢'(0)=1e¢" () =—g(z), Yz € R.

3.61I Preencha a seguinte tabela com os valores das derivadas indicadas, considerando as

seguintes funcoes f (z) = zsenz, g(z)=cos(z?), h(z)=In(1+2?) ep(z)= Oxe_tht :

FU90) | f9(0) | "9 (0) | P (0) | p'7 (0)

0.04

3.6J Encontre o valor aproximado de e7%9%4, com erro menor do que 5 x 107

3.6K Considere a fungao f : R — R definida por:

exp (—1/:(;2) ,se x#0

0, se x =0.

f(x) =
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Use inducéo e mostre que f() (0) =0,Vn =0,1,2,3,.... A fungdo f ndo pode ser representada
por uma Série de Maclaurin numa vizinhanca de z = 07 E a funcéo f analitica em z = 0?

o0
3.6L Suponha que uma fungao par tenha representagao em série de poténcias |, ¢,z". Mostre
n=0
que os coeficientes co,,—1 =0, Vn =1,2,3,.... E se a fungao fosse impar?

Exercicios Complementares 3.8

3.8A Usando a série binomial para f (z) = Nt mostre que:
oo
B 1:3:5-...-(2n—1) 54y
arcsen r = x + ng_l Wl @nt1)20 x , x| < 1.

3.8B Usando a série binomial para 3y/1 + z, calcule o valor de 31/25 com 3 casas decimais e

compare o valor com o resultado obtido em uma calculadora.
1
3.8C Calcule / V1 — 23dz com 4 casas decimais.
0
3.8D Para que valores de z podemos substituir senz por z, sem que o erro supere 5 x 10747
3.8E Substituindo cosz por 1 — z2/2, |z| < 0.1, qual a estimativa do erro?

3.8F Se |z| < 0.01, qual o erro cometido ao substituir v/1 + x por 1+ x/2?
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Respostas e Sugestoes

Exercicios 3.4
34A (&) V. b))V (¢)V (dV (¢)V () V (g F

3.4B (a) {3} (b)(=2,2) (o) (=L1) (d)(=1,1) (e)(=2,4) () (=1,1) (g) (=L,1] (h)
[=6,—4] (i) (=00,00) (j) {0} (k) (—00,00) (I) (—o0,00)(m) (2,4] (n) (=2,4] (o) (=1,1)
(p) e +1[<1/V5 (a) [F3] () (2,4)

3.4C
i 1 2) ™ )
(a) (n+ )(n+ )IE ; |$| <1 (b) E (_1)n+1 nl‘zn_l; |$| <1
n=0 2 n=1
s (o]
(C) Z 33471; |ZU‘ <1 (d) Z 4ngn |33| < 1/4
n=0 n=0
(e)iﬂ.’|<2 (f)_oo(2 1) et o] < 1
on+1 0 I¥ n " |x
n=0 =0
( ) i o | ’ 1 (h) i 4n—1 | ’ 1
g ;) < nain=1 |z| <
n=1 n—+ 1 =1
o0 3gn — g2
(i) 22 s | <1 W) 2 =g i el <2
n=0 =0
S 3nmn+1 1 (_1)71 1
(k) 3 S lal <2/3 UEDS {-+} o Jo] < 2
n=0 on+1 5n:0 3n+l 9on+1
34D§Oj‘%n/2 >0, 34E  3.4F d (_1 2 e o] < 1 F
— . B —— . = — nx < ] aca
= Ve (1-— x)2 dr \1—=x = ) G
x=1/2.
et — 1 00 xkfl d et — 1 %) (k‘ o 1) xkfz o nl‘nfl
3.4G = - _ (k=™ _ A ;
T k; k! dx ( T ) k§2 k! ngl CE] gora faca
rz=1

3.4J (a) R=0c0 (b) Jy ~ S3(z), com erro menor do que ag = 6.7 x 1076 3.4L In (1.2) ~
0.1822

e8] o0 21’L n
840 f(x)= Y 8" lal <1/3%  g(@)= Y ooy lel <3/2
n=0 n=0
, [e%e) 1 (e’ Qntn+1
ngn L 1/3; Fg)dt=Y ————=; |t 2
f'(@) 3 n3han s fal <1f3 fyg(hdi= 3 Dy <3/

00 (_1)71 m2n+1
= arctg 1. Na série arctgz = >

3.4P Observe que % = arctg (1/V3) e Py BEC T

N
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1, faca x = 1/\/§ e x = 1 para obter, respectivamente:

3

r_ 1y )" T i (= 0.835; E < 0.0909
—=— —— e — = ~ (.835; ag ~ 0. .
6 V34 (2n+1)3" 4- ot ’ 6

oo ¢ntl In(l1—t o ¢n Tln(l—t oo n+1
34RIn(1—1t) = — = n ( ):_ ﬁ/ Mdt:_zxi?’
n:0n+1 t n:On"i_1 t n:O(ﬂ‘f’l)

representagao valida para |z| < 1.

et —1 1 Tet 1 o g
=3 = dt = Y ——, representagao valida em qualquer x real.
t = n! o t = nln

3.4S (a) 0.3299 (b) 0.0413 (c) 0.4849 (d) 0.9460

3.4U f (z) = (1_1:1:)2, lz] <leg(x)= (24__;)2, |z] < 2.
Exercicios 3.6
3.6A
(a) e_”2:7§0(_12:!w2n;$6R (b)xsenx:nio:()%;xe}l%
(c) 31 = 371;0 (ln?;z!" n; z€eR (d) In (1 +2%) = ,20 (_12::6?”; lz] < 1
(e)x%enxzé{)%;m#@ (f)cong:zl—l—%ni;W;xeR
(g) e *e4§( )”xn sz eER (h) sen? x—%il(lz()zx)%,meR
(i) senhz = nio (;:::)!; x €R. (j) sen (4x) = nio (_1)(25111;’;2““; zeR
(k) coshngoéz;!;xe}l% Q) Cos(3x):7§:0w;xeR
3.6B Integrando a série obtida em 3.4A(a) de 0 até x, obtemos F (z) = } i %

3.6Cay=6,a1=—-1,a0=2,a3=-5eag =3.

3.6D
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w1 135, (2n—3) .
() VE=3+ (@ —9)+ 5 (-t A2 T (g
(b) tgx:a:—i—%:c?’—l—%f—l—---
1
(c) cosz = 5 B(r—7/3)—3(x— 7/3)* + ‘1/23 (z —7/3)*
00 —4\"
(d)e‘”:e‘l.ex 4_642(37 '>
n=0 n
(&) Yo =1+ (w—1)/3— (z—1)2 /3 +5(w—1)° /31 -
() sene =+ — §) ~ 34— 5~ FH - §°+
1 o]
@) =2 )" (r+(@-1)"0<e<2
L& () @)
h) — =12 /2 & 2/
( ) 3x 3n§0 2n+1
. 1 = (-2 (z-3)" 1 13
3.6E P (z) = Y apz®, sendo ap, = 0 para k > n + 1.
k=0
1—cosxz 1 < (=1)" z?n Qo (—1)"z?n-t 2 xd 2l
36F BT _ gy T T T Y e da
T 2 n;() (2n)! ) nzz:l (2n)! R T TR ¢ dal
. ,1—coszx
segue que :}:I—%(T) =0.
% 9 (3 +1)"
3.6G 2 = 2@H]) . g72 — =2 (xn—'i— ) sz €eR
n=0 .
.1 % (—1)" (@ — 1)
Inzy = [, ————dt = 2
nz = [ S ngo o ,0<z <

2n

o o 00 (_l)nm2n+1
BT =2 0= 2 T r

3.61 Todas as derivadas devem ser obtidas a partir das respectivas séries que representam

as funcoes. Da expansao de Maclaurin, sabemos que os coeficientes ¢, das séries sao dados por

f™ (0) = nle, e com cuidado vocé deve encontrar:

U0 =0; fO(0) =28 g9 (0) = K0 (0) =

_ 20,
10°

P17 (0) = 8.

3.6J Aproxime a série de e~ determinada no Exercicio 3.4A(a) pela soma parcial Ss () e,

em seguida, faca x = 0.2 para obter ¢~0-04

~ 0.9608, com erro menor do que 1.06 x 107°.
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Exercicios 3.8

3.8B V/25 = 3¢/25/27 = 3{/1 —2/27 e usando a série binomial com o = 1/3 e z = —2/27,

encontramos a aproximacao v/25 ~ 2.9262.

3.8C Considere os trés primeiros termos da expansao de (1 - x3)1/ 2, integre de x = 0 até

xz = 1 e obtenha

1
/ V1 —x3dx ~ 0.8572.
0

3.8D |z| < v/0.06 ~ 0.57 3.8E F <08x107%® 3.8FF < 1.3 x 1075.
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