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1. Seqiiéncias Numéricas

Exercicios Complementares 1.2

1.2A Dé exemplo de uma seqiiéncia {a,}, ndo constante, para ilustrar cada situagao abaixo:

(a) limitada e crescente (b) limitada e decrescente
(c) limitada e ndo mondtona (d) nao limitada e néo crescente

(e) nao limitada e ndo monétona (f) mondtona e nao limitada.

1.2B Em cada caso abaixo, encontre os quatro primeiros termos da seqiiéncia:

(@) an= —— (b)) by= vV TT— i (¢) en=(—1)"n.

T om—1

n
1.2C Esboce o gréfico da seqiiéncia de termo geral a,, = e verifique quantos pontos da
n

+1

forma (n,a,) estao fora da faixa horizontal determinada pelas retas y =4/5 e y = 6/5.

1.2D Dé exemplo de uma seqiiéncia limitada e ndo mondtona que possui uma subseqiiéncia

crescente.

1.2E Expresse pelo seu termo geral cada seqiiéncia dada abaixo:

(a) 1,1/2,1/3,1/4,...  (b) 1/2,1/4,1/8,1/16,... (c) 1,0,1,0,1,...

(d) 0,2,0,2,0,2,0,...  (e) 1,9,25,49,81,... (f) 0,3,2,5.4,...

(2) 2,1,3/2,1,4/3,1,... (h) 0,3/2,-2/3,5/4,—4/5,... (i)1,3/2,2,5/2,3,...

G) —4,-2,—-4,-2,... (k) 1/2,—-1/4,1/6,—1/8,... (1) 1,10,2,102,3,103, . ..

1.2F Classifique as seqiiéncias do Exercicio 1.2E quanto & limitagdo e monotonia e selecione
de (e), (f) e (1) uma subseqiiéncia crescente. Qual daquelas seqiiéncias possui um subseqiiéncia
constante? Recorde-se que: (i) toda seqiiéncia é uma subseqiiéncia dela prépria e (ii) uma seqiiéncia

possui uma subseqiiéncia constante quando essa constante se repetir uma infinidade de vézes!

1.2G Considere as funcoes f (z) = cosz, g(z) = senz e h(z) = (1+2)"'. Encontre ex-

pressoes para as derivadas de ordem n dessas fungoes, no ponto z = 0.
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1.2H Determine o sup e o inf das seguintes seqiiéncias:

{—n?+n}, {Zz}’{gn{z;}’{li}’{ln”}’ {nsnjn} {(-2)"}.

1.2I Dé exemplo de uma seqiiéncia {a,} nao constante, crescente e limitada superiormente.

Por observacao de seus termos, estude o comportamento da seqiiéncia quando n — oo. Faca a

mesma andlise com uma seqiiéncia decrescente e limitada inferiormente.

1.2J Dé exemplo de uma seqiiéncia {a,} cuja distancia entre quaisquer dois termos consecu-

tivos é igual 4.

1.2K Deé exemplo de uma seqiiéncia {a, } com as seguintes caracteristicas: os termos de ordem
par estao entre 3 e 4, os termos de ordem fmpar estao entre 4 e 5, mas todos se aproximam do

nimero 4, & medida que o indice n vai aumentando.

1.2L Considere a seqiiéncia de termo geral a, = 1 + % sen (2"J§2)7r. Escreva os 10 primeiros

termos da seqiiéncia (a,) e calcule agp;.

Exercicios Complementares 1.4

1.4 A Falso ou verdadeiro? Procure justificar as afirmacces falsas com um contra-exemplo.

a) toda seqiiéncia convergente ¢ limitada;
b) toda seqiiéncia limitada é convergente;
¢) toda seqiiéncia limitada é monétona;

d) toda seqiiéncia mondtona é convergente;

(
(
(
(
(e) a soma de duas seqiiéncias divergentes é divergente;
(f) toda seqiiéncia divergente é nao mondtona;

(g) se uma seqiiéncia convergente possui uma infinidade de termos nulos, seu limite é zero;
(h) toda seqiiéncia divergente é nao limitada;

(

i) se uma seqiiéncia possui uma subseqiiéncia convergente, ela prépria converge;

(j) toda seqiiéncia alternada ¢é divergente;
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(k) toda seqiiéncia decrescente limitada é convergente e seu limite é zero;

(1) se uma seqiiéncia {a, } diverge, entao {|a,|} também diverge;

(m) se a seqiiéncia {|ay|} converge entao {a,} também converge;

(n) se a seqiiéncia {|a,|} converge para zero, entéao {a,} também converge para zero;
(o) se ap, < by, Yn, {a,} crescente e {b,} convergente, entdao {a,} converge;

(p) se {an} é convergente, entao {(—1)" a,} também converge;

nany

(q) a seqiiéncia {a,} definida por a1 =1 e ap41 = I ¢é convergente;

(r) a seqiiéncia {ay} definida por a1 =1 e ap41 =1 — a, é convergente;

an+1
Gn

(s) se ap # 0, Vn, e lim =[< 1, entdao lim a, = 0.

n—oo

1.4B Dé exemplo de duas seqiiéncias {a, } e {b,} tais que lim a,, = 0e {a,b,} seja divergente.
n—oo
Por que isso néo contradiz o Critério 1.3.97

1.4C Usando a definicao de limite, prove que:

1 sen (n5 + n) o 3n?241

(2) fim 57— =5 () im ————=0 (¢ lim —5—=3

5+n 1 . . 1
(@) i osn =3 © i o = (f)qjggo<2+n>—2
1.4D Calcule o limite das seguintes seqiiéncias:
n—1 T Inn 4n? — 3n n? n?

(D) 0B :

(a)n—{—l (b) nsen n (c) en ()n2—|—5n—6 (e)n—|—1 n+2

n—3 n
(k) nt ) oy + (i) (m) 2 ) VZtn () VaTI-ya

no (_9\" n! n " VnZsen (n?
W Va0 @ I g e B P

1.4E Em cada caso verifique se a seqiiéncia é convergente ou divergente:
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on 1 2"
() Vn?+1=vn  (b) — (c) VEilJn D) T2

n? n? (=" 1:3-5-...-(2n—1) n (=1)"
©) 51 1 B (&) nl2n ) o+
. " ) n! n?
) () 5 Ois5 2oy Yomrn

(m)In(e®—1)—n () 1+ (=" (o) Vn2+1—yn+1 (p) sen (nm/2)

1.4F Prove que lim (3" + 4”)1/" =4. Sea,b > 0, mostre que lim (a" + b”)l/” = max {a, b} .

n—oo n—oo

1.4G Se |r| < 1, use o Critério da Razao 1.3.17 para mostrar que lim nr"™ = 0. Se r > 1,
n—oo

mostre que lim r" =o0. Ese r < —17
n—oo

1.4H Mostre que (1+7+7%4---+7"1)(1—7r) =1 —7r" Se |r| < 1, use essa relaao e
deduza que

lim (1+r—|—---+r”_1): !

n—oo 1—7r

Agora, identifique a seqiiéncia v/2, v/2v/2, 1/ 2V 2v2, . . . com aquela de termo geral a,, = 92 +ittaw

e calcule seu limite.

1.41 Seja {b, } uma seqiiéncia convergente, com b,, # 0, Vn, e lim b, # 0. A partir da defini¢do
n—oo
de limite, mostre que a sequéncia {1/b,,} ¢é limitada. Isto foi usado na demonstragao da Propriedade

1.3.7(e).

1.4J Mostre que lim sen(i) : sen(i) csen(—z) - ...- sen(l)] = 0. (na@o use o produto de
n—00 922 32 n2

limites!)

1.4K Considere a seqiiéncia cujos termos sao definidos pela recorréncia: a3 = 5 € an+1 = /an.

Estes termos podem ser gerados em uma calculadora, introduzindo-se o nimero 5 e pressionando-se
a tecla [/ |

(a) Descreva o comportamento de {a,} quando n aumenta;

(b) Convenca-se de que a, = 572" e calcule lim a,,.
n—oo

1.4L Em uma calculadora uma seqiiéncia é gerada introduzindo-se um niimero e pressionando-

se a tecla . Em que condigoes a seqiiéncia tem limite?
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1
1.4M Seja f : R — R uma funcao derivével com f (0) = 0. Calcule lim nf(—). Quanto vale
n— o0 n

1
lim n arctg(—)?
n

n—oo

1.4N Seja f : R — R uma funcdo derivdavel tal que f(z) > —1, Vz, e lim f(xz) = 0. Dé

T— 00

In(1+ f(n))
f)y

exemplo de uma tal fungao e calcule o limite da seqiiéncia a,, =

1.40 Considere a seqiiéncia (a,) definida pela recorréncia: a; = 1 e a, = ap—1 + cosa,_1,

para n > 2. Mostre que (a,) ¢ mondtona limitada e, portanto, convergente e que lim a,, = 7 /2.

1.4P Uma populacao estdvel de 35.000 passaros vive em trés ilhas. Cada ano, 10% da po-
pulagdo da ilha A migra para ilha B, 20% da populacao da ilha B migra para a ilha C e 5% da
populacdo da ilha C migra para ilha A. Denotando por A,, B,, e C},, respectivamente, os nimeros
de pédssaros nas ilhas A, B e C, no n-ésimo anoantes da ocorréncia da migracao e admitindo a
convergéncia das seqiiéncias {A,},{Bn} ¢ {Cp}, dé¢ uma aproximacao do nimero de passaros em

cada ilha apds muitos anos.

Exercicios Complementares 1.6
1.6 A Use o Método de Inducao Finita para provar as seguintes relagoes:
(a) 1+3+5+...+(2n — 1) =n?
(b) 12422 + 32 4. £ n? = én(nﬂ) (2n 4+ 1):

() 134+23+33+ ... +nd= [

(d) 12+32 452+ ..+ (2n —1)° = L(4n® —n);

. 1_ 2n+1
() M+a)(1+2?) (1+a?) .- (1+2%) = %, o ponto de partida é n = 0;
n (k+1)> n+1
f In|{———-| =In2+1 .
()k;n k(k+2) netin n+2

1.6B Mostre que n (n2 + 5) é divisivel por 6. (sug. use o Exemplo 1.5.3).

1.6C Uma funcao f : R — Rsatisfaz a: f(xy) = f (x)+f(y), Vx,y. Prove que f (a") =nf (a).
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n n!
1.6D Represente por < k> o coeficiente binomial m, onde k e n sao nimeros inteiros
'(n—k)!

positivos e k < n. Mostre que:

@ (20)+ ()= ()

(b) (@ +y)" = 3 (Z) et

k=0
1.6E Demonstre a seguinte regra de Leibniz para derivagao:

n

IIEEDY <Z> FrRgh,

k=0
1.6F Seja r > 0 um ntmero real. Mostre que (14+7)" > 1+ nr + n(n2—1)r2 e deduza a
partir daf a desigualdade de Bernoulli: (1 +7)" > 1+ nr.
—rn

n—1 _

1.6G Se r é um ntimero real # 1, mostre que 1 +7r+7r2+ ...+ 7 . De forma mais

—r
geral, vocé pode demonstrar que se x e y sao nlimeros reais, entao:

2=yt = (@ —y) (@ 2" Py ey Py ) neN

1:3:5-...-(2n—1) _ 1

1.6H Most > —, VneN

ore A 5T 6. . 2n) 2 'S
1.6I Mostre que lim Ln =00, Y/n=0,1,2,3,...

z—oo (Inx)
oA , . (1 — n) bn—l ’
1.6J Uma seqiiéncia {b,} ¢ definida por: by = —1 e b, = ———F——, n > 2. Use o Método
n

(="
nln

de Inducao Finita e prove que b, =

1.6K Considere a seqiiéncia de Fibonacci: a3 =1, as =1 e a, = ap_1 + ap_o, para n > 3.

Mostre que

o= g [(148) " - (1-8)'].

. s A . n
1.6L Considere a seqiiéncia a,, =

(n+1)!

e mostre por indugao que

1

a1+a2+a3+...+an:1fm.
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1.6M Em cada caso abaixo, encontre o primeiro inteiro positivo ng para o qual a sentenca
¢é verdadeira e, usando a extensao do Método de Indugao, prove que a sentenca matemédtica é

verdadeira para qualquer niimero inteiro maior do que ng :
(a) 10" <n™ (b)n?+18<n® (c)5+logyn <n (d) 2n+2<2"

(e)2n<n!  (H)n+12<n?  (g) nlogyn+9<n? (h)n?<2"
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Respostas e Sugestoes

Exercicios 1.2

124 () {7} ) {3} ©{-D"} @ {-n} @ {(-1"n} 0 {n}

1.2B

(a) 1¢1/371/571/7 (b) \/5_ 17\/3_ ﬂ72 - \/3,\/5—2 (C) _1727_374

1.2C Os termos aq,as e ag estao fora da faixa; o termo a4 estd na fronteira e a partir do
quinto todos os termos estao dentro da faixa.

(=D" —1

¢ limitada e nao mondtona e a subseqiiéncia ag,_1 = 5 7
"’L —

1.2D A seqiiéncia a, =

é crescente.

1.2E

(@) n (b) 12" (0 L+ (=12 (@ 141" (&) =1 () (-1)"+n (g)
_1\n—1 n . o -
: 1)n:l w6 ;rl ) -3+(-1)" () ;31 W) 1+ (=)™ 102 +
1+ (4)"*1]717le

1.2F Limitada: (a), (b), (c), (d), (g), (j) e (k); Crescente: (d); Decrescente: (a) e (b). Em
(e), (f) e (1) as subseqiiéncias pares sao crescentes e (c), (d), (g) e (j) s@o as unicas que possuem

subseqiiéncias constantes.

1.2G (™ (0) = cos(n7/2); g™ (0) =sen(n7/2); h(™ (0) = (=1)"n!

1.2H | —n?+n | 2"/n! | 2/Bn—4) | (=2)" | 1—=1/n | Inn | 3n?/ (n® +n)

sup 0 2 1 00 1 o0 3

inf —00 0 -2 —00 0 0 3/2

n

1.2T A seqiiéncia de termo geral a,, = é crescente limitada e seus termos se aproximam

de 1, quando n tende para oo.

1.2 a, =2(—1)" 1.2K a, =4+ (=1)""! /n.

Exercicios 1.4

14A @)V OF ©F @F ©F OF gV WF OF (F WEF (O)F
MF @V @V ®F @V 0F (5)V
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1.4B Considerando as seqiiéncias a, = 1/n e b, = n?, entdo a seqiiéncia a,b, = n é divergente

com limite co. Nesse caso, a seqiiéncia b, nao é limitada, como exige o Teorema 1.2.9.

14D ()1 )7 (0 (4 (1 () ¥ ()15 Mo () -32 () (1
MO Mo @1 (0 ML (@1/3 @)oo (50 ()0

14E (@)D (b)C (C @)C (©C HC (5C WC HHD (HC WC (D
(m)C () C (0) D

1.4H Para comprovar a relacao (1 +r+r+4+--- 4+ r”_l) (1 —r) =1—r" & suficiente distribuir

o produto do lado esquerdo. Se |r| < 1, entdo r™ — 0 e, sendo assim, lim (T‘ +r2 4t r”) =
r

1—r

. Para r = 1/2, obtemos lim (% + % + % 4+ -+ 2%) = 1 e, conseqiientemente, lim a,, = 2.
1.4L A seqiiéncia convergird se o nimero r introduzido na calculadora for igual a +1.

1.4M Usando a defini¢ao de derivada, é facil deduzir que lim nf’(1/n) = f'(0). Para f (x) =

1
arctg z, temos f' (x) = a2 dai f'(0) = 1. Assim, lim narctg(l/n) = 1.
T n— o0

1.4N A funcdo f (z) = —exp (—1/2?), para z # 0 e f(0) = 0 atende as condi¢des exigidas e

lima, = 1.

1.4P Temos que A,+1 = 0.94,, + 0.05C,,, B,+1 =0.14,, + 0.8B,, ¢ Cp,+1 = 0.95C,, + 0.2B,,.
Denotando, respectivamente, por A, B e C os limites das seqiiéncias {A4,} ,{Bn} e {Cy}, encon-

tramos 10.000 na ilha A, 5.000 na ilha B e 20.000 na ilha C.
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