6. EDO de Ordem Superior

Exercicios Complementares 6.3

6.3A Usando a Defini¢ao 6.1.3 ou o Teorema 6.1.9, mostre que as func¢ées dadas sao solugoes

LI da edo indicada.

(a) y1 (z) =senw, y2 (v) = cosx; y' +y=0;

b) y1 (z) = =2, yo (z) =senz, y3 () = 3cosx; " —y =0

(b) y Y Y y" =y

(c) y1(z) =€®, y2(z) =e %, y3(z) =senz, ys (z) = cosz; yW —y=0;

(d) y1 (z) = €%, y2(z) = ¥, yo(a) =€ y" —6y" + 11y — 6y = 0.

6.3B Encontre a solugao geral das seguintes edo’s:

(a) y" =3y +2y=0 (b) y® +4y =0

(c)y" —6y" +11y —6y =0 (d) 8y” +4y +y=0

(e) y™ + 5y”’ =0 (f) y" —3y" +4y —2y =0
@y =y =y +y=0 (h) 4y +2y" +y =0

6.3C Em cada caso, verifique que as func¢oes dadas sao solugoes LI da edo indicada e determine

a solucao geral.

(a) 91 (2) = cosz e ya (z) = sen; yW — 4y + Ty — 4y + 6y = 0;

(b) y1 (z) = e** cosz e y2 (z) = 2T sen x; y @ — 8y + 32y — 64y + 64y = 0;

(c) y1 (x) = €e®cosx e yo (x) = €” sen x; Yy — 6y +19y" — 26y + 18y = 0;

(d) y1 () = € e ya (2) = ze™™; Yy —y@W =2y 42y 4 —y =0;

(e) y1 (z) = €%, yo (z) = e % e y3 (x) = 27; y© — 5y 1+ 16y 4 36y" — 16y’ — 32y = 0.

6.3D Qual a solucao geral de uma edo linear homogénea com coeficientes constantes, cuja
equacgao caracteristica possui as seguintes raizes: 2,2,2,3 — 44,3 + 44,3 — 44,3+ 44,3 e 37 Qual é a

edo?

6.3E Encontre a edo de segunda ordem com a seguinte familia de curvas integrais:
(a) y = C1x + Cox?  (b) y = Cre® + Coze™™ (c) C1e® + Coe®®.

6.3F Com o Método dos Coeficientes a Determinar (MCD), encontre a solugao geral da edo.
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(a) ¥ —y — 2y = 4a? (b)y =5y =(x—1)senz + (x + 1) cosx
)y +2y+2y=1+2> (d)y'+4y +8y=za+¢€"

(e) y" = 922 + 2z — 1 (f) y" =3y +2y =¢" — 2e?* + senx
)y —y' —y +y=2> (h)y —5y=a"e" —ze

)y —y=1+xe* () ¥y —6y" + 11y’ — 6y = 2xe™™

k) y® +4y=22-32+2 (1) y" —y=3senz —cosz

6.3G Encontre a solugao geral das seguintes equagoes de Euler-Cauchy:
(a) 42%y" — 4xy’ + 3y =senln (—x), x <0 (b) 2%y” —3zy +3y =0
(¢) 22y —ay +2y =1+ (Inz)?, >0 (d) 22y" — 3xy' + 3y =Inz, x>0
(e) 23y — 3ax2y" + 6xy’ — 6y =0 (f) 2%y" — 62y’ =0

6.3H. Considere as fungoes y; () = z™senln (") e ya (x) = 2™ cosln ("), definidas para
x > 0. Calcule o wronskiano w (x) dessas fungdes e encontre uma edo do tipo Euler de segunda

ordem possuindo y; e y2 como solugoes.

6.31. Com o Método de Variacao dos Parametros (MVP), encontre a solugao geral da edo.

4
(a) y' =2y +y=a'e (b) y' + —y =2
)y =2y +y=a P (d) y" + 4y = sen? 2z
(€) ¥ =2y +y = e +2ze” (f) 2%y =2y = (z — 1) a2
(g) y/// + :C_Qy/ _ m—?,y — l‘_2 Inz (h) y/// + y/ — gec .

6.3J Verifique que as funcdes z1 (t) =t e z3 (t) = 1 + t? sdo solucdes da edo homogénea:
(> —1)&—2ti+22=0
e usando o MVP encontre a solugao geral da edo nao homogénea:
( —1) & —2td + 20 = (1—2)°.
6.3K Considere a edo nao homogénea:
%% + 3t%% = 1.

Verifique que as fungoes =1 (t) = 1, z2 (t) = texs (t) = 1/t, t > 0, sdo solugdes LI da edo homogénea

associada e, usando o MVP, encontre a solugao geral da edo nao homogénea.
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6.3L Qual a solucdo da equacio de Euler-Cauchy z2y” — 2y’ 42y = 0 que satisfaz as condicoes
iniciais y (1) =1 e 3/ (1) = 47

6.3M Encontre a solucdo da edo x2y” + xy’ + y = Inz que satisfaz as condigdes y (1) = 0 e

y' (1) =2
2 2

6.3N Mostre que as funcoes sen 22 e cos 22 sdo solucoes LI da edo zy” —y' + 423y = 0, embora

o wronskiano seja nulo em x = 0. Por que isso nao contradiz os fatos teéricos (Observagao 6.1.10)7

6.30 Verifique que no intervalo ]0, co[ as fungoes y1 (z) = sen (1/x) e y2 () = cos (1/z) sao
solucoes LI da edo zy” 4+ 223y’ +y = 0 e encontre a solucdo que satisfaz as condigoes y (1/7) = 1
ey (1/7) =—1.

6.3P Considere a edo:

y' +a(@)y=>(z),

sendo a (z) e b (z) fungdes derivaveis. Se y; (z) e ya (x) sao solugoes LI da edo homogénea associada,

mostre que a solugao geral da edo nao homogénea vem dada por:
y(@) =01 (@) [ @)b@)do+ (o) [ ()b de
6.3Q Considere a edo de segunda ordem:
y' +a1(2)y +ao(x)y =b(z),

com ag (), aj (x) e b(x) continuas. Se ¢ (z) ¢ uma solugao nao nula da edo homogénea associada,

mostre que a substituicao y = ¢z leva a edo a forma:

d
. (gogz') +ap (cpzz’) = b,

que possui fator integrante I = exp (f ay (z) dx) .

6.3R Usando o método descrito no exercicio precedente com ¢ (z) = = ou ¢ () = €*, deter-
mine a solugao geral das seguintes edo’s:
(a) 2y —(z+3)y' +3y=a (b)) (1-2)y" +ay —y=(1—a)
() (1+2?)y" =22y +2y=0 (d)zy’ — 2z +1)y +(z+1)y=0.
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Exercicios Complementares 7.4

7.4A Com auxilio do Método da Série de Taylor, encontre a solugao em série de poténcias de

cada PVI dado a seguir:

(a) y =2*+9% y(0)=1 (b) y' =sen (% +y), y (0) = 7/2
(©y =z+sen(zy),y(0)=1 (d)y =2y>+1,y(1)=1

7.4B Considere o mesmo exercicio precedente para os p.v.i de segunda ordem:

y//+y:0 y//:xQ_y2
! (b) /

y(0)=1, ¥y (0)=1 y(0)=1,4"(0)=0

y" —2xy’ 4+ 6y =0 y" —2xy + 22y =0
(c) d

y(0)=-1, y(0)=0 y(0)=1, ¥y (0)=-1

y"—2:cy’:3:2 "+ 2zy +y =0
© , 0 ,

y(1)=0, ¥ (1)=1 y(0) =0, ¥ (0)=1.

Exercicios Complementares 8.4
8.4A Escreva cada edo abaixo como um sistema de primeira ordem:.
(a) & — 2t +x =t (b)2&— 220 +x=4te (d) —& — 2& + elx = 12
8.4B Repita o exercicio precedente com a edo de 3% ordem = — 2% + elx =t

8.4C Encontre a solugao geral dos seguintes sistemas:

jjl = X9 x'l = —3551 + 4562
(a) (b)

To = —2x1 + 322 To = —2x1 + 32

T1 = 221 + 29 — 223 T1 = 3x1 — 322 + 213
(C) To = 3x9 — 213 (d) To = 2x1 — T2

T3 = 3r1 + 2 — 323 T3 =T — T + T3
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Respostas e Sugestoes

Exercicios 6.3

6.3B
(a) y = C1e® + Coe®® (b) y = (Cre® + Coe %) senz + (C3e” + Cye~%) cos
(c) y = Cre” 4+ Cae® + C3e3” (d) y = e=*/*[C} cos (x/4) + Cysen (z/4)]

(e) y = (C1 + Cycosx + Cysenz)e® (f) y = C1 + Cox + C322 4+ Cye™*

(g) y = Cre™™ 4 Cae® + Caze” (h) y =Cicosz + Cysenz + x (C3cosz + Cysenx)

6.3C
a)y = (Cl cos v2z + Cy sen \@:v) e?* + Cycosx + Cysenx

(
(b) y = (Cy cos 2x + Cq sen 2x)e?® + (O3 cos 2z + Cy sen 2z)ze?®
(¢) y=(Cycosxz + Cysenz)e® + (C’3 cos Vb + Cy sen \/556) e2r
(d) y = (C1 + Caox + C322)e” + (Cy + Csx) ™™

(e) y = C1e® + Coe ™ + (C3 + Cyx) e~ 2* + (C5 cos 2z + Cg sen 2x) e2*

y = (01 + Coz + 03162) €22+ (Cy + Csz + Cg cos 4z + Crsen 4x + Cgx cos 4z + Cox sen 4x) €37,
6.3E (a) 2%y" — 22y’ +2y=0 (b)y"+2y/ +y=0 (c)y" -3y +2y=0

6.3F
(a) y = Cre™® 4 Coe®® — 222 + 22 — 3

1—-52
0y =2 e - BT iy e
2
(C)y:(C1cosx+Cgsena:)e_’f+%_$+1
(d) y = (Crcos2z + C sen2x)e*2$+i+§+i
o 2 16 8 13
2?2 2% 32
(e)Z~/—C1—i-C2:1U—?4_?_’_T

(f) y = Cre” + Coe?® + % senz + % cosz — xe® — 2re®
(8)y = Cre™" + Cae” + Cyze® + 2% + 2z 4+ 4
(h) y = —322e% — (a2 + Jo + 55) €% + C1e™

(i) y = —1— e* + ze®® + C1e®
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1 —x

(j) y = —q5e T+ Cre” + Cae?® + C3e3”

1446
22 3z 1

(k) y = (Cycosz + Cysenx)e® + (Cscosx + Cysenx)e ™ + < 173

(1) y=Che® + e /2 C’Qcos@ —|—sen@] —senx + 2cosx + .

6.2G
(a) y = C1 (—2)*? + Co (—2)"/? — L senln (—z) + & cosln (—z)
(b)y=1+nz+3 L(Inz)? + 2 (Cy coslnz + Cosenn z)
(c)y=73 441 sInz + Crz + Coa? (d) y = C1x + O3
(e) y = Crz + Coz? + C3a3 (f) y = C1 + Cox”

6.2H w(z)=—nz?1 22"+ (1 -2m)xy + (m2 + n2) y=0.

6.21
(a) y = C1e” + xze” In |z| + Coze”

(b) y = Crz=* + %az5

(¢) y=Cysenx + Cycosz — cosxIn [secx + tg x|
(d) y = &5 (1 + cos?2z) + C; cos 2z + Cosen 2z
(e) y = $a?e” + Lade” + Cie® 4 Cone®

(f) y = Cra~t + Coa® — 3 (% 247t lnx)

6.31
(8) y = Ciz + (zna) [Co + CyInw + 5 (nw)’|

(h) y=C1 + Caysenx + Cscosz + In|secx + tg x| — x — In |cos z|
6.3 z(t)=Cit+Co (1 +) +t*/6 —t?/2.

6.3K. 2 (t)=C1+Cot+Cs/t+Lint—3Int—t/2+1/2

6.3L y=322—-22. 6.3My=senlnz+Inz. 6.3N Porque 2z =0 é um ponto singular.
6.30 y(z) = (1/7%)sen(1/x) — cos (1/x).
6.3R (a) y = Ciz + Cs (2® 4 32% 4 62 + 6) + 2* + 42° + 1222 + 242 + 24

M) y=1l+z+2>+Ciz+Coe® (c)y=Ciz+Cy(z?—1) (d)y=e"(C1+ Coz?).
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Exercicios 7.4

7.4A
(a)y(@)=1+z+a?+ 3525+ Lot + .-

7.4B
@y@) =1+@-1)-g@-1)"-g@-1)"+5@-1"+
(b)y(w)zl—%x2+%x4+
() y(z)=—1+ 22 — Bat 4
(d)y(w)zl—x—%x3—%x4+
@y@) =@-D+5@@-1+RE@-1)°+3H@-1"+ -
(f)y(ac):x—%x3+%x5—2$’—!1x7+---

Exercicios 8.4

8.4A
(tlzil}g x'lzxz .5'61:"132
(@) § (b) ¢ () §
To = —x1 + 229+ 1 &9 = —x1 + 229 + 2tet T = etry — 2wy — 12

8.4B T = T2; To = r3; T3 = etml + 2x9 4+t

8.4C A solucgao geral do sistema é obtida como combinacdo linear das colunas da Matriz

Solucao exp (tA).

X (t) = C’let + 0262t b 1 (t) = Clet + 202671‘/

(a)

T2 (t) = C’let + 202€2t o (t) = Clet + Cze_t

—e¥ 4 3et —et e —el el et (2t+1) (=2 =3t) 2(2+1)
(c) | —2e? +3et —et 2e% — et —et 4ot (d) el 2t (—t2 —2t+ 1) 212

—e?t 43¢t —2e7t €2t — el el £ 2e7! t (—t?/2 —1) (*+1)
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