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SECAO 1.2

1. Vamos provar apenas os itens (a) e (€): (a) Suponhamos que exista outro
vetor 0’ € V' tal que u + 0’ = u. para todo u € V. Entao, pelo axioma
V3. obtemos

0=0+0=0.
(e) Pelo axioma V3. u+0 = u. para todo u € V. Em particular, 040 = 0.
Logo. pelos axiomas Vg e 15, obtemos

a0 =a(0+0) = a0 + a0.
Portanto. pelo item (a). a0 = 0.

2. E f4cil verificar que C munido com as operacoes

+: CxC—ZC . RxC—C

(zow)— z+w a.z)—a-z

satisfaz o sistema de axiomas V. pois ® é um subcorpo de C e essas

al em C.

operacoes ja existem de modo natur

3. Vamos provar apenas o item (c). E claro que o = a™' - b é uma solugao

da equacao a - r = b, pois pelos axiomas G5, G4 e G, obtemos
a-zo=a-(at-b)=(a-a)-b=e-b=0b.

Agora, se r; é outra solucdo da equacao a - x = b, entao, pelos axiomas
G5. G4 e Go, obtemos

ri=e-z;=(a"ta) 1= al-(a-x1)=alt -b=umx.

4. Dados A.B € GL(R). Entéo, pelo Teorema de Binet-Cauchy, obtemos

det(AB) = det(A) det(B) # 0.

Logo. AB € GL»(R), isto é. o produto usual de matrizes satisfaz o

axioma (7,. E claro aue essa operacao satisfaz o axioma (G» e a mafriz
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Dado = € J. existe A € A tal que r € I. Como I € um intervalo aberto
temos que existe € > 0 tal que

r€(r—ex+e) Cly

Portanto.
re(r—ex+e) CINCJ

e J € T. Finalmente. dados intervalos abertos I; e I» de Z. Entao
devemos provar que I; N I, é um intervalo aberto. Dado = € I; N Iy,
obtemos r € I; e z € I,. Assim, existem €; >0 e e >0 tais que

re€(r—ea.x+ea)Chexrxc ( — €9, 7+ €) C I
Pondo € = min{e;. €2}, obtemos
re€(r—ex+e) ChLNDh.

Portanto, I, N I, € T, ou seja. Z € um modelo para 7.
(b) Verificacao direta de uniao e intersecao de conjuntos.
(¢) Sim, pois o item (a) ou (b) & um modelo.

(d) Nao, os modelos M (Z) e M(B) ndo sao isomorfos.
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Vamos provar apenas o item (e). Nao, pois se Ag € 0 axioma:
“a-b=b-a, ¥V abe A,

entao A + Ag e A+ (~ Ag) sao satisfatérios. um vez que, o primeiro
admite a interpretacao do item (a) e o segundo admite a interpretacao
do item (b).

(¢) Vamos provar apenas que O axioma R, é independente. Seja Ri
o axioma: “existe r € X tal que nao esta relacionado com x, isto €,
R(z.z) =0." Entdo Ry =~ Ri e (R — Ry)+ Ry é um sistema de axiomas

satisfatorio, pois o conjunto X = {1.2, 3}, com a relagio bindria

Ry = {(1.1).(2.2).(1,2). (2.1, (1.3). 3. 1), (2.3).(3.2)},

¢ uma interpretacao para (R — R,) + Ry. Portanto, (R—Ry) + Ry &

satisfatério e Ry € independente em R.

o axioma P, é independente. Seja Py o
mas = # y.” Entao
ério, pois O

(¢) Vamos provar apenas que
“existem z.y € X tais que 2Py e yPx,

axioma:
P — P,) + Py é um sistema de axiomas satisfat

P. 4 = P. 9 € (
conjunto X = Z. com a relacdo bindria

7Py < r éum multiplo de y ou y € um divisor de z,

é uma interpretacio para (P — P,) + P,. Portanto, (P—P) + Py ¢

satisfatorio e P, é independente em P.

Vamos provar apenas o item (). Sex <yey =1, entao pelo axioma

S, obtemos x < x. 0 que impossivel.

(a) Seja I o conjunto de todos os intervalos abertos de R. E claro que

0.R € T. Seja
I=\UnL

PYNN
uma unido qualquer de intervalos abertos de Z. Entao devemos provar

que J é um intervalo aberto, ou seja. dado r € J, existe € > 0 tal que

relr—er+el CJ
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2. (a) Use o mesmo argumento do Exemplo 1.28 para provar que o axioma
V5 nao é independente.

(b) Seja V1; o axioma: “existe u € V tal que 1-u # w.” Entdo Vi; =~ Vi e
(V — Vig) + V11 € um sistema de axiomas satisfatério. De fato, o conjunto

V' = R? munido com as operacoes de adicido e multiplicacdo por escalar
u+v=(r;+y.r2+ 1) e a-u=(axy,0),

onde u = (r1.79).v = (y1.42) € V ea € R, é uma interpretacao para
(V — Vig) + V11. Portanto, (V — 17,) + V7, é satisfatoério e Vio € indepen-
dente em V.

3. (a) E facil verificar que R* munido com a operacéo bindria

P* w - =%

(a.b) —a-b
satisfaz o sistema de axiomas G.

(b) Novamente, é facil verificar que Q munido com a operacao bindria

KX« <

a.b)—a-+bd

satisfaz o sistema de axiomas G.

(¢) O sistema de axiomas G é consistente, pois o item (a) ou (b) serve
como uma interpretagao para G.

(d) Nao. os modelos M(R*) e M(Q) nao sdo isomorfos.

(e) Vamos provar apenas que o axioma G é independente. Seja G5 o
axioma: “para cada a € G, a # e. ndo existe a™' € G tal que a-a ! =
al-a=¢e" Entio G5 = (~ Gy) e (G —Gy) + G5 é um sistema de
axiomas satisfatério, pois o conjunto dos numeros inteiros Z*, com a

operacao usual de multiplicagao. é uma 1nterpretagao para (G — G4)+Gs.
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identidade I, satisfaz o axioma G3. Se A € M(R) é tal que det(A) # 0,

entdo, com alguns cédlculos, obtemos

1 a2 —ai2
-1 _ )
A= det(A) [ —da921 an :|

em que
A— [ ap; a2 } .
a1 22
Como |
det(A_l) = m #0
temos que

A lcGLy(R) e AA'=ATTA=1,.

ou seja, GL o(R) satisfaz o axioma Gj.

SECAO 1.3

.. Seja Fi3 0 axioma: “K possui no méximo dois elementos.” Entao Fy3 =~
Fy e (F — Fy) + Fi3 é um sistema de axiomas satisfatério. De fato,
o conjunto K = {0,1} munido com as operacoes bindrias dadas pelas
tédbuas:

< |0 1 001
010 1 e 0/0 O
1,1 0 110 1

€ uma interpretacao para (F — Fy) + Fi3. Portanto, (F — Fy) + Fi3 é
satisfatério e Fy é independente em F. Note que para provar que K

satisfaz a maioria dos os axiomas de F, basta verificar que a funcao

f:7Z — K definida como

f(n) = { 0. se n par

1. se n fmpar

€ sobrejetora e satisfaz as propriedades

flm+n)=fm\® f(n) e flmn) = f(m). f(n).
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