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Prefacio

Temos ministrado a matéria de Matemaética Aplicada por varios anos na Universidade Federal
de Campina Grande e na Universidade Federal da Paraiba. E como usamos varios livros para
abordar toda a ementa da disciplina, sentimos a necessidade de colocar numa tnica literatura
todo o assunto estudado nessa disciplina. Este livro visa alcancar todos os alunos do curso
do Bacharelado e Licenciatura em Matemética,e também alunos da Fisica e das Engenharias
de varias Universidades no Pais. Ele fala de forma clara e objetiva sobre o desenvolvimento
de técnicas de resolucao de Equacoes Diferenciais ordinarias e parciais e também do Célculo
Variacional. As principais técnicas usadas aqui sao as transformadas de Laplace, solugoes por
série de equacoes diferencias ordinarias, o método de Fourier para resolver Equacoes Diferen-
ciais Parciais e as de extremizacao de funcionais. Além disso, na parte final do livro, fazemos
uma abordagem da Anélise real, principalmente no que concerne a convergéncia uniforme de
sequéncias e séries de funcoes. Essencialmente o curso de Matematica Aplicada comeca com o
estudo da Transformada de Laplace vai até o estudo das Equagoes diferencias parciais e finaliza
com o calculo variacional. Para o aluno que ja tenha tido a nocao de Equagoes diferenciais
lineares nao ha a necessidade de se estudar o primeiro capitulo desse livro, comecando o seu
estudo a partir do segundo capitulo, sem que haja perda do conteiido a ser estudado. Porém
aconselhamos esses alunos que facam uma leitura rapida do primeiro capitulo, para que se lem-
brem do que ja estudaram. Para os alunos que nunca estudaram equacoes diferenciais lineares
é importante a leitura minuciosa do primeiro capitulo. Para o estudo do calculo variacional o
leitor deve ter uma nocao do calculo diferencial e integral de varias variaveis.

Esse livro se divide em seis capitulos, que sao distribuidos como segue: O primeiro capi-
tulo ¢ uma introducao rapida as equacoes diferenciais lineares, o segundo capitulo estuda a
Transformada de Laplace e suas aplicacoes em equacoes diferenciais, o terceiro capitulo faz
um estudo das solucoes por séries de poténcias de equacoes diferenciais em torno de pontos
regulares e singulares, o quarto capitulo estuda o problema de Sturm-Liouville, o quinto ca-
pitulo mostra o estudo das séries de Fourier como aplicacao para resolucao das equagoes da
Fisica-Matematica, que sao as equacoes de Onda, Calor e de Laplace, e finalmente, o sexto
capitulo trata do estudo do calculo variacional, ou seja, trataremos do estudo de extremizacao
de funcionais e faremos aplicacoes nas areas de fisica-mateméatica . No apéndice, damos uma
nocao de Analise real, principalmente no estudo de sequéncias e séries de fungoes e também

apresentamos o importante Teorema de Arzela-Ascoli.



Capitulo 1

EQUACOES DIFERENCIAIS

1.1 Introducao

Este primeiro capitulo é uma revisao das equacgoes diferenciais lineares de 1* e 2* ordem,
oferecemos aqui uma noc¢ao do que seja uma equacao diferencial e algumas técnicas para resolver

alguns problemas simples.

1.2 Equacoes Diferenciais de 1* ordem

Uma equacao diferencial ordinaria de 1* ordem é uma equacao do tipo

y = f(z,y) (2.1)

onde f : Q— R, é uma funcdo dada, com Q C (a,b) x R sendo um conjunto aberto; z é uma
variavel independente, pertencente ao intervalo (a,b), com a, b nimeros reais a < b; e y = y(x)
é a variavel que depende de z, e, portanto, podemos pensar nela como uma funcao diferenciavel

y: (a,b) = R, que quando satisfaz a equagao (2.1) dizemos que ela é a solu¢io desta equagao

d
diferencial, entenda vy’ = d_y Podemos impor uma condicao inicial para essa equacao, qual
x
seja,
y(@o) = Yo (2.2)

Quando consideramos a equacao diferencial (2.1) junto com a condigao inicial (2.2) entdo dize-
mos que se trata um problema de Cauchy. Condicoes sao colocadas sobre a funcao f de modo

que o problema de Cauchy

(2.3)

y, = f(:c,y), T e (av b)
y(zo) = yo, w0 € (a,0), yo €R

tenha uma tnica solucado. Vamos supor sempre que a nossa funcao f seja bem comportada o
suficiente de modo a garantir que o nosso problema tenha sempre solucao, pois esta fora do

escopo desse livro a prova do teorema de existéncia e unicidade para esse tipo de problema. No
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caso mais simples em que a funcao f é linear em relacao a variavel y a nossa equacao diferencial

de 1% ordem se apresenta na forma,

y' = oa(x)y+ B(z) (2.4)

onde o e 8 sdo fungoes reais quaisquer definidas no intervalo (a,b). Se supomos que « e
sdo fungbes continuas em (a,b) entdo esta equagdo tem uma resolu¢do bem simples, pois se

consideramos primeiro a equacao linear homogénea associada a equagao (2.4), isto é,

y' = a(z)y (2.5)
podemos escrever tal equacao na forma
y/
L~ a(a)
Y

integrando em x temos
Iny = / a(s)ds + ¢y,

onde ¢; ¢ uma constante arbitraria, segue que
y(z) = Cel” al)ds (2.6)

¢ uma solucao da equagao homogénea (2.5) com C = e“*. Usando agora o método de variagao

dos parametros para y dada em (2.6) temos
y = Clel" oI L Co(x)el” o)
substituindo tal resultado em (2.4) obtemos
C'el” ls)ds 4 C’oz(:p)efz als)ds — Ca(x)efz as)ds 4 B(x)

segue que

C/efz a(s)ds _ 5(1,)

o que nos da

T

O = 5({L‘)6_f a(s)ds

dai .
C = Cy +/ B(s)e I et g (2.7)

onde Cjy é uma constante arbitraria. Logo, y dada por
y(z) = Cel” at)ds (2.8)

onde C' é definida em (2.7) é a solucao de (2.4).
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1.3 Equacoes Diferenciais de 2 Ordem

Uma equacao diferencial de 2* ordem, na forma mais geral, ¢ uma equacao do tipo

F(z,y,y',y") = 0. (3.9)

d d?

onde x é a variavel independente, e y = y(z) é a variavel dependente, aqui ' = —y, Yy = d—‘z,
T

F(z,y,t,w) é uma fungdo dada. Em muitas situag¢oes de muitos problemas de aplica¢oes (na

fisica, na matematica, etc.) a equagao (3.9) se apresenta na seguinte forma
y' = f(z.y.y). (3.10)

Teorema 1.3.1 Se as funcgoes f, f, e f, sao continuas numa regiago aberta R do espaco tri-
dimensional xyv e se o ponto (o, Yo,Yy) estd em R, entdo em algum intervalo em torno de
xg, eriste uma tunica solugao y = ¢(x) da equagao diferencial (3.10) que satisfaz as condigoes
IMICIALS

y(zo) = yo, ¥'(z0) = - (3.11)
A equacao geral linear de segunda ordem pode ser dada no seguinte modo
Px)y" +Q(x)y + R(z)y = G(z), (3.12)

onde P, @), R e G sao fungoes dadas.

Exemplo 1.3.2 Fquacao de Legendre de ordem «
(1—a?)y" =22y’ +ala+ 1)y =0

Exemplo 1.3.3 FEquacao de Bessel de ordem v

xzy” +xy' + (1_2 _ VZ)y =0.

Supondo P, @, R e G continuas num certo intervalo a < x < /3, e que P nunca se anula no

intervalo, podemos dividir a equagao (3.12) por P(z) e obter uma equagio da forma
y" +p(@)y +q(x)y = g(). (3.13)

Teorema 1.3.4 Se as fungoes p, q e g sao continuas num intervalo o < x < 3, entao existe
uma e somente uma fun¢ao y = ¢(x) que satisfaz a equagao diferencial (3.13) e as condigoes
iniciais (3.11).
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1.4 Solucoes Fundamentais

A equacao
y" +pa)y +qlz)y =0 (4.14)

é a equagao homogénea associada a equagao (3.13).

Teorema 1.4.1 Se y = y1(z) e y = yo(x) sao solugoes da equagao diferencial (4.14) entao

y = c1y1(x) + coya(), (c1 e co constantes arbitrdrias) é também solugao de (4.14).

Duas solugoes y; e yo de (4.14) formardo um conjunto fundamental de solugbes se toda
solugao de (4.14) puder ser escrita como combinagao linear de y; e yo. O Wronskiano de y; e
1o € dado por
Y1 Y2

Y1 Y

Wy, y2) = = 1Yy — Yol (4.15)

se W(y1,y2) # 0 entdo y; e yo formam um conjunto fundamental de solucao de (4.14). Tsto
quer dizer que as solugdes y; e y2 sdo linearmente independentes e toda solugao de (4.14) se

escreve como combinacao linear dessas duas solucoes.

1.5 Equacoes diferenciais com coeficientes constantes

Na equagao diferencial (3.12) se fazemos P(z) = a, Q(x) = b, R(z) =ce G(x) =0, com a, be

¢ constantes reais entao ela se transforma na seguinte equacao:
ay” +by' +cy=0 (5.16)
E natural considerar uma solucio de (5.16) na forma:
y = e (5.17)
com « sendo uma constante a determinar. Derivando y dada por (5.17) em relagdo a z, temos

(@) = e

y'(x) = o’
Substituindo os valores de y, y" e y” em (5.16) obtemos:
ac’e®® + bae®® + ce™ =0
que resulta na seguinte igualdade:

(aa® + ba + c)e™™ =0
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Como e** é sempre diferente, devemos ter que:
acd® +ba+c=0 (5.18)

A equagao (5.18) é conhecida como equagao caracteristica associada a equagao (5.16). Temos
entdo trés casos a considerar: as raizes a de (5.18) sdo reais e distintas, elas sdo reais e iguais
ou sao complexas conjugadas. Quando forem reais e distintas, isto é, oy e aq satisfazendo a
equacao (5.18) entao temos duas solugoes linearmente independentes da equagao (5.16), dadas
por:

a1

yi(x) = e, yo(x) = e™”.

Essas duas solugoes formam um conjunto fundamental de solugoes da equagao (5.16) e,
portanto, a solucao geral dessa equacao é dada pela combinacao linear dessas duas solugoes, ou
seja, y dada por

y = c1e™" 4 cpe™” (5.19)

com ¢; e ¢y constantes arbitrarias, é a solugao geral da equagao (5.16). Se as raizes forem
iguais, isto é, a; = ap entdao uma solucao é da forma y; = e*'”* e a outra solucao linearmente
independente com essa é dada por y, = re*** que é encontrada usando o método de variacao

dos parametros. Logo a solugao geral da equagao (5.16) nesse caso, é dada por:
y = 1™’ + coxe™” (5.20)

com ¢; e ¢y constantes arbitrarias. No caso complexo, uma das raizes sendo da forma a; =

r1 + iry uma solucao complexa é da forma
y = et (5.21)

Se queremos as duas solucoes reais linearmente independentes da equagdo (5.16), para esse
caso, basta tomar y; como sendo a parte real de (5.21) e yo como sendo a parte imaginaria
(5.21), ou seja,

y1 = cos(roz)e™®,  yy = sen(rqz)e™” (5.22)

E a solucao geral de (5.16) é dada por
y = ¢ cos(rax)e ™’ + cosen(rox)e™?® (5.23)

com ¢; e ¢y constantes arbitrarias. Quando estamos resolvendo uma equacao diferencial do tipo
(5.16) satisfazendo condigbes iniciais entdo podemos determinar as constantes ¢; e ¢, ou seja,

elas deixam de ser arbitrarias.

Exemplo 1.5.1 Considere a equacao diferencial

y" =5y +6y=0 (5.24)
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com o0s dados iniciais dados por
y(0)=1, ¥ (0)=2.
A equagao caracteristica associada a equagao (5.33) é dada por
r?—5r+6=0
cujas raizes Sa.o
r = 2, ro = 3

Logo a solugao geral de (5.33) é

y = 16 + cpe”

Como queremos que essa solu¢ao satisfaca as condigoes iniciais (5.25) devemos ter:

y(0)201+02:1
y'(O) = 261 + 302 =2

11

(5.25)

(5.26)

(5.27)

(5.28)

resolvendo o sistema acima, obtemos, ¢y =1 e co = 0. Logo, a dnica solugcdo da equagio (5.33)

que satisfaz as condigoes iniciais (5.25) é y = e**.

Exemplo 1.5.2 Considere a equacao diferencial
y'— 6y +9y =0

A equagao caracteristica associada & equagao (5.33) é dada por
r?—6r+9=0

cuja raiz é

T1:T2:3

Logo a solugao geral de (5.33) é

Yy = 1% + coxe™®
Exemplo 1.5.3 Considere a equacao diferencial
y' +y=0
A equagao caracteristica associada & equagao (5.33) é dada por
r24+1=0

cujas raizes compleras sao

T = ’i, To = —1
Logo a solugao geral de (5.33) é

Y = C1 COSZT + Cosenc.

(5.29)

(5.30)

(5.31)

(5.32)

(5.33)

(5.34)

(5.35)

(5.36)
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1.6 Exercicios

. Resolva as seguintes equacoes diferenciais lineares com condicoes iniciais dadas:

(a) ¥"+y +y=0, y0)=1, y(0)=2.
(b) ¥ +3y'+y=0, y(0)=0, y(0)=1.

. Encontre a solucao geral das equacoes diferenciais abaixo:

(a) ¥ —y' +y=0,
(b) v" +3y =0,
(c) y" =9y =0.

. Mostre que as equacoes abaixo tem duas solugoes linearmente independentes e calcule o

Wronskiano de cada uma delas:
(a) v" +vy + 2y =0,
(b) ¥ +4y =0,
(c) y"—8y=0.

. Considere o problema nao homogéneo abaixo:

ay’ +by' +ecy=y, (6.37)

onde a, b, ¢ e g sao fungoes de x diferenciaveis. Suponha que y; e yo sao solugoes

linearmente independentes do problema homogéneo associado ao problema (6.37):
ay” + by +cy = 0. (6.38)
Considere uma solugao particular de (6.37) dada por

Yp = C1Y1 + C2y2 (6.39)

onde ¢; e ¢y sao funcgoes de x. Use o método de variacao dos parametros para encontrar
uma solucdo particular y, de (6.37). Ou seja, suponha que ¢jy; + ¢4y = 0, derive (6.39)

para obter y, ey, substitua esses valores em (6.37) para obter o sistema

(6.40)

W+ chy2 =0
Clyy + oYy ==

Q|

Resolva esse sistema para c; e ¢z e encontre a solugao particular y, dada por (6.39) onde

¢1 e ¢ 520 solugoes de (6.40). Logo a solugao geral do problema (6.37) é dada por

y(x) = yp(x) + cry1(x) + coya(2)

onde ¢; e ¢y sdo constantes arbitrarias.
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5. Aplique o método de variacao dos parametros do exercicio anterior para determinar a
solucao geral dos problemas nao homogéneos abaixo:
(a) y" +y = senx,
(b) ¥" =3y +y=¢,
(c) y'" — 2y + 4y = tan x.



Capitulo 2

TRANSFORMADA DE LAPLACE

2.1 Introducao

Neste capitulo introduzimos a nocao de Transformada de Laplace, que é uma ferramenta muito
util e poderosa na resolucao de equacoes diferenciais. A vantagem de se usar a Transformada
de Laplace é que ela simplifica muito as equacoes diferenciais transformando um problema
de equacoes diferenciais num problema algébrico, muito mais simples de resolver, onde nesse
problema vocé encontra uma funcao dependendo de um parametro e a inversa dessa funcao
nos fornece a solucao do problema em questao. Vamos iniciar o capitulo, dando uma definicao

sobre continuidade por partes.

Definicao 2.1.1 Uma funcao real f se diz continua por partes num intervalo fechado o <t <
B, se para um numero finito de pontos do intervalo o =ty < t; < --- < t, = [ tivermos que
a) f € continua em cada subintervalo aberto t; 1 <t < t;;
b) e se nesses subintervalos, os limites laterais de f nos pontos extremos dos mesmos exis-

tirem, isto €, se hmt—n; f(t) e limt_)tj f(t),i=0,1,---  n, existirem.

Em outras palavras, podemos dizer que uma funcao f é continua por partes se seu gréfico
consiste em um namero finito de partes continuas. Isto é, f é continua por partes em [a,b],
se é continua exceto num numero finito de pontos deste intervalo e se em cada ponto zy de
descontinuidade existem os limites a direita e a esquerda de f, ou seja, tanto f(zg -+ h) como
f(zo — h) tendem a um limite finito quando h tende a zero pela direita.

Os exemplos podem ser dados pelas figuras 2.1 e 2.2.

O fato essencial relativo a fungoes continuas por partes num intervalo finito consiste em
que elas sao integraveis. De fato, se f é continua por partes em [a, b], com descontinuidade em

Zo,T1, - , Ty €, possivelmente, também em a e b, entao f; f(t)dt é definida e calculada por

zo—h z1—h b—h
hlggl+ [/a+h f<t>dt+/m+h ftydt+---+ f(t)dt} :

Tn+h

14
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y
y
—
a b Cc d X
a b c d X
Figura 2.2: Func¢ao que nao é continua por
Figura 2.1: Funcao continua por partes partes

Outros Exemplos: Funcoes como t2, sent sao exemplos de funcoes continuas por partes, por

s
72
T

seu comportamento perto de 7, a segunda, porque oscila de tal modo, que nao tende a um

outro lado, nem tant nem sen— sao continuas por partes em [0, Z]; a primeira, em virtude de

limite finito quando ¢ — 0.

Definicao 2.1.2 Uma integral sobre um intervalo ilimitado é denominada Integral Impropria

/a " F)dt = lim / " by,

e € definida por

A—o0

onde A € um numero real positivo. Se existir uma integral de a a A, para cada A > a e se
o limite , quando A — oo, existe, entao diz-se que a integral impropria converge para aquele

valor limite. De outro modo, diz-se que a integral impropria diverge ou nao existe.

Também definimos como integral impropria a integral que tem o integrando que se torna
ilimitado num tempo finito, isto é, se lim;_,,+ f(¢) = co entao a integral de f(¢) num intervalo

(a,b) é definido como segue

[ = [ s

se tal limite existe, dizemos que a integral converge, e se nao converge entao a integral diverge.

Exemplo 2.1.3 Seja f(t) = e, t > 0, onde ¢ é uma constante real nio-nula. Entdo

0 A ect A 1
/ etdt = lim edt = lim {_} = lim = [ecA _ 1} )
0

A—o0 0 A—o0 C 0 A—oo C
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Logo a integral impropria converge se ¢ < 0 e diverge se ¢ > 0. Se ¢ = 0 o integrando € 1 e

novamente diverge.

Exemplo 2.1.4 Seja f(t) =1, t > 1. Entao

edt [t .
/1 7:4520 1 ?—f}glgolnA—Jroo (diverge).

Exemplo 2.1.5 Seja f(t) =t"P, t > 1, onde p € constante real p # 1. Entdao

o0 A
1
/ t7Pdt = lim [ t7Pdt = lim —— (A"P—1).
1 A—oo Jq Amoco 1l —p
Quando A — 0o, A" — 0 se p > 1, mas A'™P — oo se p < 1. Desse modo, a integral acima

converge para p > 1 e diverge para p < 1.

Teorema 2.1.6 Se f for continua por partes para t > a, se |f(t)| < g(t) quando t > M para
alguma constante positiva M e se fz\oj g(t)dt convergir, entao f:o f(t)dt também convergird. Por
outro lado, se f(t) > g(t) > 0 para t > M e se [;; g(t)dt divergir, entao [~ f(t)dt também

diverge.

2.2 Transformada de Laplace

Seja f(t) uma funcdo real no intervalo (0,00), e consideremos

/0 h e St f(t)dt

onde s é uma variavel real. Quando f é suficientemente bem comportada, esta integral con-
vergira para certos valores de s, neste caso, ela define uma certa funcao de s que chamamos
transformada de Laplace de f, e representamos por £[f], ou £[f](s). Assim se f(t) = cosat,

onde a é uma constante, entao

L[cosat](s) = / e cos atdt
0

to

= lim et cos atdt
top—00 0

—st

. e’

= lim § —— (asen at — scosat) |’
to—o0 s“ 4+ a

—sto
. € S
= lim  ———(asen aty — scosaty) + ——
to—oo | S“+a s +a
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como este limite existe se, e somente se, s > 0, neste caso, ele &€ dado por 5 s segue-se

s
s2+a
que a transformada de Laplace de cosat ¢ a funcao s/(s* + a?) limitada no intervalo (0, 00).
Ou seja,
s
L[cos at] = ERil > 0.

Em que condi¢oes podemos assegurar a existéncia da transformada de Laplace de uma dada

funcao f7

Claro que f deve ser escolhida de modo que a integral

/0 ’ e " f(t)dt

exista para ty > 0, mas para isto basta supor o integrando na expressao acima seja continuo
por partes em [0, %], to > 0, além disso, devemos supor também que a expressdo acima seja

convergente quando ty — oco.

Defini¢ao 2.2.1 Diz-se que uma func¢ao f é de ordem exponencial em [0,00) se existem cons-
tantes C' e o, C > 0, tais que
[f(®)] < Ce

para todo t > 0.

Exemplo 2.2.2 As funcoes t*, e®, sen bt, cosbt, t"e®sen bt, t"e* cosbt sio todas de ordem

exponencial.

Exemplo 2.2.3 A funcao et nao é de ordem exponencial.

Teorema 2.2.4 Se f ¢ uma funcao continua por partes, de ordem exponencial, existe um

/0 h e St f(t)dt

converge para todos os valores de s > a.

numero «, tal que

Prova.

/ e f(t)dt‘ <C / e St = / e~ gy
0 0 0

[1 _ 6—(8—a)t0]

= lim
to—o0 § — (X

= se s > .
s—«
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O dominio de definicao da transformada de Laplace de uma funcao continua por partes, de
ordem exponencial, sempre inclui um intervalo semi-infinito da forma (a, 00). Se sy designa o
infimo do conjunto de nimeros reais « tais que £[f](s) existe para todo s > «, pode-se provar
que £[f](s) nao converge para todo s < sg.Assim com a possivel excegao do proprio ponto s,
o dominio de £[f](s) é o intervalo aberto (s, c0). (Notemos que para certas funcoes como e~*’
ou 0, so pode ser —o0.)

Sendo assim a transformada de Laplace de qualquer funcao de ordem exponencial existe; mas
e areciproca? E verdade que uma funcéo cuja transformada de Laplace exista é necessariamente
de ordem exponencial? A resposta ¢ ndo, de fato, a funcio 1/v/t tem uma transformada de
Laplace, mas nao é de ordem exponencial. Isto quer dizer que o conjunto das funcoes que
possuem transformadas de Laplace é maior que o conjunto das funcoes de ordem exponencial,
embora felizmente a maioria das fungoes que surgem nas aplicagoes sejam de ordem exponencial.

Vamos agora calcular a transformada de Laplace de algumas funcoes.

Exemplo 2.2.5 Seja f(t) = 1.t > 0. Entao
OO —st 1
L{1} = e dt=—, s>0.
0 s

Exemplo 2.2.6 Seja f(t) = e, t > 0.Entao

o0 o0 1
£ {e“t} = / e Stetdt = / e TNt = —— s> a.
0 0 s—a

Exemplo 2.2.7 Seja f(t) = senat, t > 0. Entao
£ {senat} = F(s) = / e *'senat dt, s >0
0

Como
A

F(s) = lim e *'senat dt,
A—oo [

integrando por partes, temos

—st t A
F(s) = lim {—ﬂ%‘ - f/ e " cosat dt}
0

A—o00 a a
1 s [

= - —— e ' cosat dt
a a ),

F(s) =~ — S F(s),

a a?

desse modo,
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2.3 A Transformada de Laplace como Aplicacao Linear

Seja & ={f :|f(t)| < Ce™} conjunto das fungoes de ordem exponencial
Seja F ={f: (s9,00) = R, 59 > —00}
frgeF=ftgétalque D(f+g) =D(f)ND(g) e (f+9)(s) = f(s) +9(s) s € D(f+9)

(af)(s) = af(s)

desse modo F é um espaco vetorial real.
Considerando o operador £ : & — F, £ é linear?’Nao necessariamente.

Considere f(t) = cosat e g(t) = — cos at temos

L(f+g)=£L[0]=0, Vse&(—o0,0)

mas

LIf]+ £]g] =0, Vse (0,00)

mas £[f] + £]g] ndo esta definida para s < 0. Em que situagdo podemos considerar a trans-
formada de Laplace como operador linear? Suponhamos agora f e g sao duas fungoes que
possuem transformada de Laplace para s > a; e s > ao, respectivamente. Entao, para s maior

que 0 maximo entre a; e as, temos
£{af®) +eg®) = [ o)+ agl) d
0
= cl/ e S f(t) dt + 02/ e g(t) dt
0 0

£{erf(t) +eag(t)} = L {f(t)} + 2L {g(t)}.

isto é, £ nestas condicoes é linear.
£ é biunivoca? £[f] = £[g] = f = g7 Ou ainda

(*) L[y] = p(s) = A y tal que (*) é satisfeita para ¢ dada?
Nao necessariamente, mas £[f] = £[g] = f = g a menos de pontos de descontinuidades de f
eq.

Teorema 2.3.1 (Lerch) Sejam f, g funcoes continuas por partes, de ordem exponencial, e su-
ponha que existe so tal que L[f](s) = £L[g](s), Vs > so. Entao f(t) = g(t), ¥t > 0, a menos

de pontos de descontinuidades de f e g.

O teorema de Lerch acima é importante, pois garante, num certo sentido, a injetividade da

transformada de Laplace e, por sua vez, a existéncia da transformada inversa, isto é,

£Hoy =y = £{y} = ¢
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E a linearidade de £ garante a linearidade de £7!. A transformada £ : &€ — F & sobre?
(*) tem solugdo para toda ¢ € F? Nao necessariamente. E isso é respondido pelo proximo

resultado. (Note que £ ¢ inversivel quando consideramos £ : £ — £ (£)).

Teorema 2.3.2 Se f € de ordem exponencial entdo lim, o £[f](s) = 0.

Temos que as fungoes 1, s, sin s, s/(s+1) nao tem transformadas inversas em & pois nenhuma

delas tendem a zero quando s — oo.

Teorema 2.3.3 Suponha que [ seja continua e f' seja continua por partes em qualquer inter-
valo 0 < t < A. Suponha ainda que existam constantes k, a e M tais que |f(t)| < Ke* para
t > M. Entao L{f'(t)} existe para s > a e, além disso,

L{f(1)} = sL{f (1)} — £(0).

Se f" e f” satisfazem as mesmas condi¢oes impostas sobre f e f’, respectivamente, no

Teorema 2.3.3, entao a transformada de Laplace de f” também existe para s > a e é dada por

L{f"}y = sLLf(1)} = sf(0) — f(0).
. (n-1) )
Corolario 2.3.4 Suponha f, f',---, f continuas e que f seja continua por partes em qual-
(n—1)

quer intervalo 0 < t < A. Suponha ainda que existem constantes k, a e M tais que | f ()| <

(n)
Ke™ para t > M. Entao, L{ f ()} existe para s > a e € dada por

(n) (n—1) (n)
LLF @) =s"L{f(6)} — "' f(0)—---—s f (0)— f(0).

Mostramos agora como usar a transformada de Laplace para resolver equagoes diferenciais

ordinarias com valores iniciais dados.

Exemplo 2.3.5 Considere o problema de Cauchy:
y' —y —2y=0 (3.1)

y(0) =1, y(0)=0. (3.2)
Jd sabemos que a solu¢ao para esse problema € dada por:

2 1
y=09() = 56% + §€2t
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Vamos usar a transformada de Laplace nesse problema para chegar ao mesmo resultado, to-

mando a transformada de Laplace da equagao diferencial (3.1) obtemos

L{y" = L{y'} —2L{y} =0

Pelo coroldrio 2.5.4 temos:

s*L{y} — sy(0) — y'(0) — [sL{y} — y(0)] — 2L{y} =0

(5" —s = 2)Y(s) + (1 = s)y(0) = y/(0) =0

(3.3)

(3.4)

onde Y (s) = L{y}. Substituindo y(0) ey’ (0) em (3.4) pelas condi¢des iniciais (3.2) e resolvendo

em Y (s) temos

s—1 s—1
Y(s) = =
(5) ?2—s—2 (s—=2)(s+1)
dai
1 2
Y(s) = —2 3
s—2 s+1
Finalmente, temos que
1 1
2t -t —
Helt=s—p A=
assim | ) 5 5
So2ty L 2t Loty _ 2 —t
£{3e } 3£{e }oe £{3e } 3£{e }
Logo
1 2
Lly} = V() = £{z¢" +¢7')
seque que

1 2
y=0o(t) = gezt + ge_t-

o que coincide com o resultado ja obtido.
2.4 A funcao Gamma
A fung¢do Gamma é representada por I'(p) e é definida por

F(p+1) :/ e “aPdx
0

Temos que ela satisfaz as seguintes propriedades:

(a)

I'(p+1) =pI'(p) para p>0

(b) Se p for um inteiro positivo n
Fn+1)=n!
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(c) Para p > 0,
L(p+n)

Pp+1)p+2)-(ptn—1)=—F5

Considere a transformada de Laplace de tP, onde p > —1, temos que

@ o 1 o r 1
L{tr} = / e P = / e “aldy = fp+1) s> 0.
0 0

s+l sptl 7

(b) Se p for um inteiro positivo n entao

!
E{t"}:%, s>0

2 R
E{t_%} = —/ e “dx,s > 0.
Vs Jo

/ e dy = ﬁ
0 2

zﬁ%}:v€,5>o

E{t%}zi s > 0.

™
283/2’

Como

temos que

(d) Temos que

Exemplo 2.4.1 Ache a solucao da equacgao diferencial
y" +y = sen2t, (4.5)
satisfazendo as condi¢oes iniciais
y(0) =0, y'(0) = 1. (4.6)
Tomando a transformada de Laplace em (4.5) obtemos
2 (5) = 19(0) — /(0) + Y (5) =

substituindo y(0) e y'(0) em (4.6) temos

(82+1)Y(8)—1: 214
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o que implica em

s+ 6
Y(s) =
)= ErDE 9
Utilizando fracoes parciais temos
5/3 2/3
Y(s) = —
() 241 s244

temos entao que

) 1
y=o(t) = gsent — gsen2t.

2.5 Funcgao Degrau

Vamos supor que todas as funcoes abaixo sao continuas por partes e de ordem exponencial, de
modo que suas transformadas de Laplace existem, pelo menos, para s suficientemente grande.
Funcgao Degrau unitaria

A funcao degrau degrau unitaria é definida como segue:

0, t<c

ue(t) = { c>0 (5.7)

1, t>c,

Veja a figura (2.3).

0 C t

Figura 2.3: A funcao degrau unitaria y = u.(t)

A funcao degrau u, serve para transladar uma funcao dada f, com dominio £ > 0, de uma

distancia ¢ para a direita. Por exemplo, a funcao

0,0<t<c
(t—c), t>c

y=u(t)f(t—c) = { i
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y
1 I
0
T 2n t
Figura 2.4: A funcdo y = u,(t) — ug.(t)
y
y
0 X 0 c X
Figura 2.5: y = f(x) Figura 2.6: A fungao y = u.(x)f(x — ¢)

A transformada de Laplace de u,. é dada por

Lluc(t)] = /000 e Su(t)dt

= / e Stdt

—CS

e
= , s> 0.
s

Exemplo 2.5.1 Se a funcao f € definida por

sent, 0 <t <2m
f(t) =
sent + cost, t > 27

ache L{f(t)}.Note que f(t) = sent + g(t), onde

(1) = 0, 0<t<2m
g = cost, t > 2w
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g(t) = ugx(t) cos(t — 2m)
LA{f(t)} = L {sent} + L {us.(t) cos(t — 2m)}
= L {sent} + e *™ L {cost}
dai
L {f(t)} = 21 + ei%sm
1 4 e 2
LU= =1

Exemplo 2.5.2 Ache a transformada inversa de

1 — 6725

s2

G(s)

Da linearidade da transformada inversa temos

R O e .

S S

=t — us(t) (t—2)

note que F(s) = & = f(t) = LH{F(s)} =t e que L7 {e>F(s)} = uwo(t)f(t —2) =
us(t)(t — 2). Usando a defin¢ao de us(t) obtemos

t, 0<t<?2
t) = ’ -
f®) { 2, t>2.

que € a inversa de G(s).
Teorema 2.5.3 Se eziste F'(s) = L{f(t)} para s >a >0 e se ¢ é uma constante, entio
L{eft)} =F(s—¢c), s>a+ec
Analogamente, se f(t) = L7 {F(s)} entdo
ef(t) =L {F(s - o)}
Prova: Temos que
L{eft)} = /OOO et f(t) dt = /OOO e~ () dt = F(s — ¢).

A restri¢do s > a + ¢ segue do fato que |f(t)| < Ke™, portanto, |e f(t)] < Kelator,
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Exemplo 2.5.4 Ache a transformada inversa de

1

Gls) = s2—4s+5

Completando o quadrado no denominador, temos

1
G(s):m:F(s—Q)

onde F(s) = (s2+1)"". Como L7 {F(s)} = sent, seque do teorema acima que
g(t) = L7H{G(s)} = e*'sent.
Exemplo 2.5.5 Considere a equacao diferencial
y" + 4y = h(t), (5.8)

onde
1, <t <2r

h(t) =
0, 0<t<met>2nm

com condigcoes iniciais

E conveniente escrever h(t) na forma
h(t) = ur(t) — uax(t)

Aplicando a transformada de Laplace em (5.8) obtemos

—Ts —2ms

sV (s) — sy(0) — y'(0) +4Y (s) =

onde Y (s) = L{y}. Temos que

(" +4)Y(s)=s+

S s
seque que
s e~ s 6727rs
(s) =
244 s(s2+4) s(s2+4)
Temos que
1 A Bs+C
s(s2+4) s s244
implica em
1 1 S
s(s244) 4s  4(s2+4)
Assim

¥(s) s N le™ 1e™s 1e 27 N 1e 2msg
S g — _ = J— i
244 4 s 4s24+4 4 s 45244




2.5. FUNCAO DEGRAU 27

como L1 {%} =1, £} {5214} = cos 2t. Entao

y=L1{Y(s)} = cos2t + i {ur(t) — up(t)cos2 (t — m) — ugr(t) [1 — cos2 (t — 2m)|}

ou seja

y = ¢(t) = cos 2t + iuﬂ(t) [1—cos2(t—m)|— iugﬂ(t) [1—cos2(t—2m).

Podemos escrever y = ¢(t) na sequinte forma

cos?2t, 0 <t <
P(t) =< 3cos2t+ 1, m<t<2mw
cos2t, 2m <t

Note que ¢ e ¢’ sao continuas em t > 0, mas ¢" nao existe em t = et = 27, ou seja

—4cos2t, O0<t<m
¢"(t) =< —3cos2t, m<t<2m
—4cos2t, 2m <t.

Vamos agora colocar a seguinte tabela de transformada de Laplace de algumas fungoes que

nos sera muito util.
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Tabela 2.1: Tabela de transformada de Laplace

fO)=LHF(s)}  F(s)=LIfM)] | f(t) =LHEF(s)} F(s) = L[f(t)]
1 —CS
1 ;,s>0 uc(t) ,s>0
et ! , S>a ue(t)f(t —c) e F(s)
s—a
a
senat o s>0 e f(t) F(s—c¢)
n! 1 /s
", neZt — >0 f(ct) ZF<E)’C>O
I'p+1
t, p>—1 (3P+1 ), s>0 Otf(t —7)g(T)dT F(s)G(s)
S —cs
cos at ol s>0 it —rc) e
n n n—1 (nl)
senhat gt s> |af fm(t) s"F(s)—s" ' f(0)—---— f (0)
S n (n)
coshat 2 57 |al (—=t)" f(t) F(s)
" b
e“senbt oot s>a
ot s—a
e™ cos bt (s—a)2+62’8>a
|
e n e Lt e s>a
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2.6 Transformada de Laplace para Integrais

Vamos estabelecer o seguinte teorema

Teorema 2.6.1 Se f ¢ uma fun¢ao de ordem exponencial em [0,00), e a € um nimero real

/f yis] = elf) =5 [ fa)ds

/ /f dz] = iE[f]—i/af(gc)ozgc_
s"//f da;_..._// /f

Demonstracao: A demonstracao se baseia no fato que se f é de ordem exponencial entao

nao negativo, entao

De modo mais geral,

f; f(z)dz também é. Usando integracao por partes com u(t) = fat f(z)dz e dv = e~stdt, temos

E[/atf(:c)d:c = /000 e st /atf(a:)da:dt
=t [ ety + 2 [T et

t 4 . . . ~
Mas como fa f(x)dx é de ordem exponencial, o primeiro termo desta expressao tende a zero

quando t — oo, desde que s seja suficientemente grande, e, portanto,

ol [ fan) =i+ [ s

O que demonstra o teorema.

Exemplo 2.6.2 Na prdtica, as formulas de integracao aparecem, geralmente, com a = 0, caso

em que assumem as formas mais simples

ol faaal = Zeis)

cif o [ s = Leip)

senat
. Temos

t
Como fo cos axdr =
a

lE[senat] = 1E[cosat].
a s

Logo,
L[senat] = gﬁ[cosat]

_a s
s\ s2 4 a2

a
:ﬁ’8>0'
s“+a
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2.7 Funcoes Impulso

Quando lidamos com fenomenos de natureza impulsiva, tais como, alta voltagens ou forcas de
grande magnitude que agem por intervalos de tempo muito curto, enfrentamos problemas que

levam a equacoes diferenciais da forma
ay” +by' + cy = g(t)

onde g(t) é grande durante um curto intervalo to —n <t < t, +n e é nula para outros valores
de t. A integral I(n), definida por

to+n
fww:[ o(r)dr (7.9)

0—"n
ou

fmw:/wgmﬁ (7.10)

[e o]

pois ¢g(t) = 0 fora do intervalo (ty — n,ty +77), ¢ uma medida da grandeza da funcao forgada.
Num sistema mecanico, onde g(t) é uma forga, I(n) é o impulso total da for¢a g(¢) durante o
intervalo de tempo (to — n,to + 7).

Em particular, suponha que ¢, seja zero e que g(t) seja dada por

1/2n, —m<t<n
o=1 @11
0, t < —nout >n.

onde 7 é uma constante positiva pequena. De acordo com a equagao (7.9) ou (7.10) temos que

I(n) = 1, para qualquer valor de 1, n # 0.

y

1121

il N

Figura 2.7: A funcao y = g(¢)

Agora temos que
71}1_)1% d,(t) =0, t #0. (7.12)
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além disso, como I(n) = 1 para cada n # 0, temos

lim I(n) = 1. (7.13)

n—0

Utilizamos (7.12) e (7.13) para definir a "fun¢ao"d, dada por

5(t) =0, t #£0; (7.14)

/Oo S(t)dt =1 (7.15)

A "fungao"d definida por (7.14) e (7.15), é um exemplo de "fungoes generalizadas"ou "funcao
delta "de Dirac. Como §(t) representa um "impulso unitario em ¢ = 0", um impulso num ponto

arbitrario t = ty, é dado por §(t — tp). Temos que

/w 5t — to)dt = 1. (7.17)

A transformada de Laplace de ¢ é definida como
L[6(t —to)] = im L[d, (t — to)] (7.18)
n—0

note que se n — 0, entdao n < ty, logo ty —n > 0. Como d,(t — t;) "e nao nulo somente no

intervalo (ty — n,to + 1) entao

Lld,(t — )] = / e *td,(t — to)dt (7.19)
0
to+n
= / €7Stdn<t - to)dt
to—mn
substituindo o valor de d,(t — ;) temos
to+n
Lldyft =] = 5 / et (7.20)
to—n
1 _ 1
— _2_6—st|§;§gi-z — _e—st[esn o e—sn]
n 21
ou
senhsn _
Lld,(t —ty)] = ——e

s1
hsn

O quociente >
sn
de LHospital. Obtemos

¢ indeterminado quando n — 0, mas podemos avaliar seu limite pela regra

Iim senhsn i scoshsn _1
n—=0 87 n—0 S

Da equagao (7.18) segue que,
L0t —tg)] = e "™, (7.21)
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Fazendo ty — 0, obtemos
L5(t)] = lim e =1 (7.22)

to—0

De modo andlogo, é possivel definir a integral do produto da funcao delta por qualquer fungao

continua. Temos que

/ TSt — to) f(O)dt = Tim [ dy(t— to) F(E)dt (7.23)

o n—=0 J_ o

Pela definigao (7.11) e pelo teorema do valor médio para integrais, temos

00 to+n
e -ttt = o st 3200 ) = £(©).

onde tg —n < t* < ty+n. Assim, t* — ty quando n — 0, logo,
st w0 = )
Exemplo 2.7.1 Ache a solucao do sequinte problema
y' 42y +2y =6t —7); y(0) =1, ¥'(0)=0.
Tomando a transformada de Laplace da equacao diferencial, obtemos

Y (5) — sy(0) =/ (0) + 25Y (s) — y(0) + 2V (s) = ¢ ™

ou
(82 +254+2)Y(s)=s5+1+e ™
ou ainda
s+1 e "?
Y =
() s% 4 25+ 2 + s2+2s+2
dat
s+1 e e
Y =
(s) (s+1)2+1 * (s+1)2+1
Agora
s+1 1
E—l - — —t t L—l - — —t t
{(3+1)2+1} e ‘cost e TES I e 'sen
Logo
y=L{Y(s)} = e tcost + ur(t)e " sen (t — )
ou

_{ etcost, 0<t<m
e

B “teost +e " Msen (t — 1), t > 7.
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2.8 Integral de Convolugao
Teorema 2.8.1 Se F(s) = L[f(t)] e G(S) = L[g(t)], ambas existirem para s > a > 0, entdo
H(s) = F(s)G(s) = L[h(t)], s > a,

onde

h(t) = / £t — o) dn = / F(ngt —n) dn. (8.24)

A funcao h é denominada a convolucao de f e g, as integrais acima sao denominadas de
integrais de convolucao.

Denotamos a integral em (8.24) por
h(t) = (f = g)(t) (8.25)
Propriedades da Convolucao
frg=gxf

[ +g)=f*a+f*g
fx(g=h)=(f*g)*h
Fx0=0%f=0

Nao é verdade que fx 1= f. De fato,

(f*l)(t):/O f(t—T)ldT:/O f(t—7)dr.

Por exemplo, se f(t) = cost, entao
t
(fx1)(t) = / cos(t — 7)dr = —sen(t — 7)|, = —sen0 + sent = sent.
0

Nao é verdade também que f * f > 0.
As integrais de convolucao aparecem em diversas aplicacoes nas quais o comportamento do
sistema, no instante ¢, depende nao apenas de seu estado no instante ¢ mas também de sua
historia passada. Os sistemas deste tipo sdo chamados sistemas hereditarios (ou de memoria)
e ocorrem em campos como o transporte de néutrons, a visco-elasticidade, e a dinamica das
populacoes.

Prova do Teorema. Se

F(s) = /0 e () de

G(s) = /OOO e *g(n)dn
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entao

0

F(s)G(s) = / e p () de / " gy

F(s)G(s) = / Ty / e £(&)dedy

0
faca &€ =t —n, n fixo temos

F(s)G(s) = / g / " e (¢ — m)dtdn

n

faca n = 7 obtemos

PG = [ otn) [T = s

T

se invertemos a ordem de integracao temos

F(s)G(s) = /0 e /0 t g(7)f(t — 7)drdt

ou seja

=t

t-> 00

=0

Figura 2.8: Mudanca de ordem de integragao

Exemplo 2.8.2 Achar a transformada inversa de

a 1 a
H(s)— — + -~ %
TR B a |
Sabemos que L 1[5_2] =tel 1[52 + az] = senat. Assim
t _
h(t) = L7Y[H(s)] = / (t — 7)senardr = atis;mat.
0 a
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Exemplo 2.8.3 Achar a solu¢ao do problema de valor inicial a sequir:
y"' +dy =g(t),
y(0) = 3,5/(0) = —1.
Tomando a transformada de Laplace da equacao diferencial temos:
s2Y(s) — 35+ 14+ 4Y (s) = G(s),

o 3s—1  G(s)
5 — s
Y =
(5) 32+4+32+4
S 1 2 _'_1 2
244 2s524+4 25244

=3 G(s)

desse modo,
1 I
y(t) = 3cost — isen2t + ) sen(2t — 27)g(7)dr.
0
Considere o problema constituido pela equacao diferencial
ay” +by' + cy = g(t)
onde a, b e ¢ sao constantes reais e g é uma funcao dada, junto com as condicoes iniciais
y(0) =y, ¥'(0) = y1.

Os coeficientes a, b e ¢ descrevem propriedades de um sistema fisico e g(t) é a entrada no
sistema. Os valores 1y e y; descrevem o estado inicial do sistema, e a solucao y é a resposta do
sistema no instante t.

Tomando a transformada de Laplace no sistema obtemos:
(as* +bs = c)Y(s) — (as + b)yo + ay, = G(s)

dai se definimos
(as + b)yo + ay

as? +bs+c

G(s)
as? +bs+c

O(s) = , W(s) =

podemos escrever

Y(s) = ®(s) + U(s)

entao
y(t) = o(t) + ¥(1)
onde ¢(t) = L71D(s)] e w(t) = L7[T(s)], temos que ¢(t) é solugao de

ay”" + by +cy =0, y(0) =y, ¥(0) =w
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e Y(t) é solucao de
ay”" + by +cy = g(t), y(0) =0, y'(0) =0.
Para encontrar ¢(t) = L7![®(s)] consulta-se a tabela. E para achar v (t) = £L71[¥(s)] é conve-

niente escrever

U(s) = H(s)G(s),

onde H(s) = (as*+bs+c)~1. H é a funcao de transferéncia, e depende somente das propriedades
do sistema considerado, i.e., H(s) esta determinada por a, b e c¢. G(s) depende da excitacao

externa ¢(t) aplicada no sistema. Pelo teorema de convolugdo podemos escrever

v(0) = £ HEIGE)] = [ bt = rar)ar
onde h(t) = L7[H(s)] e g(t) é a fungdo de entrada dada.

Exemplo 2.8.4 Ache a transformada inversa de

s 1 s
F = = . .
(5) (s+1)(s?+4) s+1s2+4

1
Temos que L1 {—} =e !t e L} {
s+1

o 4} = cos 2t. Logo

t t
LHF(s)} = /0 e cos 27 dr = /0 cos2(t—r1)e " dr.

Exemplo 2.8.5 Considere o problema abaizo
y" + 2y + 2y = senat, y(0) =y'(0) = 0.
Temos que

«Q 1 B o 1
s24+a2's2+25s+2 52+a2'(3+1)2+1'

Y(s) =

Sabemos que

1
C_l{f}:e_tsent, L_l{ 2& 2}:senozt
(s+1)"+1 s+«

t
y(t) = / e~ "sen (t — ) senan d.
0

Assim

Teorema 2.8.6 Se L[f] = ¢(s), entao



2.8. INTEGRAL DE CONVOLUCAO 37

Demonstracao: Derivando ambos os membros da equacao

¢@>=1/me%ﬂwdt

0

n vezes com relacao a s. Desta forma,

d d > —st
Ey@:%ﬁe F(t)dt

~ a —st
- | et

=— / h e St (t)dt

0
= —L[tf )],
e assim por diante. Desta vez, a formula correspondente expressa em termos de £7! é

dn

dsn

L7 ==0(s)] = (=1)"t" L7 [¢(s)]-

Exemplo 2.8.7

Lltsent] = —di[sent]
s

d 1
_£(52+1
B 2s
e

)

Exemplo 2.8.8
nl __ n dn
L") = (~1)" 01

rE ()
= (1

n!
Sn+1 :

|. Comparando ———— com d (1/(s*+1)) vemos que

Exemplo 2.8.9 Calcular £L7}] (2 +1)2 ds
S S

(82 + 1)2

b td/ U
(s24+1)2 2sds \s2+1)°

a aplicando a formula anterior, temos

o) [ [ ()l
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Ll d 1 B 1
£t {% ($2+1>} = —t£t [SerJ = —tsent.

L1 [ﬁ} = —%/Ot(—tsent)dt

1 t
= — / tsentdt
2 Jo

lt t+ L t
= ——tcos —sent.
2 2

Mas dai

Logo

Para finalizar essa secao, vamos estudar o calculo da transformada de Laplace de uma funcao

periodica.
Teorema 2.8.10 Se f € de ordem exponencial e € periodica de periodo T, entao

T st d
e - oL

Demonstracao: Por definicao,

cifl = [ e

0

T 2T
= / e St f(t)dt + / e St f(t)dt + -
0 T

(n+1)T
+/ e St f(t)dt + -

P
Fazendo x + nT =t na (n-+1)-ésima integral da série acima, e obtemos

(n+1)T T
/ e S f(t)dt = / es@tn D) £z 4+ nT)da
n 0

T
T
— —nTs —sx d
e [ e
logo, . )
L[f] = / e f(x)dx + e_TS/ e~ f(z)dx + - - -
0 0

T
+6—nTs/ e_sxf(x)dx 4.
0

T
=[4e T pe 4. / e f(x)dx.
0
Mas a soma da série geométrica
1de s o pe s ...

¢ 1/(1 —eT*), segue-se que
Jy e f (bt

1 —eTs

Llf1=
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Figura 2.9: Funcao periédica de periodo 2

Exemplo 2.8.11 Culcule a transformada de Laplace da funcao cujo grdfico se mostra na figura

2.9. Neste caso, f € periddica de periodo 2, donde

JZestf(t)dt

1 —e 2

L[f1=

et
1—e2
1—e7*
a s(1 —e=2s)
1
s(l4+e9)

2.9 Exerciclos

1. Nos problemas abaixo determinar se f é continua, ou continua por partes ou nem uma

coisa nem outra, no intervalo 0 < ¢ < 3

(2, 0<t<1 2, 0<t<1
a) f(t)=4¢ 2+t 1<t<2 b) ft)=< (t—-1)"1 1<t<2
| 61, 2<t<3 1,2<t<3
2, 0<t<1 t,0<t<1
¢) f(t) = 1,1<t<2 d) ft) =14 3—t, 1<t<2
(| 3—¢2<t<3 1,2<t<3

2. Achar a Transformada de Laplace de cada uma das seguintes funcoes:
(a) t (b) > (c¢) t", com n inteiro e positivo.

(e + ) (e — )

e senhbt =

a Transformada de Laplace da funcao dada; a e b sao constantes reais.

3. Lembrar que cosh bt = . Nos problemas abaixo, achar
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10.

11.

12.
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. Das fungoes abaixo descritas quais as que sao continuas por partes em [0, 00)? Justifique

sua resposta.
2 1 -2
()¢ B+ (o) :

1/t
1 WD @en

1
O limite lim;_,o+ (¢ seng) existe? ¢ sen ¢ continua por partes em [0, 00)?

Determine a transformada de Laplace de cada uma das seguintes funcoes. Suponha que
a é sempre constante.
(a) sen(t +a) (b) (t+a)", n€Z" (c) senhat

(d) t2e (e) sen?at  (f) 12 cost.

Mostre que
s(s*+7)
Llcos® t] = :
[cos™] (s2+9) (s> +1)
Calcule L[e'sent]. (Sugestao: Aplique a formula de derivagao.)

Resolva cada um dos seguintes problemas de valores iniciais, usando a transformada de

Laplace.

(a) y" =3y +2y=0; y(0)=3, y(0) =4

(b) ¥" +y =1t y(0) = —1; ¢'(0)=3.

(©) y"+y"+4y +4y = =25 y(0)=0, y'(0) =1, y"(0) = —L
(d) y" =y =6y =3+t —1; y(0) = =1, y/(0) = 6.

Nos problemas abaixo achar a transformada de Laplace Inversa.

S S 2 25 =3
— (b T S— _—.
(a) s+ 4 ()(5—1)3 (c) s?2+3s—4 ()32+23+10

Achar a solucao do problema de valor inicial proposto, mediante as transformadas de

Laplace.

a)y' +2y+2y=46(t—m), y(0)=1, y'(0) =0.

b) y" +2y'y = 0(t) + usr, y(0) =0, y'(0) = L.

c)y"+y=0d(t—m)cost, y(0) =1, y/(0) =1.

(a) Mostrar, pelo método da variagao dos parametros, que a solugao do problema de valor

inicial
y'+2y+2y = f(t), y(0) =0, y(0) =0,
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13.

14.

15.

16.

17.

18.
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t
Y= / e~ f(r)sen(t — 1) dr.
0
(b) Mostrar que se f(t) = 6(t — m), entdo a solugdo da parte (a) se reduz a

y = up(t)e " sen(t — 7).

Provar as propriedades comutativa, distributiva e associativa da integral de convolucao
(@) frg=gxf (b) fx(g+ge)=Ff* g+ f*g2 (c) f*(gxh)=(fxg)*h

Mostrar mediante o exemplo com f(¢) = sent, que f % f ndo é necessariamente nao-

negativo.

Nos problemas abaixo, achar a transformada de Laplace da funcao dada.
(a) f(t) = [5(t —7)%cos2rdr (b)f(t) = [ e~ Tsentdr
(©)f(t) = [yt —T)e"dr (d) f(t) = [ sen(t — 7)cosTdr.

Nos problemas abaixo, achar a transformada de Laplace inversa dada, mediante o teorema
de convolug ao.

(a) F(s) = : !

(s+1)(s2+4) (c) F(s) = (s+1)2(s2 +4)

S 1) (b) F(s) =

Exprimir a solu¢ao do problema de valor inicial em termos de uma integral de convolucao.
(a) ¥y + 2y + 2y = senat, y(0) =0, y'(0) =0.

(b) "y + Jy =1 —ux(t), y(0) =1, y'(0) = —1.

(c) ¥+ 3y + 2y = cosat, y(0) =1, y'(0) =0.

Consideremos a equagao integral
t
o0)+ [ (¢~ w)o(w) du = sent

0

(a) Mostrar que se u for tal que u”(t) = ¢(t), entao
u”’(t) +u(t) — tu'(0) — u(0) = sen2t.
(b) Mostrar que a equagao integral dada é equivalente ao problema de valor inicial
u”(t) + u(t) = sen2t, u(0) =u'(0) = 0.

(c) Resolver a equagdo integral mediante a transformada de Laplace.

(d) Resolver o problema em (b) e verificar que a solu¢do & mesma que obtida em (c).



Capitulo 3

Solucoes por Séries de Eq. Dif. de 2¢

ordem

3.1 Introducao

Neste capitulo estudaremos o método de solucoes de equacoes diferenciais usando séries de
poténcias, que ¢ um método muito eficiente, mas também extremamente trabalhoso. E preciso
muito cuidado e paciéncia quando estiver aplicando esse método, para nao cometer algum en-
gano que possa comprometer o resultado do problema que se pretende resolver. Essencialmente,
esse método consiste em procurar solucoes de equacoes diferenciais dadas por uma funcao y
que tomamos na forma de série, isto é, consideramos y = >~ a,,x", e nosso principal interesse
é determinar os coeficientes a,, encontrando assim a funcao y solucao da equacao diferencial
requerida.

Vamos estudar equacgoes de 2¢ ordem da forma
P(z)y" + Q(z)y + R(z)y =0 (1.1)

Vamos por simplicidade considerar os casos em que P, () e R sao polinomios. Estamos interes-
sados na solugdo da equacdo (1.1) nas vizinhangas de um ponto z,. Pode acontecer que para
esse ponto g, P(zg) # 0. Entdo xy é um ponto ordindrio da equagao (1.1). Se P(xzg) = 0,
entdao xg é um ponto singular da equagao (1.1).

Para solugoes da equagao (1.1) consideramos fungoes da forma:
y=ao+a(x—x9)+ - +an(x—x)" 4+ = Zan(fc — x0)". (1.2)
n=0

Surgem duas questoes: Podemos determinar "formalmente"os a,, de modo que y, dada por (1.2)
satisfaca (1.1)7 A segunda é se a série assim determinada realmente converge e, sendo assim,

para que valores de x — x(?

42



3.2. SERIES DE POTENCIAS 43

3.2 Séries de Poténcias

Séries dadas por (1.2) sdo conhecidas como séries de poténcias de z — xg. Temos aqui alguns
resultados de séries:

1. Diz-se que uma série de poténcias Y~ a,(z—xp)" converge num ponto  se limy, oo > o Gn(2—
xo)" existe. Esta série para © = xo, obviamente, converge. Ela pode convergir para todo

x, ou pode convergir para alguns valores de x e nao para outros.

2. Diz-se que a série Y~ a,(z — zo)" converge absolutamente num ponto z se a série
oo o lan(z — x)"| converge. Pode-se mostrar que se a série converge absolutamente

entao ela converge, mas a reciproca nem sempre é verdade.

3. Um dos testes mais tteis para a convergéncia absoluta de série de poténcias é o teste da

Razao. Se para um valor fixo x

an+1(x __xo)n+1

an(x — x0)"

An1

lim

n—o0

=1

= |z — xo| lim

n

a série de poténcias converge absolutamente neste valor de x se [ < 1 e diverge se [ > 1.

Se [ = 1, nao se conclui nada.

4. Se a série de poténcias Y > a,(x — zo)" convergir em z = z;, ela convergira ab-
solutamente para |z — xo| < |x; — x¢|, e se divergir em = = x4, ela divergird para

|z — 20| > |21 — 0.

5. Existe um nimero p > 0, denominado o "raio de convergéncia", tal que Y a,(z — ()"
converge absolutamente para |z — x| < p e diverge para |z — x| > p. Para uma série que
nao converge em nenhum ponto exceto em xy, definimos p como zero; para uma série que

converge para todo x, dizemos que p é infinito.

6. As séries podem ser somadas ou subtraidas termo a termo e

f(x) £ g(x) =Y (an +by)(x — z0)".

n=0

7. As séries podem ser multiplicadas
o
:[Zan(a:—xo Zb x —xo)" chx—xo
n=0
onde ¢, = agb, + a1b,—1 + -+ + apby. Além disso, se g(xg) # 0, as séries podem ser

divididas .
Z dp(x — x0)"
g(x)

n=0

Kh
H

A
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8. A fungdo é continua e tem derivadas de todas as ordens para |r — x¢| < p. Além disso,

f's f”, -+, podem ser obtidas derivando-se as séries termo a termo, i. e.,
l -1
fi(x) = a1 + 2as(x — zo) + - - - + nay(r — xp)" g nan,(r — xo)"

etc, e cada uma das séries convergem para |x — zo| < p.

9. O valor de a, é dado por

n!
A série é denominada série de Taylor para funcao f em torno de xg.

10. Se Y7 yan(x — x)™ = D7 bz — )", para cada z, entdo a, =b,, n=0,1,2,---
Em particular, se > a,(z —x¢)" = 0 para cada z, entdo ap =a; = --- =a, = --- = 0.

Uma funcao f que tem uma expansao em série de Taylor em torno de x = x,

A

n

0-> L5

n=0

(x — xo)".

com um raio de convergéncia p > 0, é dita analitica em x = xy. De acordo com as condigoes
acima mencionadas, se f e g sdo analiticas em xo, entdo f £ g, fg e f/g (g(xo) # 0) sdo
analiticas em x = xg. O mesmo resultado vale para analiticidade em todos os pontos.

Mudanca do Indice do somatorio

LR Pk St = 3
: k

n=0 : =0
1.
S0 =0 0 a0
a,r’ = ayx” +asx” +agx” +---+apxr + -
= 042”2 F AT ™R 4
= Z am+2xm+2 _ Z an+2x"+2
m=0 n=0
2.
Do (n 4 2)(n+ Dag(a =27 = 30+ 4)(n + Bapaalr — 2"
n=2 —
3.

[e.9] o0

o
z? g n+r)a,z"t T = E (n +r)a,a™ "t = E (n+7r—1)ap,_ 12"
n=0 n=0 n=1
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o o0 o0 o0
g na,x" = E apx’" — E (n+ 1)ay 12" = g a, " =
n=1 n=0 n=0 n=0

<n+1)an+1:an7 n:O717"'

ou
Qp, Qo ai Qo Qo
Any1 = — =, G=——=—, 3= =
" n+1 1’ 2 2’ 3.2
Qo
an——', n—1,2,
n:
Assim

3.3 Solugoes por série préoximo a um ponto ordinario
Estamos interessados em resolver
P(x)y" + Qx)y + R(x)y =0 (3-3)

com P, @) e R fungbes reais definidas na vizinhanga de um ponto xy, com P(xy) # 0. Se

chamamos p(x) = ggg e q(x) = ﬁgg entao a equagao (3.3) pode ser escrita na forma

y' +p(x)y +q(z)y =0 (3.4)

se p e ¢ forem analiticas em z, entdo zp € um ponto ordinario da equagao (3.3), do contrario,

xo € ponto singular de (3.3). Procuramos entao solugoes da forma
y= Zan(l’ — )" (3.5)
n=0

que sera a solugao geral de (3.3), ou seja, y = Y >~ an(z — x0)" = apy1(z) + a1y2(x), onde
ap € a; sao constantes arbitrarias, e y; e yo sao solucoes por série, linearmente independentes,
analiticas em zy. Além disso, o raio de convergéncia para cada y; é, ao menos, tao grande
quanto o minimo dos raios de convergéncia para as séries de p e ¢. Temos que p(z) = % tem
uma expansao em série convergente em torno de um ponto z = xg, se P(xy) # 0. Além disso, o
raio de convergéncia da série de poténcias de p em torno de x = z( é a distancia de xy ao zero

mais proximo de P.

Exemplo 3.3.1 Qual o raio de convergéncia da série de Taylor para (x? — 2x + 2)71 em torno
de x =07 E em torno de x = 17
Note que
2 —224+2=0



46 CAPITULO 3. SOLUQOES POR SERIES DE EQ. DIF. DE 24 ORDEM

tem solugoes x = 1 +i. A distancia dex =0 al+i ouxz =0 al—1i no plano complezo é V/2;
desse modo, o raio de convergéncia da expansio em série de Taylor para (v? — 2x + 2)71 em
torno de v =0 é /2.

A distincia dex =1 ax=1+ioux=1ax=1—1 €1, logo, o raio de convergéncia da

ezpansao em série de Taylor para (% — 2z + 2)_1em torno dex =1 ¢ 1.
Exemplo 3.3.2 Vamos achar uma solucao por série da equagao
y'+y=0, —oo<uz<o0. (3.6)

Ja sabemos que senx e cosx formam um conjunto fundamental de solucoes desta equacao.
Vamos encontrar estas mesmas solugoes usando série de poténcias. Para esta equagio P(x) =1,

Q(z) =0 e R(z) = 1; assim x = 0 € um ponto ordindrio. Vamos procurar solu¢ao da forma

y:a0+a1x+---+an;p"+---:Zanx" (3.7)
n=0
Derivando termo a termo, temos
Y =a; + 2498 + -+ na " 4 = Z na,z" (3.8)
n=1
y' =2ay+---+nn—Da,z" 2+ = Zn(n — 1)a,z™? (3.9)
n=2

Substituindo as séries (3.7), (3.8 e (3.9) obtemos

Il
¥
i
=)

n

fazendo uma mudanca de indice do somatorio , obtemos

Z(n +2)(n+ Day22™ + Z anpr" =0
n=0 n=0
Desse modo obtemos .
S (4 2)(n+ Dansz +ap)z" =0
n=0
dai
(n+2)(n+ Dagio+a, =0, n=0,1,--- (3.10)

a equagao (3.10) é chamada uma relacao de recorréncia. vamos encontrar os a, pares e 0s ay

impares separadamente, temos que

sy = —ap/(n+2)(n + 1)
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logo
a:—@:—@‘a:—aaz aO :@
? 2 2 YT 4.3 4-3.2 4
e em geral, se n = 2k, entao
_1)k
CLQ]C:%CL(), k21,2,
De modo andlogo,
a__(ll __ﬂ a__CLg_ aq _ﬂ
T 3.2 3" °T 5.4 5-4-3.2 5

e, em geral, se n = 2k + 1 entao

(=1"*

- 7 E—=1.92 ...
2k+1 (2k+ 1)!0'17 ) 4y
Deste modo, a série (3.7) toma a sequinte forma
k k
. ap o Q1 (1) 2k (1) 2k+1
y—a0+a1x—§x—§x +---+(2k)!a0x +ma1x + -
ou seja
2? (—1)* 2 (—1)*
— 12 ... 2% ., T AT 2kl
Yy =ap 91 +oee (2h)! T+ +ay|x 3l +oe (2k+1)!x +
ou

y—a f: (—1)kx2k+a f: (-" 21
" £ (2k)! (2K + 1))

A primeira série € a série de Taylor de cosx, e a sequnda série € a série de Taylor de senx.
Obtemos entao

Y = apCOSX + ajsen x

onde ag € a1 sao constantes arbitrdrias. Isto confirma o resultado ja esperado das solugoes do
problema (3.6).

Exemplo 3.3.3 A equacao de Hermite é
y' =2y + Ay =0, —oo<x<o00 (3.11)

com A\ constante.

Procuramos soluc¢oes nas vizinhancas do ponto ordindrio x = 0, substituimos as séries

o o0 o
y = E a,x”, Yy = g napx™t, Y’ = g n(n—1)a,z"?
n=0 n=1

n=2



48 CAPITULO 3. SOLUQOES POR SERIES DE EQ. DIF. DE 24 ORDEM

em (3.11) para obter

i n(n—1)a,z" 2 — i 2na,x" + i A,z =0
n=2 n=1 n=0

ou
Z n+2)(n+1)a,.22" —ZQnan:c +Z>\anx =0
n=0 n=1 n=0
ou ainda .
2a9 + Aag + Z [(n+2)(n+1)an2 — 2na, + Aa,] 2" =0
n=1
. )\CI,Q » N . .
assim ag = — 5 e a relacao de recorréncia geral é
2n — A\
Qnt2 = a n>1.

n+2)(n+1) " -

Note que ag determina as, que determina ay, etc. Analogamente, sao determinados os as, as, - - -

em fun¢ao de a;. Ou seja
_@=N (=N
T T Ty
(8=XN)(4—=X)A

6!

ag — — Qo

—[2(2!{;—2)—)\][2(2(;%—1)—2)—)\]-~-[4—)\])\

ok = 25! ao
para oS termos impares temos
2\ 6-X)(2-2A) (10— XA) (6—X)(2—))
B= gt BT T gy T 7l “
desse modo
A, =N, BNE-NA
2 — — 2 — 10 — - 9 _
o [H< N, 6=0E=X 5 10-N6E=NE=A) .
3! 5! 7!
18to €,

y(x) = agyr () + ary2()

onde y, € a funcao definida pela série que multiplica ag e yo € a fungao definida pela série

que multiplica ay, sem dificuldade se mostra que y; e yo formam um conjunto fundamental de

solugoes para esse problema. Naturalmente, se A € um inteiro par nao-negativo, uma ou outra

das séries acima tem uma soma finita. Em particular, para A = 0,2, 4, 6, respectivamente, uma
3

solucdo da equacao de Hermite €, 1,x,1 — 222, o — %az )
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3.4 Equacao de Euler

A equacao de Euler é uma equacao do tipo
Ly = a*y" + axy' + By =0 (4.12)

onde «, B sao constantes. O ponto x = 0 é um ponto singular regular. Em todo intervalo que
nao contém a origem a equagao (4.12) tem uma solucao geral da forma y = agy; () + ary2(x),
onde y; e ¥y sao L.I..Vamos considerar o intervalo z > 0 (analogamente, tem-se o caso x < 0).

Considerando que a equacdo (4.12) tem uma soluc¢ao da forma
y=a" (4.13)
obtemos

L[ZL‘T] — {L'Q(.I’T)”+Oél’(l'r),+ﬁl'r
=2"[r(r— 1)+ ar + f]

e se r for uma raiz da equagao
F(ry=r(r—=1)4+ar+p5]=0 (4.14)

entdo L[z"] =0 e y = 2" & solucdo de (4.12). As raizes sio:

~(a-Dx(a-1?-45

1,72 = 9

Temos trés casos a considerar:
1) Raizes reais e desiguais;
2) Raizes reais e iguais;

3) Raizes complexas.

19 Caso: Se F(r) = 0 e 71 e ry 830 reais e r; # ry entao yi(z) = 2™ e yo(x) = 2™ a0

solugoes de (4.12). Uma vez que W (x™,x72) = (r; — r2)z" 27! nao é nulo segue-se que
y=cz" + ez, x>0, (4.15)

é a solugao geral de (4.12).

Exemplo 3.4.1 Resolver a equacgao

22%" +3xy —y =0, x>0 (4.16)
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Sol.: Temos que se y = x" entao obtemos
z"2r(r—1) + 3r — 1]
" (2r* +r —1)
" (2r—1)(r+1)

0
0
0

e temos as sequintes raizes vy = % ery = —1 desse modo

y=c1a? + cor! (4.17)

é a solugao de (4.16).

20 Caso: Se as rafzes r; e ry forem iguais, isto &, r; = 75, chegamos somente a solucao

y=a" e F(r) = (r —r)% Para encontrar uma segunda solugio, observe que

0 o 0, _ r r
EL[;E ] = E[x F(r)]=F(r)x"Inz+2(r —r)x

dai
Llz"Inx] = F(r)a"Inxz 4+ 2(r —ry)a",

fazendo r = r;, obtemos:
Liz"Inz] =0

portanto,
yo =2 Inzx (4.18)

é uma segunda solugao de (4.12). A solugdo geral é
y=(c1+clnz)x™, x> 0. (4.19)

O wronskiano é dado por
W(z™, 2" Inz) = 271 #£0

logo, y1 e y9 sao L. I. .

Exemplo 3.4.2 Resolver a equacgao

2*y" + 5y +4y =0, >0 (4.20)

Fazendo y = x", obtemos
2" (r* 4+ 4r+4)=0

o que implica em r1 = ry = —2. Logo, a solu¢ao geral de (4.20) é

y=1a%(c; +clnz), v>0.
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3% Caso: Raifzes complexas, neste caso, 1y = X +iu e 7o = X\ — ip , g # 0. Temos que

" = erlnx

logo

Atip ()\+w) Inx Aln zeiu Inx

i =€

= 2 [cos(uInx) +isen (uInz)], = > 0.

a solucao complexa geral é

Y= 1™ o T,

Queremos solugoes reais, portanto, consideramos as fungoes
z*cos(plnz) e x’sen(plnw)
que sao solugoes de (4.12) e
W (z* cos(puInz), z’sen(plnx)) = pz**~ #£0

segue que elas sao L. I.. Logo, a solugao geral de (4.12) é

y = 2 cos(pInz) + cor’sen(plnx), x > 0.

Exemplo 3.4.3 Resolver a equacao diferencial

2y"+xy'+y:0.

Sol.: Fazendo y = x" temos
2" (r* +1) = 0.

Logo a solugao geral de (4.22) é

y = ¢y cos(lnz) + cosen(lnzx), x > 0.

3.5 Pontos singulares

Consideremos a equacao
P(z)y" + Q(z)y' + R(z)y = 0

nas vizinhancas de um ponto singular x = xg.

51

(4.21)

(4.22)

(5.23)
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Exemplo 3.5.1 Determine os pontos singulares e 0os pontos ordindrios da equacao de Bessel
de ordem v
22y +xy + (22 — vy = 0. (5.24)

Sol.: O ponto x = 0 é ponto singular, pois P(z) = 2 se anula em z = 0. Todos os outros

pontos sao pontos ordinarios da equacao (5.24).

Exemplo 3.5.2 Idem para a equacao de Legendre
(1 —2)y" — 22y’ + ala+ 1)y =0, « constante. (5.25)

Sol.: Os pontos singulares sao x = 41 e os outros pontos sao ordinarios.

Exemplo 3.5.3 A equacao diferencial

22y — 2y =0 (5.26
1

tem um ponto singular em x = 0. Pode-se verificar que, para x >0 oux <0,y =a2> ey = —
T

~—

sao solugoes L. I. da equagao (5.26). Assim num intervalo qualquer que nao contenha a origem,

a solugio geral é y = c12? + cox™t. (y = 27! nao € analitica em x = 0; y = x* € analitica em

todo ponto x).

Exemplo 3.5.4 A equacao diferencial

22y" — 2y’ +2y =0 (5.27)

2

tem um ponto singular em x = 0, y;(x) = x, yo(x) = x* sao solugoes L. I. de (5.27) e analiticas

em x = 0. Mas nao se pode colocar um p. v. i. com c. i. em x = 0.

Que comportamento tem a solu¢do da equagao diferencial (5.23) quando x se aproxima de
um ponto singular x = x(?

Se P, () e R forem polinémios e

lim (2 — o) ggg é finito (5.28)
‘ R
Ilirélo(x — ;1:0)2% ¢ finito (5.29)

entao xg é ponto singular reqular. Para funcoes mais gerais que polinomios xg serd um ponto

singular reqular da equacdo (5.23) se xy for um ponto singular e se ambas

Q(z)
P(x)

forem analiticas em x = xy. Do contrario, o ponto singular é irreqular.

(x — xg) (z — x0)?

P(z)
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Exemplo 3.5.5 No exemplo2 observamos que os pontos singulares da equacao de Legendre
(1—2)y" — 22y’ + ala+ 1)y =0, a constante
sao x = *+1.Determine se esses pontos singulares sao pontos singulares requlares ou irrequlares.

Sol.: Temos que para a equacao de Legendre

assim

2 . 2
lim(z — 1) 5 = lim =1
z—1 —x z—11 +x
e
1 1)(1—
lim(:p—l)QM = lim alat+ DA —2) =0,
z—1 1 — 22 z—1 1+zx

como estes limites sao finitos, o ponto x = 1 é um ponto singular regular. Analogamente,

mostra-se que x = —1 também é um ponto singular regular.

3.6 Método de Frobenius

Teorema 3.6.1 Qualquer equacao diferencial da forma

a(x b(x
x x
onde a(z) e b(x) sao analiticas em x = 0, possui no mdzimo uma solu¢do que pode ser repre-

sentada sob a forma

y(@) = 2" ema™ =a"(co+ a1x + ca” - 4 epa™ 4 ) (6.31)

m=0

onde o expoente r pode ser qualquer nimero, real ou complexo, e € escolhido de modo que ¢y # 0.

Observacao: Note que se temos uma equagao
Px)y” + Qx)y' + R(z)y =0 (6.32)

onde x = xg, seja um ponto singular regular da equacao diferencial (6.32) entao

Q(z)
P(z)

(x — x9)

sdo analiticas em = = . Assim, definindo p(z) = ) © q(z) = Plo) tEMOS

y' +p(x)y + q(z)y =0
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e também
y// + ("L‘ ; ioip(x) y/ + (l‘(; fOi2(§§x) -0 (633)
chamando a(x) = (z — x9)p(x) e b(x) = (z — x¢)*q(x), obtemos
poo_olx) o blx)
. (:E—xo)Qy_O (034

com a e b analiticas em x = . Vemos que (6.34) é equivalente a (6.30), com = — zy = t,
e ay(t) = a(t + xo), be(t) = b(t + zo) analiticas em ¢ = 0. O método que vamos apresentar
agora para resolver (6.30) é chamado método de Frobenius. Para resolver (6.30), é conveniente

apresenta-la sob a forma
2%y + za(x)y + b(z)y = 0. (6.35)

Inicialmente, desenvolvemos a(x) e b(x) em séries de poténcias, |z| < R, R > 0.

Zan:p e b(x be

em seguida derivamos (6.31) termo a termo,

Z m+r)eme™ T = 2" egr + (r + Ve + -+ -]
m=0

y'(z) = Z(m +r)m+r — Depe™ 2 =2 2[r(r — Deg + (r + Dreyz + -+ -]

substituindo estas séries em (6.30) obtemos

Z(m +r)(m+r—1c,z™ + (Z am:cm> (Z(m + r)cmmerT)

() ()
Vimos que
<Z amxm> (Z bmxm> = Z <Z ajbmj> ™
m=0
desse modo (6.36) se torna

m=0

(m—+r)(m+r—1)c, + i(] + 7)Cjm—j + i cjbm_j] xm} =0 (6.37)

J=0 J=0
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Por conseguinte (6.37) satisfara a equagao diferencial (6.30) no intervalo 0 < x < R se, e
somente se,
(m—+r)(m+r—1)c, + Z[(j +1r)cjam—j + Cibp—_j] =0 (6.38)
=0

para todo m > 0. Quando m = 0, a equagao (6.38) se reduz a
[r(r —1) 4+ rag + bolco =0
como nao queremos ¢g = 0 entao devemos ter
r(r—1) +agr +by =0 (6.39)

quando m > 1 a equacao (6.38) se torna

m—1
[(m +7)(m+ 7 = 1)+ (m+ r)ag + bolem + > _[(J + )am—j + bm—jlc; = 0. (6.40)
5=0

A relagdo (6.39) é conhecida como equagao indicial associada a equacdo (6.35). E suas
raizes, que determinam os valores admissiveis de r em (6.31), sdo os expoentes caracteristicos
da equacao. Temos trés casos a considerar:

Caso I. As raizes da equacao indicial sao distintas e nao diferem de um inteiro. (r; #
ro, 71 — 19 # N)

Caso II. A equagao indicial possui raiz dupla. (r; = rs).

Caso III. As raizes da equagao indicial diferem de um inteiro. (r; —ro = N).

Observagao. A troca r = —¢, & > 0, implica numa solu¢ao y em séries de poténcias,
semelhante a dada por (6.31), no intervalo —R < x < 0. Logo teremos uma solugio y em
0 < |z] <R.

Caso I: Chamando I(r) = r(r — 1) 4+ agr + by e escolhendo 7, e ry raizes da equagao indicial
I(r) = 0, de modo que Re(r;) > Re(ry). Entao obtemos de (6.40) que

m—1

== [+ 1)+ bl 1+ 1) (6.41)

com I(m 4+ ry) # 0, devido a forma como r; foi escolhido. A equagio (6.41) determina todos

08 Cp, m =1,2,--- em termos de ¢g. Assim
o
T1 n
yi(e) = |2 eur
n=0

é uma solugao de (6.35) com ¢q arbitrario e os ¢, determinados por (6.41), no intervalo 0 <
lz| < R.
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Uma segunda solugao de (6.35) pode ser obtida da equacao (6.40) se r; #roery —ro #N

com N inteiro, isto é,

m—1
Z J+re)am—j+ bmjlc;/I(m +13). (6.42)
7=0
A solucao sera dada por
Yo () = ||™ Z crx, ¢y #0, (6.43)
m=0

em 0 < |z| < R. Mostra-se que y; e y2 sdo L.I. e portanto a solu¢ao geral de (6.35) é
y(x) = ey (x) + caya ().

Exemplo 3.6.2 Casol: Consideremos a equacao diferencial

2.1

2y’ + (2° + > —)y =0. (6.44)

36

Substituindo y = x" Y °_ ¢, @™, nesta equagao obtemos

o o 5
— Dema™™ @™ 2y ™ =0 6.45
mz::OerT m—+r—1)e,x +Zc:p +36Zcx (6.45)

m=0
Iqualando a soma dos coeficientes de x” a zero obtemos a equacao indicial

rr—1) + 356 0 (6.46)

cujas raizes sio r1 = 2 e ry = %. Igualando a zero os coeficientes de "™ em (6.45) obtemos:

6

5
[(r+ 1)r + 36]01 =0 (m=1) (6.47)
(m—+r)m+r—1)cpm+ cmo+ 3cm =0, (m=23--) (6.48)

36
Determinamos em primeiro lugar, a solu¢io yi(x) que corresponde a ri = %.Pam este valor de

T, a equacao (6.47) fornece c; = 0. A equacdo (6.48) pode ser escrita como

2
m(m + g)cm + Cm_o = 0. (649)
De ¢; =0, seque que c3 =0, ¢5 =0, -+ . Fazendo m = 2p em (6.49) obtemos
3 Cop—2
Cop = ————————— 6.50
T 4p(3p+1) (6.30)
dai
300
Cyg = ———

44
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302 3 2 Co

Cypy = ———— = —
4 427 4] 2147
2203

[e8) , 3 p
() = o ;(_U (1) pll4..(3p+1)

Assim obtemos

A outra solugao ys(x) pode ser obtida de maneira semelhante quando se faz ro =

5.
(a) [(ro+1)ry + 6]01 =0

3
(B) (m e ra)(m s = 1), + oy 5l = 0 m= 2,3,

De (6.52) vemos que ¢; =0 e (6.53) pode ser escrita como

2
m(m— =), +cr =0 (m=2,3,--+)

3 m—2
como ¢} =0 entao c; =0,-- -, fazendo m = 2p,temos
3 C;p72
Cop = ———————— =1,2,---
2p 4p(3p . 1) (p ) &y )

Logo

o . [e’) 3 p x2p+é
yo(x) = cgrd + ¢ Z(—l)l’ (Z) p12.5...3p — 1)

a solugao geral é:

Casoll. Definindo o operador L da seguinte forma
Lly] = 2*y" + za(z)y’ + b(x)y

A equacao indicial possui uma raiz dupla: r; = ry. Tomemos
oo

y=o¢(x,r)=2a" E cpa®
k=0

substituindo y na equagao (6.57) devemos obter

Lig(z,r)] = 2°¢" 4+ za(z)¢’ + b(z)¢

ou seja

57

(6.51)

L Temos

(=]

(6.52)

(6.53)

(6.54)

(6.55)

(6.56)

(6.57)

(6.58)

(6.59)

0= Llp(w,r)] = I(r)cox” + Y [(k+r)(k+7 = 1)+ (k+7r)ao +bo] ¢

k=1

+ > (G +7) ar—j + bp—j] ™"

e
—

k

<
Il
o

(6.60)
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escolhendo ¢, k =1,2,---, como funcao de r de tal modo que
1 k—1
c(r) = (k1) & [(J + r)ar—; + br—s] ¢

entdo y = ¢(x,r) satisfaz a equagao
Lp(x,r)] = I(r)cox"
onde
o(x,r) =2" (co + Z ck(r)xk>
k=1
Como 7 é raiz dupla de I(r) temos que
L{o(z,7)] = (r —r1)con”

o que implica

Lig(z, )] =0

(6.61)

(6.62)

(6.63)

(6.64)

e, precisamente ¢(x,r1) = y;(x) e como L[y;] = 0 entdo temos que ha uma concordancia com

os resultados obtidos anteriormente. Para se obter uma segunda solugao, temos

L [%CU’ T):| - %L [(b(SL’, T)] = 2<T - Tl)Coxr + (7’ — 7’1)2COSL’T lnz
Dai )
L [a—f(x,rl)} =0

escolhendo, portanto,

8 o
ya(r,m1) = 5oya (@) =y = 2" > r)at +yi(z,r) Inw
k=1

esta é a forma da segunda solucao da equagao (6.35) L. I. com y;(x).

Exemplo 3.6.3 Caso II. Resolver a equacgao diferencial
z(x —1)y" + Bz — 1)y +y =0.

Tomando y(x) na forma

y(zr) = Z ™t

m=0
derivando e substituindo em (6.67) obtemos

D (mer)mtr = Nena™ =3 (4 r)(m+r = Depa™ !

(6.65)

(6.66)

(6.67)
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+3 Z(m +7)epma™ T — Z(m + 1) et 4 Z e =0 (6.68)
m=0 m=0 m=0

A menor poténcia € x": iqualando a soma de seus coeficientes a zero, temos
) ?
[~r(r—1)—7]co=0 ou r*=0.

Assim, a equagao indicial possui a raiz dupla r = 0. Substituindo este valor em (6.68) e igua-

lando a soma dos coeficientes da poténcia de x™ a zero encontramos

m(m — 1)cym — (m+ 1)mepyr + 3mey, — (m+ 1)y + ¢ =0

0U Cpyi1 = Cm. Entao, co =c1y =cy=---, e escolhendo co = 1 obtemos
o
" 1
y1(z) = E " = )
1—x
m=0

Para obter uma sequnda solugao, substituimos yo = vy, em (6.67) obtendo,
w(z — 1)(v"y1 + 20y +vy)) + Bz — 1)(V'y1 + vyy) + vy = 0
como y; € solugao de (6.67) esta expressao se reduz a
z(x — 1)(v"y + 20'y) + (3z — 1)v'y; = 0.

Substituindo as expressoes para y; ey, e simplificando vem

"

'+ =0 ou — =
v x

Integrando duas vezes obtemos finalmente
Inx
Yo = VY1 = .
1—2
caso III:
a(x b(x
x x
tomamos -
y=ua" Z cm®™ = 2" (co+ 1z + ez’ +---) (o #0) (6.70)
m=0
Temos que

Y (z) =) (m+r)ema™ !

m=0

y//(x) = Z(m + T)(m +r— 1)meYn+r72

m=0
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substituindo em (6.69) obtemos

i(m +r)(m+r—1)c,z™ + (i am:pm> (i(m + r)cmmerT)
(Z b, x™ ) ( N mxm”) =0 (6.71)

f:erT m+r—1)c m+T+ZZa]m+r—jcm j:pm+r+ZZbcm ]ZL‘ =0
m=0

m=0 57=0 m=0 57=0
ou ainda
Z (m+r)(m+r—1) cm+2a] (m+71—j)cm j+Zb Con ]] 2 —
m=0 7=0 Jj=0
temos dai
[(m +r)(m+7r—1) + ao(m + 1) + bo] cm
+Z laj(m+71—j)emj +bjcm—y] =0, Ym=1,2--- (6.72)
§=0
e
[7% + (ap — 1)r + by) co =0
segue que

r? + (ag — 1)r +by =0 (6.73)

é a equacao indicial do problema. Seja
Lim+r)=[m+r)im+r—1)+ag(m+r)+ by

e suponha 7, e 7y raizes de (6.73) tais que, r; — r9 = ng, n € Z. Uma solugdo sera dada por

yi(z) =2 (co+ax+er’+---), > (6.74)
onde
em ==Y (a(m+r =)+ b)cmy/Lim+r), m=1,2,- (6.75)
j=1

Vamos procurar uma outra solucao, considere

ya(x) = u(@)y () (6.76)

temos que
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ya () = u"(2)y1 (x) + 20/ ()1 (2) + u(2)y; (z)
substituindo em (6.69) obtemos

2y + 20y + va(x)yu’ =0

ou ,
u” + <2£+@) u' =0
Y1 z
agora
yi(x) = Z Cpp™ T
m=0
yi(x) = Z(m + Tl)CmZL‘m—Hl_l
m=0
a(zr) = Z amz™
m=0
segue que
oa(x 2ry +a
AR (z) _ 2+ ao + ki + ko 4+ ay g+ -
Y1 z z
logo
2r +a
W (0 a4 (B ag)w 4 (ke +ag)a® + - =0
sabemos que ag — 1 = —(r; +13). Como g —rg =ng =1y =11 —ng = agp — 1 = ng — 2r; =

2r1 + ag = ng + 1, obtemos

Z—l,,z— (n(];l +a1+(k1+a2):c+(k:2+a3)x2+...)
integrando
lnu':—(no+1)lnx+a1;p+(k;1+a2)‘%2+,,,
ou

2
u = p—(notl) garz+(kitaz) G+

desenvolvendo a exponencial em potencias de x

2
arz+(k1+a2)%

e ERE| + iz + M25L’2

NS ,unoxno + MnO_Hxno—I—l + Mn0+2xn0+2 4.

dai

1 H1 Hn
u’:anH+%+.--+7°+un0+1+,un0+2$+“'

integrando
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u = — 1 —_ Ml _...+ lnaj+ aj+...
nox™  (ng— 1) xmo-! Hno Hno+1

multiplicando esta serie por y;(x), e notando que r; — ng = 75, obtemos

1o(@) = ing () Iz + 27 Y "
Exemplo 3.6.4 Caso III. Considere a equacao diferencial

(2% — Day” — (2> + Day' + (2> + 1)y = 0. (6.77)

Sol.: Seja
x)=2a" Z Cmx™
m=0

substituindo y, y' e y” em (6.77) obtemos

(@ = 1)) (m+r)(m+r—1)cua™

(% +1) Zm+r m+r+(:p2+1)Zcmxm+T:O,
m=0 m=0

dai, temos

Z m+r— 1)zt — Z(m +r+1D)(m+r—1)c,2™" =0 (6.78)

m=0 m=0
tgualando a zero o coeficiente de x” obtemos

(r+1)(r—1)=0

cujas raizes sao ry = 1 e ro = —1 e diferem por um inteiro. Iqualando a zero o coeficiente de

2" em (6.78) temos
—(r+2)re; = 0.

Tanto para v =11 como r = ry esta equagao implica ¢y = 0. Iqualando a soma dos coeficientes

m+r+2

de x em (6.78) a zero, temos

(m+7r—1)>%,=m+r+3)(m+7r+1)cn (6.79)

substituindo r =r; = 1 e determinando ¢, 12 vem

m2

(m+4)(m+2)™"

Cm+42 =



3.6. METODO DE FROBENIUS 63
como ¢ = 0 seque-se que cg = 0, ¢5 = 0, etc. Para m = 0 obtemos co = 0, e dai, tomando
m=2,4,---, obtemos cy = 0, cg = 0, etc. Assim, a maior raiz r1 = 1 corresponde a solu¢do
y1(x) = coz.
Substituindo a raiz menor r =ry = —1 em (6.79) temos
(m —2)%c, = (M + 2)mcp 1o

com m = 0 esta expressao se torna 4co = 0 = ¢o = 0 (contradi¢ao com ¢y # 0). Do teorema

acima Seque que Yz deve ser da 707‘ma
r)=kxlnx + — cC, T .
- X m=0 "

Substituindo esta expressao e suas derivadas na equacgao diferencial, obtemos

(% — 1)z ( + Z - 2)c:nxm_3>
—(2* + 1)z <k Inx +k+ i(m - l)cfnxm_2> + (2* + 1) <kx Inx + i c;‘nxm_1> =0

Os termos logaritmicos se cancelam, e simplicando temos

—2kx + Z(m —2)%ck ™t — Z m(m — 2)cka™ !t =0
m=0 m=0
ou o
—2/<;:c+z m — 3)%cs,_a™ Z(m+1)(m— Dep 2™ =0
m=1 m=0

dai temos: ¢; =0 (m=0), —2k+4c;=0 (m=1)e

(m—3)2c;71—(m2—1) Cpy1 =0 (Mm=2,3,---).

Temos que
2
o _ (m — 3) c*
m—+1 m2 -1 m—1
Comoci =0=c5=0,c; =0, etc. Em =3 fornececy; =0 e assimcy=0,c5=0,--- k=2¢

e cg sao arbitrdarios. Logo
1
Yo () = 2coxInz + ~(co + co2?)
x

Como o dltimo termo € cayy/co podemos tomar coy = 0.Logo

1
Yo(x) = co [2xlna:+ —] :
T

Fazendo ¢y = 1, obtemos

1
yo(x) =2xlnz + —.
x
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Temos estabelecido o seguinte resultado que engloba todos os casos.

Teorema 3.6.5 Seja
2,1

z°y" + za(x)y + b(x)y =0 (6.80)

uma equagao diferencial linear homogénea de sequnda ordem, cujos coeficientes sao analiticos

no intervalo |x| < R.Sejam 1 e ry raizes da equacao indicial
r(r—1)+a(0)r +b(0) =0,

e suponhamos 1 e ry indexados de modo que Re(r1) > Re(rq). Entao, (6.80) tem duas solugoes
Li. y1 e yo, vdlidas para 0 < |z| < R, cujas formas dependem de r1 e r9 como seque:
Casol:ry —re # N, N € Z. Entao,

[e.e]

(o) =la" Y era®, e #0,

k=0

[e.e]

Caso2: ri = rq. Entao

(@) =la" Y ea®, ¢ #0,
k=0

o0

ya() = || Y chr)a® + yi(2) Infa].
k=1

Caso3: 1y —ro = N , N € Z*. Entao,

(@) = |2 ) e, co #0,
k=0

yo(x) = |z|™ Zc,’;xk + cyi(x)Inz|, ¢ #0, ¢ constante fiza.
k=0

3.7 Equacao de Bessel de Primeira Espécie

Equacao de Bessel

22y +ay + (27 =)y =0 (7.81)

onde v é um nimero dado. Seja v real e nao-negativo. Tomemos

y(z) = Z ™ g #0 (7.82)
m=0
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substituindo y e suas derivadas 3’ e y” em (7.81) obtemos:

(m+7r)(m+r—1)c,z™" + Z(m + 7)™t

m=0

o) 00
4 § mem+r+2 . 1/2 E memqtr —

K

3
I}

ou

Z m+r) m+r—1)cmxm+r+z (m + r)epz™t"
m=0

m=0

+Zcm X — v Zcmx

Para m = 0, temos:
(a) colr(r—1)+r—2v*=0 ou cy(r*—1*) =0

Para m = 1, temos
B [A+7r)r+(1+7r) =P =0

para m = k,temos
() (k+7)k+r—Dep+ (E+r)cg +cpg— 1P =0 k>2

De (a) decorre
(r+v)(r—v)=20

as raizes sao r; = v e ry = —v. Vamos determinar uma solugao que corresponde a raiz r;. Para

este valor de r, a equagdo (b) nos fornece ¢; = 0. A equagao (c) pode ser escrita como

(k+r+v)k+r—v)e + 2 =0. (7.83)

Como ¢; =0 e v > 0 segue-se que cg3 =0, ¢5 =0, ---, e assim por diante. Se fizermos k = 2m
m (7.83) obtemos

1

m=—————Com_2, =1,2,--- 7.84

C2 22m(m + v) Com—2, MM ( )

e poderemos determinar os coeficientes co, ¢4, - - -, sucessivamente. O coeficiente ¢y é arbitrario.

E usual fazer .
T2t

voltando ao nosso problema, obtemos

Co 1
Co = — —_— —
2T 2w+ 1) 21D (v +2)
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. Co i 1
“T T 2w r2)  252T(v + 3)
e assim por diante; em geral
S =
2 2mvmID (v + m 4 1)
Substituindo estes coeficientes em (7.82) e recordando que ¢; = 0, ¢c3 = 0,-- -, obtemos uma

solucao particular da Equacao de Bessel que é representada por J,(z):

v . (_ x
JV('x) = Z 2(2m+u)m!F(V +m+ 1)

m=0

1)m 2m

(7.85)

Esta solugao é conhecida como funcao de Bessel de primeira espécie de ordem v. Os valores

inteiros de v se representados por n nos da:

PRSPl i e i (7.86)
S £ 2Cmtmml(n +m)! '

Substituindo v por —v em (7.85) obtemos

T

J_(z) =27 z:: 5 <2m—v>(n_~ur o) (7.87)

m=0

l)m 2m

As fungoes J, e J_, sdo solucoes da equacao (7.81) para o mesmo v. Eles sdo linearmente
independentes, se v nao for um inteiro. Assim
Solucao geral: Se v nao é um inteiro, uma solugao geral para a equacao de Bessel, para todo
xr#0é

y(x) = a1 J,(z) + asJ_, (). (7.88)

Mas quando v = n inteiro, (7.88) ndo é uma solugao geral. Pois, neste caso, para v = n, J,(x)

e J_,(z) sdo linearmente dependentes, ja que
J(2) = (~1)" ()

Mostra-se que para v; = %, Vy = —%, tem-se

2 2
Ji(z) =4/ —senz, J_i(x)=4/—cosz
2 T 2 T

isto implica que J% e J_% sao li. Faca v — n, neste caso, I'(m —n 4+ 1) — o0, para
m—mn+1<0, ou seja, para 0 < m < n — 1. Logo, o somatorio (7.87) principia com m = n.

Como neste caso, I'(m —n + 1) = (m — n)!, obtemos

e (=Dma?mr SN (1)t
Ton(z) =) 2@ ml(m — n)l > G+ 5l(n + 5)!° (7.89)

m=n S=

onde fizemos aqui m =n +s. Assim J_,(z) = (—1)"J,(z).
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3.8 Propriedades da Funcao de Bessel de 1¢ Espécie

De (7.85), obtemos

. ( ) i (_l)mx2m+2u (8 90)
2 J,(r) = :
=22l (v 4+ m+ 1)
Derivando e usando o fato que I'(a 4+ 1) = al'(a) temos
o0 m2 2m+2v—1 o0 —1)m 2m
=Y T =% L e
— 2m+”m'F (v+m+1) = 22t (v + m)
De (7.85) segue-se que a tltima expressao é zV.J,_1(x) e, portanto,
d
%[xyjy(x)] =a"J,_1(x). (8.91)
Analogmente, de (7.85) segue-se que
, 0 (_1)mx2m+71 0 (—1)(8 + 1)1’2S+1
(x Jy(x))/ = Z 22m+l/71( N7 1 - Z 92s+v+1gIT
— m—1DIy+m+1) = silT'(v +m)
onde m = s+ 1. Como no ultimo membro temos —x~".J,,1, temos que
L g = —a (@) (8.92)
=—z " J,1(x). .
dr +1
Desenvolvendo estas formulas e multiplicando a tltima por 2%, vem
va' VI, (x) + 2V T (x) = 2V T, 1 (7) (8.93)
va' VI, (x) + 2V T (1) = —2¥ T, (x) (8.94)
Subtraindo os resultados acima e dividindo por z¥, temos
2v
Ju—l + Ju+1 = ?JV('Z‘)
somando (8.93) e (8.94) e dividindo o resultado por z”, obtemos
Jy_l — Jy+1 == 2J£(ZL‘)
3.9 Equacao de Bessel de ordem zero
Fazendo v = 0 na equagio (7.81) temos
Lyl = 2*y" + oy’ +2°y =0 (9.95)

A equacgao acima é chamada de Equacao de Bessel de ordem zero. Vamos procurar solucoes

= apat (9.96)
n=0

para essa equagao, suponha
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substituindo este valor de y em (9.95) obtemos

L) a) = Y anl(nr)(n 47— 1) 4 (n 4 1) + 3 a0
= ao[r(r - 1) + T]xr + (11[(7“ + 1)7“ + (7“ + 1)]1,7"-1-1

+ Z{an[(n +r)yn+r—1)+n+7r)]+a, o} =0 (9.97)

n=2
As raizes da equagao indicial F'(r) = r(r — 1) +r = 0 sdo r; = ro = 0 (raizes iguais). A relacao
de recorréncia é:
—Qy_2(7) —a,_o(r)

a"(r):(n—l—'r’)(ner—l)—l—n—ir'r): (n+7)2’ nz2 (9.98)

A fim de achar y;(x) fazemos r igual a 0. De (9.97) a; = 0. Logo, por (9.98), a3 = a5 = --- =

aopi1 = 0=---. Além disso,
n—2(0
a,(0) = —2 n22( ) m—2.46,... (9.99)
ou, fazendo n = 2m,
aom—2(0
oanf0) = 220 15
Assim
ap
a2(0) = 2
. (1,2(0) . Qo . Qg
1) =502~ GopE w2
0
) =~ =

(232 (2:3)22922 26(2.3)2

(=1)™ao
(lzm(O) = W’ m = 1,2,3,"'

segue que a primeira solucao da equacao de Bessel de ordem zero é

yi(x) = Jo(w) = ;ﬁxm (9.100)

Ap—o(T)
an(r) = e n>2
oy (r) = — agg—2(T)

v+ 207
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dai para k = 2 temos

ap ] , . 2&0 ’ . QCLO ao
as(r) = —ma ay(r) = m = a5(0) 93 92
para k =4,
ay(r) = — as(r) _ Qo )
(r+4)2  (r+4)2(r+2)%
= ay(r) = ao[-2(r +4) 2+ 1) = 2(r +4)7(r +2)7]
ou / 1 1
QAMZ_Q%{@+4P@+TP+(T+®%T+%4
o) — o 1 1
= 40 = =200 G55 + G
—2ap [1 1 —ag 1
- [fﬂ ORI [“i]
para k = 6,

a(r) = — as(r) _ ag
(r +2.3)2 (r42.3)2(r + 4)2(r + 2)?

= ag(r) = —ap[—2(r + 2.3)73(7° + 4)2(7“ + 2)2 —2(r + 2.3)72(r + 4)73(74 4 2)72
—2(r +2.3)(r+4)7(r +2)7°
roN 2ay 1 1 1
d(r) = [ et N }

(r4+6)2(r+4)>2(r+2)?2|(r+6) (r+4) (r+2)

ou

segue que
2aq0 [1 1 1
/

a 1 1
) P+—+q

T 624222 |3 2
Qo 1 1
= |-+ - 4+1
(312223 {3 + 2 + ]
de um modo geral
(—l)kao 1 1

se chamamos . .
H.—=14+=-4+...40 =
k + 5 + + 2

entao
_ (= 1)’“

Para ag = 1, temos que a segunda solucao da equacao de Bessel de ordem zero é:

m+1H
ya() = Jo(z) Inx + j{: g, (9.101)

ml 222m
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3.10 Exercicios

1. A equacao
y"' —2zy + Xy =0

onde A\ é uma constante, é a equagdo de Hermite.(a) Achar os quatro primeiros termos
de duas solugoes linearmente independentes, em torno de x = 0.(b) Observar que se A for
um inteiro par, nao-negativo, entao uma ou outra das solucoes em série infinita termina
e se torna um polinémio. Achar a solugao polinomial para A = 0,2,4,6,8 e 10.(c) O
polinomio de Hermite H,,(x) se define como a solu¢ao polinomial da equagao de Hermite,

com A = 2n, para a qual o coeficiente de " é 2". Achar Hy(z), --- , Hs(x).

2. Nos problemas abaixo determinar a solucao geral da equacao diferencial dada em torno

do ponto singular regular.
(a) 22" + dxy’ + 2y = 0; (b) 22y” — 32y’ + 4y = 0; (c) 2%y" + 3xy’ + 5y = 0.

3. Considere a equacao diferencial abaixo, determinar a equacao indicial, a relacao de recor-
réncia e as raizes da equagao indicial. Achar a solugdo em série (x > 0) correspondente a
menor e a maior raiz.

2, 1 /
Yy +zy + (x —2)y = 0.
4. Nos problemas abaixo, mostrar que a equacao diferencial dada tem um ponto singular em

x = 0 e determinar duas solugoes linearmente independentes para x > 0.

(a) 2%y" +3zy’ + (1 +x)y=0; (b) 2y’ +y =0.

5. Exprima a solucao geral de cada uma das seguintes equacoes como uma série de poténcias
em torno do ponto z = 0.
1. y" —3zy = 0. 2.y —3xy —y=0.
3. (2 +1)y" — 6y = 0. 4. (z* + 1)y" — 8xy’ + 15y = 0.

6. Ache os primeiros quatro termos nao nulos da expressao em série da solucao de cada
um dos seguintes problemas com condigao inicial, e determine um intervalo (minimal) de

convergéncia para a série.

1. y" + (senz)y = 0; 2. 2y" — xy = cos x;

y(0) = 1,4'(0) = 0. y(0) =0,4'(0) = 1.

3. (z+ 1)y +y +xy =0; 4. (cosx)y” + 2ze®y = 0;
y(0) =y'(0) = -1 y(0) =0,y'(0) = 1.

7. Ache e classifique todos os pontos singulares para as equagoes nos problemas abaixo.
L 23(2® = 1)y —x(z+ 1)y — (x — 1)y = 0.
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2
3
4. (z+ DMz —1)%" — (z+1)% +y=0.
5. 22 (x + 1)*" + (z — 1)y’ + 22y = 0.

8. Ache a equagao indicial associada com o ponto singular regular em x = 0 para cada uma
das seguintes equacoes:
(a) 2%y" + 2y —y = 0.

(b) x? y '—2x(z+ 1y +(x—1)y=0.

(c) z*y" —2xy' +y = 0.

(d)af y" =y + (2° = N)y = 0.

(e) zy" + (1 —x)y + Ay =0.



Capitulo 4

Problema de Sturm Liouville

4.1 Sturm-Liouville

O problema de Sturm-Liouville consiste em encontrar autovalores e autofungoes de um operador
diferencial e também estabelecer relagoes de ortogonalidade entre essas autofungoes. Comega-

mos este capitulo considerando uma equagao diferencial da forma
p(2)y] — @)y + Ar(z)y =0 (1.1)

no intervalo 0 < x < 1, juntamente com as condicoes de contorno
a1y(0) + azy'(0) =0, biy(1) +bey'(1) =0 (1.2)

nos pontos extremos. FE conveniente, em dados momentos, introduzir o operador diferencial

linear homogéneo L definido por
Lly) = ~[p(x)y) +q(z)y (1.3)
entao podemos escrever a equacao diferencial 1.1 na forma
Ly] = Ar(z)y.

Consideremos as fungoes p, p’, ¢ e r continuas no intervalo 0 < x < 1 e, além disso, vamos
supor que p(z) > 0 e r(z) > 0 em todos os pontos desse intervalo. Como exemplo, a equagio

y"+ Ay =0, é da forma 1.1 com p(x) =1, ¢(z) =0, e r(x) = 1.
Identidade de Lagrange
Sejam v e v fungoes tendo derivadas segundas continuas no intervalo 0 < x < 1. Entao

/OlL[u]v dx:/ol{—(pu')/erquv} da

72
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Integrando duas vezes o primeiro termo no segundo membro, por partes, obtemos
1 1
/ L{uv do = —p(z)u/ (x)v(2)|§ + p(z)u(z)v' ()| +/ {—u (pv') + uqv} dx
0 0
1
——p(o) W @)(o) — @@y + [ uile) do
0

Deste modo, transpondo a integral no segundo membro, temos

1

/ {Llu]v — uLp]} do = —p(z) [u'(z)v(z) — u(z)v' ()], (1.4)
0

esta é a identidade de Lagrange.
Suponhamos que as funcoes u e v também satisfazem as condicoes de contorno 1.2. Entao,

considerando ay # 0 e by # 0, 0 segundo membro de 1.4 se torna

pla) [u'(z)v(z) — u(z)v' ()],

= —p(1) [ (1)0(1) = u(1)/(1)] + p(0) [ (0)6(0) — u(0)(0)]
= 50|~ aWo0) + o) +50) |~ 2u(000) + Lut0)e(0)
—0
segue que .
/0 {LluJo — uLlo]} dz =0 (1.5)

Introduzindo o produto interno de duas fungoes u e v reais num dado intervalo, 0 < x < 1,

temos
(u,v) :/0 u(z)v(z) do (1.6)

Usando esta notacao a equacao 1.5 se torna

Consideremos que o problema de Sturm-Liouville 1.1, 1.2 tenha autovalores e autofuncoes.

Temos o seguinte resultado.
Teorema 4.1.1 Todos os autovalores do Problema de Sturm-Liouville 1.1, 1.2 sao reais.

De fato, suponha A\ autovalor (possivelmente complexo) do problema 1.1, 1.2 e que ¢
seja uma autofuncao correspondente, possivelmente complexa também. Escreva A = p+iv e
¢(x) =U(x) +1iV (z), onde p,v,U(x) e V(x) sdo reais. Se supomos que u = ¢ e v = ¢ em 1.7,

teremos

(Ll¢], ¢) = (¢, L[9]) (1.8)
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Entretanto, sabemos que L[¢] = A\r(z)¢, de modo que 1.8 se transforma em

(Ar(2)9, ¢) = (&, Ar(x)9)

na forma integral temos

como 7 é real temos )
(A=2X) / r(z)p(x)p(z) dr =0
0
ou

(A=) /0 r(@) [U(@)? + V(@)?] de =0 (1.9)

O integrando em 1.9 ¢é nao-negativo e nao identicamente nulo. Como o integrando é também

continuo segue-se que a integral é positiva. Logo A — A = 2iv é nulo, segue \ é real.

Teorema 4.1.2 Se ¢1 e ¢ forem duas autofuncoes do problema de Sturm-Liouville 1.1, 1.2

correspondendo aos autovalores \y e o, respectivamente, e se \y # Ay entdo

1
| @) do=o.
0
Ou seja, ¢1 e ¢o sao ortogonais.
Prova: L{¢1] = Mirgy e L{gs] = Aargs temos que

(A1, @2) — (@1, Aerp2) = 0

dai .
()\1 — )\2)/ T(bl(bQ dr =0
0
o que implica

1
/ T’(blgbg dr = 0.
0

Como queriamos demonstrar.

Teorema 4.1.3 Os autovalores do problema de Sturm-Liouville 1.1, 1.2 sao todos distintos
e a cada autovalor corresponde uma tnica autofun¢ao(as autofungoes formam um conjunto
linearmente independente). Além disso, os autovalores formam uma sequéncia infinita e podem

ser ordenados de forma crescente
M <A <o <A, <

ainda mais, A\, — o0, quando n — oo.
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Exemplo 4.1.4 Considere a equagao

y"'+ Ay =0, y(0) =0, y(1) =0,
os autovalores do operador diferencial Lly] = y" sio N\, = n’n% com as autofuncoes ¢, =

sennmx.

1 1
On () () do = / sennmr senmnr dv =0, semn #m.
0

Além disso,
AM <A< <A\, <+ e\, =00, quando n — o0..

E conveniente escolher uma constante tal que

/01 r(z)¢2(z) de =1, n=1,2,--- (1.10)

As funcoes que satisfazem 1.10 sao ditas normalizdveis. Neste caso, dizemos que as autofuncoes

formam um conjunto ortonormal.

4.2 Exercicios

1. Nos problemas abaixo determine os autovalores e as autofun¢oes do problema de contorno
dado.

(a) ¥"+ Ay =0, y(0) =

(b) ¥"+ Ay =0, y(0) =

(c) ¥"+ Ay =0, y'(0) =

(d (0) =

)

)

)

) v+ Ay =0, ¢(0

e) v+ 2y + (N + 1)y =0, y(()): , y(5) = 0.
)

)

)

)y

(
(f) ¥"+ Ny =0, y(0) =0, y(L) =
g) ¥+ Ay =0, y(0) =0, y(r/4) =0.

h) v"+ Ay =0, y'(0) =0, ¢/(7/2) =0.
(i

2. Nos problemas abaixo determine os autovalores e as autofunc¢oes do problema de contorno

(
(
"+ My =0, y(=m) =0, y(m) = 0.

dado. Ponha as equacoes diferenciais abaixo em forma auto-adjunta, isto é, na forma

do problema de Sturm-Liouville, identificando p(z), ¢(z) e r(x). Dé uma relagio de

ortogonalidade para esses problemas.

(a) 2%y +xy' + Ay =0, y(1) =0, y(e™) = 0.
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(b) 2%y" + 22y + Ay =0, y(1) =0, y(e*) = 0.

3. Quando uma carga constante P ¢ aplicada a uma longa coluna delgada de secao transversa

uniforme e de comprimento L, a coordenada y de um ponto de sua curva de deflexao é

dada por
2

d~y
El— + Py =0,
dz? Y
onde as constantes F e [ sao respectivamente, o médulo de Young e o momento de
inércia da secao transversa. Se a coluna é impedida de rotar em seu topo e em sua base,

as condicoes de contorno sao y(0) =0 e y(L) =0.

(a) Mostre que esse problema de valores de contorno indica que a coluna nao verga, a
menos que a carga P tenha um dos valores P, = (n*x?/L?)EI, n =1,2,3,--- . Essas

diferentes cargas sao chamadas cargas criticas.
(b) Mostre que a curva de deflexdo correspondente & mais baixa carga critica P, =
(n2/L*)EI, chamada carga de Euler, é y(z) = cosen(rz/L). A curva y,(x) é

chamada primeiro modo de deformacao.



Capitulo 5

Séries de Fourier

5.1 Introducao

As séries de Fourier sao ferramentas muito importante na resolucao de Equagoes Diferenciais
Parciais. Podemos aplica-las em diversas equacoes da Fisica-Matematica, principalmente nas
equacoes de Onda, Calor e Laplace. Vamos desenvolver neste capitulo toda a teoria para
calcular as séries de Fourier de algumas funcoes e depois aplicar o método desenvolvido para

resolver as equacgoes acima citadas.

5.2 Funcoes Periddicas

Definigao 5.2.1 Uma fun¢ao f : R — R € periddica de periodo T se f(x+T) = f(x) para
todo x.

Exemplo 5.2.2 A funcdo senx € periddica de periodo 2m. Observe a figura 5.1.

13
0.89
0.64

0.44
0.24

Figura 5.1: y = senx

Exemplo 5.2.3 A fun¢ao f (x) =z — [z], onde [x] representa o maior inteiro, menor do que

ou igual a x,€ periddica de periodo 1. Veja o grdfico de f dado pela figura 5.2.

7
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AN

|

|

|

| .
3 2 1 2 3 X

Figura 5.2: f(z) =z — [z]

Observacio:

Se T' € um periodo para a funcao f, entao 27" também é um periodo, pois:

fla+2T) = f(z+T) = f(x)

E em geral, KT é um periodo, onde k é um inteiro. Para k = 0, temos que 0 é um periodo da
f. Mas isso nao tem interesse pois 0 é periodo de qualquer func¢ao. O menor periodo positivo é

chamado o periodo fundamental.

nmx
Exemplo 5.2.4 O periodo fundamental T da func¢do sen (%) pode ser determinado do se-
guinte modo. Devemos ter:

T
sen X (z+T) = sennzx,‘v’x € R.

L

Usando a sequinte propriedade trigonométrica, sen (a + b) = senasenb + senbsena, devemos ter:

nmx na’l na’l nmwx nmwx
sen cos + sen cos = sen—— (2.1)

L L L L L

L
Fazendo x = 5. o igualdade acima obtemos:
n

s naT s
sen— cos —— = sen—
2 L 2
O que implica:
naT
=1 2.2
cos — (2.2)

, e dai, usando a identidade: sen?d + cos®? 6 = 1, obtemos:

nmT’
— 2.3
sen— 0 (2.3)

Como estamos interessados no menor valor positivo de T que satisfaca (2.2) e (2.3), simulta-

. nrTl , . . nwr ,
neamente, entao -5 = 27, isto €, o periodo fundamental de sen—— é: T'= —. (De maneira
n

nwT 2
andloga obtemos que o periodo fundamental de cos I é também —.)
n
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5.3 Coeficientes de Fourier
Se uma funcao f (z) for expressa com:

nmx

= —ao + Z (an cos 2% —|— b senT> (3.4)

é de se esperar que os coeficientes a,, e b, estejam intimamente ligados a funcao f.

Vamos supor que a igualdade acima se verifique, e que a série em (3.4) convirja uniforme-
mente.

Como consequéncia da Proposigao 1, f deve ser continua (e portanto, pode ser integrada
termo a termo), e deve ser periddica de periodo 2L (pois o periodo fundamental de cos — é 2L,
e 2L é periodo para as demais fungGes seno e co-seno que aparecem na série). Assim, usando

a Proposicao 2, podemos integrar ambos os lados de (3.4) para obter:

L 1 L > L nmwT L nmT
f(x)dr = =a / dr + (an/ cos —dx + bn/ sen—d:p) 3.5
[ = goof a3 (o] e [ sen® (35)

n=

L
/ senn—zxd:c =0

por outro lado,

~L
pois,
L nm
nmwx L L
/ sen—dx = — senudu = —— (cosu)]™ =0
_r L nw ) _pr nmw
de modo analogo segue que
L
nmx
/ cos —dxr =0
L L

segue da igualdade (3.5) e do exposto acima que

[{rivse=fu
= %/_LLf (z) dx (3.6)

Para calcularmos os demais coeficientes usamos as seguintes relacoes:

segue que

L
/ cos 8 sen " g = 0,sen,m > 1 (3.7)
_L L L
L
L =m2>1
/ cos 0 cos T g = en=me (3.8)
I L L 0, sen#m,n,m?>1

L

L =m>1

/ sen- L sen L gy = e = (3.9)
L L L 0, sen=#m,n,m>1
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por questoes de esclarecimento vamos provar uma dessas relacoes, para n = m > 1 temos:

L nm nmw
L L
/ cos? 8 gy = = cos® udu = —— (cos2u + 1) du
_I L NI ) _pr 2nw ) _ -
L 1 " L L
=5 l<§sen2u) + (u)} - =5~ [nm — (—nm)] = Dy [2n7] = L

Analogamente mostram-se as outras relacgoes.

Agora, multiplicando (3.4) por cos mmj’ com m > 1 fixo, e integrando de —L a L, obtemos:

L L
1
/Lf () cos mzxd:p = §a0/L Cos mgxder

o) L L
+ Z (an/L cos ? cos m;rx dr + bn/LsennLLx cos m;m: d:p)
n=1 - -

Do somatoério acima obtemos

L 1 L
/Lf () cos mzxd:p = §GO/L Ccos m;rxdx

+( /L T mmcd ) /L T mﬂxd n
a COS — COS T sen— cos T
YT L L YL L

N / L mmx mmx dr+ b / L mmx Mmmx do + )
G cos cos T+ b, sen cos T+ ...
_I L L _I L L

Usando as relagoes (3.7), (3.8) e (3.9) expostas acima concluimos que:

L
/ f (x) cos m;xda: =0+ 0+..+anL+b,0+...+0+..)
L

o que nos da

L
/ f (z) cos T 1y = A L (3.10)
_L L
- mmx )
De modo analogo, multiplicando (3.4) por senT, com m > 1 fixo, e integrando de —L a L,
obtemos: . .
1
/Lf () senmgxdx = aao/Lsenmgwdx+
> L nTr — mnT L nre mrx
+nz::1 <an/L cos Tsen 7 dx+bn/LsenTsen 7 d:p)
dai

L 1 L
/Lf (x) senmzxdx = §a0/Lsenm2xdx

o /L T mmcd ) /L T mﬂxd n
a COS —sen T sen—sen e
YL L YL L
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L mnx — mnT L mrx  mnz
+a, / coS sen dx + b, / sen sen dx + ...)
_L L L L L L

Novamente das relagdes (3.7), (3.8) e (3.9) temos:

L
/ f(z) senmzxd:p =0+ 0+...+a,0+b,L+...+0+...)
—L

segue que
/ f(x sen Ly = b L (3.11)
Finalmente, de (3.6), (3.10) e (3.11) obtemos:
1 [r
= E/Lf (x) cos ?dw,n >0 (3.12)
1 [L
= E/Lf (x) sen?daz,n >1 (3.13)

Definicao 5.3.1 Seja f : R — R uma funcao periddica de pemodo 2L, integrdavel e absoluta-
mente integravel em cada intervalo limitado; em particular, / |f (z)|dx < co. Os nimeros

an, paran >0, e by, paran > 1, dados em (3.12) e (3.13) sao definidos como os coeficientes de
Fourier da funcgao f. (A exigéncia da integrabilidade e integrabilidade absoluta de f é necessdria

para que as expressoes (3.12) e (3.13) facam sentido.)

Obs.:
|an|—' / f(z cos@dx

<[ @l 2| ar < L [ st

—L

o que da sentido a integral.

5.4 Série de Fourier

Dada uma funcao f : R — R periodica de periodo 2L, integravel e absolutamente integravel,

que possa ser escrita na forma:

nmw
—ao + Z (an cos 2L 4 p senT) ) (4.14)
a expressao do lado direito é a série de Fourier de f.
Que relacao hé entre f e sua série de Fourier? Sera que a igualdade sempre ocorre?

Vamos estudar as condicoes suficientes para que a fungao f seja igual a sua série de Fourier.
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Definicao 5.4.1 Uma func¢ao f: R — R serd seccionalmente continua se ela tiver apenas um
nidmero finito de descontinuidades (todas de preimeira espécie) em qualquer intervalo limitado.
Em outras palavras, dados a < b, existem a < a1 < as < ... < a, < b, tais que [ € continua em
cada intervalo aberto (aj,a;j11), j =1,...,n —1, e existem os limites f (a; +0) = lim+ f(x) e

f(a;—0)= lim f(x). |

J
x—)aj_
Observacdo: Toda fungdo continua é seccionalmente continua.

1
Exemplo 5.4.2 f(x) = —, x # 0, nao € seccionalmente continua, pois sua descontinuidade
x

em x =0 € de sequnda espécie.

Exemplo 5.4.3 A funcio f: R — R definida por

1

<z<-—, n=12..
n+1 n

0, sex <0

nao € seccionalmente continua, apesr de todas as descontinuidades serem de primeriea espécie;

acontece, porém, que, no intervalo (0,1), hd um nimero infinito de tais descontinuidades.
Exemplos de funcoes seccionalmente continuas:

Exemplo 5.4.4 A funcado sinal de x, definida por

+1, sex >0
signT = 0, sex=0
-1, sex <0

Exemplo 5.4.5 A funcao
rz+1, sex > 0;
-]

0, sex <0.

Exemplo 5.4.6 A funcao

1, se0<x <7
f(x)= 0, se —1<x<0
e periodica de periodo 27

Definicao 5.4.7 Uma funcao f : R — R serd seccionalmente diferencidvel se ela for seccio-

nalmente continua e se a funcao derivada f' for também seccionalmente continua.
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Observe que a derivada f’ ndo estd definida em todos os pontos: com certeza f’(z) nao
existe nos pontos x onde f é descontinua; e mais, f’ (z) pode ndo existir, mesmo em alguns

pontos onde f é continua.

Exemplo 5.4.8 As fungdes dos exemplos (5.4.4) - (5.4.6) anteriores sad seccionalmente dife-

rencidveis. Vamos pegar o exemplo (5.4.5):

f(a:):{erl’ sex > 0; :>f'(:1:):{ 1, sex > 0;

0, sex <0. 0, sex <0.

Exemplo 5.4.9 A sequinte funcao € continua, mas nao seccionalmente diferencidvel:

f(x):{ V1—22 se |z| <1

e periodica de periodo 2

pois nos pontos onde f' € descontinua, a descontinuidade € de sequnda espécie, pois pela regra
x

1 1
da cadeia, temos:f = V1 —2%2 = f = (—2z )2 (1—22)"2, dai, f'(z) = T e é
-

descontinua em |z| = 1.

Agora enunciamos um resultado que fornece condicoes suficientes para a convergéncia da

série de Fourier de uma fungao f.

Teorema 5.4.10 (Fourier) Seja f : R — R wuma fungao seccionalmente diferencidvel e de
periodo 2L. Entao a série de Fourier da funcao f, dada em (4.14), converge, em cada ponto x,

para:
nmx

[f(x+0)+ f(x—0)] = —ao + Z <an cos 2% —|— b senT> (4.15)

DO | —

Exercicio 1 Calcular a série de Fourier da funcio f definida no exemplo 3 acima e tracar
o grafico da fungao definida por essa série. Compare esse grafico com o grafico da funcao.

Resolucao:

Calculo dos coeficientes: ay = / f (z) dx = onde o periodo da fungao é 2L, dai,

:%/Wf(x)dx:%(/woder/ ld:p):— —0) =1

para n # 0, temos:

1 (L
= z/ f (z) cos n—zxd:c,n >0; b, / f(x sen@daz
-L

dai,

a, = l/_::f (x) cos (nx) dx = % (/_iOcos(na:) d:l:+/07rlcos(na:) dx) )

™
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resolvendo a integral,temos:

/ cos (nx) dr = —/ cos us
0 TJo n

= % [senu};”f = % [sen (n7) —sen (0)] =0

n

by = % /_ W £ () sen (nz) dz — % ( / " Osen (n) di + /0 "1sen (n2) daz) |

—T

de modo andalogo para b,,, temos

T 1 [ d 1 nm
/ Isen (nx) dxr = —/ senu_u —— [_ cosu]
0 0 m

s n n lo
1
- _ — 0 = — —
— [cos (nm) — cos (0)] — [1 — cos (nm)],
ou, para k=1,2,...:
bog = —— [1 — cos (2km)] = 0
2 = 5 cos (2km)] =
e
b = ¥{1—COS [(2k—1)]n} = L (4.16)
T 2k —1) 7 T @2k—1)7 ‘
A série de Fourier de f sera:
Fe)~ 4> o sen (2~ 1)a]
R N OV !

Pelo Teorema de Fourier, o grafico da funcao definida pela série é dado pela figura 5.3

abaixo.

Figura 5.3: Grafico da série de Fourier da fungao do exemplo 5.4.6

;- .. ~ L, . ™
Exercicio 2 Use os resultados do Exercicio 1 para obter uma expressiao em série para 1
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7
Resolucao: No ponto z = 5 a série de Fourier é igual a 1, em virtude do Teorema de

Fourier:
1
@ +0)+ fl@—-0]=51+1]=1,
logo,
1 > T
1== o2 — 1) =
2+Z(2k—1)7rsen[<k >}
k=1
1 2 1 m
— == 2%k —1) =
2 w;(zk—nsen[(k >]
T > 1 T
= 2%k —1) =
1 ;(2k—1)sen[(k )2]’
ou, finalmente,
™ 1 1 1 >, (—1)F!
—=1-Z= - _ Z —
1 Tyt Z(%—l)’

que é conhecida como a série de Leibniz.

5.5 Séries de Fourier de funcoes pares e impares

Defini¢ao 5.5.1 Uma fungio f : R — R € par se f(x) = f(—x), para todo x € R. (Isso

significa que o grdfico da fungao f é simétrico com relagao ao eizo dos y).

Definicao 5.5.2 Uma funcao f: R — R € impar se f (x) = —f (—x), para todo x € R. (Isso

significa que o grdfico da fun¢ao f é simétrico com rela¢ao a origem).

Y

Exemplo 5.5.3 funcoes pares: f(xr) = cos ?; f(z) = 2*", para n = 1,2, ..;
f ) =z

. nmw
Exemplo 5.5.4 funcoes impares: f(z) = Sen——; f(x) =2 paran = 1,2, ...
f@) =

Proposicao 5.5.5 1. A soma de duas fungoes pares € uma funcgao par
2. A soma de duas funcoes impares € uma funcao impar.
3. O produto de duas fungoes pares é uma funcao par.
4. O produto de duas funcgoes impares € uma funcao par.

5. O produto de uma func¢ao par por uma func¢ao impar € uma fungao impar.

outro:

; outro:
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Demonstracao:

1 Sejam f,g: R — R funcgoes pares

(f+9) (@) = f(2)+g(@)=f(=2)+9(=2) = (f +9) (-2

2 Sejam f, g : R — R funcoes impares

(f+9) (@) =f@)+9(@) =—f(=2)+[-g(=2)] = = [f (=2) + g (=2)] = = (f + 9) (-2)

3 Sejam f, g : R — R fungoes pares:

(fg) (@) = f(x)g(x) = f(=x)g(=2) = (fg) (—2)

4 Sejam f, g : R — R func¢oes impares:

(f9) (x) = f () g (x) = [=f (=2)] [=g (=2)] = [f (=2) g (=2)] = (fg) (=)

(f9) (x) = f(x) g (x) = f(=2) [=g (=2)] = = [f (=2) g (=2)] = = (fg) (=)

Proposicao 5.5.6 (i) Seja f: R — R uma fun¢io par que € integrdvel em qualquer intervalo

[=2]

(17) Se f: R — R € uma fun¢ao impar e integrivel em qualquer intervalo limitado. Entao:

[

L L
Demonstracdo:Seja f uma funcao par e considere a integral / f= / f+/ f, temos que
~L -L 0

[ s@ar=-[sena=+[ = [ rwa
isso mostra que se f é par entao . .
[

L L
Analogamente, seja f uma funcdao impar temos que / f= / f +/ f, e paray = —x
-L -L 0

teremos
/_OLf(x /f ) dy — /f —/OLf<y>dy

limitado. Entao:

para y = —
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[

Da proposicao anterior podemos estabelecer os seguintes resultados sobre as séries de fourier

que mostra

de funcgoes pares e impares.
(a) Se f for uma funcdo par, periddica de periodo 2L, integréavel e absolutamente integravel,

entao:
1 (L
:Z/Lf( cos@dx— /f Cosde n >0,

pois o produto de duas fun¢oes pares é uma funcao par. E,

1 /L
:E/_Lf(x)sen$d:c:(),n2 1,

pois o produto de uma funcao par e uma fungao impar é uma funcao impar.

Portanto, a série de Fourier de uma funcao par é uma série de co-senos.

(b) Se f for uma funcao impar, periodica de periodo 2L, integravel e absolutamente inte-

/ f(z cos—d:v—()

pois o produto de uma funcao par e uma funcao impar é uma funcao impar. E,

gravel, entao:

2
/ f(z sen@dx =7 fOL f(z) sennLLxdx

pois o produto de duas fun¢oes impares é uma funcao par.

Assim, a série de Fourier de uma funcao impar é uma série de senos.

5.6 Calculo de Algumas Séries de Fourier

[) Seja f1: R — R periodica de periodo 2L e definida por f; (x) = z, para —L < x < L. Como

f1 é impar, teremos uma série de senos cujos coeficientes sao:

9 [L
a, =0; b, = —/ rsen——dz.
0
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nmwx
fazendo a mudanca de variavel y = D obtemos:

2 ("L L 2L [T
= | acsen () azdy = = [ sen(ay

L nmw

Integrando por partes, temos

/ ysen (y) dy = [~y cosyly" + / cos (y) dy
0 0

= —nmcos (nm) — (0) + [sen (y)]," = —nm cos (nm)
Logo
2L 2L
b, = 3 (—nmcos (nm)) = b, = — (—cos (nm)),
como
para n impar, cos(nm) = —1
para n par, cos(nm) =1
entao

2L
Conm
Portanto a série de Fourier da fungao f; é:

by (=)™,

oL = (=1)"" nma

fi(z) ~ — nz=:1 S ——sen—
e seu grafico é:
i
Lo
| [ I
I I I
I I |
. ! I !
I i-L i 1L L AL x
i : l
-L

IT) Seja fo : R — R periodica de periodo 2L e definida por

£ () = L—x para0<z<L;
2 N L+ax para —L<2x<0

Como f, ¢ uma fungao par, temos uma série de cossenos, cujos coeficientes sao:
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9 L 221"
= — L—z)de=—|Lr— —
|
2 L? 2 L2
= ([’-=—)-0==2"=1L
(%) -0-15-0
¢ L
2
anzf/o (L—SL’)COSnLLxd.T
fazendo a mudanca de variavel y = nzx’ obtemos

=2L/mﬂm—wmﬂww

n?n? J,

Integrando por partes a integral acima, temos

/onﬂ (nm —y) cos (y) dy = [(nm — y) sen (y)]y"

_Am_gm@y@20—0+kw%@my

= —cos (nm) — (—cos0)

=1—cos(nm),

Logo,
2L
U =3 (1 — cos (nm))

como

para n impar, cos(nm) = —1

para n par, cos(nm) =1
entao ol

b= ol ()]

ou seja,para n = 2k, temos: aq, = 0, k =1,2,... e para n = 2k — 1, temos:

2L AL

= = (-1)] = ap = ———
21 @k—1fw2[ (D] = aze-s (2k — 1) 72

Portanto a série de Fourier da funcao f, é:

89
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Observe que, em virtude do Teorema de Fourier, o simbolo ~ pode ser substituido por =.

Usando o Teorema de Fourier, para x = 0, obtemos:

I O_L+4L°° 1
2 w2k —1)Y

ou seja,

L 4L T > 1 1 1 1

III ) Seja f3 : R — R periodica de priodo 2L e definida por f3(x) = 2? para —L < x < L.

Como f3 é par, teremos uma série de cossenos cujos coeficientes sao:

2 [t 2 [231" 2 (L3 L?
o L/Oxx L{?)L L<3) 3

2 (X, nmx
n=— —dx.
a L/OSL’COSL x

nmx

fazendo a mudanca de variavel y = < obtemos:

2 (" (L \? L
= — _— —d =
an, L/o (mry) cos (y) —dy

2 2% [T, 2L% [T,
o | eos iy == [y os ) dy
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Integrando por partes, temos

u/« y* cos (y) dy = hfsen(yﬂgﬂ-—u/m 2ysen (y) dy
0 0
=0-0 —/ 2ysen (y) dy,
0

dai,

AL2 [T
p = / ysen (y) dy

n3m3 Jo

Integrando novamente por partes, obtemos

/ ysen (y) dy = [~y cos (nm)]i" — / — cosydy
0 0

= —nm cos (nm) — 0+ [seny];”

= —nm cos (nm)
Logo,
417 417 417

[—nm cos (nm)] = 3

ay = —
n3m3

Portanto a série de Fourier da funcao f; é:

b () ~ 2 N 412 Z (-1)" nmr

3 2

\ 4

Figura 5.4: Grafico da funcao f3

Observe que, de fato, tem-se = em vez de ~, como consequéncia do teorema de Fourier.

Usando o Teorema de Fourier para x = L, obtemos:

1?2 412X 1
[P=" 4+ = N —
3 + 2 nzlnz’
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. n ~ . . . . ~ .
pois (—1)" e cosnm sempre terdo o mesmo sinal e assim, pela multiplicagdo dos dois termos,
sempre teremos +1.

Ou seja,

) e — = = -
3 T = n? 3 T = n?
NS S S N
6 =m0 22 3 42

5.7 Equacao da Onda

Considere-se uma corda de comprimento L situada sobre o eixo dos x, com origem no ponto de
abcissa zero e extremidade L. Procurar-se-a encontrar a elongacao u (z,t) ao oscilar a corda,
supondo-se os extremos fixos, conhecendo-se a posi¢ao inicial ug () da corda e a velocidade
no instante ¢ = 0. Matematicamente, trata-se de resolver o problema misto para a equacao
da corda vibrante o que sera feito aqui com o método de separacao de variaveis. O problema
consiste em encontrar uma funcao real u (x,t), definida para 0 < x < L e t > 0, que satisfaca

as seguintes condigoes:

2 2

% = aZ%, 0 <z <L, t>0 (Equagao da onda) (7.17)

u(z,0) =wuo(z); w(x,0) =u; (z), 0 <z < L (condi¢des iniciais) (7.18)
u(0,t) =u(L,t) = 0 para todo t > 0 (condi¢oes de contorno) (7.19)

sendo ug e u; fungoes conhecidas. Vamos utilizar o método de separacao de varidveis para
tentar encontrar uma solucao para o nosso problema, ou seja, vamos considerar a funcao u
dada por

u(z,t) =X (z)T(t)

sendo X uma fungao s6 de x e T outra apenas de t. Substituindo-se na equagao (7.17), obtém-se:
XT" =a?X"T

E nos pontos onde T e X nao se anulam, encontra-se:
T// X//

2T X

sendo A uma constante. De (7.19) nos extremos da corda resulta:

—\, (7.20)

w(0,8) =X (O)T () =0; u(L,t)=X(L)T(t)=0, t>0
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como T (t) deve ser diferente de zero, pois se assim fosse obteriamos a solu¢ao nula, o que nao
nos interessa, devemos ter entao que:
X0)=X(L)=0 (7.21)

Portanto, a equacao (7.20) e a condicdo (7.21) permitem formular os dois problemas seguin-

tes para encontrar as funcoes X e 7' :

X"+ AX =0, X(0)=X (L) =0; (7.22)
T" + Xa*T =0 (7.23)
Resolucao de (7.22):
Primeiro caso:
Suponha-se A < 0. Fazendo-se A = —k?, a equacao (7.22) toma a forma:
X" kX =0

2

procuramos uma, solucao do tipo X = €™, temos que, X' = re"™, X" = r?e"™, substituindo na

equacao, obtemos:
r?e™ — ke =0 = (7’2 — k2) e =0, e*#£0

Pk =0=r=kF=r=+k

Dai, as raizes do polinomio caracteristico sao —k e +k. Portanto, a solucao geral serd dada
por:

X (7) = c1e7™ + cyet”

sendo ¢; e ¢y constantes a serem determinadas pelas condi¢oes de contorno estabelecidas para

a equacao (7.22). Portanto, tem-se:

X (0) = c1e’ + e’ =0

X (L) =cre ™™ + et =0

que é um sistema linear homogéneo nas incégnitas c¢; e co, cujo determinante D é nao nulo:

1 1 0 1 1 0
_ _ kL —kL _ _ _ _
D = T e —e #0e D, = | 0, D., = hL = 0, temos
que ¢; = —51 e cy = 52, dai concluimos que a tnica solucao do sistema é a solucao trivial

¢; = ¢ = 0. Conclui-se que o problema da equagao (7.22) nao possui solucao diferente da
solucao nula se A < 0.

Segundo caso:
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Suponha-se A = 0. Assim sendo, a equagao em (7.22) reduz-se a X” (x) = 0 e a solucao é
X (z) = ax +b. As condigbes X (0) = b =0, X (L) = aL + b = 0 implicam que a e b sdo
zero,logo concluimos também que o problema da equacdo (7.21)possui apenas a solu¢ao nula,
que nao nos interessa.

Terceiro caso:

Suponha-se A > 0. A equagao (7.22) tem a seguinte forma:
X" 4 AX =0,

cujo polinémio caracteristico é: 72+ X\ = 0 e possui as raizes +iv/A e —iv/\ e a soluciio geral

da equacao duferencial é:
X (z) = eisenv/Ax + ¢y cos VAx
De X (0) = 0 deduz-se que:
c1sen0 4+ cpcos0=0=04c.1=0=¢c =0
e a solucao anterior tem a forma:
X (x) = eysenv/ Az

na qual, evidentemente, se supoe ¢; # 0. Portanto, de X (L) = 0 resulta que cisenv\.L = 0,
isto é, VA.L = kx, sendo k um namero inteiro. Portanto, o problema da equacao (7.22) possui

solucao nao nula para uma colecao enumeravel de valores de A\, dados por:

k)2
)\k: (f) ,k:1,27...

a cada Ay corresponde uma solu¢do Xy () definida por:

X (z) = senkﬁ—x, k=12, ..
L
(Obs.: poderiamos ter considerado solugoes com valores de k negativos, mas essas solugoes
junto com as solucoes com valores de k positivos resultam num conjunto de solucoes linearmente
dependentes, por isso, as desprezamos, e consideramos somente os valores de k positivos)
Um problema como o da equacdo (7.22), dependendo do parametro A e das condigoes de
contorno X (0) = X (L) = 0, denomina-se um problema Sturn-Liouville. Os valores de A aos

quais correspondem solugoes nao nula do problema denomina-se autovalores e as solucoes nao

2
- - . km
nulas sao chamadas autofuncoes. No presente caso, os autovalores sao os A\, = T e as

kmx
autofungoes sao as Xy (z) = sen——, kE=1,2, ...
Para resolver o problema da equagao (7.23) tem-se T"” + A\ya®*T = 0, cuja equagao caracte-
ristica é: 72 4+ \ya? = 0 = r2 = —\za® = r = +ia/ )\, onde este ultimo resultado mostra as

raizes da equacgao caracteristica. E a solucao geral é:
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Ty (t) = agsenay/ At + B, cos av/Mit,

sendo «ay, e (B, constantes. Portanto, as fungoes

kmat kmat ) krx
sen

ug (x,t) = Xy () Ty, (t) = (akcos + bysen 7 7 para k =1,2, ...,

devem satisfazer a equacao (7.17) e as condi¢oes de contorno (7.19). Dado o carater linear da

equacao diferencial (7.17) conclui-se que toda soma da forma:

= krat krat k
Sy (z,t) = kz; (ak cos 7;@ + bpsen 7;@ ) sen Zx

também ¢ solugdo de (7.17) e (7.19).

A questao principal é mostrar que, mediante certas restricoes sobre os dados inicias ug, u1, a
sucessao (S, (z,1)), € N converge pontualmente para uma funcao u (x,t) em 0 <z < L, ¢t >0,
que é solugao de (7.17), (7.18) e (7.19) e que esse problema misto é corretamente proposto
(existe solugao; ha unicidade de solugoes; ha dependéncia continua dos dados inicias ug e uy).

Mas isto esta fora do escopo desse livro. Todavia, se considerarmos a funcao v dada por

o0 kmat kmat k
u(z,t) = lim S, (z,t) = > | ax cos 4 bi.sen ) sen™L
n—00 =1 L L L

Podemos afirmar que u (x,t), é a solucao de (7.17), (7.18) e (7.19), desde que os dados iniciais

up e uy satisfacam as seguintes condigoes:

e}

(z) kmx
u — _—
o(x axsen—
k=1
> kra krnx
uy (x) = Z by ——sen—
— L L

Consequentemente, as condicoes iniciais serao satisfeitas se ug, u; forem tais que sua ex-
tensoes impares ao intervalo (—L, L) sejam representadas através das séries anteriores cujos

coeficientes de fourier sao:

g k 2 (" k
/ ug () sen%dx =ai.L = a = E/ ug () sen%dw (7.24)
-L 0
L krx kma 2 [t krx
—dr=by. | — | . L=b,=— —dz. 2
/_Lul (x) sen 7 dz="b ( 17 ) = by, kﬁa/o uy (x) sen 74z (7.25)

Tendo-se em mente a motivacao anterior, impondo-se condi¢oes adequadas aos dados inicias,

a func¢ao u (z,t) definida por:

b -
+ksenL nL,

u(z,t) = i (ak cos

k=1

kmat lmrat) kmx
7 se
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sendo a; e by, os coeficientes das séries,

Zaksen— em 0<zx< 1L,

e}

Zbk (lma) senlme em 0 <z <L,

é candidata a solu¢ao do problema misto (7.17), (7.18) e (7.19).

5.7.1 Energia da corda vibrante

Vamos considerar a equacao da onda acrescida de uma forca externa h, com as condicgoes iniciais

e de fronteira dadas abaixo:

0%u 9%y

- - 2_
9 82+h(xtu) O<ax<L,t>0 (7.26)
u(x,0) =wug(z); u(2,0) =wuy(x), 0<z <L (7.27)
u(0,t) = u(L,t) = 0 para todo t > 0 (7.28)

seja u (z,t) uma solucao desse sistema de equagoes. Multiplicando a equagao (7.26) por u; e

integrando com relagao a = entre 0 e L, temos

L L L
/ UpUpd :/ a Uyt de +/ h(x,t,u) udx (7.29)
0 0 0

Observando que

8(uu) uu+uu:>8u2—2uu:>uu—1au2
8t t-Ut) = Uttt tt Ut 8t t tt Ut ttt_Qat t-

e fazendo integragao por partes na segunda integral de (7.29) temos

1d

L L L
—— | (2)uldr = aPuzuld — / a*ugugdr +/ h(z,t,u) udx

0
como — (u2) = 2u,uy,, podemos escrever a equagao acima na forma

ot "
1d (" 1d (" g
éa/O u?dx:aquut|£—§E/o azuider/o h(x,t,u) ude

d 1 [* 1 (" L
— —/ uidr + —/ a*ulde| = a*uyul§ +/ h(z,t,u)wde (7.30)

A relagao (7.30) é chamada equacdo da energia. A expressao

ou ainda

K (t) = %/OLu?dx (7.31)
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é a energia cinética da corda e
1 L
V(t) = 5/ a*uldx (7.32)
0

¢ a energia potencial da corda e E(t) = K(t) + V (t) é a energia total da corda. Vamos agora
comentar sobre a equagao da energia. Suponhamos que u seja a solu¢ao do sistema (7.26)-(7.28);
com h =0 e u;(0,t) = u(L,t) = 0. Desse modo, (7.32) reduz-se a

o1 " 1 [t
5 {5/0 uldr + 5/0 a2uid:p} =0, (7.33)

o que implica que a energia F(t) seja constante com o tempo. Tem-se, assim, um principio
de conservacao da energia para o fenomeno de vibracao da corda com extremidades fixas, e
sem acao de forcas externas, isto é, h = 0. Diz-se, também, que o sistema é conservativo.
Igual conclusao teremos para o caso de vibracao da corda, sem ac¢ao de forcas externas, e com
condigoes de fronteira do tipo u,(0,t) = u,(L,t) = 0. A energia da corda vibrante no instante
inicial t =0 ¢é

E(0) = %/0 ug (z) dw + %/0 a*u? (z) du, (7.34)

e o principio de conservagao da energia diz que essa energia é mantida.

O resultado de unicidade abaixo serd demonstrado, utilizando-se o método da energia.

Teorema 5.7.1 (Unicidade)A solugao do sistema de equagies de ondas dado pelas equagoes
(7.26),(7.27),(7.28) € unica.

Demonstracdo: Suponha que o sistema (7.26),(7.27),(7.28) tenha duas solugoes, u; e us. E
bom salientar que estamos supondo que as seguintes relacoes de compatibilidade entre os dados
iniciais e os de fronteira: hq(0) = f(0), ho(0) = g(L) estao satisfeitas, isso para garantir solugoes
classicas para o sistema. E facil ver que a funcdo u = u; — u, satisfaz ao seguinte sistema de

equagoes:

Uy = a2uaraza
u(0,t) = u(L,t) =0,
u(z,0) = us(x,0) = 0.

usando o principio de conservagao de energia obtemos que w; (z,t) = u,(x,t) = 0 para (z,t)
em (0,L) x (0,7). Logo, u(z,t) = Cte em (0,L) x (0,7). Usando a continuidade de u, em
[0, L] x [0,T], e as condi¢oes iniciais, concluimos que u = 0 em [0, L] x [0, 7], ou seja u; = uy .

Tem-se, assim, a unicidade de solucao para esse sistema.

5.8 Equacao do Calor

Vamos representar por R a regido do plano (z,t) determinada por 0 <z < L et > 0, e por R

a uniao de R com sua fronteira que é formada pelas semi-retas {z = 0,¢ > 0} e {x = L,t > 0}
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e pelo segmento {0 < x < L,t =0} . O problema da condugao do calor consiste em determinar

uma funcdo real u (z,t) definida em R que satisfaca & equacdo do calor

U= Kz, em 0<ax <L, t>0 (8.35)

e a condicao inicial

u(z,0) = f(z),0 <z <L, (8.36)

onde f : [0,L] — R é uma fun¢ao dada, e, que também satisfaca as condi¢des de fronteira.
Vamos comecar com o caso em que as temperaturas nas extremidades da barra sao mantidas a

temperatura constante zero, isto é,
uw(0,t) =u(L,t)=0. t >0 (8.37)

O problema dado em (8.35)-(8.37) é chamado um problema de valores inicial e de fronteira, ou
problema misto.
Método de Fourier: Vamos, primeiramente, usar o método de separacao de varidveis e pro-

curar solucoes u(x,t) do problema na forma

u(z,t) = F(x)G(t). (8.38)

Substituindo v dada por (8.38) na equacao do calor, obtemos

F(x)G'(t) = KF"(2)G(1) (8.39)

1G'(t)  F'(x)
K G(t)  F(x) (840)

onde F(z), G(t) # 0.
Agora observe que o lado esquerdo de (8.40) é fun¢ao apenas de ¢, enquanto que o lado
direito é fungdo apenas de z. Logo, tanto o lado esquerdo de (8.40) como o lado direito (que

sao iguais!) devem independer de z e de t. Isso quer dizer

Fl)  1G(0)
Fo) Kaw ° (8.41)

onde ¢ é um parametro independente de ¢ e de x.

A primeira equagao, em (8.41), nos diz que F' deve satisfazer a equacao diferencial ordinéria
F'"(x) —oF(z) = 0,paral < z < L (8.42)
e, como u(0,t) = u(L,t) =0, a fungao F(x) deve satisfazer também as condigoes

F(0)=F(L) =0, (8.43)
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Pois, como u(0,t) = F(0)G(t) = 0 para todo ¢t > 0, segue-se que, se F'(0) # 0, entdo G(t) =0 e,
portanto, u = 0. E, se bem que u = 0 seja solucao da equacao do calor e satisfaca as condicoes
de fronteira, essa fungdo ndo tem chance de satisfazer a condigdo inicial u(z,0) = f(z), a
menos que f(z) = 0. Agora procedemos no sentido de ver quais os valores de o que conduzem
a solugoes F'(x) do problema dado em (8.42)-(8.43).

Se o > 0, fazendo-se 0 = k?, a equagao (8.42) toma a forma
F'—kKF=0 (8.44)

procuramos uma solucao do tipo F' = €"* temos F’ = re’™®, F” = r2e"® substituindo na equacao,

temos:
rie’ — k?e"™ =0 = (r2—k2)e”:O,erx#0r2—k2:O:>r2:k2:>r:ﬂ:k

Dai, as raizes do polindbmio caracteristico sao —k e +k. Portanto, a solucao geral serd dada
por:

F(x) = cie™" 4 cyeh®

sendo ¢ e ¢y constantes a serem determinadas pelas condicoes de contorno estabelecidas para

a equacao (8.42). Portanto, tem-se:

F(0) =c1e’ + c2e’ = 0

F(L) = cre ™™ 4 cpef =0

que é um sistema linear homogéneo nas incognitas c; e ¢y, cujo determinante (D) é nao nulo:

1 1 0 1 1 0
_ _ kL _ kL _ _ _ _
D=| ., , |=¢"—e #0e D, = v | =0, De, = ) = 0, temos
e e e e
D
que ¢ = ﬁ e co = —2, dai concluimos que a ftinica solucio do sistema ¢ a solucio trivial

¢; = ¢ = 0. Conclui-se que o problema da equagao (14) nao possui solucao diferente da solucao
nula se o > 0.

Suponhamos o = 0.

Desse modo, a equagao (8.42) reduz-se a F” (x) = 0 e a solugao é F (z) = c1x + co. As
condicoes F' (0) =cy =0, F'(L) =1L+ ce =0 = ¢; = 0, implicam que, também neste caso, o
problema da equagao (8.42) possui apenas a solu¢ao nula.

Suponhamos que o < 0. fazendo o = —\2, temos
X7 + XX =0, (8.45)

cujo polindmio caracteristico é: 72 + A2 = 0 e possui as raizes +i\ e —i) e a solucao geral da
equagao diferencial é:
F (x) = ¢1 cos A\x + cosenz (8.46)
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De F'(0) = 0 deduzimos que:
ci1cos0+csen0 =0=c;.1+0=0=¢; =0 (8.47)

e a solucao anterior tem a forma:

F (x) = cosen)x (8.48)

na qual, evidentemente, se supde co # 0. Portanto, de F' (L) = 0 resulta que cgsenAL = 0, isto
é, A\L = nm, sendo n um namero inteiro. Portanto, o problema da equacdo (8.42) possui uma

colecao enumeravel de solucoes nao nulas cujos valores de A sao dados por:

Ay = <”%) Conde n=1,2, .. (8.49)
Os valores de —o = \? : o
A2 = <T> (8.50)
sao chamados os autovalores proprios do problema dado em (8.42)-(8.43), e as fung¢oes
F,(z) = sen?, n=1,2,.. (8.51)

sdo chamadas as fungoes proprias ou autofungoes do problema dado em (8.42)-(8.43).

Vejamos agora a segunda equagao diferencial ordinaria em (8.41):
G'— KoG =0 (8.52)

a equacao caracteristica é:
r—oK=0=>r=0K

dai, a solucao geral é:
G (t) = ce”™! (8.53)

Logo, de (8.51) e (8.53) temos para cada n = 1,2, 3, ..., uma fungao

7n27r2Kt/L2. nmnxr (854)

n(T,t) = Y
u, (z,t) =€ sen—

a qual satisfaz a equacao (8.35) e as condigoes de fronteira (8.37).
Esses u, chegaram quase a resolver o problema (8.35)-(8.37). A dificuldade esta em que,

sendo
nmT

up (x,0) = sen——, (8.55)

up, (x,t) s6 seria solugao de (8.35)-(8.37) se a fungao dada f (z) tivesse a forma

nrw
f(x)= sen—— (8.56)

Em geral, temos que

> entty (1) | (8.57)
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onde 0s ¢, sdo constantes e o0s u, sao as fun¢oes definidas em (8.54) é solucao do problema pois
uma combinagcao linear de solu¢oes do problema linear é também uma solucao. Consequente-

mente, se a condi¢ao inicial f (z) for da forma

ch en@ (8.58)

entao, nesse caso, a solugao de (8.35)-(8.37) sera
al nrx
= ch —niri Kt/ L2 SGHT. (859)

E se f nao tiver a forma simples acima? Ai vem a idéia de tomarmos “somas infinitas”.

Suponhamos que a fun¢ao dada f (x) possa ser expressa em uma série da forma

o)
nmtx

= L Sen——— 8.60
)= e’ (350)
onde os ¢, devem ser os coeficientes de Fourier da f, dada em [0, L] e estendida a toda reta R

de modo a ser impar e periodica de periodo 2L. Assim, podemos determinar estes coeficientes

multiplicando (8.60) por sen@, para m > 1 fixo
mnx nTr — mmx
nSEN—— 8.61
f (z)sen Zc sen sen—r (8.61)
integrando,
mnx nwr  mmx

dx = nSen—— d 8.62
/ f (x)sen x = Z / CpSen sen——dz (8.62)

em apenas um ponto, teremos n = m e entao apenas uma integral do segundo membro sera

igual a L, e as demais serao iguais a zero, como visto anteriormente. Dai,

/ f(z sen

mnx
dx

L
d:c—an:>cn— / f () sen
~L

L
= %/ f(x) senm;xdx (8.63)
0

Entao o candidato para solu¢ao do problema dado em (8.35)-(8.37) nesse caso seria

t) = che_"%%t/psen?. (8.64)

com os ¢, dados por (8.63).
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5.8.1 Unicidade de solucao para a equacao do calor

Suponha que u; (z,t) e up (z,t) sejam duas solugoes do sistema (8.35)-(8.37). Entao, u = uj; —us

¢ uma funcao continua em R e tal que

u = Ky, em R
u(0,t) =u(L,t) =0, parat >0 (8.65)
u(z,0) =0, para0 <z <L

A unicidade de solugao do sistema (8.35)-(8.37) segue das relagdes acima se provarmos que

u = 0. Isso é, porém, consequéncia imediata do resultado enunciado a seguir.

Teorema 5.8.1 (Principio do Maximo-Minimo) Seja u (x,t) uma fun¢ao continua no re-
tangulo N1 = (z,t) : {zy < 2 < 29, t; <t < 1y} e tal que uy = Ky, para v1 < v < Ty €

t, <t <ty. Entdo o mdzimo de u € assumido em um dos sequintes lados de Ri :

h={x=ua,t1 <t <t}
lz = {IL‘l S Xz S ZL‘Q,t :tl} (866)
ls ={x = a9, t; <t <1y}

Demonstracdo (Privalov)

Sejam M o méaximo de u em 12 € m o maximo de u em I3 U ly U l5. Quer-se provar que
M = m. Suponha, por contradicio, que M > m e seja (zg,%p) um ponto de Ry5\ (I; Uly Uls),
onde u assume seu valor maximo. Defina a funcao

o(@t) = (e t) + L~ )?, (8.67)

4172
onde L = x5 — z;.Como em {; U l5 U I3 temos

M—mL2:M+3m
412 4

v(z,t) <m+ <M (8.68)

(% (.To, to) =Uu (.To, to) = M, (869)
segue-se que o maximo de v é assumido em um ponto (z,7) de R\ (I Uly Uls).
Em tal ponto de maximo devemos ter

v (Z,1) > 0evy, (T,t) <0 (8.70)
Por outro lado, usando (34), tem-se

M—m
212

Ve (T, 1) = g (T, 1) Vap (T, 1) = Uge (T, ) + (8.71)
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multiplicando esta tltima expressao por K,e isolando o termo que contém u,,, temos

M —
K, (7,1) = Kvg, (7,7) — K 2L2m (8.72)
e, como u satisfaz a equacgao do calor,
M —
v (T, 1) = Kugy (,8) — K——— VE < Kov,, (Z,t) (8.73)

que contradiz as desigualdades em (35). Portanto provamos que u assume seu maximo em
l1NlyNl3. Para ver que o minimo também é atingido, ai basta observar que —u também satisfaz
a equacao do calor e que o minimo de u é igual a — max (—u).

Para referéncia futura enunciamos o seguinte resultado de unicidade que foi provado acima.

Teorema 5.8.2 (Unicidade) Seja f uma fun¢ao nas condigées do teorema de Fourier defi-
nida em [0, L] . Entdo, a solugao de (8.35)-(8.37), caso exista, é inica.

Demonstra¢ao: Basta mostrar que u solugao do sistema (8.65) é nula. Mas isto segue direta-

mente do Principio do Maximo-Minimo mostrado no Teorema 5.8.1 acima.

Teorema 5.8.3 (Continuidade da solugdo com os dados iniciais) Sejam fi (z) e fo(2)

fungoes continuas em [0, L], para as quais o problema

u = Ky, em R
u(0,t) =u(L,t) =0, parat >0 (8.74)
u(x,0) = fi(z), para0 <z <L

para © = 1,2, tém solucoes uy e us. Entao,

e fun (1) —w (v, 1)) < max [y (z) = fo (@) (8.75)

Demonstracdo

Consequéncia imediata do Teorema 5.8.1. Defina a funcao
v(z,t) = uy (z,t) — us (1) (8.76)
Derivando v com relacao a t e depois duas vezes com relacao a =z,
vy (,t) = uq, (x,t) — ug, (2,1) 5 Ve (x,1) = ug,, (x,t) — ug,, (z,1).
Como u; e us sao solugoes para o problema acima, temos
vy (2,t) = Kvgg (z,t). v (0,t) =v(L,t) =0

v (x,0) = u (2,0) —uz (x,0) = f1 (2) = fa (z) = g (v)
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Ou seja, temos um outro problema

vy = Kvg, em R
v(0,t) =v(L,t) =0, parat >0 (8.77)
v(z,0)=g(z), para0 <z <L

Dai pelo Teorema 5.8.1,

max |v(z,t)| = max v(x,t

(Z‘,t)Eg} | ( )| (z,t)€l1Ul2UI3 ‘ ( >|
< max |v(z,t)| = max |v(z,0)| = ma T
< max v (2, 1)] = max v (z,0)] = max |g (z)]

nesse caso estamos considerando que

llz{l’zo,tZO}
Lb={0<z<Lit=0} (8.78)

5.9 Equacao de Laplace

5.9.1 Problema de Dirichlet

Consideremos uma regiao §2 do plano; regiao e dominio sao expressoes usadas para designar
conjuntos abertos e conexos. Os trés tipos de regiao que aparecem aqui sao:

(7) o disco de raio p e centro na origem

D,={(z,y) eR*: 2" + y* < p*}; (9.79)
(74) um retangulo
R={(z,y) eR*:0<a<a, 0<y<b}; (9.80)
(#4) um semiplano
H={(z,y) eR*: —co <z < o0, y>0}. (9.81)

Designamos por  a aderéncia de €2 e por 02 a fronteira de Q.

Definicao 5.9.1 Uma funcao continua u : 2 — R serd harmonica se ela satisfizer a equac¢ao

de Laplace
Pu
oz oy?

O operador A € conhecido como laplaciano.

Au = 0. (9.82)
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Exemplo 5.9.2 Funcgoes harmoénicas:

@)

u(x,y) =ax+by+c,

para quaisquer constantes a, b, c.

b)

u(z,y) =" -y

105

c) Se f:Q — C for uma fun¢ao analitica compleza, entao suas partes real e imagindria serao

funcoes harmonicas. isso decorre imediatamente das equagoes de Cauchy-Riemann.

5.9.2 Laplaciano em coordenadas polares

Usando as formulas de mudanca de variaveis, entre coordenadas cartesianas e polares,

temos

xr=rcosf e y=rsend,

r=+z2+1y% e Qzarctan%

fazendo u (x,y) = v (r,0), entdo

e ainda,

u_ o ()"
or2  or2 \ ox

Também temos que

e ainda,

o _ ot (or)
oy orz \ Oy

ou_ovor _ov o0
oxr  Or 0x 00 Ox
oo i O or o0 o (00\ 0 0
or 0z2 T Orod Ox dr  00% \ Ox 00 Ox?
ou_ o or o o0
oy Or'dy 00 dy
oo e, Po o o0 #o (0 v o
or dy2  ~0rdd oy oy 002 \ dy 00 0y?

(9.83)

(9.84)

(9.85)

(9.86)

Mas, das igualdades em (9.84), utilizando a regra da cadeia, do produto ou do quociente,

temos:
or 1 1 x
o — = —21. = ;
or 2 \/:1:2 + 92 \/:1:2 + 92
analogamente,
or Yy
o L
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0r 1 1 x?
YT T ) VAR @AVE
N o’r y? '
0z (a2 +y?) /(2% +42)
Or x?

.89_ 1 {y( 1)}_ 2 2 29 y o
or ¥\? 2| 2 2?4 y? ox _562—1—y27
L+ (a:) 1+ﬁ 22
00 T
®e — — — -
oy x4+ y?’
020 1 020 21y
— = —y.(—=1).(2x). = :
* 02 y- (=) (27) (22 —|—y2)2 = or? (g2 +3;2)27
0% 1 0260 2x
AN DO ) PR — -
dy (x2+y2)° Oy (% +y?)

Agora, somando os segundos membros de (9.85) e (9.86) e igualando a zero (ja que a soma
dos primeiros membros destas igualdades ¢é igual a zero em virtude de (9.82)), ao substituir os

resultados acima, obtemos:

2 2 2 2 _
() o

or2 /x2+y2 3T'(az2+y2) /(a:2+y2) 37“39.\/@':52—1—3/2

2
+821) Y 2 N dv  2uay N v Y N v x?
002 \ 22 + 92 0" (22 + y2)2 Or2 /22 + Y2 or’ (22 4+ 42) /(22 + y?)

9 0%v Y T +@ T 2 @ —2xy 0
87“80 ’l’2+y2.$2+y2 802 x2+y2 60({E2+y2)2 -
dai
9% 22 2 v 2 2
e\ T2 o 2 | 2 T (2 1 o2 2 2
et Yttty r\ (@2 +y?) V(@2 +y?) (224 y?) V(@ +y?)
o 2 2
+—Z< - 5 T ‘ 2) =0
902 \ (12 +y2)° (22 +y?)
segue que

Fo ety v 2ty A B A
or2 x2+y2 or (:p2+y2) (x2+y2) 002 (x2+y2)2 =
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logo
v ovl v 1 0
2zttt oma =0
Ou ainda,
Arv = Upp + lvr + %'Ugg =0. (987)
r r

Esta é a equacao de Laplace em coordenadas polares.

5.9.3 Problema de Dirichlet para a equacao de Laplace

Dada uma funcao continua f : 02 — R, tem-se que determinar uma funcao u : Q@ — R
satisfazendo as seguintes condicgoes:

(i) u é continua em €,

(77) u é harmonica em ()

(i7i) u = f em O (condigoes de fronteira).

Esse problema para uma regiao arbitraria {2 nao é trivial. H4 certas situacoes dependendo do
dominio escolhido em que nem sempre existe solucao desse problema. O aluno interessado pode
ver isto no livro do Djairo de Equagoes Diferenciais Parciais, [?]. Trataremos desse problema
para alguns tipos especiais de regioes, utilizando as séries de Fourier.

Unicidade do problema de Dirichlet

Para mostrar que a solucao do problema de Dirichlet é tnica, utilizaremos o Principio do

Maximo, que a seguir enunciamos e provamos, seguindo uma demonstracao de Privalov.

Teorema 5.9.3 (Principio do Mdzimo) Sejam Q0 uma regiao limitada do plano e u : Q@ — R

uma funcgao continua 2 em e harmoénica em ). Entao o mdrimo de u € atingido na fronteira.

Demonstracdo
Sendo Q limitado, segue-se que Q e 9 sdo conjuntos compactos (isto &, fechados e limitados)
do plano. Utilizaremos um teorema de Anélise que estabelece: "Toda funcao real continua g : K
— R, em um compacto K, tem um valor méximo p, i.e., existe (z,y) € K, tal que f(x,y) <
f(z,y) = p, para todo (z,y) em K.” Sejam
M =maxu(x,y) e m= maxu (z,y) . (9.88)
Q
e suponhamos, por contradigdo, que m < M. Entao u assume seu maximo em um ponto (g, yo)

que deve estar em 2, e nao em 0€). Definamos a funcao

M—-—m
2d?

v ({L‘, y) =u (l‘, y) + [(l‘ - 1‘0)2 + (y - y0)2] ) (989)

onde d é o diametro da regiao 2, i.e., d é o supremo das distancias entre pares de pontos de ).

Agora, observando que
v (o, yo) = u (20, Yo) = M (9.90)
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M—md2_M+m<M+M
2d2 2 2
concluimos que a fungio v assume seu maximo em um ponto (z1,y;) de 2 e ndo de 9€2. Portanto

v(z,y) <m+

= M, ¥ (z,y) € 09 (9.91)

neste ponto vy, (x1,y1) < 0 e vyy(x1,y1) < 0, que nos da
Av (z1,y1) <0. (9.92)

Por outro lado, temos, a partir de (9.89), que

M — M — —
o=t 2 (w—ag) 4 0] =, ¢ T2,
segue que
M—m
analogamente,
M—-m
Uyy = Uyy + P2 (9.93)
dai, como u ¢ harmonica,
M—m
Ay = —— 94
v 52 >0 (9.94)

para todos os pontos de €. As desigualdades (9.92) e (9.94) sdo contraditérias. C.Q.D.

Corolario 5.9.4 Seja u como no Teorema 5.9.3 acima. Entao u assume seu minimo em OS2.

Demonstracdo
Fazendo-se v (x,y) = —u (z,y) pelo teorema anterior,
max v (x,y)=a=a>v(z,y),V(z,y) € 09, (9.95)
dai,
a>—u(z,y),V(x,y) €0, (9.96)
entao,
u(r,y) > —a=p, (9.97)

logo [ é cota inferior para u (x,y) . Deduzimos entao que,

p= rg}lnu (x,y). (9.98)

Teorema 5.9.5 Sejam uy e uy duas solugoes do problema de Dirichlet, para uma mesma f.

Entao u; = us.

Demonstracdo

A funcdo u = u; — us é continua em €2, harménica em ) e igual a zero em 052. Logo, pelo
Principio do Maximo, u(z,y) < 0, para todo (z,y) em Q, e, pelo Corolario 5.9.4, u(x,y) > 0.
Dai v = 0. C.Q.D.
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5.9.4 Problema de Dirichlet no retangulo

Para esse problema, a regiao € ¢ o retangulo R = {(z,y) e R®2: 0 <z <a e 0 <y < b}
Assim, a fronteira da regiao se decompde em quatro segmentos, digamos que as condicoes de

fronteira sejam

u(x,O) = Jo (l‘) ,u(x, b) = fi (l‘) ,U(O,y) =90 (y) 7u(aay) =01 (y)> (999)

dadas separadamente em cada um dos lados do retangulo. Mas esses dados de fronteira nao
podem ser arbitrarios; pois, para eles comporem uma funcao continua, ao longo da fronteira,
devemos ter as seguintes condiges de compatibilidade: fy (0) = g0 (0), fo (a) = g1 (0), g1 (b) =
fi(a) e f1(0) = go (b).

A idéia inicial para resolver esse problema é decompod-lo em quatro problemas de Dirichlet;
cada um deles é obtido fazendo-se trés das fungdes em (9.99) iguais a 0 e mantendo a outra.
Resolve-se cada um desses problemas, isoladamente, e a solucao do problema em pauta é a soma
das quatro solugoes dos problemas parciais. Portanto basta resolver o problema de Dirichlet

para o retangulo com a condicao de fronteira
u(x,0) = f(z),u(z,b) =u(0,y) =u(a,y) = 0. (9.100)

Como nosso objetivo é enfatizar o método de Fourier, vamos fazer a hipotese simplificadora
f(0) = f(a) = 0, o que torna o dado de fronteira continuo ao longo de todo o contorno do
retangulo.

Resumindo - O problema é determinar uma funcao continua u; : ® — R, harmonica em R

e satisfazendo a condigao de fronteira (9.100).Ou seja, vamos resolver o seguinte problema

Au=0 em R
u(x,0) = f(z),u(z,b) =0 para 0 <z <a (9.101)
u(0,y) =u(a,y) =0 para 0 <y <b.

Vamos tentar solugdes na forma u;(z,y) = A(z)B(y). Substituindo na equacao de Laplace,

obtemos o P
2! U1 " " " "
=0=>A"B+B"A=0=A"B=-B"A 9.102
0x? + Oy? + ( )
dai,
A/I B/I
— = —— = L. 9.103
onde p é uma constante. Dai, duas equacoes diferenciais ordinérias sao obtidas,
A" — A =0, (9.104)
B" + uB = 0. (9.105)

A condigao de fronteira exige A(0)B(y) = A(a)B(y) = 0, e como ndo nos interessa B = 0,

devemos ter

A(0) = A(a) =0 (9.106)
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Entao, vamos resolver a Equacao (9.104) junto com as condigoes de fronteira (9.106).
Resolucao:
(%) Primeiro caso:

Suponha-se 1 > 0. Fazendo-se p = k?, a equagao (9.104) toma a forma:
A" —K*A=0 (9.107)

procuramos uma solucao do tipo A = €%, temos A’ = re™, A" = r2e™ substituindo na
equagao, temos:

r’e’ — ke =0= (r’ — k)" =0, £ 0’ —k*=0=>r* =k =>r =tk
Dai, as raizes do polindbmio caracteristico sao —k e +k. Portanto, a solucao geral serd dada

por:
X (x) = ce™™ + cyet” (9.108)

sendo ¢; e ¢y constantes a serem determinadas pelas condicoes de contorno estabelecidas pela

equagao (9.106). Portanto, temos:
A0) =c1e” + e’ =0

A(a) = cre™™ + et =0

que é um sistema linear homogéneo nas incégnitas c¢; e co, cujo determinante D é nao nulo:

1 1 0 1 1 0
D=| . |=e"—e*™#0eD, = o | =0, Doy = | | = 0, temos
e " et e e " 0
DC C
1 — 1 9 — 2 z z 4 2, v
ue c — ec ——, dai concluimos que a tinica solucao do sistema é a solucao trivial

¢ = co = 0. Conclui-se que o problema da equacdo (9.104) ndo possui solugao diferente da
solugao nula se p > 0.

(x) Segundo caso:

Suponha-se p = 0. Assim sendo, a equacao reduz-se a A” (z) = 0 e a solugdo é A(x) =
12 + ¢o. As condigbes X (0) = co =0, X (a) = cya+ ¢o = 0 implicam que, também neste caso,

o problema da equagao (9.104) possui apenas a solugao nula.

(x) Terceiro caso:

Suponha-se < 0. Fazendo p = —k, a equacdo 9.104) toma a forma:
A"+ kA =0, (9.109)

cujo polinémio caracteristico é: 72+ k = 0 e possui as raizes +ivk e —ivk e a solucio geral
da equacao diferencial é:
A(z) = eysenVk.x + ¢y cos V. (9.110)

De A (0) = 0 deduzimos que:

cisen0 +cpcos0=0=04+c.1=0=c, =0 (9.111)
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e a solucao anterior tem a forma:

A(z) = eisenVk.x (9.112)

na qual, evidentemente, supomos ¢; # 0. Portanto, de A (a) = 0 resulta que cisenvkx = 0, isto
¢, Vka = nm, sendo n um nimero inteiro positivo. Portanto, o problema da equacao (9.104)

possui uma colecao enumeravel de solu¢oes nao nulas para valores de u, dados por:

2
un:—kn:—(ﬂ) n=1,2,.. (9.113)
a

a cada p, corresponde uma solugio A, (z) definida por:

A, (x) :sen@,n: 1,2, .. (9.114)
a
onde cada p, é um autovalor do problema dado em (9.104),(9.106), cujas autofungoes corres-
pondentes sao dadas por (9.114).

Para cada n, temos a Equacao (9.105) na forma

n?m?
B'— =B =0, (9.115)
cuja solucao geral é
By (y) = Bne"™/* + e/, (9.116)
A condicao de fronteira (9) exige A(z) B(b) = 0, e como A = 0 nado interessa, obtemos

B (b) = 0. Essa condicao imposta em (9.116) nos da
0= Bnenwb/a + ,ynefmrb/a = ﬁn — /.}/n672n7rb/a7 (9117)

e, dai,
Bn (y) — _,Yne—rwrb/a [e(mr/a)(y—b) o 6(—n7r/a)(y—b)} (9118)
multiplicando e dividindo por 2,

(/) (y=b) _ o(~nm/a)(y—b)

Bn (y> — _2,yn€fn7rb/a

2
segue que
By (y) = —27me "™/ senh W (9.119)
E finalmente,
Ui, (z,y) = Ozne’"”b/“senm;aj senh nr Qiz_ b), (9.120)

¢ harmonica e satisfaz a condi¢ao de fronteira (9.100), com excegao da primeira igualdade.
Tentamos agora obter uma fungdo harmonica, que também satisfaca & condigdo (9.100), na

forma

= —b
u (z,y) = E ane’””b/“sennzx senh (‘Z ) (9.121)
n=1
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Consequentemente, os coeficientes «,, devem ser escolhidos de modo que

= —nmb
f(x) = nz_:lane””b/“sennzx senh Zﬂ , (9.122)
o que sera viavel se f’(z) for seccionalmente continua, e periédica de 2a, por exemplo. Desig-
nando por
2 a
fn= —/ f(x) sen@dx, (9.123)
af, a
e fazendo -
nmx
=) k,sen—-, 9.124
F@) = D hsent (9.124)
onde ;
kn = ape” "% senh T ,
a
temos que
a 2 a
2/ f(x) sen———dz = kn.a = ky = - f(x) sen— " dy = fns (9.125)
0 a afo a
dai,
e = S (9.126)
—nmb
senh
a
entdo, (9.121) toma a forma
—b
©  _senh %
uy (x,y) = ansen - e (9.127)
n=1 senh
a

Que ¢é o candidato a solu¢do do problema (9.101).
Obedecendo a idéia inicial proposta para resolver o problema de Dirichlet no retangulo,

temos outros trés problemas:

p

Auyg =0
us (,0) = fi (x) ;

L ug (2,0) = uz (0,y) = uz (a,y) =0
[ Auz =0

us (0,y) = go (z) :
L U3 (2,0) = ug (z,b) = uz (a,y) =
[ Aug =0

ug (a,y) = g1 (x) :
L uy (2,0) = uy (2,0) = uq (0,y) =0

que devem ser resolvidos isoladamente, e de maneira analoga ao problema parcial anterior no

qual foi determinada a funcao wu,.
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Assim, a solucgao do problema principal em pauta é a soma das quatro solugoes dos problemas

parciais acima. Ou seja,

w(x,y) =uy (z,y) + uz (z,y) +us (v, y) + ug (z,9) (9.128)

é a solucao procurada. A qual é harmonica em R, continua em R, obedece as seguintes condi¢oes

de compatibilidade

fo(0) =90(0), fo(a) =g1(0),91(b) = fi(a)efi (0) =go (D), (9.129)

e as seguintes condicoes de fronteira

u(z,0) = fo(z),u(z,b)=fi(z),u(0,y)=go(y),ula,y) =g (y). (9.130)

5.10 Exercicios

1) Utilize o método de separagao de variaveis e as séries de Fourier para achar uma solugao
do problema
AU = Uy, 0 < <2, t>0,

u(0,t) =0 =u(2,t), t >0,

u(z,0) = ZSen(%x) —sen(mz) + 4sen(27x), 0 <z < 2.
2) Considere o problema de contorno
u € C*((0, L) x (0,00)) N C([0, L] x [0, 00)),

w = Uy, 0<z <L, t>0,
u(0,t) =0 = ux(L,t) +yu(L,t), t >0,

onde v e « sao constantes positivas.

(i) Procure solugoes da forma u(x,t) = X (z)T'(t) e mostre que X e T satisfazem
—X"(x) =2X(2), 0 <z <L,

X(0)=0=X'(L) +~vX(L),
T'(t) + Xa*T(t) =0, t > 0.

(ii) Mostre que os auto-valores A em (i) sdo estritamente positivos e satisfazem a equacao

V() cos(v/ (ML) + ysen(v/(A)L) = 0.
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(L)

que existe um numero infinito e enumeravel de auto-valores positivos. Denotando esses

(iii) Desenhe os graficos das fungoes y = tanz e y = , x> 0, e deduza graficamente

auto-valores por A\ < Ay < -+ < A, < --- verifique graficamente que )\, — oo quando
n — oo.
(iv) Ache a solugao wu,(z,t) correspondente ao autovalor \,.

(v) Sabendo que
f(z) = Z n"%sen(v/(\n)x),
n=1
determine a solu¢ao do problema que satisfaz a condigao inicial u(z,0) = f(x).

3) Seja Q= (0,7) x (0,7). Ache uma solucio u € C?(Q2) N C(Q) para o problema

Au =0 em €,
u(0,y) = seny = u(m,y), 0 <y <m,

u(z,0) =senz = u(x,m), 0 <z <.

4) Ache uma solucio u € C%(Q) N C(Q) da equagio de Laplace em Q = {(z,y) : 0 <
x < a, 0 <y < b}, ae b constantes positivas, satisfazendo as condi¢oes de contorno
U(O,y) =0= u(a,y), 0< ) < b7 U(.’,U,O) = 07 u(x,b) = g(SL’), 0<z< a, onde

xse0<z<a/2
g(z) =
a—zx sea/2<zx<a.

5) Resolva o problema
u € C*(Q)NC((Q),

Au =0, em ,
u|3ﬂ = f € C(@Q),
onde Q = {(z,y) € R? : 22 + y*> < r?} e r > 0 é constante.

6) Resolva o problema acima no caso em que f é constante.

7) Resolva o problema do exercicio (5) no caso em que f(rcos 8, rsenf) = A cos 0+ Bsenf+C
com A, B e C sdo constantes, 0 € [0, 27].

8) Nos exercicios (3), (4) e (5) mostre o caso da unicidade de solugdo para esses problemas.

9) Considere a equagao da onda

2
Ut = A Ugy
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(i) suponha que as solugoes dessa equagao seja da forma
u(z,t) = (x)e™, w >0,
e mostrar que u(z,t) deve ser da forma

u(z,t) = (Acos kx + Bsenkz)e™™" ou (Ae* + Be *)e*!

(ii) Supor a corda fixa nos extremos x = 0 e x = L. Se ela ¢ abandonada com velocidade

inicial nula, entao seu movimento é descrito por

u(zx,t) = Z sennLLx(An cos wyt + Bpsenw,t),

n=1

nmwe
sendo w, = —.

(iii) Usar a identidade
sen(a + b) + sen(a — b) = 2sena cos b

e mostrar que o deslocamento u é dado por

1 —ct) 1w t
u(z,t) = 5 Z Ansenw +3 Z anenw.
n=1 n=1

(iv) Seja @y a extensao impar de periodo 2L de ug a (—o00, 00), isto é,
to(z) = up(z), 0 <z <L,
to(z) = —up(—z), —L <z <0,
Uo(z +2L) = tp(z), —o0 < x < 0.

Supor ainda que uq continua com derivada primeira continua por partes e ug(0) = ug(L) =

0. Neste caso, mostrar que o deslocamento pode ser expresso como
(o, 1) = %[ﬂo(a: bot) +ig(e—ct)], 0<z <L, t>0.
Se a corda oscila num meio que oferece resiténcia a seu movimento (ar, por exemplo) e
essa resisténcia pode ser considerada proporcional a velocidade, a equacao obtida é
Uy + YU — CUgy =0, 0< 2 <L, t>0, v>0, v=2pu,

que é chamada "equacao de ondas amortecidas'para a corda vibrante.
(a) Usar o método de separagao de variaveis, mostrar que

up(x,t) = eﬂtsenn—zx(An cos wyt + Bpsenwyt), n=1,2,---,
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onde as frequéncias de vibracao w,, sao dadas por

supor que v seja pequeno o suficiente para que os modos normais de vibrag ao u,(x,t)
sejam oscilatorios amortecidos.

(b) Com as condi¢oes iniciais

u(z,0) = ug(x), u(z,0) =ui(x), 0 <z <L,
mostrar que a solucao formal é, entao

nmwx

u(x,t) =e " senT(An cos w,t + Bysenw,t),
n=1
onde ;
2
A, = z/o u&az)sen% dx,

A, 2 [t
B, = M / ul(:p)senn—zx dz.
0

Wy, Lw,




Capitulo 6

Calculo Variacional

6.1 Introducao

Apresentaremos uma extensao das idéias de extremizacao de funcoes de varias variaveis. De-
nominamos essa extensao de calculo variacional, o qual é de grande importancia na historia da
fisica-matematica e em aplicacoes modernas nas engenharias e nas outras ciéncias consideradas
exatas. Agora, em vez de atentarmos para os pontos locais que extremizam funcoes de uma
ou mais variaveis, queremos encontrar funcoes que extremizem aplicagoes que chamaremos de
funcionais (que sao fungoes de fungdes). Daremos énfase a obtengao das condigoes necessérias
para se obter tais extremizacoes. Vamos agora expor e formular alguns problemas modelos que
servirao posteriormente para desenvolver e ilustrar as técnicas do Calculo Variacional.
Problema 1. Encontre a curva de menor comprimento que liga os pontos fixos Py(xg, 30) €
Py (z0, o) no plano. Primeiro, vamos supor que a curva C' esta parametrizada por x = ¢(t),y =
P(t), to <t < t1. Nosso objetivo é encontrar fungoes ¢ e ¥ continuamente diferenciaveis de
modo que o comprimento de C' seja um minimo, ou seja, queremos achar funcoes ¢ e ¥ que

minimizem a integral

L= / VIR + [ ORd

Desde que C passe por Py e Py, ¢ e 1 devem satisfazer as condigoes de bordo (¢(to), ¥ (to)) =
(20, %0) € (4(t1),1(t1)) = (z1,y1). Podemos formular este problema de uma outra maneira, qual
seja, assumimos que C' pode ser representada na forma y = y(z). Entdo o comprimento L de
C' é dado por

/ T )P

Neste caso, queremos encontrar uma funcao y continuamente diferenciavel que minimize a
integral acima e satisfaga as condig¢oes de bordo y(z) = yo e y(z1) = y1. Este mesmo problema
pode ser formulado em trés dimensoes. Neste caso, as trés funcoes continuamente diferenciaveis

d
"l =

t1
to

dt

que parametrizam a curva sao determinadas de forma que o comprimento L =

117
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t';l VI )2 + [ ()] + [w'(t)]2dt seja minimizado. A solugio deste problema é bem conhecida:
é a linha reta que une os dois pontos Py e P;.
Problema 2. Encontre a curva suave de menor comprimento, situada sobre uma superficie
S, e unindo dois pontos Fy e P; sobre S.
Vamos representar S parametricamente por x = f(u,v), y = g(u,v), z = h(u,v), (u,v) em
R,,, onde f, g e h sao fungoes conhecidas e R, é qualquer regiao do plano-uv. Vamos assumir
que qualquer curva suave C' sobre S ligando os dois pontos é a imagem de uma curva em R,

unindo (ug, vo) a (u1,v1). Se esta curva em R, é dada por u = u(t), v =v(t), top <t < 1.

2 2 271/2
B bl df dg dh
L= [(%) (%) *(%)] .

Aplicando a regra da cadeia podemos escrever o integrando de L em termos de u(t) e v(t) e

Seu comprimento é entao

suas derivadas:

(%) + () + (%) = @) @) + )+ OF + (' 0) + 200
= (o PO+ 2 (0(0) + ()2 B+ (32 (1)
2l (00 + P OF + (2 ()]
2,0l () + ()21 (1)

=l 0+ ) (%) 2l e+ 2 (%) ()

H(@o)® + (1) + ()] (%)2

chamando E = (2,)*+ (yu)? + (2u)?, F = 2oy + Yulo + 2020 € G = (2,)* + (y4)? + (2,)? obtemos
que L toma a seguinte forma

1/2
b= [ o () var () (1) 0 ()]
S dt dt ) \ dt dt '

O problema agora consiste em encontrar duas fungoes u(t) e v(t) continuamente diferenciaveis

que minimizem L.

Problema 3. Encontre a curva situada na metade superior do plano-zy ligando dois pontos
fixos Py e P; (que podem estar sobre o eixo-z) tal que a area da superficie de revolucao obtida
quando a curva é rotacionada em torno do eixo-xr é minimizada.

Assuma que a curva que une os dois pontos Py(zo, o) € Pi(x1,y1) é representada por y =

y(x), com y(zo) = yo e y(r1) = 41, entdo a area da superficie A é dada por

A=2rm /961 y(z)v/ 1+ [y(x)|?dx

0
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Queremos entdo encontrar a funcio diferencidvel y(x) que minimize a integral acima. E 6bvio
que se as coordenadas yg, y; dos dois pontos forem iguais, a linha reta y = yo minimiza a area
da superficie. Para yo # 1, a solu¢ao nao é tao 6bvia.

Problema 4. Entre todos os caminhos suaves num plano vertical ligando dois pontos F
e P;, encontre o caminho ao longo do qual uma particula, partindo do repouso, sem atrito e
sob a acao da gravidade, leva o tempo minimo para se deslocar do ponto mais alto para o mais

baixo. FEste problema foi proposto pela primeira vez em 1696 pelo grande matematico, fisico

X
PO >

yV P1

Figura 6.1: Problema da Braquistdcrona

e engenheiro John Bernoulli e forneceu impeto para o desenvolvimento do calculo variacional.
Este problema é chamado problema da Braquistocrona.

Vamos introduzir um sistema de coordenadas-zy para representar o plano vertical tal que
o ponto mais alto P, seja a origem e o eixo-y positivo verticalmente para baixo conforme a
figura 6.1. As coordenadas do ponto mais baixo P; sao (z1,¥1), y1 > 0 e a curva C' unindo

o ponto Py e P, é dada na forma y = y(x). Observe que y(0) = 0 e y(z1) = y;. Sabemos

que a velocidade de uma particula que se desloca ao longo de uma curva é —S, onde t é o
tempo e s é o comprimento do arco ao longo da curva C. Da fisica elementar pode-se deduzir
que a velocidade de uma particula que cai do repouso sob a acao da gravidade g ao longo de
qualquer curva é proporcional a raiz quadrada do deslocamento vertical, sendo 1/2g a constante

de proporcionalidade. Em nosso caso, o deslocamento vertical de uma particula localizada em

ds
(x,y) éy. Assim, 7 = /2gy. Portanto, o tempo 7' gasto pela particula para percorrer a curva

de (0,0) a (z1,y1) é dado pela integral do comprimento de arco

(ry) g
T = / i
(0,0) V2gy

Desde que ds = [1 + (y/(x))?]"/?dx, temos que



120 CAPITULO 6. CALCULO VARIACIONAL

O problema, neste caso, é encontrar a fungao diferenciavel y(z) que minimize a integral 7T
Problema 5. De todas as curvas simples, suaves e fechadas, de um dado comprimento,
encontre a que cerca a maior area.
Este problema é chamado de problema isoperimétrico. Sabemos que a area A da regiao no
plano limitada pela curva simples, suave e fechada C: x = ¢(t), y = ¥(t), to <t < t; é dada

i wdy = / oty dt

Desde que o comprimento da curva seja Ly = til V@' (1)]2 + [¢'(t)]2dt o problema se reduz a

por

descoberta das duas funcgoes diferenciaveis ¢ e ¥ que maximizem a integral de area A sujeita
ao vinculo Lj.

Problema 6. De todas as superficies suaves fechadas, com érea dada, encontre a que inclui
maior volume.

Este é uma extensao do problema 5 para dimensoes maiores. Para formula-lo parametriza-

mos a superficie S: 7 (z,y,2) = 7 (u,v) = (f(u,v), g(u,v), h(u,v)), (u,v) em Ry,. O volume

V:lf/?ﬁda
3JJs

onde 77 é o vetor normal unitario exterior 4 superficie S e é dado por

pode ser

expresso na forma

1 — — —
K k

- 7m[(yuzv —Yozu) 1+ (2uZy — 2020) T+ (Tulo — ToY) k|

em que o sinal é determinado pela parametrizacao escolhida para S e onde F, F' e GG sao definidas
por: E = (2,)*+ (Yu)? + (20)%, F = Ty + YulYo + 2020 € G = (2,)? + (y0)* + (2,)%. Acima

7w represente o

assumimos que a parametrizacao escolhida para S é tal que a expressao para
vetor normal exterior e nao o interior. Assim, resolvendo a expressao acima para o volume,

obtemos:
V - // [x(yuzv - yvzu) + y(zuxv - vau) + Z(xuyv - xvyu)]du dv

A 4rea fixa Sy da superficie S é dada por Sy = [ [,V EG — F?du dv. Deste modo o problema
se reduz a descoberta das funcoes diferenciaveis f, g e h que maximizem o volume V' sujeito ao
vinculo Sy.

Observe que em cada um dos problemas acima temos uma integral de uma ou mais fun-
coes a serem extremizadas. Estas funcoes sao chamadas funcoes extremizantes, enquanto que
as funcoes que satisfazem a diferenciabilidade e as condigoes de bordo sao chamada func¢oes
admissiveis.

Os problemas 5 e 6, contudo, sao diferentes, pois além dos funcionais L e S ha também as
condicoes adicionais Lg e Sy. Devemos entao combinar os funcionais L e S com seus vinculos
para produzir um novo funcional. Dai, o problema resultante pode ser resolvido através do uso

de multiplicadores de Lagrange.
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Vamos agora provar o seguinte lema que serda fundamental durante o desenvolvimento dos

procedimentos para a resolucao de alguns dos problemas formulados acima.

Lema 6.1.1 Se G € uma fun¢ao continua definida sobre o intervalo xo < x < x1 e se

/ttl n(x)G(x)dz =0 (1.1)

0

para qualquer fungdo n continuamente diferencidvel satisfazendo as condigoes n(xg) = n(x1) =

0, entao G(x) = 0 para todo x no intervalo [zo, z1].

Prova: Provaremos este lema por contradi¢do. Suponha que G(z) # 0 para algum ponto,
digamos Z, no intervalo [zg,z1]. Sem perda de generalidade podemos assumir que G(Z) > 0.
Entao, desde que G é continua, deve existir um intervalo aberto na vizinhanca de z, digamos
o conjunto dos pontos z tais que |z — Z| < 4, onde G é positiva. Como (1.1) é valida para
n arbitraria, escolhemos 7 continuamente diferenciavel e positiva em |z — Z| < J e zero em
qualquer outro ponto. Logo n(x)G(z) > 0 em |z — Z| < ¢, desse modo, a integral de n(x)G(z)
nao pode ser nula. Mas isto contradiz a hipotese (1.1) do lema. Portanto G tem que ser nulo

para todo x no intervalo [xg, z1].

6.2 Funcionais de fungoes de uma variavel

Para motivar o procedimento do problema geral a ser formulado mais adiante, vamos discutir
a solucao do problema 1 da secao anterior. Isto é, de todas as fun¢oes y = y(x) continuamente

diferenciaveis satisfazendo as condicoes de bordo

y(z0) = yo, Y(x1) =u1 (2.2)

Vamos encontrar a fungdo que minimize a integral (funcional)
~ 1
L= [T+ s
xo

Observe a notacao E[g] Isto significa que a integral L pode assumir valores diferentes para
diferentes fungoes y. Vamos denotar a fungao extremizante, se existir, por y(z). Essa funcao
deve ser encontrada na classe de func¢oes admissiveis y(z) satisfazendo a diferenciabilidade e as
condicgoes iniciais.

Poderemos agora deduzir as condigdes necessarias sobre y(x). Se y(z) = y(z) minimiza o
funcional L, entao

i) > Ly (2.3)

para qualquer ¢ admissivel "proximo de"y, ou seja,

y(x) = y(z) + en(z), 0 <7 <14, (2.4)
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para qualquer fungao n continuamente diferenciavel satisfazendo as condicoes homogéneas de
bordo

(o) = n(x1) =0 (2:5)

e para todo e suficientemente pequeno. Na equagdo (2.4) a combinagio en é chamada de
"variagdo de y". Desde que a desilgualdade (2.3) é satisfeita para cada y da forma (2.4), a

funcao definida por
L(e) = L(y + en) =/ V1+ (Y +en)?de
Zo

deve satisfazer a seguinte condicdo: L(e) > L(0) para todo e suficientemente pequeno e para
toda 7 continuamente diferenciavel satisfazendo as condi¢oes homogéneas de bordo (2.5). Por-
tanto L(e) tem um minimo local em ¢ = 0. As condigoes de continuidade sobre y e n implicam
que L é uma funcao de e diferenciével e a condi¢oes necessarias para minimo local implicam que
L'(0) = 0. Assim, calculando L'(¢), usando a regra de Leibniz e impondo a condi¢ao L'(0) = 0,

obtemos
0.

xr1 /
Y
L'(0) = / —2'dr =
w V1I+ W)
A idéia agora é integrar por partes para eliminar a derivada sobre 7, claro que aqui supomos 7

continuamente diferenciavel. Integrando por partes e usando as condiges de bordo (2.5), temos

/

z1
/ ni S -
w 'l | T 7
Dai, segue do lema (6.1.1) que
d /
S PR (2.6)
dr | 1+ (y')?

Esta equacao é chamada de equacao de Fuler-Lagrange para o funcional L. Isto é uma condicao
necessaria que deve ser satisfeita pela fungdo minimizante y(z). Em geral, as condigdes para um
minimo, sao muito dificeis de se mostrar e discutir inteiramente. Contudo, para este problema,

é facil mostrar que

z1 (,'7/>2
/ W>O, paran#O.
o

Portanto, qualquer solucio admissivel de (2.6) pode produzir um minimo para L.

A equacao de Euler-Lagrange em (2.6) implica que ¢’ deve ser constante e sua solugao geral

y=oaxr+[

onde « e /3 sao escolhidas tal que as condigoes de bordo (2.2) sejam satisfeitas. Assim, a linha
reta é a curva de menor comprimento entre dois pontos num plano.

Vamos agora analisar nosso problema: seja F' uma funcao de trés variaveis x, y e z com
derivadas parciais de segunda ordem continuas. Se y = y(x) e z = ¢'(z), entdo F(x,y,z) =

F(z,y(x),y’)) ¢ uma funcao apenas de z. Consideremos o problema a seguir.
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Problema: Extremize o funcional I, definido por I[j] = f;}l F(z,y,9")dr na classe de
fungdes duas vezes continuamente diferenciaveis y(z) definidas sobre o intervalo 2o < x < z7 e

satisfazendo as condi¢oes de bordo

¥(zo) = vo, Y(w1) =y

Caracterizamos cada func¢ao admissivel y(x) por

y(x) = y(x) + en(z)

onde y é a funcao extremizante procurada e n é a fungao arbitraria duas vezes continuamente
diferenciavel satisfazendo as condi¢oes homogéneas de bordo (2.5). Transformemos o funcional

I em funcio de e dado por
I(e) = I[y + e =/ Fz,y+eny +en)da
Zo

Uma condigao necessaria para I ter um extremo em y = y é que [(€) tenha um extremo em

e =0e dai I'(0) = 0. Usando a regra de Leibniz e a regra da cadeia, obtemos

, “OF (x, 9,y OF (x,y,y) ,
](6):/ [ (8yy y)77+ (8;@/)”]%

oF
onde — e — denotam as derivadas parciais de F'(z,y,y’) com respeito a suas 2* e 3* variaveis,

9y oy

respectivamente. Estabelecendo € = 0 e usando I(0) = 0, obtemos

1 [HF = F =
/ (:c,_y,y)n+8 (x,_y,y)
0 0y oy’

n'] dz = 0 (2.7)

agora integrando a segunda expressao do lado esquerdo da igualdade acima por partes e usando

as condi¢oes homogéneas de bordo (2.5), obtemos

I OF d [OF
AN (o | P )
/zo {ay iz <8y')}" r=0

Desde que esta equagao vale para n arbitraria, pelo lema 6.1.1 obtemos a equacao de Euler-

OF d [OF
_ ) —o. 2.
y dx <0y’) ’ 28)

Esta equacdo, em geral, é uma equacgao diferencial ordinaria de segunda ordem em y(x), nao

Lagrange

linear. Para ver isto, basta aplicar a regra da cadeia ao segundo termo do lado esquerdo da
igualdade e obter a seguinte equagao equivalente: F, + F,, — y'Fy, — y"F,, = 0. Devido a
complexidade desta equacao, geralmente nao ha nenhum procedimento possivel para obter sua
solucao em termos de funcoes elementares. Contudo, é possivel proceder com esta equacao para

algumas classes de especiais de F(x,y,7/).
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d (OF
Se F' nao depende explicitamente de y, entdo (2.8) reduz-se a e (?) = 0, que apos a
T Y

integracao se reduz a E = c1, ¢; constante.
Y

Uma segunda e muito importante classe de funcoes F' é quando F' nao depende explicita-

mente de x. Neste caso, (2.8) implica que

d OF

—(F—y=— | = 2.9

dx ( 4 8y’) 0 (29)

d F F F d F
Para ver isto, basta verificar que o (F — y’g—y/) = aﬁ—x +y [a—y T (g—y’)] e depois usar
2. — =0.
(2.8) e o fato que e 0
oF

A equagao (2.9) pode ser integrada uma vez para produzir F — y’? = ¢, onde ¢; é uma
Y

constante. Esta é uma equacdo diferencial de primeira ordem em y(x) e pode ser resolvida
facilmente em alguns casos especiais. Por exemplo, no Problema 3 da secao anterior, onde
queriamos encontrar a curva situada na metade superior do plano-zy, ligando os pontos Fj e
Py, que minimiza a 4rea da superficie obtida através da revolucao da curva em torno do eixo-zx.
Temos que a fun¢ao F' serda F' = 2wy+/1 + (y')? e, portanto,

WP - =

Podemos simplificar o lado esquerdo da equagao acima e usar o fato de que y > 0 para concluir

que ¢; > 0. Se elevarmos a expressao ao quadrado, obtemos
dy 2
2 2 2
c — | =vy"—(c 2.10
P (1) =@ (2.10)
Em adi¢do, desde que a curva ligue os pontos FPy(xg, ) e Pi(x1,1), devemos ter

y(wo) = yo, y(z1) = 1. (2.11)

Uma possivel solugao de (2.10) é y = constante = ¢y, que inclui o caso y(x) = 0 quando ¢; = 0.
Isto pode acontecer apenas quando yo = y; = ¢y, isto é, quando as coordenadas de Py e P; sao

iguais. Se y(x) # constante, entao podemos resolver (2.10) para z em termos y como

dy
Sl by A

T — Cy

Portanto, y = ¢ cosh , onde ¢; e ¢y sdo constantes a ser determinadas por (2.11).

C1
As curvas cosseno-hiperbolicas sao chamadas de catendrias e minimizam a area da superficie
se as constantes ¢; e ¢ puderem ser encontradas tais que (2.11) seja satisfeita. Podemos

verificar que tal ndo é o caso, por exemplo, se (xg, %) = (0,0). Quando ¢; e ¢3 ndo puderem
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ser encontradas, pode-se mostrar que a curva solugao existe, porém é parcialmente continua e
diferenciavel e consiste de duas linhas verticais por Py e P; e a por¢ao do eixo-x entre xg e .
Portanto, podemos deduzir deste exemplo que nem todos os problemas no calculo variacional
tém solucoes dentro da classe admissivel das funcoes consideradas. Geralmente, para se obter
uma solucao pode-se aumentar esta classe através do relaxamento das condigoes admissiveis.

Em todos os problemas discutidos até agora temos procurado uma solucao satisfazendo as
condigbes de bordo (2.11). H4, porém, muitos problemas interessantes onde é necesséario apenas
especificar que a funcao extremizante esta limitada em um ou ambos pontos das extremidades.
Este tipo de problema produz, para o funcional I, a mesma equagao de Euler-Lagrange (2.8)
junto com um novo conjunto de condigoes que devem ser satisfeitas nos pontos das extremida-
des.Assim consideremos o problema de achar uma fungao y(x), na classe de fung¢oes duas vezes
continuamente diferenciaveis que sao limitadas em x = xy e x = x1. Entao, seguindo o mesmo
raciocinio feito anteriormente, chegamos nas condigoes necessarias (2.7), isto &,

/“ [51’(% v.y)  OF(z,4,¥) ,} _
- n—+ — 7| de =0
20 9y oy’

que agora deve ser valida para toda fungao n duas vezes continuamente diferenciavel limitada

em ambos os pontos das extremidades. Integrando a segunda expressao por partes, temos
x1 1
[ = (5ol -0 o2
0 xo
Em muitos casos, o valor de n nos pontos zy e x; nao sao necessariamente nulos. Contudo,
sabemos que entre todas as fungoes admissiveis 7 vai existir uma 7y que se anule em z( e ;.
Para essas fungoes, o ultimo termo em (2.12) novamente se anula e podemos concluir que a

equagao de Euler-Lagrange (2.8) segue. Portanto, isto continua sendo uma condi¢ao necessaria

1
para um extremo. Com isso, (2.12) acima torna-se: [n—] = 0. Desde que todas as fungoes

oy |,
1 admissiveis nao se anulem nos pontos das extremidades, devemos ter
oF or
a—y, T=x0 — 8—y,‘x=r1 =0 (2-13)

Estas condigoes sao chamadas de condicoes naturais de bordo. E claro que se tivéssemos
especificado o valor de y em x = zy, mantendo somente as condi¢oes limitantes em x = x1,
entdo apenas a segunda das condigoes (2.13) seria necessaria. E importante observar que a

equacao de Euler-Lagrange nao é afetada pelas condicoes de bordo.

6.3 Operador Variacional

Introduziremos um importante e 1til procedimento formal para a deducao das condi¢oes neces-

sarias para um funcional ser extremizado. Considere o funcional

fo)= [ Fl.g.9)d
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Se y denota a fungao extremizante, temos

Tigl - Tt = | "F@.9.9) - Flz,9,9)ldz. (3.14)

Zo

Se assumirmos que a fungao admissivel y esta "perto'da fun¢io extremizante y (desse modo
esta também perto de y'), podemos expandir o integrando, para cada x, numa série dupla de

Taylor proximo de § = y e iy = ¢/ para obter

F(.’L‘, g7gl> - F<x7y7yl) = (g - y)Fy<.§L’7y7yl) + (g/ - Z/)Fy/('rv Y, y/)
+( termos de ordem superior em §—y e ¥ —y')

Assim parece razoavel aproximar o lado direito de (3.14) pela integral dos dois primeiros termos

desta série. Se denotamos por 01 a primeira variacao de I, entdao temos

oI = / Y16y E, + (5y) Fylda (3.15)

o

onde
oy=9y—y (3.16)

é chamada a primeira varia¢ao de y. Observe de (3.16) que 5((5)) = gz onde (g]j) denota a
k-ésima derivacao de y. O simbolo 61 denota a operacio variacional definida por (3.15) e d &
chamado operador variacional.

A condicao necessaria para que y extremize I & que a primeira variaciio de I se anule para
variacoes arbitrarias em y, isto é, 61 = 0 para todas as variacoes dy duas vezes continuamente
diferenciaveis satisfazendo as condicoes apropriadas de bordo. Para deduzir as condicoes ne-
cessarias para um extremo, estabelecemos 61 = 0 em (3.15) e integramos por partes a segunda

expressao do lado direito para obter

B = )G dot Gl (3.17)

0

Observe que dy em (3.17) tem a mesma fungao de 7 em (2.12) e assim as condi¢oes necessarias
para um extremo sao deduzidas da mesma forma como foram deduzidas anteriormente. A
vantagem aqui é simplesmente de notacao e calculo, é mais simples proceder diretamente de

(3.15) do que introduzir as variagbes § = y + en e diferenciar com respeito a e.

6.4 Funcionais de funcoes de varias variaveis

consideremos agora duas extensoes dos resultados anteriores. A primeira extensao é extremizar
um funcional que depende de uma funcao de duas variaveis. Tais problemas aparecem natu-
ralmente nos principios fisicos tais como o principio de Hamilton de acao minima e o principio

de energia potencial minima na elasticidade. O problema matemaético é o de encontrar uma
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funcdo p(z,y), com derivadas parciais segundas continuas e definidas sobre uma regiao R do

plano-zy, que extremize o funcional

1] = / / F(x,y, i, [z, fiy)dzdy (4.18)
R

onde as fungoes admissiveis i satisfazem a condi¢ao de bordo p(z,y) = f(z,y), (x,y) em C.
Onde C, o limite de R, é uma curva simples, suave fechada e f é dada sobre C. Em (4.18),
assumiremos que F' possua derivadas parciais segundas continuas com respeito as suas cinco
variaveis. Denotamos a funcao extremizante, se existir, por p e caracterizamos cada funcao
admissivel i por

iz, y) = w(z,y) + enlz,y) (4.19)

onde € assume todos os valores proximos de € = 0, e n é uma funcgao arbitraria com derivadas

parciais segundas continuas que se anula sobre C, isto é,

n(z,y) =0, (z,y) sobre C (4.20)

Substituindo (4.19) no funcional (4.18), obtemos a fungao I(¢) definida por

= // F('ray?:u—i_enuluz +€77xaﬂy+€77y>dxdy
R

Assim, as suposicoes feitas sobre F' implicam que uma condicdo necessaria para [ ter um
extremo em i = p é que I'(0) = 0 para toda fun¢ao admissivel 7 satisfazendo as condigoes

homogéneas de bordo (4.20). Diferenciando I(€) com respeito a €, temos

OF or
= ], (o e+ i ) s
or  or

5 e £ denotam as derivadas parciais de F' com respeito as suas 4% e 5% variaveis,
o Hy

respectivamente. Agora

ALEN ) e

Semelhantemente a (4.21), temos

I Rt

substituindo (4.21) e (4.22) em I'(¢), obtemos
9
y

onde

“Jorla 13 GE)) -
S G+ 5 0
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A segunda integral acima pela aplicacao do teorema de Green produz uma integral de linha
sobre C' que se anula quando a condigao de bordo (4.20) é usada. Refor¢camos a condicao de
que I'(0) = 0 sobre a integral acima e aplicamos a extensdo bidimensional do lema 6.1.1 para

obtermos a seguinte equacao de Euler-Lagrange para pu:
oF 0 (oF 0 (OF
- )= D S (el =0 4.23
O {&C (fmz)} {8y (%,)} (429

6.5 Diversas funcoes de uma variavel

Nosso objetivo é extremizar um funcional de duas fungoes de uma variavel. O problema con-
siste em encontrar, entre todas as fungoes ¢(t) e ¥ (t) duas vezes continuamente diferenciaveis,

definidas para to <t < 1, as duas que extremizem o funcional

716,4] = / F(t,6,0,,0)dt (5.24)

to

onde F' deve ter derivadas parciais segundas continuas com respeito as suas cinco variaveis. Em

geral, as fun¢oes admissiveis ¢(t) e 1(t) devem satisfazer as condi¢oes de bordo

¢(to) = w0, P(to) = yo, © d(t1) = 1,0(t) =y
Denotaremos por ¢(t) e ¥ (t) as fungbes extremizantes. Podemos introduzir dois parametros €,

€5 independentes, assumindo valores bem proximos de (e, €) = (0,0). Caracterizamos, entao,

as fungoes admissiveis por

o(t) = ¢(t) + erm(t)
D(t) = P(t) + exmp(t)

onde 7, e 1y sao arbitrarias e duas vezes continuamente diferenciaveis e satisfazendo as condig¢oes

homogéneas
m(to) =m(t) =0

n2(to) = n2(t1) = 0

01(0,0
Poderiamos definir uma fungao I(e;,€;) e usar o resultado que em um extremo (0,0) =

861
81(0,0)

3 = 0. Porém procederemos de modo diferente. Usaremos o conceito de operador
€2

variacional. Para que ¢ e 1) extremizem I, é necessario que 6/ se anule em ¢ = ¢ e ¢ = 1) para

variacoes 6¢ = 0 = d¢ em tg e t;. Desde que I dependa so6 de duas funcoes independentes e de

suas derivadas, podemos obter 61 através de uma aplicagao da regra da cadeia ao integrando
F em (5.24):

R B L N "
51_5/“ F(t, 6,0, ¢, ¢ )dt = /t { ¢(5¢>) w(¢)+8—¢,(5¢>) aw'w)
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Integrando os dois ultimos termos por partes e usando o fato que d¢ e 1 se anulam em ty e ¢,

e fazendo 61 = 0, obtemos

- h OF d OF h OF d OF
ol = 0p| — ——— || dt | — — — dt 5.25
[ 19 (55 - dizw)) o [ v (55 - %) 5:29)
Desde que (5.25) seja valida para variagoes independentes e arbitrarias d¢ e v, podemos

considerar 61 = 0 e d¢ # 0 para obter tzl [&b (g—g — %2—5/)} dt = 0 para variacoes d¢

arbitrarias satisfazendo d¢(tg) = d¢p(t;) = 0. Considerando agora d¢ = 0 e 61 # 0 chegamos
F doF
ftl {&p (8— _ 49 )] dt = 0 para variagoes 0t arbitrarias satisfazendo 1 (ty) = ¢ (t1) = 0.

to oY dt oy’
Dai, obtemos duas equacoes de Euler-Lagrange:
(Z)ﬁ_F _dor _ 0 (u)ﬁ_F _daor _
¢ dtoy Op  dtoy

Essas duas equagoes juntamente com as condigoes de bordo ¢(tg) = xg, ¥(to) = yo € ¢(t1) = 21,

¥ (t1) = yi1, fornecem as condigdes necessérias sobre as fungoes extremizantes ¢ e ).

Exemplo 6.5.1 FEncontre a curva suave de menor comprimento ligando os pontos Py(xg,yo) €

Pi(z1,y1) no plano-zy.

Solucao Queremos encontrar uma curva suave C' : x = ¢(t), y = (1), to < t < ty,

de menor comprimento e que une Py(zo,yo) e Pi(z1,y1). Para tanto, devemos minimizar o

o= [ or+wra

Temos que a funcio F é dada por /(¢')2 + (¢')2. Aplicando as equacdes de Euler-Lagrange a
F', obtemos

funcional

dOF 20/ o oF
(Z)Ea—qs/—oz>£<2 (¢/)2+(¢/)2>—0Jaque a¢—0

. d OF d 29/ . or
<w)@8—¢’_0:>£ (2 ((5,)24_(1/_},)2) =0 ja que %—0
Em geral ¢(t) e ¢(t) devem satisfazer as condicées de bordo ¢(tg) = xo, ¥(ty) = yo € d(t1) = 1
: N - ¢’
e Y(t1) = y;. Agora integramos (i) e (ii) com relagao a ¢ para obtermos — — =c e
. @7+ @7

— —— = ¢, onde ¢; e ¢y sdo constantes de integracao. Observe que se ¢; = 0, teremos
(@) + (')

que ¢’ = 0 e, portanto, ¢ = constante. Donde xy = x; e 1 arbitraria. Neste caso, a solugao é

uma linha paralela ao eixo-y, que ¢é o resultado antecipado se Iy e P, tém a mesma abscissa.
Agora, se ¢; # 0, podemos dividir ¢y por ¢;:
/ A7Y2 )2 /
klz _¢ _ . (gb) j»(w) jklzﬂljwlzkl(b/
¢ (¢)2 + (') ¢ ¢

C2
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integrando a ultima igualdade acima obtemos: (xx)y(t) = ki1¢(t) + ko. Logo, a solugao do
problema ¢ a linha reta y = kyx + ko, onde %k e ko sao determinadas através das condicoes

iniciais, ou seja, através da condigao de que a curva deve estar entre (xg,yo) € (1,91).

Observagao 6.5.2 Em (**) uma das duas fung¢oes ¢ ou ¢ nao € determinada unicamente,
apesar de o resultado final ser um trago determinado unicamente. Isto reflete o fato de que os

tracos podem ser parametrizados de vdrias maneiras.

6.6 Problemas com vinculos: Multiplicadores de Lagrange

Para facilitar a apresentacao, consideremos primeiro um funcional vinculado envolvendo so-
mente uma func¢ao; depois generalizamos os resultados da andlise para resolvermos o problema
isoperimétrico.

Suponha que queremos encontrar uma funcao y entre todas as fungoes y duas vezes conti-

nuamente diferenciaveis satisfazendo as condicoes

Y(zo) =yo e Y(z1) =y (6.26)
que extremiza o funcional
~ r1
Iy] = / F(r,y,9)dz (6.27)
o
sujeito ao viculo
~ r1
J[y] = / G(z,9,9)dr =k (6.28)
o

onde k é uma constante dada no problema. Assumimos que as fun¢oes F' e G tenham derivadas
parciais segundas continuas com respeito a todos os seus argumentos. Diferentemente dos
problemas sem vinculos, nos quais caracterizamos as fungées admissiveis por y(z) = y(x) +
en(x), n(xo) = n(x1) = 0, aqui uma varia¢do en(x) poderia ndo ser adequada. Isto porque, em
geral, qualquer variacio em § de (6.27) muda o valor de .J em (6.28) e, portanto, viola a restricao
de J é constante. Para conseguir esta limitaciio, introduzimos duas variacoes independentes
para 3. E entdo possivel ajusti-las de modo a manter J com seu valor prescrito k, enquanto
a0 mesmo tempo, extremizamos o funcional I. Assim, caracterizamos as funcoes admissiveis Y

por
y(x) = y(x) + eam(z) + eama(x) (6.29)

onde €; e €5 assumem valores nas vizinhancas de €; = e5 = 0, e 1, 12 sao fungoes independentes,
duas vezes continuamente diferenciaveis satisfazendo n;(xg) = m(z1) = n2(xo) = n2(x1) = 0.
Substituindo (6.290 nos funcionais (6.27) e (6.28), obtemos duas fun¢oes I[e;, €] e J[ep, €3]
definidas por

T1
I[er, €] = / F(z,y+ eim + emp, y' + eny + eny)da (6.30)

o
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T1
J]€e1, €] = / Gz, y+em + e,y + any + eny)de =k (6.31)
o

O problema agora é extremizar o funcional I[e1, €3] de duas variaveis sujeito ao vinculo (6.31),
com o ponto critico sendo (e, €5) = (0,0). Dai, introduzimos um multiplicador de Lagrange \ e
extremizamos o funcional H de trés variaveis definido por
x1
Hlew, 3, N = T+ A\(J — k) = / (F 4+ \G)dz — Mk
o
onde os argumentos de F' e G sdo como em (6.30) acima. Assim, a condigao para que H tenha

um extremo em €; = €5 = 0 produz

OH o1 0.
- - e = .32

e, (0,0,)) e, (0,0) + )\861 (0,0)=0 (6.32)

OH o1 Y

50 (0.0.0) = 55(0.0) + A77(0.0) = 0 (6.33)
%—il(o, 0.0) = J(0,0) — k = 0 (6.34)

Calculando as derivadas de I e J de (6.30) e (6.31), respectivamente, e usando o mesmo

procedimento das secoes anteriores, obtemos a equacgao de Euler-Lagrange dada por

0 d {0
Z[F(z,y,y) + A N L F ) + A ml =
3y[ (z,5,4') + AG(2,y,9) dx{ay,[ (z,y.9) + G(r,y,y)]} 0
Em adigao, o vinculo (6.34) torna-se
/ G(z,y,y)dr =k (6.35)

Observe que a equacao de Euler-Lagrange dada acima é uma equacao diferencial ordinaria
de segunda ordem em y, envolvendo o multiplicador de Lagrange A. Sua solucao contera duas
constantes de integracao que sao determinadas junto com A, através da imposicao das condicoes
de bordo (6.26) e do vinculo (6.35).

Acabamos de mostrar as idéias para determinar a equacao de Euler-Lagrange para problemas
vinculados envolvendo uma funcao. Estenderemos agora o resultado acima para o problema de

determinagao de fungoes ¢(t) e 1(t) suficientemente diferenciaveis que extremizem o funcional

16.0)= [ F(t.6.0.8. 0 (6.36)
sujeito ao vinculo
H6.01 = [ 60,6580t = & (6.37)
As condicgoes necessarias sao dadas por
0 d| 0
0 d| o0
%(FjLAG) — = [aw,(FjL)\G)] =0 (6.39)

t1
/ Gdt = k (6.40)
to
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em que os argumentos de F e G sdo (t,¢,1, ¢',¢') e A ¢ um multiplicador de Lagrange. Agora,

vamos aplicar estes resultados para resolver o problema isoperimétrico.

Exemplo 6.6.1 Resolva o problema isoperimétrico. Ou seja, de todas as curvas simples, sua-
ves e fechadas C: x = ¢(t), y = (t), to <t <1y, de comprimento dado, encontre a iunica

que inclut a mator drea.

Solugao: A expressao que representa a area de uma, curva sera

A:ﬁmwzéfmwww

e o comprimento dessa curva é dado por

m=[\mwm+W@Wt

indentificamos os integrandos F' e G nos funcionais (6.36) e (6.37) acima como F' = ¢/ e
G = /[¢/(1)]2 + [¢/(t)]2. Consequentemente as equagdes (6.38)-(6.40) produzem

4 A _
Y <¢ [¢/(1)]* + [w’(t)P) 0 (6.41)

_4a A B
dt <¢+ VIO + [w’(t)P) 0 (6.42)
ZWWWWHWWWﬁ:%, (6.43)

Cada uma das equagoes (6.41) e (6.42) podem ser integradas uma vez para produzirem, res-

pectivamente

AG
VIE O] + [vr ()2

A
VIO + [0 (1)

w_ = (1, ¢+

:CQ

onde ¢; e ¢y sao constantes arbitrarias. Agora resolvemos a primeira equac¢ao por ¥ — ¢q, a
segunda por ¢—cs, depois elevamos ambos os membros ao quadrado e somamos estes resultados,
produzindo (desde que x = ¢ e y = 1)):

(=)’ + (y —c1)? = N?

o que prova que a curva desejada é um circulo. Como o comprimento da curva é Ly e a

Lo
circunferéncia do circulo mede 27\, temos que A = o
7
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6.7 Problemas da fisica-matematica

01) O principio de Hamilton estabelece que um sistema de particulas se move num intervalo
de tempo de ty a t; de modo que a ac¢io A = f (T — V)dt é minimizada, onde T e V sao,

respectivamente, a energia cinética e a energia potencial do sistema.

1
Considere a vibracao lateral de uma viga eléstica com energia cinética igual a 5 fOL pA(W;)?dx

e a energia de tensao dada por % fOL EI(W,.)*dx, onde p, A, I, L e W sao a densidade, area da
secao transversa, momento de inércia da secao transversa, comprimento e deslocamento lateral
da viga, respectivamente, e E é o médulo de Young. Dizemos que a viga estd executando
oscilagoes harmonicas livres se o deslocamento for dado na forma W (z,t) = p(z)sen(wt) ou
W (z,t) = fi(x) cos(wt) onde w é a frequéncia natural de vibracao da viga. Seja V' e T' o maximo,
tomados sobre um periodo 0 < t < 27 /w, da energia potencial e cinética, respectivamente. En-

tao, assumindo que as oscilagoes livres sao caracterizadas pela fungao p(z) que extremiza V —T,

deduza que esta condigiao conduz & extremizagao de J[ji] = = fo [E1(i")?—w?pAji*]dx. Obtenha

"

a seguinte equagao diferencial para oscilagoes livres da v1ga (EIu")" — pAw?u = 0.
Resolugao: Calculando as derivadas de W com respeito a x, obtemos:

(i) para W (x,t) = f(x)sen(wt) temos que W, = fizsen(wt); W = wiicos(wt).
(ii)para W (z,t) = f(x) cos(wt) temos que Wy = fiy, cos(wt); W = —wjisen(wt).

Usando (i) temos

1 L
V-T= 5/ [EI(f")*sen®(wt) — pAw?i® cos®(wt)]dz (7.44)
0
e, usando (ii) temos
1 /L
V—-T= 5/ [EI(fi")? cos®(wt) — pAw?i*sen® (wt)|dz (7.45)
0

somando (7.44) e (7.45), obtemos

1

L
V-T= 5/ [EI(i")? — w?pAp?)dx
0

Observe que extremizar (V' — T') é equivalente a extremizar o funcional dado pela expressao a

seguir
I B R -~
T = § / BI(E")? - wpAp)d.
0

Fazendo i = p + en e considerando 1n(0) =n(L) =0 e 1'(0) = (L) = 0, obtemos
1 (L
Tl =3 / (EI(H" +en") — w’pA(p + en)?)dz
0

1 L
T =3 / {EI[(1")? + 21" en” + € (")) — w?pA(u® + 2pen + n?) yda
0
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d
Fazendo agora d—J [€] = 0 temos
€

1 L
3 / {E1120"" + 2¢(")?] — w?pA(2pm + 2en?) }da = 0
0

Estabelecendo diJ[O] = 0, obtemos
€

L
/ {EIu"" — W’ pApn}de = 0
0
ou
L L
EI/ w'n"dx — w2pA/ undxr =0
0 0

integrando a primeira integral por partes, temos

L L
E[/ n(p") dx — w2pA/ pundz = 0
0 0
ou
L
/ (EIu")" = w’pAplnds = 0
0
usando o lema 6.1.1 concluimos que
(E1p"Y" —w?pAp = 0.

02) Seja @ = (uy (7, t), ua(7, t), us(7, t)) o vetor deslocamento de um solido isotropico elastico
que ocupa uma regiao V' limitado por uma superficie S. A distorcao tensora €;; e a pressao

tensora o5 1,7 = 1,2, 3, sao definidas, respectivamente, por:

1 (Ou;  Ou, ’
i J
Eij — =< s Z:>\5@ £ 2 Eii
J 2(8x]~+0$i) Tij ]; kk T 2[1E4;
) i 1, se 1= - o
onde 0;; ¢ o delta de Kronecker definido por 0;; = 0 oy e A, i1 sao constantes eldsticas.
, se 1 #£ ]

A energia potencial V' e a energia cinética T sao definidas por

3
1 1 o

onde p é a densidade do s6lido. Assumimos que ftil (T'—V)dt é estacionaria, deduza as equagoes
de Navier de elasticidade linear dadas na forma vetorial por: uV2u+(Ap)V (divi) = pily.

Resolugao: Para simplificar os calculos vamos considerar o vetor deslocamento com ape-
nas duas componentes: u© = (uy(7,t),us(r,t)). Primeiramente vamos calcular o somatorio

2
> 0ij€ij = O11€11 + 012€12 + 021€21 + 022€922. temos que

i,j=1
dur  dus\ (O dus \*
ouen = Woten +ea) - 2enlen =3 (4 52 (521) 20 (52
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2
[ Ouy  Ous
012€12 = [)\512(511 +e90) + 2,u€12]€12 = QME%Q = 5 (8—:162 + 8—:101)
8u1 aUQ
091691 = [ANda1(€11 + €92) + 2puea]ea; = 2,u521 = (8—:162 + 8—:101)

H
2
8u1 8u2
al‘l

|i@|* = U1,t + u2,t

Our\ | o, (22
890 2 690 2

09290 = [ANdaa(€11 + €92) + 2puEan]ens = <

Devemos agora extremizar o funcional

. ouy | Ous
=7 =3 ff {2 (G 52)
g | (B (DE)| (01 dE\*L

a 833‘1 61’2 K 8372 8.’171

Fazendo uy = uy + €ny e uy = us + €19, ficamos com

_ 1 2 2 Juy on | Ouy on ?
2 /V/I:2 {p[(ul,t + 5771,t) + (uQ,t + 67]2775) ] A (al'l + 68.1’1 + axQ + 661‘2
8u1 67]1 8u2 87’/2 8u1 67]1 8u2 87’/2 2
—2 —_— —_— — —_— — av
a [<8$1 + 8901) + (8902 + 81‘2) ] a <8$‘2 +665L‘2 + 8901 +68x1
Fazemos agora I'(0) = 0 para obtermos
1 Ouy  Ouy o O
5 //R {p(ul,ﬂh,t + Ugha) — A (8:51 + 8x2) (8:1:1 + 92y
8’&1 67]1 8’&2 8?72 0u1 6u2 67]1 6
8u1 8u2 87’/1
//R |:pu1,t771,t —A (&rl + a@) <8x1)
Loy (Qm) (Om (O % O
H oy oy 83:2 0wy
Ouy oy
N //R [qu,th,t - (356’1 ) <3~"‘72)
Lo (Qu2) (Om) (O Dua) (O,
a 8@ 8902 H 8@ al‘l 8901
0u1
// l pU1tt+>\ <81E1 &EQ)

8u1 0 8u1 8u2
2
* “axl (8901) o <8x2 8901)] mdv

ou

dai obtemos
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+//_u +>\8 8u1+8u2
R PUzs 8902 8901 8902

0 [ Ousy 0 (Ou;  Ouy
2 —
R (a 2) T (ax2 + a:ﬁ)] ndV =0

do lema 6.1.1 segue que

0 8U1 8U2 0 8U1 0 0u1 8u2
-\ — — =
plinu 8l‘1 (8l‘1 + 81‘2) 21“81‘1 (8l‘1) Mal‘g (8902 + 8901) 0

0 8U1 8U2 0 8U2 0 0u1 8u2
-\ — — =
Pliz.u 8l‘2 (8l‘1 + 81‘2) 21“81‘2 (8l‘2) M@xl (8902 + 8901) 0

ou
0 8’&1 8’&2 2 o
pur s — (A4 ) P (8$1 + 8@) — uV<u; =0
0 8U1 8u2 9 .
pug — (A4 ) B2s (8:1:1 + 8@) — uVous =0

Podemos expressar as equacoes acima na forma vetorial:
pilyy = pV*i + (A + p)V (diva),

que é a equacao de Navier de elasticidade linear.

6.8 Exercicios

1. Achar a fungdo duas vezes continuamente diferenciavel y(x) que extremize a integral

/ (gl + (7))} da

e satisfaz as condi¢oes
y(0)=yo y(1)=y1, yo e y1 =0.

2. Ache a equacao de Euler-Lagrange para a funcao y que extremiza o funcional I [y] =
f;,il (py™* + qiy*)dz sujeito a y(zo) = yo e y(x1) = y1, onde p e q sao fungdes continuas de
dadas, com p,q > 0 para a < x < b. Quais as condicoes de diferenciabilidade que temos

que assumir para p e ¢ e a funcao extremizante? Qual a natureza do extremo?

3. Mostre que a equacao de Euler-Lagrange satisfeita pela fungio y(x) duas vezes continu-

amente diferenciavel que extremiza o raio

[V F(x,y,y)de
[ly] = [ Gl g.9)dx
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e satisfaz as condigoes de fronteira y(zg) = yo y(x1) = y1, é

OF (01 Ly, [0G_d (06))
dy 6y oy 8y -
onde F' e G tém derivadas parciais de segunda ordem continuas com respeito a seus trés

argumentos.

4. Use o resultado do exercicio acima para achar a funcao nao-nula que extremiza o raio
fo Nidx/ fo y*dz sujeito as condigoes y(0) = ¢(1) = 0. Qual o valor minimo

desse raio?

5. Obtenha a equagao de Euler-Lagrange

a_F_i OF + +(_1)"£ 8_F =0
Oy oy’ dxn a(Z) N

ny dF
onde (y) = d—z’ para y(x) que extremiza o funcional
x
S i ., (n)
Iyl = [ Flz,9.y, -, y)dz
xo
.. U ) ©) , )
sujeito as condigoes y (xo) = Yo;, Y (1) = Y15, J = 0,1,--- ,n—1. Assuma que F e y sao

suficientemente continuamente diferenciaveis.

6. Considere o problema de determinar a fun¢ao y(x) que extremiza o funcional

ﬂﬂzéo xyydd/ G(x

sujeito a algumas condicgoes de fronteira. O método que utilizaremos é o método conhecido
como de Rayleigh-Ritz que consiste em considerar fungdes admissiveis g(z) que podem
ser expressas na forma y(z) = 25:1 anfn(x), onde f,(x), n =1,2,--- N, sdo fungoes
conhecidas que satisfazem as condicoes de fronteira naturais sobre y. Essas sao chamadas
condicoes de fronteiras geométricas, ou cineméaticas. Essa série finita é substituida no

funcional I para obter uma funcao I de N coeficientes a,. Portanto,

Ig] = I(ay, -, an)

_ /:p(;c,Zanfn@),zanf;(x))dx/ / 5> anful@), S anfi(x)

Essas a,, sao escolhidas de modo que [ é extremizada usando os métodos conhecidos do
célculo diferencial para encontrar maximos e minimos de fungoes de varias variaveis.(Note
que, se as condicoes de fronteira sobre y nao sao homogéneas, entao esses coeficientes

devem ser escolhidos de modo que ¥ satisfaca essas condicoes. Isso leva a restrigoes sobre
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os coeficientes a,.) Com os coeficientes escolhidos dessa maneira a série acima serd uma

aproximagcao para a solugao y(z).

(a) Aplique esse método para determinar uma boa aproximagao para a fungao y(z) que
minimiza o raio I[j] = fol y"?/ fol y*dx sujeito as condigoes y(0) = y(1) = 0. Tome N = 2
e se (i) fu(z) = sen(ngz), (ii) fi(z) = z(1 — ), fo(z) = 2*(1 — x), entdo calcule o
correspondente valor de I.

(b) Obtenha a solucao exata para o problema variacional na parte (a) e compare o valor

minimo de I com o aproximado obtido na parte (a).

Deduza as equagoes de Euler-Lagrange para as fungoes u(x,y) e v(z,y) duas vezes con-

tinuamente diferenciaveis que extremizam o funcional

I[u, 7] = // F(2,9, 1, T, Uy, Uy, Ty, Ty )ddy
R

onde R é a regiao no plano-zy limitada pela curva suave,fechada, simples C', e F' tem
derivadas parciais segundas continuas com respeito a seus argumentos. Extenda esse

resultado para funcoes de n variaveis.

Uma particula se move sob a acao de um campo de forca central. Por acao de um campo
de forga central entendemos como sendo o gradiente de uma energia potencial V' (r), onde

r é a distancia ao ponto de origem.

(a) Assuma que a forca central estd agindo na origem do plano-zy e que a posi¢do num
tempo ¢ de uma particula de massa unitaria é descrita em coordenadas polares por r(t) e
6(t). Usando o principio de Hamilton, formule o problema como um problema variacional

e deduza as seguintes equacoes de Euler-Lagrange para r e 6:

() (%) =0,

(i) 4 V() — 12 =0, () =2

=20
1
(Sugestao: A energia cinética é 5(3:2 + %) e a energia potencial & V(r).)
(b) A equacdo (i) pode ser integrada para obter § = k/r2, onde k é uma constante.

Assuma que a orbita da particula pode ser descrita por uma equacao polar da forma

r = r(f); use a regra da cadeia para mostrar que a equacao (ii) na parte (a) torna-se

d 1 d) /{32
2 2
]{3 - (_2_) +’I" [‘/”(T) _ _:| — O

(c) Assuma que V'(r) = %, i > 0, a qual é uma aproximacao para o potencial devido

a forca gravitacional exercida pelo sol sobre os planetas no sistema solar, e escreva a

(N, 1 n
do? \ r ro k2

equagao na parte (b) como
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10.

Integre essa formula e mostre que o caminho da particula é uma secao conica. Isto é uma

verificacao de uma das Leis de Kepler do movimento planetdrio.

De todas as curvas suaves fechadas C: © = ¢(t), y = ¢¥(t), to <t < t;, que englobam

uma area fixa, ache aquela que tem menor perimetro.

Ache a funcao duas vezes continuamente diferenciavel y que minimize fol(g’ )2dz sujeito a
condicao de normalizagao fol y*dx =1 com (0) = 0 e com a condig¢ao natural de fronteira

em x = 1. Determine seu minimo.



Apéndice A

Séries e Sequéncias de Funcoes

A.1 Convergéncia simples e convergéncia uniforme.

Definicao A.1.1 Seja X um conjunto de nimeros reais. Uma sequéncia de funcoes f, : X —
R € uma correspondéncia que associa a cada niumero natural n € N uma funcao f,, definida

em X e tomando valores reais.

Definicao A.1.2 Uma sequéncia de funcoes f, : X — R converge simplesmente para a fun¢ao
f X — R quando para cada x € X, a sequéncia de nimeros (fi(x), fa(x),.., fu(x), ...)

converge para o nimero f(x). Ou seja, para todo x € X fizado, tem-se lim f,(z) = f(z).
n—oo

Exemplo A.1.3 Dado o conjunto X C R, sejam (a,) uma seqiencia de nimeros reais com
lim a, =a, e g: X — R uma fung¢ao. Podemos considerar a sequéncia de funcoes f, : X —
?R_,)O?ieﬁnidas por fu(x) = a, - g(x) e a fungao f : X — R, dada por f(x) = a-g(x). Para
cada v € X temos nhﬂrrolo folz) = nhﬂrrolo la, - g(x)] =a-g(x) = f(x). Logo a sequéncia de fungoes

fn(z) = ay, - g(x) converge simplesmente em X para a funcao f(x) =a-g(x).

x

Exemplo A.1.4 A sequéncia de fungées f, (x) = —, converge simplesmente em toda a reta,
n

para zero, ou seja, ao tomarmos o limite, ela converge para a func¢ao identicamente nula f :

R — R. Observe o grifico abaixo com f1, fa, f3, fa, fio-

5 -
Yy,
54
21
|

. , T
Para cada x € R, a sequéncia de nimeros f, (x) = — converge a zero.
n

140
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Exemplo A.1.5 Seja a sequéncia de fungoes f, : [0,1] — R, definidas por f,(x) = z",
(n=1,2,3,...). Entao (f,) converge simplesmente para a funcio f : [0,1] — R, dada por
f(x) =0,se0<xz<1ef(l) =1 Com efeito, para cada x € [0,1) temos 7}1_)1’210 " =0,
enquanto lim 1™ = 1.
n—00
-
0]
06

0.41

0.2

0 02 04 yx 06 08 1

A figura mostra os grdficos das fungoes f,(x) = ™ para fi, fo, f3 e fi, no intervalo
[0, 1]. Qualquer reta vertical levantada de um ponto cujas ordenadas convergem monotonamente

para zero. No ponto x =1, temos f, (1) = 1 para todo n.

Definicao A.1.6 Dizer que a sequéncia de funcoes f, : X — R converge simplesmente para
a funcao f : X — R significa, formalmente, o sequinte: dado qualquer € > 0, pode-se obter

para cada x € X, um inteiro ng = ng (g,x), o qual depende de € e de x, tal que n > ny =

[ () = f(2)] <&

Definicao A.1.7 Diz-se que uma sequéncia de funcgoes f, : X — R converge uniformemente
para uma funcao f : X — R quando, para todo € > 0 dado, existe um inteiro ng = ng (), o
qual depende apenas de ¢, tal que n > ny = |f, () — f (z)| < e, seja qual for x € X.

Interpretemos esta definicao geometricamente. Dada uma funcao f : X — R chamaremos de
faixa de raio € em torno do grafico de f ao conjunto dos pontos (z,y) do plano tais que r € X
ely—f(z)| <eistoé, —e<y—f(r) <+e= f(zr)—e <y < f(z)+e, sendo £ um nimero
real positivo. A condicdo |f, () — f (z)| < e. para todo = € X significa que o grafico de f,
estd contido na faixa de raio € em torno do grafico de f. assim dizer que f,, — f uniformemente
em X significa afirmar que, para qualquer € > 0 dado, pode-se obter ng € N tal que todas as

funcgoes f,, com n > ng, tém seus graficos contidos na faixa de raio € em torno do grafico de f.

Definicao A.1.8 Uma sequéncia de funcoes f, : X — R chama-se uma sequéncia de Cauchy
quando, para qualquer € > 0 , dado arbitrariamente, pode-se obter ng € N tal que m,n > ng =

|fm () — fu (2)] < €, qualquer que seja x € X.

Teorema A.1.9 Uma sequéncia de funcoes f, : X — R € uniformemente convergente se, e
somente se, € uma sequéncia de Cauchy. FEste teroema chama-se o critério de Cauchy para

convergéncia uniforme.
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L BN

X

Demonstracdo:
Suponhamos primeiro que f, — f uniformemente em X. Dado arbitrariamente £ > 0, po-
€ .
demos encontrar ng € N tal que n > ng = |f, (z) — f (2)] < 5 para todo z € X. Entao se toma-

mos m e n ambos maiores que ng, vale a desiqualdade acima e também | f,,, (z) — f (z)] < ° para
todo z € X. Portanto, a hipotese m,n > ng implica | f,, () — fo. ()| = |fon () — [ (z) + [ (2) — fo (2)] -
|fon () — f(2)|+|f (z) = fu (2)] < ng% = ¢, para todo z € X. Logo (f,) é uma sequéncia de
Cauchy. Reciprocamente, se a sequéncia de funcoes f,, : X — R é de Cauchy entao, para cada
x € X, os numeros f, (), n € N formam uma sequéncia de Cauchy de nimeros reais. Pelo
seguinte Teorema: Toda sequéncia de Cauchy (z,) de niimeros reais é convergente. Temos que
a sequéncia numérica acima converge para um numero real que chamamos f (z). Isto define
uma fungao f: X — R, tal que f(x) = lim f,(z) para todo = € X. Para mostrar que f, —
f uniformemente em X, seja dado & > O.nE;ste no tal que m,n > ng = | fn () — fn (2)| <e,
para todo x € X. Nesta desigualdade mantenhamos n e x fixos e facamos m — oco. Obte-
remos: |f (z) — fn (z)| < € para todo z € X, desde que seja n > ngy. Isto prova que f, — f

uniformemente.

Corolério A.1.10 Se as funcéoes f, : X — R(definidas no fecho de X ) sdo continuas e (f,)
converge uniformemente em X, entdo a sequéncia (f,) converge (uniformemente) em X. (onde
X sdo todos os pontos v € X tal que 3 x, € X, e x, — 1.)

Com efeito, dado € > 0, existe ng € N tal que m,n > ng = |f, (x) — f. ()] < € para todo z €
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X. Como as fungdes f, sdo continuas em X , segue-se daf que m,n > ng = |fn (y) — fu (y)| < ¢
para todo y € X (ja que todo y € X & limite de uma sequéncia de pontos de X) e, portanto,
(f.) é uma sequéncia de Cauchy (logo uniformemente convergente) em X .

Teorema A.1.11 Seja (f,) uma sucessao de fungées continuas, definidas em um intervalo I,

que converge uniformemente, e seja [ seu limite. Entao f € uma funcao continua.

Demonstracao:

Provemos a continuidade da f em um ponto xg € I. Da convergéncia uniforme, tem-se que,

dado € > 0, tome ng tal que:

[fno () = [ (2)] <, (1.1)

para todo x € I. Agora, use a continuidade de f,,, para obter § > 0 tal que:

[ fro (€) = fng (0)| < ¢, (1.2)

para |x — x| < 0. Como

[f (@) = f (@o)| = |f (2) = fuy (€) + frg (2) = fing (0) + fng (w0) — f (0)]

< NS (@) = foo (@) 4 [fno (2) = g (0)| + | (w0) = f (o)
segue-se aplicando (1) e (2) que:

|f () = f (x0)| < 3e (1.3)

para |xr — x| < §, o que prova a continuidade de f em z.

Observacgao A.1.12 A continuidade de f = lim f,, nao € suficiente para garantir que a con-
vergéncia seja uniforme. Mas a descontinuidade da func¢ao limite € uma maneira prdatica e

imediata de provar que uma sequéncia de fungoes continuas nao converge uniformemente.

A.2 Séries de Funcoes

Definigao A.2.1 Uma série de fungoes > u, (x), onde u, : I— R, convirgird pontualmente

n=1

n (T
o

se, para cada xo € I fizado, a série numérica Y u, (xg) convergir. Isso equivale a dizer que,
n=1

i u; (o)

j=n

dados ¢ > 0 e xg € I, existe um inteiro N, dependendo de € e de xq, tal que: <e

para todos n < m, tais que n > N.
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o
Definigao A.2.2 Uma série de fungées > u, (x), convergird uniformemente, se, dado & > 0,
n=1

existir um inteiro N, dependendo apenas de € (e nao de x), tal que: < € para todos

iluj (z)

n <m, tais que n > N.

Exemplo A.2.3 A série > u, (), onde u, (x) = % ¢ definida em [0, 1], converge uniforme-
n=1 n

mente. De fato, para x € [(i 1] :

SUICIED (2.4)

e portanto, dado € > 0, podemos determinar um inteiro N, e portanto, dado € > 0, podemos

m
determinar um inteiro N, independentemente de x e dependente apenas de €, tal que - <é&,

j=n
x 1 mo1
param >n > N. Pois temos que a série » — ¢ uma série-p convergente. Sendo S, = > -5
n=1T j=1J
no1 mo]
e Sp = Y =5, pelo critério de Cauchy: |Sy, — Sn| = |>. | <& Vm>n>N.
j=1] j=nJ

1

Exemplo A.2.4 A série > u, (z), onde uy (x) =z, u, (x) = 2" —2" ', n > 1, é uma funcao
n=1

definida para 0 < x < 1, converge pontualmente para cada x € [0,1]. De fato, a reduzida de
n n

ordemmn, é: U, =Y uj(z) = > (27 —ai™ ) =l =242 -2l + . a2t —a" 24" —a" ! =
j=1 j=1
, convirgird par 0 se 0 < x <1, e para 1 se x = 1. Tal série nao converge uniformemente,
1

xn

m

pois, dados 0 < € < 1 e N inteiro, tomamos v = (2e)(N-1D em > wu;(z) = a™ — 27, e
j=N

m

dag, |a™ — 2N = '(25) (N=1) — 2¢

. Logo, se m for sufucientemente grande, (2¢)(N-1) < ¢, e

1

obteremos que: uj (z)| > ¢, para x = (2¢) (N1 .

m
Jj=N

[o¢]
Proposicao A.2.5 A série Y u, converge simplesmente se, e somente se, dados ¢ > 0 e
n=1
m

> uy ()

j=n

x € A existir ng (dependendo de € e de x) tal que < g, para todos m,n > ng.

[e.e]

A série > u, converge uniformemente se a sucessao (.5,) das reduzidas convergir uniforme-
n=1

mente.

o
Proposigao A.2.6 A série Y u, converge uniformemente se, e somente se, dado € > 0 existir
n=1

no (dependendo apenas de €) tal que < g, para todo x € A e todos m > n > nyg.

iuj (z)

j=n
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Teorema A.2.7 Seja (f,) uma sucessao de fungoes continuas, definidas em um intervalo I,

que converge uniformemente e seja f seu limite. Entao f € uma fungao continua.

Teorema A.2.8 Seja Z u, uma série uniformemente convergente de funcoes continuas, de-

finidas em um mtervalo [ Entao sua soma u € uma funcao continua em I.

oo
Definicao A.2.9 (Convergéncia Absoluta) A série Y w, converge absolutamente se a série
n=1

oo oo oo

> |un| convergir. Se > |u,| convergir simplesmente (uniformemente), diremos que > u,,
n=1 n=1 n=1
converge absoluta e simplesmente (uniformemente).

Teorema A.2.10 (Teste M de Weierstrass) Seja > u, uma série de funcgoes u, : A — R,
n=1

definidas em um subconjunto A de R. Suponha que |u, (z)| < M,, para todo x € A, e que

> M, < oco. Entao, Y u, converge uniforme e absolutamente.
n=1 n=1

Demonstracdo:

Observamos que:

PICIED ITHCIED $p72 (2:5)

Temos que, como » , M, é convergente (< co), podemos concluir que dado € > 0, existe ng(e)

n=1
tal que Z M;| < e, para todos m > n > ny. E também temos que Z M; < |3 M;| <e. Dai,
j=n j=n j=n
de (2.5) temos:
Zuj (x)| <e, paratodo x € A. (2.6)
j=n

Agora usando a proposicao A.2.6, podemos concluir que a série > u, converge uniforme-
n=1
mente.

Exemplo A.2.11 As séries abaizo convergem uniforme e absolutamente em (—oo,+00):

= 1 ZOO sen (nx)
2 27 1 ,O{ > 0’ (27)
n®+x nlta
n=1 n=1
_ 1 1 sen (nx) 1 . - . iy )
pois —— < —, < —=, € a série numérica Y, —, denominada série-p, é
n2+x2 n2 n1+a n = P

convergente para todo p > 1.
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Observacao A.2.12 Os nimeros M, do Teorema A.2.10 podem ser escolhidos como o
sup {|un (x)| : @ € A}. No caso em que as fungoes u, sao continuas e derivdveis, esses sup’s

podem ser achados, usando as técnicas do cdlculo diferencial, veja o exemplo abaizo.

(o.0]
Exemplo A.2.13 A sucessio > x"e™™ converge uniformemente em 0 < z < oo. De fato, a
n=1

" em relagao a x, se anula para x = 0 e para x = 1. é fdcil de ver que o

deriwada de x"e”
mdzximo de u, € em x = 1. ( Em x = 0 temos um minimo, se n for par, e uma inflexao, se n

S 1
for impar). Logo x™e ™" < e ™. Como Y e " = Py poiLs € uma série geométrica de razao
n=1

%, seque-se do teste M de Weierstrass que a série em pauta converge absoluta e uniformemente.

A.3 Convergéncia uniforme das séries de poténcias e o Te-

orema de Abel

o

Teorema A.3.1 Seja r > 0 o raio de convergéncia da série de poténcias >, a,x™. Entdo a
n=0

série converge absoluta e uniformemente em |x| < ¢, para qualquer ¢ < r.

Demonstracdo:

oo

Seja x¢ tal que ¢ < xy < r. Sendo a série numérica Y anx| convergente, temos que o termo
n=0

geral dela tende a zero, em particular, existe M > 0 tal que |a,z{| < M, Agora, para |z| < c,

temos:

xn
an—gsc"
)

n

lana™| = = |anz?| <M (i) (3.8)
0

_ n)| L
= |ang]| T o

on

0

n

L D c . . .

Como a série ) (— converge, aplicamos o teste M de Weierstrass para concluir esta
n=0 \ L0

demonstracao.

Proposicao A.3.2 (i) Seja (f,) uma sucessao de fungdes continuas em um intervalo fechado
la,b], e tal que f, convirja uniformemente em (a,b). Entao (f,) converge uniformemente em
[a,b].

(17) Seja (u,) uma sucessao de fungoes continuas em um intervalo fechado |a,b], e tal que

o
> uy, convirja uniformemente em (a,b). Entao > u, converge uniformemente em [a,].
n=1 n=1

Demonstracéo (ii):

m

> uy ()

j=n

para todos z € (a,b) e m > n > ng. Pela continuidade das fung¢oes u’s, obtemos que a

<e¢

Usamos a Proposicao A.2.6, para concluir que, dado € > 0, tem-se ng tal que

desigualdade acima é valida para todo = € [a,b], e aplicamos a Proposi¢ao A.2.6 novamente

para obter o resultado.
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o
Teorema A.3.3 Seja > a,x™ uma série de poténcias, cujo raio de convergéncia é r > 0. Se

n=0
o0 [o¢]
. ~ ;. A . - . - n
g anT" CONvergr, entao a série de pOtenClaS CONVETgITa Unlformemente em [O, T] . Se g Qp, (—T)

convergir, entao a série de poténcias convergird uniformemente em [—r,0].

A.4 Teste de Abel e de Dirichlet

O teste M de Weierstrass ¢ uma excelente ferramenta para estabelecer a convergéncia uniforme

de certas séries. Entretanto ele so resolve os casos onde h& convergéncia absoluta.

22 +n

n2

o
Exemplo A.4.1 A série > (—1)" converge simlesmente, para cada x no intervalo
n=1

[—1,1]. Se quisermos testar a convergéncia uniforme, nao poderemos aplicar o teste M de

Weierstrass, pois a série nao converge absolutamente.

Teorema A.4.2 (Teste de Dirichlet) Sejam (u,) e (v,) sucessoes de funcoes definidas em

um intervalo I. Suponha que a série > u, convirja uniformemente em I, e que exista uma

n=1
constante k tal que
Sl () = v ()] < Ky o ()] < (19)
n=1
em I. Entao a série Y unv, converge uniformemente.
n=1

Demonstracao:

Seja U, = >_ u;. Dado € > 0, existe ng tal que |U, (z)| < ¢, para n > ng e x € I. Nosso

j=n
m

objetivo sera provar que | > u;(z)v;(z)| < ce, param > n > nyg e v € I, onde ¢ é uma
j=n

constante independente de € e ng. Entao, por um calculo simples, temos:

Zujvj = Unvn — Um+1Um + Z Uj (Uj — Ujfl) . (410)
j=n

j=n+1
A fim de obter uma majoragdo para o primeiro membro de (4.10) necessitamos ter uma

estimativa dos v’s:

[on] < |vn — vp_1| + oo+ |vg — vi| + 1| < 2k, (4.11)

Logo, em (4.10) par m > n > ng :

m
E :ujvj

j=n

< 2ke+2ke+e Y |u; —vja| < 5k, (4.12)

j=n+1




148 APENDICE A. SERIES E SEQUENCIAS DE FUNCOES

e a demonstracao estd completa.

Teorema A.4.3 (Teste de Abel) Sejam (u,) e (v,) sucessoes de fungoes definidas em um in-

tervalo 1. Suponha que (i) a sucessao (v,) convirja uniformemente para 0 em I, (ii) a série

> | — vp_1| converge uniformemente, e (iii) existe k > 0 tal que | > u; (z)| < k para todo
n=1 j=1

[e.°]
x € 1 e todo n. Entdo a série Y u,v, converge uniformemente.
n=1

Demonstracdo:

m
Dado ¢ > 0, tome ng tal que |v, ()] < e e > |vju1(z) —v;(x)] < e, parax € [ e

j=n
m
m > n > ng. Devemos mostrar que| Y u; (z)v; (z)| < ¢, paraxz € [ e m > n > ny+ 1. Para
j=n

tal, Seja U,, = ) u;. Por um calculo simples temos:

j=1
m m—1
Z v = Upvm, — U0y, + Z Uj (vj —vj_1), (4.13)
j=n j=n
e dai,
m m—1
> uvj| = Ul [om] = Uncal foal + > U] o = v ] (4.14)
j=n j=n

Usando as estimativas acima temos, para m >n > ng+ 1 :

m
§ :Ujvj

j=n

< ke + ke + ke, (4.15)

e a demonstracao estd completa.

Corolario A.4.4 Seja (v,) uma sucessio de fung¢oes nao-negativas, definidas em um inter-

valo I, e tal que (i) (v,) convirja uniformemente para 0 em I, (ii) (v,) € nao-crescente, i.e.,

oo
Un_1 () <, () para todo n. Entao a série >, (—1)" v, converge uniformemente.
n=1
Demonstracao:

Aplicando o Teorema A.4.3, com u, = (—1)". A verificacio da condicao (i7) é feita assim:
seja R, a reduzida de ordem n da série Y |vp41 — vnl,
n=1
Ry=> |vjp1 = vl = > (0 = vjs1) = 01 — Upg. (4.16)
=1

J=1

o
Logo a série Y |v,41 — v,| converge uniformemente para vy.
n=1



A.5. CONVERGENCIA UNIFORME E INTEGRACAO 149

A.5 Convergéncia Uniforme e Integracao

Seja (f,) uma sucessao de fungoes f,, : I — R, definidas em um intervalo I, e que converge
simplesmente para uma funcao f. Supondo que as f,, sejam integriveis, a primeira questao que

se poe é saber se f é integravel. E a seguir, saber se a expressao abaixo é valida:

lim fn /f (5.17)

n—o0

onde a e b sao as extremidades de [. Para comecar a primeira questao, em geral, tem resposta

negativa.

Exemplo A.5.1 Consideremos, para cada n € N a func¢ao f, : [0,1] — R definida por:
fo(x) = l}grgo (cosnlmz)®™ . E claro que f, (x) = 1 se nlz for um inteiro, e 0 nos demais
pontos, ou seja,

() =1, sex = %!, j=0,1,....,n! (0 motivo para j ser no mdzimo igual a n! é devido
ao fato de que se j > nl, temos que x > 1, e este ponto estd fora do intervalo [0,1] ); ou

* fu(z) =0, nos demais pontos. 1

Cada f, € seccionalmente continua, logo integravel. FE mais ainda / fn = 0 (observando

0
o grdfico desta func¢ao para algum n qualquer, podemos concluir isto). Agora, seja f(x) =

lim f, (x); logo:
n—oo

{ f(x)=1, sex racional; ou (5.18)

f(x) =0, sex irracional.
AN
pois dado £ (onde p, e q sio nimeros primos entre se, e inteiros), vem que n! é inteiro
q

para todo n > q, e dai f, (2—9) =1, paran > q.
q

Como uma fung¢ao limitada f : [a,b] — R € integrdvel se, o valor da integral superior for o
mesmo da integral inferior, entao neste caso, temos que [ nao € integravel. Observe que f €
apenas o limite simples da sucessao f,.

Poderia parecer que a dificuladade toda advém da funcao limite nao ser integrdavel. Em

outras palavras, suponhamos que (f,) convirja simplesmente para f e que, tanto as f, como a
b

f sejam integrdveis; temos que lim/ fn 7&/ f
a a

Exemplo A.5.2 Seja fn( ) = nxe™" | definida em [0,1]. Entdo, seu limite simples ¢ f (z) =

1 1
0, para todo x € [0,1]. f =0e / nee " dy = —1 [ _"xQ] =3 (1—¢™), de onde se
0 0

segueque():/f#lim/ fn:§
0 0
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As dificuldades evidenciadas nos dois exemplos acima nao ocorrem quando a convergéncia for

uniforme.

Teorema A.5.3 Seja (f,) uma sucessao de fungoes integraveis em [a,b] que converge unifor-

memente para o funcao f. Entao, f € integrdvel e lim/ fn :/ f

Teorema A.5.4 (Consequéncia do Teorema da Convergéncia Dominada Seja (f,) uma suces-
sao de fungoes integrdaveis em [a,b] que converge simplesmente para a fun¢ao [ integrdvel em
la,b] . Suponha que exista uma fungao integrdvel g tal que |f, ()| < g (x) para todo x € [a, ]

e todo n. (em particular, se as funcgées f, forem uniformemente limitadas, isto €, se existir K

b
tal que | f, ()| < K para todo x € [a,b] e todo n). Entao, lim/ I :/ f.

Exemplo A.5.5 Seja f, (x) = 1ZI , para x € [0,1]. E fdcil de ver que o limite de f, (z) é
nx
1
a funcgao f(z) que € igual a 1 para x € (0,1] e a 0 para x = 0. Além disso, / 1Zx dr =
0 nx

1
dxr —

1
1
=1- d d =1 t : =0=u=1,
/01+nx x, fazendo u + nx, temos: p/ x u i n/

d
r=1=u=1+n, e, du:ndxédx:—u. Dai:
n

Lo 1 [y [1 | 1
dr = — — =11 =—|In(1 —In(1)]=—-In(1 . 5.19
[t Ty gm0 w0 = tman. G

1
Em fim, temos:/ d:c =1- log (1+n). Logo, / fn— / f.
0

I+n

Teorema A.5.6 Seja (u,) uma sucessao de fungoes integrdveis em [a,b] e suponha que a série

b

oo oo oo oo

de fungoes Y u, convirja uniformemente. Entao, > w, € integrdvel e/ Sup =, / U, -
a = a

n=1 n=1

Demonstracdo: Usando as reduzidas e aplicando o teorema A.5.3, vamos obter a demonstragao

deste teorema:

Pelo fato da integral / >~ uy ser finita, temos que a soma das integrais é igual a integral

das somas e assim, vale a seguinte igualdade: Sup = >, / ug. Agora, levando ao limite,

temos:

b g b
lim > u, = lim Z uk
n—oo a k=1 n—oo k=
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n
lim Sn = Z uk ,onde S, = Y uy, é a reduzida de ordem n. Ao levarmos ao limite
n—oo
k=1 k=1

temos: lim S, =S = Zuk

n—oo

Em fim, pelo teorema A 5.3:
b b
/limSn:/ Zuk—Z/uk
a n—oo a

A.6 Convergéncia Uniforme e Derivagao

Seja (f,) uma sucessdo de fungoes derivaveis em um intervalo I, que converge simplesmente

para uma fungdo f. Pergunta-se: (i) f é derivavel? (ii) em caso afirmativo, lim f, — f'7 A
n— oo

primeira questao tem resposta negativa em geral. De fato, tome f, (z) = 2", para z € |0, 1],

cujo limite f (x) nem é continuo (0 p/ [0,1); 1 p/ 1). A segunda questao também tem resposta

negativa. De fato, seja f, () = w, para x € [0, 1] cujo limite é f (x) = 0 pelo teorema
n
do sandwich; entretanto f/ (z) = ncos (nz) = /ncos (nz) e, portanto, (f/) nao converge em

LD

nenhum ponto de [0, 1].

Teorema A.6.1 Seja (f,) uma sucessao de fungoes derivdveis em um intervalo [a,b], e tais
que f! sejam fungoes continuas. Suponha que a sucessao (f),) convirja uniformemente em [a, b]
e que exista um ponto xy € la,b|, onde a sucessao (f, (xy)) converge. Entao, (f,) converge

uniformemente e, se representarmos por f o limite de (f,), e por g o limite de (f!), temos

f'=g9

Demonstracao:

Aplicando o teorema fundamental do calculo temos, para cada n:

fu(2) = fu(20) + / “pm, (6.20)

onde x e o sao pontos de [a, b]. Usando o Teorema 10, e chamando de ¢ o limite de (f,, (zo))

obtemos, para cada z fixado:
lim f, (z) = c+/ g (6.21)
n— oo zo

representando por f o limite de (f,,), concluimos:

f@)=c+ /xg (6.22)

0

Como ¢ é uma fung¢ao continua, pois é o limite uniforme de funcoes continuas, obtemos do

seguinte teorema: (Seja f : [a,b] — R uma funcdo (limitada) integravel, e suponhamos que

f seja continua em um ponto xy € (a,b). Entao, a fungdo F' definida por: F(x) = f, e
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derivavel em xg e F’' (x9) = f(x0).), que f'(x) = g(x). A convergéncia uniforme de (f,) é

consequéncia da desigualdade a seguir, obtida de (6.20) e (6.22):
b
X

fo— g)' (6.23)

In (:E) —f (l‘) = (fn (%) - C) +

[

como f, (zg) converge para ¢, dado e > 0,3 N >0, t.q.:

[ o< [1-a 2

dadoe >0,3 ng=mng(e), ng >0,t.q. V n>ng:

fé—g)‘

< |fn (o) — e +

| £ (20) — ] g%,VnzN,N:N(e).

|fn—9gl < ﬁ (6.25)
dai:
b € v 5
/a Ifé—glém/xodxgmu—xo (6.26)
mas: |r — zo| < (b— a), dai:
b g g 3
/aIfé—glému—xolgm(b—a):i. (6.27)
Com isso
f () — f (2)] g§+g:a,vn > max{ng, N} = N, (¢),V z € [a,1] , (6.28)

dai f,, converge uniformemente para f.

Observacio:

Observagao A.6.2 O Teorema A.6.1 nos diz que mediante a convergéncia uniforme de (f)

e a convergéncia de (f, (xg)) tem-se:

d (lim f,, (z)) = lim %fn (x). (6.29)

dz

Teorema A.6.3 (forte) Mesmas hipdteses do Teorema A.6.1, menos a de que f] seja continua.

Demonstracao: Seja x € [a,b]. Usando o Teorma do Valor Médio, que aplicado a fun¢ao f,, — fi,

diz que, para todo x € [a, b], existe ¢ entre = e z tal que:

o (@) = fon () = [fa (20) = fin (20)] = (2 = 20) [f5, (¢) = [ (0)]- (6.30)
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Apesar de ¢ depender de n e m, segue-se da convergéncia uniforme de (f;,) que (f,) converge
uniformemente em [a,b]. Agora, dado € > 0, tome ng tal que, para m > n > ng, tenhamos
5 () = fa ()] < &, para todo y € [a,b] . Logo, de (1) :

| fo (2) = fin (2) = [fn (20) = fin (20)]] < € |2 — 0] (6.31)

e fazendo m — oo, temos:

fn (2) = fu (70) . f(x) — f (x0)

T — Xo T — Xo

<en > ng. (6.32)

Seja agora ny, tal que n > ny, |f! (x¢) — g (zo)| < €. Logo, se |r — zo| < J, para um certo

d =48 (e,m), onde esse m = max (ng, ny), temos:

S <xx> — i? @) _ g (Io)‘ < 2 (6.33)
Finalmente, (2) e (3) nos dao:
'%ﬂf?o(%) —g (xo)‘ < 3 (6.34)

o que implica: f'(x) = g (zo) -

Corolario A.6.4 Seja (u,) uwam sequéncia de fungdes com derivadas continuas em [a,b]. Su-

ponha que > ul, convirja uniformemente em |a,b], e que erista xo € [a,b] tal que > u, (xq)
n=1 n=1

!/

o o o

convirja. Entao > wu, converge uniformemente e (Z un) = > u,. (Diz-se que a série pode
n=1 n=1 n=1

ser derivada terma a termo).

A.7T O Teorema de Arzela-Ascoli

Ao se trabalhar com fungoes é posta a seguinte questao: dada uma sucessao de fungoes (f;,)
continuas definidas em um intervalo [a,b] e uniformemente limitadas (isto é, existe k& > 0
tal que |f (x)] < k, para todo = € [a,b]), serd que essa sucessdo contém uma subsucessio
convergente? Em geral, nao. O Teorema de Bolzano-Weierstrass nos diz que uma sucessao
limitada de ntimeros reais tem uma subsucessao convergente. Portanto, para obtermos um
resultado analogo, ao trabalharmos com funcoes, é necessario restringir o tipo de sucessoes as

quais o resultado aplicar-se-a. Para tal, vamos introduzir o conceito de equicontinuidade.

Definigao A.7.1 Uma familia F de funcoes continuas, definidas em um intervalo [a,b], €
equicontinua se, dado € > 0, existir 6 > 0 tal que |f () — f (y)| < &, para toda f € F e todos
x,y € [a,b] com |x —y| < 4.

Exemplo A.7.2 A sucessio f, (x) = x™ em [0,1] nao € equicontinua.
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Teorema A.7.3 Seja (f,) uma sucessao uniformemente convergente de fungoes continuas em
um intervalo fechado [a,b]. Entdo, os elementos de (f,) formam um conjunto equicontinuo de

funcoes.

Demonstracdo: Seja f o limite uniforme de f,,, o qual é uma funcao continua, pelo Teorema
2. Agora, dado € > 0, tome &, > 0 tal que |f(z) — f(y)] < %, para |x —y| < &y, 0 que é
possivel em vista da continuidade uniforme de f (toda f, e a f estdo definidas num intervalo
compacto e sao fungoes continuas), provada no seguinte Lema: (Seja f : [a,b] — R uma funcao
continua. Entao, dado e > 0 existe 6 > 0 tal que |f (z1) — f (z2)] < € para |z — 25| < J.). Seja
agora ng tal que |f, (z) — f (z)] < E, para todo x € [a,b] e todos n > ng. Logo, se |z —y| < 4y
en >ng, [fo(2) = fo (W) < [fo (@) = F ()| +1f (@) = F @) +[f (y) = fu (y)] < . Agora, para
cada j, 1 < j < ng, tome d; > 0 tal que |f; (x) — f; (y)| < ¢, para |z — y| < §;. Portanto, se
escolhermos § = min (&, d1, ..., 0y, ) , teremos que | f,, (x) — f, (y)| < e, paratodone |z —y| < 4.

Teorema A.7.4 (Arzela-Ascoli) Seja (f,) uma sucessao equicontinua e uniformemente limi-
tada de fungoes definidas em um intervalo [a,b]. Entao (f,) contém uma subsucessio que

converge uniformemente.

Demonstracdo:

Seja (r1,72,...) o conjunto enumeravel de todos os racionais de [a,b]. Como (f, (r1)) é
uma sucessao numérica limitada, a aplicacao do Teorema de Bolzano-Weierstrass fornece uma
subsucessao (fi, (1)) convergente. Agora, olhe (fi, (r2)) : € uma sucessdo numérica limitada.
O Teorema de Bolzano Weierstrass fornece uma subsucessao (fo, (r2)) de (fin (r2)), a qual

converge. Assim produzimos uma sucessao de subsucessoes de (f,,) :

f117 f127"'7 fln,-..
f217 f225---7 an,...
fnh .fn27 ceey fnn,

Com a propriedade que cada uma é subsucessao da anterior. Seja g, = f,,. Mostraremos
que (g, (x)) converge, qualquer que seja x € [a, b] .

Primeiramente, se x for um racional r, em [a, b], temos que a sucessao numeérica ( fi, (7x)),—,
converge. Dai segue que (g, (rx)), -, converge, pois se trata de uma subsucessao de ( fi, (1)) ;.-
Agora seja z € [a,b] um real qualquer fixado, sabemos que sempre existe um racional r tal
que |x — r| < §. Demonstraremos que, dado ¢ > 0, existe ny tal que se m > n > ng,

€
entao |gm () — gn (2)] < 3 Dado esse e, usamos a equicontinuidade da sucessdo (f,) para

€
obter um § > 0 tal que |g, (z) — gn (y)] < 3 S |r —y| < d. E a seguir escolha ny tal que
€
|Gn () — gm ()] < ) param > n > ng. Essa escolha é possivel, pois ja sabemos que (g, (1))
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converge. (Observe: ng pode, a priori, depender de r). Tudo isso posto, temos, param > n > ng

e para aquele x fixado que:

19n (2) = gm ()| < 190 (2) = gn (P)] + [gn (1) = G ()] + |9 () = gm ()]

<Lt
-3 3 3

segue dai que a sequéncia (g,) é de Cauchy em [a,b], e portanto, convergente, e como [a, b] é

compacto a convergéncia uniforme segue.



