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Prefá
io

Temos ministrado a matéria de Matemáti
a Apli
ada por vários anos na Universidade Federal

de Campina Grande e na Universidade Federal da Paraíba. E 
omo usamos vários livros para

abordar toda a ementa da dis
iplina, sentimos a ne
essidade de 
olo
ar numa úni
a literatura

todo o assunto estudado nessa dis
iplina. Este livro visa al
ançar todos os alunos do 
urso

do Ba
harelado e Li
en
iatura em Matemáti
a,e também alunos da Físi
a e das Engenharias

de várias Universidades no País. Ele fala de forma 
lara e objetiva sobre o desenvolvimento

de té
ni
as de resolução de Equações Diferen
iais ordinárias e par
iais e também do Cál
ulo

Varia
ional. As prin
ipais té
ni
as usadas aqui são as transformadas de Lapla
e, soluções por

série de equações diferen
ias ordinárias, o método de Fourier para resolver Equações Diferen-


iais Par
iais e as de extremização de fun
ionais. Além disso, na parte �nal do livro, fazemos

uma abordagem da Análise real, prin
ipalmente no que 
on
erne a 
onvergên
ia uniforme de

sequ�en
ias e séries de funções. Essen
ialmente o 
urso de Matemáti
a Apli
ada 
omeça 
om o

estudo da Transformada de Lapla
e vai até o estudo das Equações diferen
ias par
iais e �naliza


om o 
ál
ulo varia
ional. Para o aluno que já tenha tido a noção de Equações diferen
iais

lineares não há a ne
essidade de se estudar o primeiro 
apítulo desse livro, 
omeçando o seu

estudo a partir do segundo 
apítulo, sem que haja perda do 
onteúdo a ser estudado. Porém

a
onselhamos esses alunos que façam uma leitura rápida do primeiro 
apítulo, para que se lem-

brem do que já estudaram. Para os alunos que nun
a estudaram equações diferen
iais lineares

é importante a leitura minu
iosa do primeiro 
apítulo. Para o estudo do 
ál
ulo varia
ional o

leitor deve ter uma noção do 
ál
ulo diferen
ial e integral de várias variáveis.

Esse livro se divide em seis 
apítulos, que são distribuídos 
omo segue: O primeiro 
apí-

tulo é uma introdução rápida às equações diferen
iais lineares, o segundo 
apítulo estuda a

Transformada de Lapla
e e suas apli
ações em equações diferen
iais, o ter
eiro 
apítulo faz

um estudo das soluções por séries de potên
ias de equações diferen
iais em torno de pontos

regulares e singulares, o quarto 
apítulo estuda o problema de Sturm-Liouville, o quinto 
a-

pítulo mostra o estudo das séries de Fourier 
omo apli
ação para resolução das equações da

Físi
a-Matemáti
a, que são as equações de Onda, Calor e de Lapla
e, e �nalmente, o sexto


apítulo trata do estudo do 
ál
ulo varia
ional, ou seja, trataremos do estudo de extremização

de fun
ionais e faremos apli
ações nas áreas de físi
a-matemáti
a . No apêndi
e, damos uma

noção de Análise real, prin
ipalmente no estudo de sequên
ias e séries de funções e também

apresentamos o importante Teorema de Arzelá-As
oli.
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Capítulo 1

EQUAÇÕES DIFERENCIAIS

1.1 Introdução

Este primeiro 
apítulo é uma revisão das equações diferen
iais lineares de 1a e 2a ordem,

ofere
emos aqui uma noção do que seja uma equação diferen
ial e algumas té
ni
as para resolver

alguns problemas simples.

1.2 Equações Diferen
iais de 1
a
ordem

Uma equação diferen
ial ordinária de 1

a
ordem é uma equação do tipo

y′ = f(x, y) (2.1)

onde f : Ω→ R, é uma função dada, 
om Ω ⊂ (a, b) × R sendo um 
onjunto aberto; x é uma

variável independente, perten
ente ao intervalo (a, b) , 
om a, b números reais a < b; e y = y(x)

é a variável que depende de x, e, portanto, podemos pensar nela 
omo uma função diferen
iável

y : (a, b) → R, que quando satisfaz a equação (2.1) dizemos que ela é a solução desta equação

diferen
ial, entenda y′ =
dy

dx
. Podemos impor uma 
ondição ini
ial para essa equação, qual

seja,

y(x0) = y0 (2.2)

Quando 
onsideramos a equação diferen
ial (2.1) junto 
om a 
ondição ini
ial (2.2) então dize-

mos que se trata um problema de Cau
hy. Condições são 
olo
adas sobre a função f de modo

que o problema de Cau
hy

{

y′ = f(x, y), x ∈ (a, b)

y(x0) = y0, x0 ∈ (a, b), y0 ∈ R
(2.3)

tenha uma úni
a solução. Vamos supor sempre que a nossa função f seja bem 
omportada o

su�
iente de modo a garantir que o nosso problema tenha sempre solução, pois está fora do

es
opo desse livro a prova do teorema de existên
ia e uni
idade para esse tipo de problema. No

6
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aso mais simples em que a função f é linear em relação a variável y a nossa equação diferen
ial

de 1

a
ordem se apresenta na forma

y′ = α(x)y + β(x) (2.4)

onde α e β são funções reais quaisquer de�nidas no intervalo (a, b). Se supomos que α e β

são funções 
ontínuas em (a, b) então esta equação tem uma resolução bem simples, pois se


onsideramos primeiro a equação linear homogênea asso
iada à equação (2.4), isto é,

y′ = α(x)y (2.5)

podemos es
rever tal equação na forma

y′

y
= α(x)

integrando em x temos

ln y =

∫ x

α(s)ds+ c1,

onde c1 é uma 
onstante arbitrária, segue que

y(x) = Ce
∫ x α(s)ds

(2.6)

é uma solução da equação homogênea (2.5) 
om C = ec1. Usando agora o método de variação

dos parâmetros para y dada em (2.6) temos

y′ = C ′e
∫ x α(s)ds + Cα(x)e

∫ x α(s)ds

substituindo tal resultado em (2.4) obtemos

C ′e
∫ x α(s)ds + Cα(x)e

∫ x α(s)ds = Cα(x)e
∫ x α(s)ds + β(x)

segue que

C ′e
∫ x α(s)ds = β(x)

o que nos dá

C ′ = β(x)e−
∫ x α(s)ds

daí

C = C0 +

∫ x

β(s)e−
∫ s α(t)dtds (2.7)

onde C0 é uma 
onstante arbitrária. Logo, y dada por

y(x) = Ce
∫ x α(s)ds

(2.8)

onde C é de�nida em (2.7) é a solução de (2.4).
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1.3 Equações Diferen
iais de 2
a
Ordem

Uma equação diferen
ial de 2a ordem, na forma mais geral, é uma equação do tipo

F (x, y, y′, y′′) = 0. (3.9)

onde x é a variável independente, e y = y(x) é a variável dependente, aqui y′ =
dy

dx
, y′′ =

d2y

dx2
,

F (x, y, t, w) é uma função dada. Em muitas situações de muitos problemas de apli
ações (na

físi
a, na matemáti
a, et
.) a equação (3.9) se apresenta na seguinte forma

y′′ = f(x, y, y′). (3.10)

Teorema 1.3.1 Se as funções f , fy e fv são 
ontínuas numa região aberta R do espaço tri-

dimensional xyv e se o ponto (x0, y0, y
′
0) está em R, então em algum intervalo em torno de

x0, existe uma úni
a solução y = φ(x) da equação diferen
ial (3.10) que satisfaz as 
ondições

ini
iais

y(x0) = y0, y
′(x0) = y′0. (3.11)

A equação geral linear de segunda ordem pode ser dada no seguinte modo

P (x)y′′ +Q(x)y′ +R(x)y = G(x), (3.12)

onde P , Q, R e G são funções dadas.

Exemplo 1.3.2 Equação de Legendre de ordem α

(1− x2)y′′ − 2xy′ + α(α+ 1)y = 0

Exemplo 1.3.3 Equação de Bessel de ordem ν

x2y′′ + xy′ + (x2 − ν2)y = 0.

Supondo P , Q, R e G 
ontínuas num 
erto intervalo α < x < β, e que P nun
a se anula no

intervalo, podemos dividir a equação (3.12) por P (x) e obter uma equação da forma

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = g(x). (3.13)

Teorema 1.3.4 Se as funções p, q e g são 
ontínuas num intervalo α < x < β, então existe

uma e somente uma função y = φ(x) que satisfaz a equação diferen
ial (3.13) e as 
ondições

ini
iais (3.11).



1.4. SOLUÇÕES FUNDAMENTAIS 9

1.4 Soluções Fundamentais

A equação

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = 0 (4.14)

é a equação homogênea asso
iada à equação (3.13).

Teorema 1.4.1 Se y = y1(x) e y = y2(x) são soluções da equação diferen
ial (4.14) então

y = c1y1(x) + c2y2(x), (c1 e c2 
onstantes arbitrárias) é também solução de (4.14).

Duas soluções y1 e y2 de (4.14) formarão um 
onjunto fundamental de soluções se toda

solução de (4.14) puder ser es
rita 
omo 
ombinação linear de y1 e y2. O Wronskiano de y1 e

y2 é dado por

W (y1, y2) =

∣

∣

∣

∣

∣

y1 y2

y′1 y′2

∣

∣

∣

∣

∣

= y1y
′

2 − y2y
′

1 (4.15)

se W (y1, y2) 6= 0 então y1 e y2 formam um 
onjunto fundamental de solução de (4.14). Isto

quer dizer que as soluções y1 e y2 são linearmente independentes e toda solução de (4.14) se

es
reve 
omo 
ombinação linear dessas duas soluções.

1.5 Equações diferen
iais 
om 
oe�
ientes 
onstantes

Na equação diferen
ial (3.12) se fazemos P (x) = a, Q(x) = b, R(x) = c e G(x) = 0, 
om a, b e

c 
onstantes reais então ela se transforma na seguinte equação:

ay′′ + by′ + cy = 0 (5.16)

É natural 
onsiderar uma solução de (5.16) na forma:

y = eαx (5.17)


om α sendo uma 
onstante a determinar. Derivando y dada por (5.17) em relação a x, temos

y′(x) = αeαx

y′′(x) = α2eαx

Substituindo os valores de y, y′ e y′′ em (5.16) obtemos:

aα2eαx + bαeαx + ceαx = 0

que resulta na seguinte igualdade:

(aα2 + bα + c)eαx = 0
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Como eαx é sempre diferente, devemos ter que:

aα2 + bα + c = 0 (5.18)

A equação (5.18) é 
onhe
ida 
omo equação 
ara
terísti
a asso
iada à equação (5.16). Temos

então três 
asos a 
onsiderar: as raízes α de (5.18) são reais e distintas, elas são reais e iguais

ou são 
omplexas 
onjugadas. Quando forem reais e distintas, isto é, α1 e α2 satisfazendo a

equação (5.18) então temos duas soluções linearmente independentes da equação (5.16), dadas

por:

y1(x) = eα1x, y2(x) = eα2x.

Essas duas soluções formam um 
onjunto fundamental de soluções da equação (5.16) e,

portanto, a solução geral dessa equação é dada pela 
ombinação linear dessas duas soluções, ou

seja, y dada por

y = c1e
α1x + c2e

α2x
(5.19)


om c1 e c2 
onstantes arbitrárias, é a solução geral da equação (5.16). Se as raízes forem

iguais, isto é, α1 = α2 então uma solução é da forma y1 = eα1x
e a outra solução linearmente

independente 
om essa é dada por y2 = xeα2x
que é en
ontrada usando o método de variação

dos parâmetros. Logo a solução geral da equação (5.16) nesse 
aso, é dada por:

y = c1e
α1x + c2xe

α2x
(5.20)


om c1 e c2 
onstantes arbitrárias. No 
aso 
omplexo, uma das raízes sendo da forma α1 =

r1 + ir2 uma solução 
omplexa é da forma

y = er1+ir2x
(5.21)

Se queremos as duas soluções reais linearmente independentes da equação (5.16), para esse


aso, basta tomar y1 
omo sendo a parte real de (5.21) e y2 
omo sendo a parte imaginária

(5.21), ou seja,

y1 = cos(r2x)e
r1x, y2 = sen(r2x)e

r1x
(5.22)

E a solução geral de (5.16) é dada por

y = c1 cos(r2x)e
r1x + c2sen(r2x)e

r1x
(5.23)


om c1 e c2 
onstantes arbitrárias. Quando estamos resolvendo uma equação diferen
ial do tipo

(5.16) satisfazendo 
ondições ini
iais então podemos determinar as 
onstantes c1 e c2, ou seja,

elas deixam de ser arbitrárias.

Exemplo 1.5.1 Considere a equação diferen
ial

y′′ − 5y′ + 6y = 0 (5.24)
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om os dados ini
iais dados por

y(0) = 1, y′(0) = 2. (5.25)

A equação 
ara
terísti
a asso
iada à equação (5.33) é dada por

r2 − 5r + 6 = 0 (5.26)


ujas raízes são

r1 = 2, r2 = 3 (5.27)

Logo a solução geral de (5.33) é

y = c1e
2x + c2e

3x
(5.28)

Como queremos que essa solução satisfaça as 
ondições ini
iais (5.25) devemos ter:

y(0) = c1 + c2 = 1

y′(0) = 2c1 + 3c2 = 2

resolvendo o sistema a
ima, obtemos, c1 = 1 e c2 = 0. Logo, a úni
a solução da equação (5.33)

que satisfaz as 
ondições ini
iais (5.25) é y = e2x.

Exemplo 1.5.2 Considere a equação diferen
ial

y′′ − 6y′ + 9y = 0 (5.29)

A equação 
ara
terísti
a asso
iada à equação (5.33) é dada por

r2 − 6r + 9 = 0 (5.30)


uja raíz é

r1 = r2 = 3 (5.31)

Logo a solução geral de (5.33) é

y = c1e
3x + c2xe

3x
(5.32)

Exemplo 1.5.3 Considere a equação diferen
ial

y′′ + y = 0 (5.33)

A equação 
ara
terísti
a asso
iada à equação (5.33) é dada por

r2 + 1 = 0 (5.34)


ujas raízes 
omplexas são

r1 = i, r2 = −i (5.35)

Logo a solução geral de (5.33) é

y = c1 cosx+ c2senx. (5.36)
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1.6 Exer
í
ios

1. Resolva as seguintes equações diferen
iais lineares 
om 
ondições ini
iais dadas:

(a) y′′ + y′ + y = 0, y(0) = 1, y′(0) = 2.

(b) y′′ + 3y′ + y = 0, y(0) = 0, y′(0) = 1.

2. En
ontre a solução geral das equações diferen
iais abaixo:

(a) y′′ − y′ + y = 0,

(b) y′′ + 3y = 0,

(
) y′′ − 9y = 0.

3. Mostre que as equações abaixo tem duas soluções linearmente independentes e 
al
ule o

Wronskiano de 
ada uma delas:

(a) y′′ + y′ + 2y = 0,

(b) y′′ + 4y = 0,

(
) y′′ − 8y = 0.

4. Considere o problema não homogêneo abaixo:

ay′′ + by′ + cy = g, (6.37)

onde a, b, c e g são funções de x diferen
iáveis. Suponha que y1 e y2 são soluções

linearmente independentes do problema homogêneo asso
iado ao problema (6.37):

ay′′ + by′ + cy = 0. (6.38)

Considere uma solução parti
ular de (6.37) dada por

yp = c1y1 + c2y2 (6.39)

onde c1 e c2 são funções de x. Use o método de variação dos parâmetros para en
ontrar

uma solução parti
ular yp de (6.37). Ou seja, suponha que c′1y1 + c′2y2 = 0, derive (6.39)

para obter y′p e y
′′
p substitua esses valores em (6.37) para obter o sistema

{

′
1y1 + c′2y2 = 0

c′1y
′
1 + c′2y

′
2 =

g

a

(6.40)

Resolva esse sistema para c1 e c2 e en
ontre a solução parti
ular yp dada por (6.39) onde

c1 e c2 são soluções de (6.40). Logo a solução geral do problema (6.37) é dada por

y(x) = yp(x) + c1y1(x) + c2y2(x)

onde c1 e c2 são 
onstantes arbitrárias.
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5. Aplique o método de variação dos parâmetros do exer
í
io anterior para determinar a

solução geral dos problemas não homogêneos abaixo:

(a) y′′ + y = senx,

(b) y′′ − 3y′ + y = et,

(
) y′′ − 2y′ + 4y = tan x.



Capítulo 2

TRANSFORMADA DE LAPLACE

2.1 Introdução

Neste 
apítulo introduzimos a noção de Transformada de Lapla
e, que é uma ferramenta muito

útil e poderosa na resolução de equações diferen
iais. A vantagem de se usar a Transformada

de Lapla
e é que ela simpli�
a muito as equações diferen
iais transformando um problema

de equações diferen
iais num problema algébri
o, muito mais simples de resolver, onde nesse

problema vo
ê en
ontra uma função dependendo de um parâmetro e a inversa dessa função

nos forne
e a solução do problema em questão. Vamos ini
iar o 
apítulo, dando uma de�nição

sobre 
ontinuidade por partes.

De�nição 2.1.1 Uma função real f se diz 
ontínua por partes num intervalo fe
hado α ≤ t ≤
β, se para um número �nito de pontos do intervalo α = t0 < t1 < · · · < tn = β tivermos que

a) f é 
ontínua em 
ada subintervalo aberto ti−1 < t < ti;

b) e se nesses subintervalos, os limites laterais de f nos pontos extremos dos mesmos exis-

tirem, isto é, se limt→t−
i
f(t) e limt→t+

i
f(t), i = 0, 1, · · · , n, existirem.

Em outras palavras, podemos dizer que uma função f é 
ontínua por partes se seu grá�
o


onsiste em um número �nito de partes 
ontínuas. Isto é, f é 
ontínua por partes em [a, b],

se é 
ontínua ex
eto num número �nito de pontos deste intervalo e se em 
ada ponto x0 de

des
ontinuidade existem os limites à direita e à esquerda de f, ou seja, tanto f(x0 + h) 
omo

f(x0 − h) tendem a um limite �nito quando h tende a zero pela direita.

Os exemplos podem ser dados pelas �guras 2.1 e 2.2.

O fato essen
ial relativo a funções 
ontínuas por partes num intervalo �nito 
onsiste em

que elas são integráveis. De fato, se f é 
ontínua por partes em [a, b], 
om des
ontinuidade em

x0, x1, · · · , xn e, possivelmente, também em a e b, então
∫ b

a
f(t)dt é de�nida e 
al
ulada por

lim
h→0+

[
∫ x0−h

a+h

f(t)dt+

∫ x1−h

x0+h

f(t)dt+ · · ·+
∫ b−h

xn+h

f(t)dt

]

.

14
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x

y

a b c d

Figura 2.1: Função 
ontínua por partes

x

y

a b c d

Figura 2.2: Função que não é 
ontínua por

partes

Outros Exemplos: Funções 
omo t2, sent são exemplos de funções 
ontínuas por partes, por

outro lado, nem tan t nem sen
1

t
são 
ontínuas por partes em [0, π

2
]; a primeira, em virtude de

seu 
omportamento perto de

π
2
, a segunda, porque os
ila de tal modo, que não tende a um

limite �nito quando t→ 0.

De�nição 2.1.2 Uma integral sobre um intervalo ilimitado é denominada Integral Imprópria

e é de�nida por

∫

∞

a

f(t)dt = lim
A→∞

∫ A

a

f(t)dt,

onde A é um número real positivo. Se existir uma integral de a a A, para 
ada A > a e se

o limite , quando A → ∞, existe, então diz-se que a integral imprópria 
onverge para aquele

valor limite. De outro modo, diz-se que a integral imprópria diverge ou não existe.

Também de�nimos 
omo integral imprópria a integral que tem o integrando que se torna

ilimitado num tempo �nito, isto é, se limt→a+ f(t) = ∞ então a integral de f(t) num intervalo

(a, b) é de�nido 
omo segue

∫ b

a

f(t)dt = lim
s→a+

∫ b

s

f(t)dt,

se tal limite existe, dizemos que a integral 
onverge, e se não 
onverge então a integral diverge.

Exemplo 2.1.3 Seja f(t) = ect, t ≥ 0, onde c é uma 
onstante real não-nula. Então

∫

∞

0

ectdt = lim
A→∞

∫ A

0

ectdt = lim
A→∞

[

ect

c

]A

0

= lim
A→∞

1

c

[

ecA − 1
]

.



16 CAPÍTULO 2. TRANSFORMADA DE LAPLACE

Logo a integral imprópria 
onverge se c < 0 e diverge se c > 0. Se c = 0 o integrando é 1 e

novamente diverge.

Exemplo 2.1.4 Seja f(t) = 1
t
, t ≥ 1. Então

∫

∞

1

dt

t
= lim

A→∞

∫ A

1

dt

t
= lim

A→∞
lnA = +∞ (diverge).

Exemplo 2.1.5 Seja f(t) = t−p, t ≥ 1, onde p é 
onstante real p 6= 1. Então

∫

∞

1

t−pdt = lim
A→∞

∫ A

1

t−pdt = lim
A→∞

1

1− p

(

A1−p − 1
)

.

Quando A → ∞, A1−p → 0 se p > 1, mas A1−p → ∞ se p < 1. Desse modo, a integral a
ima


onverge para p > 1 e diverge para p ≤ 1.

Teorema 2.1.6 Se f for 
ontínua por partes para t ≥ a, se |f(t)| ≤ g(t) quando t ≥ M para

alguma 
onstante positivaM e se

∫

∞

M
g(t)dt 
onvergir, então

∫

∞

a
f(t)dt também 
onvergirá. Por

outro lado, se f(t) ≥ g(t) ≥ 0 para t ≥ M e se

∫

∞

M
g(t)dt divergir, então

∫

∞

a
f(t)dt também

diverge.

2.2 Transformada de Lapla
e

Seja f(t) uma função real no intervalo (0,∞), e 
onsideremos

∫

∞

0

e−stf(t)dt

onde s é uma variável real. Quando f é su�
ientemente bem 
omportada, esta integral 
on-

vergirá para 
ertos valores de s, neste 
aso, ela de�ne uma 
erta função de s que 
hamamos

transformada de Lapla
e de f, e representamos por £[f ], ou £[f ](s). Assim se f(t) = cos at,

onde a é uma 
onstante, então

£[cos at](s) =

∫

∞

0

e−st cos atdt

= lim
t0→∞

∫ t0

0

e−st cos atdt

= lim
t0→∞

{

e−st

s2 + a2
(asen at− s cos at) |t00

}

= lim
t0→∞

{

e−st0

s2 + a2
(asen at0 − s cos at0) +

s

s2 + a2

}
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omo este limite existe se, e somente se, s > 0, neste 
aso, ele é dado por

s

s2 + a2
, segue-se

que a transformada de Lapla
e de cos at é a função s/(s2 + a2) limitada no intervalo (0,∞).

Ou seja,

£[cos at] =
s

s2 + a2
, s > 0.

Em que 
ondições podemos assegurar a existên
ia da transformada de Lapla
e de uma dada

função f?

Claro que f deve ser es
olhida de modo que a integral

∫ t0

0

e−stf(t)dt

exista para t0 > 0, mas para isto basta supor o integrando na expressão a
ima seja 
ontínuo

por partes em [0, t0], t0 > 0, além disso, devemos supor também que a expressão a
ima seja


onvergente quando t0 → ∞.

De�nição 2.2.1 Diz-se que uma função f é de ordem exponen
ial em [0,∞) se existem 
ons-

tantes C e α, C > 0, tais que

|f(t)| ≤ Ceαt

para todo t > 0.

Exemplo 2.2.2 As funções tn, eαt, sen bt, cos bt, tneαtsen bt, tneαt cos bt são todas de ordem

exponen
ial.

Exemplo 2.2.3 A função et
2

não é de ordem exponen
ial.

Teorema 2.2.4 Se f é uma função 
ontínua por partes, de ordem exponen
ial, existe um

número α, tal que
∫

∞

0

e−stf(t)dt


onverge para todos os valores de s > α.

Prova.

∣

∣

∣

∣

∫

∞

0

e−stf(t)dt

∣

∣

∣

∣

≤ C

∫

∞

0

e−steαt = C

∫

∞

0

e−(s−α)tdt

= lim
t0→∞

C

s− α
[1− e−(s−α)t0 ]

=
C

s− α
se s > α.
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O domínio de de�nição da transformada de Lapla
e de uma função 
ontínua por partes, de

ordem exponen
ial, sempre in
lui um intervalo semi-in�nito da forma (α,∞) . Se s0 designa o

ín�mo do 
onjunto de números reais α tais que £[f ](s) existe para todo s > α, pode-se provar

que £[f ](s) não 
onverge para todo s < s0.Assim 
om a possível ex
eção do próprio ponto s0,

o domínio de £[f ](s) é o intervalo aberto (s0,∞). (Notemos que para 
ertas funções 
omo e−t2

ou 0, s0 pode ser −∞.)

Sendo assim a transformada de Lapla
e de qualquer função de ordem exponen
ial existe; mas

e a re
ípro
a? É verdade que uma função 
uja transformada de Lapla
e exista é ne
essariamente

de ordem exponen
ial? A resposta é não, de fato, a função 1/
√
t tem uma transformada de

Lapla
e, mas não é de ordem exponen
ial. Isto quer dizer que o 
onjunto das funções que

possuem transformadas de Lapla
e é maior que o 
onjunto das funções de ordem exponen
ial,

embora felizmente a maioria das funções que surgem nas apli
ações sejam de ordem exponen
ial.

Vamos agora 
al
ular a transformada de Lapla
e de algumas funções.

Exemplo 2.2.5 Seja f(t) = 1. t ≥ 0. Então

£ {1} =

∫

∞

0

e−stdt =
1

s
, s > 0.

Exemplo 2.2.6 Seja f(t) = eat, t ≥ 0.Então

£
{

eat
}

=

∫

∞

0

e−steatdt =

∫

∞

0

e−(s−a)tdt =
1

s− a
, s > a.

Exemplo 2.2.7 Seja f(t) = senat, t ≥ 0. Então

£ {senat} = F (s) =

∫

∞

0

e−stsenat dt, s > 0

Como

F (s) = lim
A→∞

∫ A

0

e−stsenat dt,

integrando por partes, temos

F (s) = lim
A→∞

[

−e
−st cos at

a
|A0 − s

a

∫ A

0

e−st cos at dt

]

=
1

a
− s

a

∫

∞

0

e−st cos at dt

integrando por partes mais uma vez, obtemos

F (s) =
1

a
− s2

a2
F (s),

desse modo,

F (s) =
a

a2 + s2
, s > 0.
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2.3 A Transformada de Lapla
e 
omo Apli
ação Linear

Seja E = {f : |f(t)| ≤ Ceαt} 
onjunto das funções de ordem exponen
ial

Seja F = {f : (s0,∞) → R, s0 ≥ −∞}
f, g ∈ F ⇒ f + g é tal que D(f + g) = D(f)∩D(g) e (f + g)(s) = f(s)+ g(s) s ∈ D(f + g)

(αf)(s) = αf(s)

desse modo F é um espaço vetorial real.

Considerando o operador £ : E → F , £ é linear?Não ne
essariamente.

Considere f(t) = cos at e g(t) = − cos at temos

£(f + g) = £[0] = 0, ∀ s ∈ (−∞,∞)

mas

£[f ] +£[g] = 0, ∀ s ∈ (0,∞)

mas £[f ] + £[g] não está de�nida para s ≤ 0. Em que situação podemos 
onsiderar a trans-

formada de Lapla
e 
omo operador linear? Suponhamos agora f e g são duas funções que

possuem transformada de Lapla
e para s > a1 e s > a2, respe
tivamente. Então, para s maior

que o máximo entre a1 e a2, temos

£ {c1f(t) + c2g(t)} =

∫

∞

0

e−st [c1f(t) + c2g(t)] dt

= c1

∫

∞

0

e−stf(t) dt+ c2

∫

∞

0

e−stg(t) dt

e assim,

£ {c1f(t) + c2g(t)} = c1£ {f(t)}+ c2£ {g(t)} .

isto é, £ nestas 
ondições é linear.

£ é biunívo
a? £[f ] = £[g] ⇒ f = g? Ou ainda

(*) £[y] = ϕ(s) ⇒ ∃! y tal que (*) é satisfeita para ϕ dada?

Não ne
essariamente, mas £[f ] = £[g] ⇒ f = g a menos de pontos de des
ontinuidades de f

e g.

Teorema 2.3.1 (Ler
h) Sejam f, g funções 
ontínuas por partes, de ordem exponen
ial, e su-

ponha que existe s0 tal que £[f ](s) = £[g](s), ∀s ≥ s0. Então f(t) = g(t), ∀ t > 0, a menos

de pontos de des
ontinuidades de f e g.

O teorema de Ler
h a
ima é importante, pois garante, num 
erto sentido, a injetividade da

transformada de Lapla
e e, por sua vez, a existên
ia da transformada inversa, isto é,

£
−1 {φ} = y ⇐⇒ £ {y} = φ.
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E a linearidade de £ garante a linearidade de £
−1. A transformada £ : E → F é sobre?

(*) tem solução para toda ϕ ∈ F? Não ne
essariamente. E isso é respondido pelo proximo

resultado. (Note que £ é inversível quando 
onsideramos £ : E → £ (E)).

Teorema 2.3.2 Se f é de ordem exponen
ial então lims→∞£[f ](s) = 0.

Temos que as funções 1, s, sin s, s/(s+1) não tem transformadas inversas em E pois nenhuma

delas tendem a zero quando s→ ∞.

Teorema 2.3.3 Suponha que f seja 
ontínua e f ′
seja 
ontínua por partes em qualquer inter-

valo 0 ≤ t ≤ A. Suponha ainda que existam 
onstantes k, a e M tais que |f(t)| ≤ Keat para

t ≥M. Então L{f ′(t)} existe para s > a e, além disso,

L{f ′(t)} = sL{f(t)} − f(0).

Se f ′
e f ′′

satisfazem as mesmas 
ondições impostas sobre f e f ′
, respe
tivamente, no

Teorema 2.3.3, então a transformada de Lapla
e de f ′′
também existe para s > a e é dada por

L{f ′′} = s2L{f(t)} − sf(0)− f ′(0).

Corolário 2.3.4 Suponha f, f ′, · · · ,
(n−1)

f 
ontínuas e que

(n)

f seja 
ontínua por partes em qual-

quer intervalo 0 ≤ t ≤ A. Suponha ainda que existem 
onstantes k, a e M tais que |
(n−1)

f (t)| ≤

Keat para t ≥M. Então, L{
(n)

f (t)} existe para s > a e é dada por

L{
(n)

f (t)} = snL{f(t)} − sn−1f(0)− · · · − s
(n−1)

f (0)−
(n)

f (0).

Mostramos agora 
omo usar a transformada de Lapla
e para resolver equações diferen
iais

ordinárias 
om valores ini
iais dados.

Exemplo 2.3.5 Considere o problema de Cau
hy:

y′′ − y′ − 2y = 0 (3.1)

y(0) = 1, y′(0) = 0. (3.2)

Já sabemos que a solução para esse problema é dada por:

y = φ(t) =
2

3
e−t +

1

3
e2t



2.4. A FUNÇ�O GAMMA 21

Vamos usar a transformada de Lapla
e nesse problema para 
hegar ao mesmo resultado, to-

mando a transformada de Lapla
e da equação diferen
ial (3.1) obtemos

L{y′′} − L{y′} − 2L{y} = 0 (3.3)

Pelo 
orolário 2.3.4 temos:

s2L{y} − sy(0)− y′(0)− [sL{y} − y(0)]− 2L{y} = 0

ou

(s2 − s− 2)Y (s) + (1− s)y(0)− y′(0) = 0 (3.4)

onde Y (s) = L{y}. Substituindo y(0) e y′(0) em (3.4) pelas 
ondições ini
iais (3.2) e resolvendo

em Y (s) temos

Y (s) =
s− 1

s2 − s− 2
=

s− 1

(s− 2)(s+ 1)

daí

Y (s) =
1
3

s− 2
+

2
3

s+ 1

Finalmente, temos que

L{e2t} =
1

s− 2
, L{e−t} =

1

s + 1
assim

L{1
3
e2t} =

1

3
L{e2t} e L{2

3
e−t} =

2

3
L{e−t}

Logo

L{y} = Y (s) = L{1
3
e2t +

2

3
e−t}

segue que

y = φ(t) =
1

3
e2t +

2

3
e−t.

o que 
oin
ide 
om o resultado já obtido.

2.4 A função Gamma

A função Gamma é representada por Γ(p) e é de�nida por

Γ(p+ 1) =

∫

∞

0

e−xxpdx

Temos que ela satisfaz as seguintes propriedades:

(a)

Γ(p+ 1) = pΓ(p) para p > 0

(b) Se p for um inteiro positivo n

Γ(n+ 1) = n!
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(
) Para p > 0,

p(p+ 1)(p+ 2) · · · (p+ n− 1) =
Γ(p+ n)

Γ(p)

Considere a transformada de Lapla
e de tp, onde p > −1, temos que

(a)

L{tp} =

∫

∞

0

e−sttp =
1

sp+1

∫

∞

0

e−xxpdx =
Γ(p+ 1)

sp+1
, s > 0.

(b) Se p for um inteiro positivo n então

L{tn} =
n!

sn+1
, s > 0

(
)

L{t− 1

2} =
2√
s

∫

∞

0

e−x2

dx, s > 0.

Como

∫

∞

0

e−x2

dx =

√
π

2

temos que

L{t− 1

2} =

√

π

s
, s > 0.

(d) Temos que

L{t 12} =

√
π

2s3/2
, s > 0.

Exemplo 2.4.1 A
he a solução da equação diferen
ial

y′′ + y = sen2t, (4.5)

satisfazendo as 
ondições ini
iais

y(0) = 0, y′(0) = 1. (4.6)

Tomando a transformada de Lapla
e em (4.5) obtemos

s2Y (s)− 1y(0)− y′(0) + Y (s) =
2

s2 + 4

substituindo y(0) e y′(0) em (4.6) temos

(s2 + 1)Y (s)− 1 =
2

s2 + 4
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o que impli
a em

Y (s) =
s2 + 6

(s2 + 1)(s2 + 4)

Utilizando frações par
iais temos

Y (s) =
5/3

s2 + 1
− 2/3

s2 + 4

temos então que

y = φ(t) =
5

3
sent− 1

3
sen2t.

2.5 Função Degrau

Vamos supor que todas as funções abaixo são 
ontínuas por partes e de ordem exponen
ial, de

modo que suas transformadas de Lapla
e existem, pelo menos, para s su�
ientemente grande.

Função Degrau unitária

A função degrau degrau unitária é de�nida 
omo segue:

uc(t) =

{

0, t ≤ c

1, t > c,
c > 0 (5.7)

Veja a �gura (2.3).

t

y

1

c0

Figura 2.3: A função degrau unitária y = uc(t)

A função degrau uc serve para transladar uma função dada f , 
om domínio t ≥ 0, de uma

distân
ia c para a direita. Por exemplo, a função

y = uc(t)f(t− c) =

{

0, 0 ≤ t ≤ c

f(t− c), t > c.
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t

y

1

p
0

2p

Figura 2.4: A função y = uπ(t)− u2π(t)

x

y

0

Figura 2.5: y = f(x)

x

y

0 c

Figura 2.6: A função y = uc(x)f(x− c)

A transformada de Lapla
e de uc é dada por

L[uc(t)] =
∫

∞

0

e−stuc(t)dt

=

∫

∞

c

e−stdt

=
e−cs

s
, s > 0.

Exemplo 2.5.1 Se a função f é de�nida por

f(t) =

{

sent, 0 ≤ t ≤ 2π

sent + cos t, t ≥ 2π

a
he L{f(t)} .Note que f(t) = sent+ g(t), onde

g(t) =

{

0, 0 ≤ t ≤ 2π

cos t, t ≥ 2π
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ou

g(t) = u2π(t) cos(t− 2π)

e

L{f(t)} = L{sent}+ L{u2π(t) cos(t− 2π)}
= L{sent}+ e−2πsL{cos t}

daí

L{f(t)} =
1

s2 + 1
+ e−2πs s

s2 + 1

L{f(t)} =
1 + e−2πss

s2 + 1
.

Exemplo 2.5.2 A
he a transformada inversa de

G(s) =
1− e−2s

s2
.

Da linearidade da transformada inversa temos

f(t) = L−1 {G(s)} = L−1

{

1

s2

}

− L−1

{

e−2s

s2

}

= t− u2(t) (t− 2)

note que F (s) = 1
s2

=⇒ f(t) = L−1 {F (s)} = t e que L−1 {e−2sF (s)} = u2(t)f(t − 2) =

u2(t)(t− 2). Usando a de�nção de u2(t) obtemos

f(t) =

{

t, 0 ≤ t < 2

2, t ≥ 2.

que é a inversa de G(s).

Teorema 2.5.3 Se existe F (s) = L{f(t)} para s > a ≥ 0 e se c é uma 
onstante, então

L
{

ectf(t)
}

= F (s− c), s > a+ c.

Analogamente, se f(t) = L−1 {F (s)} então

ectf(t) = L−1 {F (s− c)} .

Prova: Temos que

L
{

ectf(t)
}

=

∫

∞

0

e−stectf(t) dt =

∫

∞

0

e−(s−c)tf(t) dt = F (s− c).

A restrição s > a+ c segue do fato que |f(t)| < Keat, portanto, |ectf(t)| < Ke(a+c)t.
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Exemplo 2.5.4 A
he a transformada inversa de

G(s) =
1

s2 − 4s+ 5
.

Completando o quadrado no denominador, temos

G(s) =
1

(s− 2)2 + 1
= F (s− 2)

onde F (s) = (s2 + 1)
−1
. Como L−1 {F (s)} = sent, segue do teorema a
ima que

g(t) = L−1 {G(s)} = e2tsent.

Exemplo 2.5.5 Considere a equação diferen
ial

y′′ + 4y = h(t), (5.8)

onde

h(t) =

{

1, π ≤ t ≤ 2π

0, 0 ≤ t ≤ π e t > 2π


om 
ondições ini
iais

y(0) = 1, y′(0) = 0.

É 
onveniente es
rever h(t) na forma

h(t) = uπ(t)− u2π(t)

Apli
ando a transformada de Lapla
e em (5.8) obtemos

s2Y (s)− sy(0)− y′(0) + 4Y (s) =
e−πs

s
− e−2πs

s

onde Y (s) = L{y} . Temos que

(

s2 + 4
)

Y (s) = s+
e−πs

s
− e−2πs

s

segue que

Y (s) =
s

s2 + 4
+

e−πs

s(s2 + 4)
− e−2πs

s (s2 + 4)

Temos que

1

s (s2 + 4)
=
A

s
+
Bs + C

s2 + 4

impli
a em

1

s (s2 + 4)
=

1

4s
− s

4(s2 + 4)

Assim

Y (s) =
s

s2 + 4
+

1

4

e−πs

s
− 1

4

e−πss

s2 + 4
− 1

4

e−2πs

s
+

1

4

e−2πss

s2 + 4
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omo L−1
{

1
s

}

= 1, L−1
{

s
s2+4

}

= cos 2t. Então

y = L−1 {Y (s)} = cos 2t+
1

4
{uπ(t)− uπ(t) cos 2 (t− π)− u2π(t) [1− cos 2 (t− 2π)]}

ou seja

y = φ(t) = cos 2t+
1

4
uπ(t) [1− cos 2 (t− π)]− 1

4
u2π(t) [1− cos 2 (t− 2π)] .

Podemos es
rever y = φ(t) na seguinte forma

φ(t) =











cos 2t, 0 ≤ t < π
3
4
cos 2t+ 1

4
, π ≤ t < 2π

cos 2t, 2π ≤ t

Note que φ e φ′
são 
ontínuas em ṫ > 0, mas φ′′

não existe em t = π e t = 2π, ou seja

φ′′(t) =











−4 cos 2t, 0 < t < π

−3 cos 2t, π < t < 2π

−4 cos 2t, 2π < t.

Vamos agora 
olo
ar a seguinte tabela de transformada de Lapla
e de algumas funções que

nos será muito útil.
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Tabela 2.1: Tabela de transformada de Lapla
e

f(t) = L−1{F (s)} F (s) = L[f(t)] f(t) = L−1{F (s)} F (s) = L[f(t)]

1
1

s
, s > 0 uc(t)

e−cs

s
, s > 0

eat
1

s− a
, s > a uc(t)f(t− c) e−csF (s)

senat
a

s2 + a2
, s > 0 ectf(t) F (s− c)

tn, n ∈ Z+ n!

sn+1
, s > 0 f(ct)

1

c
F
(s

c

)

, c > 0

tp, p > −1
Γ(p+ 1)

sp+1
, s > 0

∫ t

0
f(t− τ)g(τ)dτ F (s)G(s)

cos at
s

s2 + a2
, s > 0 δ(t− c) e−cs

senhat
a

s2 − a2
, s > |a| fn(t) snF (s)− sn−1f(0)− · · · −

(n−1)

f (0)

coshat
s

s2 − a2
, s > |a| (−t)nf(t)

(n)

F (s)

eatsenbt
b

(s− a)2 + b
, s > a

eat cos bt
s− a

(s− a)2 + b2
, s > a

tneat, n ∈ Z+ n!

(s− a)n+1
, s > a
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2.6 Transformada de Lapla
e para Integrais

Vamos estabele
er o seguinte teorema

Teorema 2.6.1 Se f é uma função de ordem exponen
ial em [0,∞), e a é um número real

não negativo, então

L[
∫ t

a

f(x)dx] =
1

s
L[f ]− 1

s

∫ a

0

f(x)dx.

De modo mais geral,

L[
∫ t

a

· · ·
∫ t

a

f(x)dx · · · dx] = 1

sn
L[f ]− 1

sn

∫ a

0

f(x)dx−

− 1

sn−1

∫ a

0

∫ t

0

f(x)dx− · · · − 1

s

∫ a

0

∫ t

a

· · ·
∫ t

a

f(x)dx · · ·dx.

Demonstração: A demonstração se baseia no fato que se f é de ordem exponen
ial então

∫ t

a
f(x)dx também é. Usando integração por partes 
om u(t) =

∫ t

a
f(x)dx e dv = e−stdt, temos

L[
∫ t

a

f(x)dx =

∫

∞

0

e−st

∫ t

a

f(x)dxdt

= −1

s
e−st

∫ t

a

f(x)dx |∞0 +
1

s

∫

∞

0

e−stf(t)dt.

Mas 
omo

∫ t

a
f(x)dx é de ordem exponen
ial, o primeiro termo desta expressão tende a zero

quando t→ ∞, desde que s seja su�
ientemente grande, e, portanto,

L[
∫ t

a

f(x)dx] =
1

s
L[f ] + 1

s

∫ a

0

f(x)dx.

O que demonstra o teorema.

Exemplo 2.6.2 Na práti
a, as fórmulas de integração apare
em, geralmente, 
om a = 0, 
aso

em que assumem as formas mais simples

L[
∫ t

0

f(x)dx] =
1

s
L[f ].

L[
∫ t

0

· · ·
∫ t

0

f(x)dx] =
1

sn
L[f ].

Como

∫ t

0
cos axdx =

senat

a
. Temos

1

a
L[senat] = 1

s
L[cosat].

Logo,

L[senat] = a

s
L[cosat]

=
a

s

(

s

s2 + a2

)

=
a

s2 + a2
, s > 0.
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2.7 Funções Impulso

Quando lidamos 
om fen�menos de natureza impulsiva, tais 
omo, alta voltagens ou forças de

grande magnitude que agem por intervalos de tempo muito 
urto, enfrentamos problemas que

levam a equações diferen
iais da forma

ay′′ + by′ + cy = g(t)

onde g(t) é grande durante um 
urto intervalo t0 − η < t < t0 + η e é nula para outros valores

de t. A integral I(η), de�nida por

I(η) =

∫ t0+η

t0−η

g(τ)dτ (7.9)

ou

I(η) =

∫

∞

−∞

g(t)dt (7.10)

pois g(t) = 0 fora do intervalo (t0 − η, t0 + η), é uma medida da grandeza da função forçada.

Num sistema me
âni
o, onde g(t) é uma força, I(η) é o impulso total da força g(t) durante o

intervalo de tempo (t0 − η, t0 + η).

Em parti
ular, suponha que t0 seja zero e que g(t) seja dada por

g(t) =

{

1/2η, −η < t < η

0, t ≤ −η ou t ≥ η.
(7.11)

onde η é uma 
onstante positiva pequena. De a
ordo 
om a equação (7.9) ou (7.10) temos que

I(η) = 1, para qualquer valor de η, n 6= 0.

t

y

-h h

1/2h

Figura 2.7: A função y = g(t)

Agora temos que

lim
η→0

dη(t) = 0, t 6= 0. (7.12)
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além disso, 
omo I(η) = 1 para 
ada η 6= 0, temos

lim
η→0

I(η) = 1. (7.13)

Utilizamos (7.12) e (7.13) para de�nir a "função"δ, dada por

δ(t) = 0, t 6= 0; (7.14)

∫

∞

−∞

δ(t)dt = 1 (7.15)

A "função"δ de�nida por (7.14) e (7.15), é um exemplo de "funções generalizadas"ou "função

delta "de Dira
. Como δ(t) representa um "impulso unitário em t = 0", um impulso num ponto

arbitrário t = t0, é dado por δ(t− t0). Temos que

δ(t− t0) = 0, t 6= t0. (7.16)

∫

∞

−∞

δ(t− t0)dt = 1. (7.17)

A transformada de Lapla
e de δ é de�nida 
omo

L[δ(t− t0)] = lim
η→0

L[dη(t− t0)] (7.18)

note que se η → 0, então η < t0, logo t0 − η > 0. Como dη(t − t0) �e não nulo somente no

intervalo (t0 − η, t0 + η) então

L[dη(t− t0)] =

∫

∞

0

e−stdη(t− t0)dt (7.19)

=

∫ t0+η

t0−η

e−stdη(t− t0)dt

substituindo o valor de dη(t− t0) temos

L[dη(t− t0)] =
1

2η

∫ t0+η

t0−η

e−stdt (7.20)

= − 1

2η
e−st|t=t0+η

t=t0−η =
1

2η
e−st[esη − e−sη]

ou

L[dη(t− t0)] =
senhsη

sη
e−st0

O quo
iente

senhsη

sη
é indeterminado quando η → 0, mas podemos avaliar seu limite pela regra

de L

�

Hospital. Obtemos

lim
η→0

senhsη

sη
= lim

η→0

scoshsη

s
= 1

Da equação (7.18) segue que,

L[δ(t− t0)] = e−st0 . (7.21)
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Fazendo t0 → 0, obtemos

L[δ(t)] = lim
t0→0

e−st0 = 1 (7.22)

De modo análogo, é possível de�nir a integral do produto da função delta por qualquer função


ontínua. Temos que

∫

∞

−∞

δ(t− t0)f(t)dt = lim
η→0

∫

∞

−∞

dη(t− t0)f(t)dt (7.23)

Pela de�nição (7.11) e pelo teorema do valor médio para integrais, temos

∫

∞

−∞

dη(t− t0)f(t)dt =
1

2η

∫ t0+η

t0−η

f(t)dt =
1

2η
2ηf(t∗) = f(t∗).

onde t0 − η < t∗ < t0 + η. Assim, t∗ → t0 quando η → 0, logo,

∫

∞

−∞

δ(t− t0)f(t)dt = f(t0).

Exemplo 2.7.1 A
he a solução do seguinte problema

y′′ + 2y′ + 2y = δ(t− π); y(0) = 1, y′(0) = 0.

Tomando a transformada de Lapla
e da equação diferen
ial, obtemos

s2Y (s)− sy(0)− y′(0) + 2sY (s)− y(0) + 2Y (s) = e−πs

ou

(s2 + 2s+ 2)Y (s) = s+ 1 + e−πs

ou ainda

Y (s) =
s + 1

s2 + 2s+ 2
+

e−πs

s2 + 2s+ 2

daí

Y (s) =
s+ 1

(s+ 1)2 + 1
+

e−πs

(s+ 1)2 + 1

Agora

L−1

{

s+ 1

(s+ 1)2 + 1

}

= e−t cos t e L−1

{

1

(s+ 1)2 + 1

}

= e−tsent

Logo

y = L−1 {Y (s)} = e−t cos t + uπ(t)e
−(t−π)sen (t− π)

ou

y =

{

e−t cos t, 0 < t < π

e−t cos t + e−(t−π)sen (t− π) , t ≥ π.
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2.8 Integral de Convolução

Teorema 2.8.1 Se F (s) = L[f(t)] e G(S) = L[g(t)], ambas existirem para s > a ≥ 0, então

H(s) = F (s)G(s) = L[h(t)], s > a,

onde

h(t) =

∫ t

0

f(t− η)g(η) dη =

∫ t

0

f(η)g(t− η) dη. (8.24)

A função h é denominada a 
onvolução de f e g, as integrais a
ima são denominadas de

integrais de 
onvolução.

Denotamos a integral em (8.24) por

h(t) = (f ∗ g)(t) (8.25)

Propriedades da Convolução

f ∗ g = g ∗ f

f ∗ (g1 + g2) = f ∗ g1 + f ∗ g2

f ∗ (g ∗ h) = (f ∗ g) ∗ h

f ∗ 0 = 0 ∗ f = 0

Não é verdade que f ∗ 1 = f . De fato,

(f ∗ 1)(t) =
∫ t

0

f(t− τ)1dτ =

∫ t

0

f(t− τ)dτ.

Por exemplo, se f(t) = cos t, então

(f ∗ 1)(t) =
∫ t

0

cos(t− τ)dτ = −sen(t− τ)|t0 = −sen0 + sent = sent.

Não é verdade também que f ∗ f ≥ 0.

As integrais de 
onvolução apare
em em diversas apli
ações nas quais o 
omportamento do

sistema, no instante t, depende não apenas de seu estado no instante t mas também de sua

história passada. Os sistemas deste tipo são 
hamados sistemas hereditários (ou de memória)

e o
orrem em 
ampos 
omo o transporte de nêutrons, a vis
o-elasti
idade, e a dinâmi
a das

populações.

Prova do Teorema. Se

F (s) =

∫

∞

0

e−sξf(ξ)dξ

G(s) =

∫

∞

0

e−sηg(η)dη
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então

F (s)G(s) =

∫

∞

0

e−sξf(ξ)dξ

∫

∞

0

e−sηg(η)dη

Daí

F (s)G(s) =

∫

∞

0

g(η)

∫

∞

0

e−s(ξ+η)f(ξ)dξdη

faça ξ = t− η, η �xo temos

F (s)G(s) =

∫

∞

0

g(η)

∫

∞

η

e−stf(t− η)dtdη

faça η = τ obtemos

F (s)G(s) =

∫

∞

0

g(τ)

∫

∞

τ

e−stf(t− τ)dtdτ

se invertemos a ordem de integração temos

F (s)G(s) =

∫

∞

0

e−st

∫ t

0

g(τ)f(t− τ)dτdt

ou seja

F (s)G(s) =

∫

∞

0

e−sth(t)dt.

t

t

t=t

t=0

t->

Figura 2.8: Mudança de ordem de integração

Exemplo 2.8.2 A
har a transformada inversa de

H(s) =
a

s2(s2 + a2)
=

1

s2
.

a

s2 + a2

Sabemos que L−1[
1

s2
] = t e L−1[

a

s2 + a2
] = senat. Assim

h(t) = L−1[H(s)] =

∫ t

0

(t− τ)senaτdτ =
at− senat

a2
.
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Exemplo 2.8.3 A
har a solução do problema de valor ini
ial a seguir:

y′′ + 4y = g(t),

y(0) = 3, y′(0) = −1.

Tomando a transformada de Lapla
e da equação diferen
ial temos:

s2Y (s)− 3s+ 1 + 4Y (s) = G(s),

ou

Y (s) =
3s− 1

s2 + 4
+

G(s)

s2 + 4

= 3
s

s2 + 4
− 1

2

2

s2 + 4
+

1

2

2

s2 + 4
G(s)

desse modo,

y(t) = 3 cos t− 1

2
sen2t +

1

2

∫ t

0

sen(2t− 2τ)g(τ)dτ.

Considere o problema 
onstituído pela equação diferen
ial

ay′′ + by′ + cy = g(t)

onde a, b e c são 
onstantes reais e g é uma função dada, junto 
om as 
ondições ini
iais

y(0) = y0, y
′(0) = y1.

Os 
oe�
ientes a, b e c des
revem propriedades de um sistema físi
o e g(t) é a entrada no

sistema. Os valores y0 e y1 des
revem o estado ini
ial do sistema, e a solução y é a resposta do

sistema no instante t.

Tomando a transformada de Lapla
e no sistema obtemos:

(as2 + bs = c)Y (s)− (as + b)y0 + ay1 = G(s)

daí se de�nimos

Φ(s) =
(as + b)y0 + ay1
as2 + bs+ c

, Ψ(s) =
G(s)

as2 + bs + c

podemos es
rever

Y (s) = Φ(s) + Ψ(s)

então

y(t) = φ(t) + ψ(t)

onde φ(t) = L−1[Φ(s)] e ψ(t) = L−1[Ψ(s)], temos que φ(t) é solução de

ay′′ + by′ + cy = 0, y(0) = y0, y
′(0) = y1
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e ψ(t) é solução de

ay′′ + by′ + cy = g(t), y(0) = 0, y′(0) = 0.

Para en
ontrar φ(t) = L−1[Φ(s)] 
onsulta-se a tabela. E para a
har ψ(t) = L−1[Ψ(s)] é 
onve-

niente es
rever

Ψ(s) = H(s)G(s),

ondeH(s) = (as2+bs+c)−1. H é a função de transferên
ia, e depende somente das propriedades

do sistema 
onsiderado, i.e., H(s) está determinada por a, b e c. G(s) depende da ex
itação

externa g(t) apli
ada no sistema. Pelo teorema de 
onvolução podemos es
rever

ψ(t) = L−1[H(s)G(s)] =

∫ t

0

h(t− τ)g(τ)dτ,

onde h(t) = L−1[H(s)] e g(t) é a função de entrada dada.

Exemplo 2.8.4 A
he a transformada inversa de

F (s) =
s

(s+ 1) (s2 + 4)
=

1

s + 1
.

s

s2 + 4
.

Temos que L−1

{

1

s+ 1

}

= e−t
e L−1

{

s

s2 + 4

}

= cos 2t. Logo

L−1 {F (s)} =

∫ t

0

e−(t−τ) cos 2τ dτ =

∫ t

0

cos 2 (t− τ) e−τ dτ.

Exemplo 2.8.5 Considere o problema abaixo

y′′ + 2y′ + 2y = senαt, y(0) = y′(0) = 0.

Temos que

Y (s) =
α

s2 + α2
.

1

s2 + 2s+ 2
=

α

s2 + α2
.

1

(s+ 1)2 + 1
.

Sabemos que

L−1

{

1

(s+ 1)2 + 1

}

= e−tsent, L−1

{

α

s2 + α2

}

= senαt

Assim

y(t) =

∫ t

0

e−(t−η)sen (t− η) senαη dη.

Teorema 2.8.6 Se L[f ] = φ(s), então

L[tnf(t)] = (−1)n
dn

dsn
φ(s).
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Demonstração: Derivando ambos os membros da equação

φ(s) =

∫

∞

0

e−stf(t)dt

n vezes 
om relação a s. Desta forma,

d

ds
φ(s) =

d

ds

∫

∞

0

e−stf(t)dt

=

∫

∞

0

∂

∂s
[e−stf(t)]dt

= −
∫

∞

0

e−sttf(t)dt

= −L[tf(t)],

e assim por diante. Desta vez, a fórmula 
orrespondente expressa em termos de L−1
é

L−1[
dn

dsn
φ(s)] = (−1)ntnL−1[φ(s)].

Exemplo 2.8.7

L[tsent] = − d

ds
[sent]

= − d

ds
(

1

s2 + 1
)

=
2s

(s2 + 1)2
.

Exemplo 2.8.8

L[tn] = (−1)n
dn

dsn
L[1]

= (−1)n
dn

dsn

(

1

s

)

= (−1)n(−1)n
n!

sn+1

=
n!

sn+1
.

Exemplo 2.8.9 Cal
ular L−1[
1

(s2 + 1)2
]. Comparando

1

(s2 + 1)2

om

d

ds
(1/(s2+1)) vemos que

1

(s2 + 1)2
= − 1

2s

d

ds

(

1

s2 + 1

)

,

a apli
ando a fórmula anterior, temos

L−1

[

1

(s2 + 1)2

]

= −1

2

∫ t

0

L−1

[

d

ds

(

1

s2 + 1

)]

dt.
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Mas daí

L−1

[

d

ds

(

1

s2 + 1

)]

= −tL−1

[

1

s2 + 1

]

= −tsent.

Logo

L−1

[

1

(s2 + 1)2

]

= −1

2

∫ t

0

(−tsent)dt

=
1

2

∫ t

0

tsentdt

= −1

2
t cos t+

1

2
sent.

Para �nalizar essa seção, vamos estudar o 
ál
ulo da transformada de Lapla
e de uma função

periódi
a.

Teorema 2.8.10 Se f é de ordem exponen
ial e é periódi
a de período T , então

L[f ] =
∫ T

0
e−stf(t)dt

1− e−Ts
.

Demonstração: Por de�nição,

L[f ] =
∫

∞

0

e−stf(t)dt

=

∫ T

0

e−stf(t)dt+

∫ 2T

T

e−stf(t)dt+ · · ·

+

∫ (n+1)T

np

e−stf(t)dt+ · · ·

Fazendo x+ nT = t na (n+1)-ésima integral da série a
ima, e obtemos

∫ (n+1)T

nT

e−stf(t)dt =

∫ T

0

e−s(x+nT )f(x+ nT )dx

= e−nTs

∫ T

0

e−sxf(x)dx,

logo,

L[f ] =
∫ T

0

e−sxf(x)dx+ e−Ts

∫ T

0

e−sxf(x)dx+ · · ·

+e−nTs

∫ T

0

e−sxf(x)dx+ · · ·

= [1 + e−Ts + e−2Ts + · · · ]
∫ T

0

e−sxf(x)dx.

Mas a soma da série geométri
a

1 + e−Ts + · · ·+ e−nTs + · · ·

é 1/(1− eTs), segue-se que

L[f ] =
∫ T

0
e−stf(t)dt

1− e−Ts
.
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t

y

1

0 1 2 3 4

Figura 2.9: Função periódi
a de período 2

Exemplo 2.8.11 Cal
ule a transformada de Lapla
e da função 
ujo grá�
o se mostra na �gura

2.9. Neste 
aso, f é periódi
a de período 2, donde

L[f ] =
∫ 2

0
e−stf(t)dt

1− e−2s

=

∫ 1

0
e−stdt

1− e−2s

=
1− e−s

s(1− e−2s)

=
1

s(1 + e−s)
.

2.9 Exer
í
ios

1. Nos problemas abaixo determinar se f é 
ontínua, ou 
ontínua por partes ou nem uma


oisa nem outra, no intervalo 0 ≤ t ≤ 3

a) f(t) =











t2, 0 ≤ t ≤ 1

2 + t, 1 < t ≤ 2

6− t, 2 < t ≤ 3

b) f(t) =











t2, 0 ≤ t ≤ 1

(t− 1)−1, 1 < t ≤ 2

1, 2 < t ≤ 3


) f(t) =











t2, 0 ≤ t ≤ 1

1, 1 < t ≤ 2

3− t, 2 < t ≤ 3

d) f(t) =











t, 0 ≤ t ≤ 1

3− t, 1 < t ≤ 2

1, 2 < t ≤ 3

2. A
har a Transformada de Lapla
e de 
ada uma das seguintes funções:

(a) t (b) t2 (
) tn, 
om n inteiro e positivo.

3. Lembrar que cosh bt =
(ebt + e−bt)

2
e senhbt =

(ebt − e−bt)

2
. Nos problemas abaixo, a
har

a Transformada de Lapla
e da função dada; a e b são 
onstantes reais.
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4. Das funções abaixo des
ritas quais as que são 
ontínuas por partes em [0,∞)? Justi�que

sua resposta.

(a) et
2

(b) ln(t2 + 1) (
)

t + 1

t− 1
(d)

t− 2

t2 − t− 2
(d) e1/t.

5. O limite limt→0+(t sen
1
t
) existe? t sen

1

t
é 
ontínua por partes em [0,∞)?

6. Determine a transformada de Lapla
e de 
ada uma das seguintes funções. Suponha que

a é sempre 
onstante.

(a) sen(t+ a) (b) (t+ a)n, n ∈ Z+
(
) senhat

(d) t2eat (e) sen2at (f) t2 cos t.

7. Mostre que

L[cos3 t] = s(s2 + 7)

(s2 + 9) (s2 + 1)
.

8. Cal
ule L[etsent]. (Sugestão: Aplique a fórmula de derivação.)

9. Resolva 
ada um dos seguintes problemas de valores ini
iais, usando a transformada de

Lapla
e.

(a) y′′ − 3y′ + 2y = 0; y(0) = 3, y′(0) = 4.

(b) y′′ + y = t; y(0) = −1; y′(0) = 3.

(
) y′′′ + y′′ + 4y′ + 4y = −2; y(0) = 0, y′(0) = 1, y′′(0) = −1.

(d) y′′ − y′ − 6y = 3t2 + t− 1; y(0) = −1, y′(0) = 6.

10. Nos problemas abaixo a
har a transformada de Lapla
e Inversa.

(a)

s

s2 + 4
(b)

s

(s− 1)3
(
)

2

s2 + 3s− 4
(d)

2s− 3

s2 + 2s+ 10
.

11. A
har a solução do problema de valor ini
ial proposto, mediante as transformadas de

Lapla
e.

a) y′′ + 2y′ + 2y = δ(t− π), y(0) = 1, y′(0) = 0.

b) y′′ + 2y′y = δ(t) + u2π, y(0) = 0, y′(0) = 1.


) y′′ + y = δ(t− π) cos t, y(0) = 1, y′(0) = 1.

12. (a) Mostrar, pelo método da variação dos parâmetros, que a solução do problema de valor

ini
ial

y′′ + 2y + 2y = f(t), y(0) = 0, y′(0) = 0,
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é

y =

∫ t

0

e−(t−τ)f(τ)sen(t− τ) dτ.

(b) Mostrar que se f(t) = δ(t− π), então a solução da parte (a) se reduz a

y = uπ(t)e
−(t−π)sen(t− π).

13. Provar as propriedades 
omutativa, distributiva e asso
iativa da integral de 
onvolução

(a) f ∗ g = g ∗ f (b) f ∗ (g1 + g2) = f ∗ g1 + f ∗ g2 (
) f ∗ (g ∗ h) = (f ∗ g) ∗ h.

14. Mostrar mediante o exemplo 
om f(t) = sent, que f ∗ f não é ne
essariamente não-

negativo.

15. Nos problemas abaixo, a
har a transformada de Lapla
e da função dada.

(a) f(t) =
∫ t

0
(t− τ)2cos2τdτ (b)f(t) =

∫ t

0
e−(t−τ)senτ dτ

(
)f(t) =
∫ t

0
(t− τ)eτ dτ (d) f(t) =

∫ t

0
sen(t− τ) cos τ dτ.

16. Nos problemas abaixo, a
har a transformada de Lapla
e inversa dada, mediante o teorema

de 
onvoluç ao.

(a) F (s) =
1

s4(s2 + 1)
(b) F (s) =

s

(s+ 1)(s2 + 4)
(
) F (s) =

1

(s+ 1)2(s2 + 4)
.

17. Exprimir a solução do problema de valor ini
ial em termos de uma integral de 
onvolução.

(a) y′′ + 2y′ + 2y = senαt, y(0) = 0, y′(0) = 0.

(b) y′′y′ + 5
4
y = 1− uπ(t), y(0) = 1, y′(0) = −1.

(
) y′′ + 3y′ + 2y = cosαt, y(0) = 1, y′(0) = 0.

18. Consideremos a equação integral

φ(t) +

∫ t

0

(t− ψ)φ(ψ) dψ = sen2t

(a) Mostrar que se u for tal que u′′(t) = φ(t), então

u′′(t) + u(t)− tu′(0)− u(0) = sen2t.

(b) Mostrar que a equação integral dada é equivalente ao problema de valor ini
ial

u′′(t) + u(t) = sen2t, u(0) = u′(0) = 0.

(
) Resolver a equação integral mediante a transformada de Lapla
e.

(d) Resolver o problema em (b) e veri�
ar que a solução á mesma que obtida em (
).



Capítulo 3

Soluções por Séries de Eq. Dif. de 2
a

ordem

3.1 Introdução

Neste 
apítulo estudaremos o método de soluções de equações diferen
iais usando séries de

potên
ias, que é um método muito e�
iente, mas também extremamente trabalhoso. É pre
iso

muito 
uidado e pa
iên
ia quando estiver apli
ando esse método, para não 
ometer algum en-

gano que possa 
omprometer o resultado do problema que se pretende resolver. Essen
ialmente,

esse método 
onsiste em pro
urar soluções de equações diferen
iais dadas por uma função y

que tomamos na forma de série, isto é, 
onsideramos y =
∑

∞

n=0 anx
n
, e nosso prin
ipal interesse

é determinar os 
oe�
ientes an, en
ontrando assim a função y solução da equação diferen
ial

requerida.

Vamos estudar equações de 2a ordem da forma

P (x)y′′ +Q(x)y′ +R(x)y = 0 (1.1)

Vamos por simpli
idade 
onsiderar os 
asos em que P , Q e R são polin�mios. Estamos interes-

sados na solução da equação (1.1) nas vizinhanças de um ponto x0. Pode a
onte
er que para

esse ponto x0, P (x0) 6= 0. Então x0 é um ponto ordinário da equação (1.1). Se P (x0) = 0,

então x0 é um ponto singular da equação (1.1).

Para soluções da equação (1.1) 
onsideramos funções da forma:

y = a0 + a1(x− x0) + · · ·+ an(x− x0)
n + · · · =

∞
∑

n=0

an(x− x0)
n. (1.2)

Surgem duas questões: Podemos determinar "formalmente"os an de modo que y, dada por (1.2)

satisfaça (1.1)? A segunda é se a série assim determinada realmente 
onverge e, sendo assim,

para que valores de x− x0?

42
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3.2 Séries de Potên
ias

Séries dadas por (1.2) são 
onhe
idas 
omo séries de potên
ias de x − x0. Temos aqui alguns

resultados de séries:

1. Diz-se que uma série de potên
ias

∑

∞

n=0 an(x−x0)n 
onverge num ponto x se limm→∞

∑m
n=0 an(x−

x0)
n
existe. Esta série para x = x0, obviamente, 
onverge. Ela pode 
onvergir para todo

x, ou pode 
onvergir para alguns valores de x e não para outros.

2. Diz-se que a série

∑

∞

n=0 an(x − x0)
n

onverge absolutamente num ponto x se a série

∑

∞

n=0 |an(x − x0)
n| 
onverge. Pode-se mostrar que se a série 
onverge absolutamente

então ela 
onverge, mas a re
ípro
a nem sempre é verdade.

3. Um dos testes mais úteis para a 
onvergên
ia absoluta de série de potên
ias é o teste da

Razão. Se para um valor �xo x

lim
n→∞

∣

∣

∣

∣

an+1(x− x0)
n+1

an(x− x0)n

∣

∣

∣

∣

= |x− x0| lim
∣

∣

∣

∣

an+1

an

∣

∣

∣

∣

= l

a série de potên
ias 
onverge absolutamente neste valor de x se l < 1 e diverge se l > 1.

Se l = 1, não se 
on
lui nada.

4. Se a série de potên
ias

∑

∞

n=0 an(x − x0)
n

onvergir em x = x1, ela 
onvergirá ab-

solutamente para |x − x0| < |x1 − x0|, e se divergir em x = x1, ela divergirá para

|x− x0| > |x1 − x0|.

5. Existe um número ρ > 0, denominado o "raio de 
onvergên
ia", tal que

∑

∞

n=0 an(x−x0)n

onverge absolutamente para |x−x0| < ρ e diverge para |x−x0| > ρ. Para uma série que

não 
onverge em nenhum ponto ex
eto em x0, de�nimos ρ 
omo zero; para uma série que


onverge para todo x, dizemos que ρ é in�nito.

6. As séries podem ser somadas ou subtraídas termo a termo e

f(x)± g(x) =
∞
∑

n=0

(an ± bn)(x− x0)
n.

7. As séries podem ser multipli
adas

f(x)g(x) = [

∞
∑

n=0

an(x− x0)
n][

∞
∑

n=0

bn(x− x0)
n] =

∞
∑

n=0

cn(x− x0)
n

onde cn = a0bn + a1bn−1 + · · · + anb0. Além disso, se g(x0) 6= 0, as séries podem ser

divididas

f(x)

g(x)
=

∞
∑

n=0

dn(x− x0)
n.
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8. A função é 
ontínua e tem derivadas de todas as ordens para |x − x0| < ρ. Além disso,

f ′
, f ′′

, · · · , podem ser obtidas derivando-se as séries termo a termo, i. e.,

f ′(x) = a1 + 2a2(x− x0) + · · ·+ nan(x− x0)
n−1 + · · · =

∞
∑

n=1

nan(x− x0)
n−1

et
, e 
ada uma das séries 
onvergem para |x− x0| < ρ.

9. O valor de an é dado por

an =

(n)

f (x0)

n!
.

A série é denominada série de Taylor para função f em torno de x0.

10. Se

∑

∞

n=0 an(x − x0)
n =

∑

∞

n=0 bn(x − x0)
n
, para 
ada x, então an = bn, n = 0, 1, 2, · · · .

Em parti
ular, se

∑

∞

n=0 an(x−x0)
n = 0 para 
ada x, então a0 = a1 = · · · = an = · · · = 0.

Uma função f que tem uma expansão em série de Taylor em torno de x = x0,

f(x) =

∞
∑

n=0

(n)

f (x0)

n!
(x− x0)

n.


om um raio de 
onvergên
ia ρ > 0, é dita analíti
a em x = x0. De a
ordo 
om as 
ondições

a
ima men
ionadas, se f e g são analíti
as em x0, então f ± g, fg e f/g (g(x0) 6= 0) são

analíti
as em x = x0. O mesmo resultado vale para analiti
idade em todos os pontos.

Mudança do Índi
e do somatório

∞
∑

n=0

2nxn

n!
=

∞
∑

j=0

2jxj

j!
;
∑

n

bnx
n =

∑

k

bkx
k

1.

∞
∑

n=2

anx
n = a2x

2 + a3x
3 + a4x

4 + · · ·+ anx
n + · · ·

= a0+2x
0+2 + a1+2x

1+2 + · · ·+ am+2x
m+2 + · · ·

=
∞
∑

m=0

am+2x
m+2 =

∞
∑

n=0

an+2x
n+2

2.

∞
∑

n=2

(n + 2)(n+ 1)an(x− 2)n−2 =

∞
∑

n=0

(n+ 4)(n+ 3)an+2(x− 2)n.

3.

x2
∞
∑

n=0

(n+ r)anx
n+r−1 =

∞
∑

n=0

(n+ r)anx
n+r+1 =

∞
∑

n=1

(n+ r − 1)an−1x
n+r
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4.

∞
∑

n=1

nanx
n−1 =

∞
∑

n=0

anx
n →

∞
∑

n=0

(n+ 1)an+1x
n =

∞
∑

n=0

anx
n =⇒

(n + 1)an+1 = an, n = 0, 1, · · ·

ou

an+1 =
an

n + 1
−→ a1 =

a0
1
, a2 =

a1
2

=
a0
2
, a3 =

a0
3.2

, · · ·

an =
a0
n!
, n = 1, 2, · · ·

Assim

∑

anx
n = a0

∑ xn

n!
.

3.3 Soluções por série próximo a um ponto ordinário

Estamos interessados em resolver

P (x)y′′ +Q(x)y′ +R(x)y = 0 (3.3)


om P , Q e R funções reais de�nidas na vizinhança de um ponto x0, 
om P (x0) 6= 0. Se


hamamos p(x) = Q(x)
P (x)

e q(x) = R(x)
P (x)

então a equação (3.3) pode ser es
rita na forma

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = 0 (3.4)

se p e q forem analíti
as em x0, então x0 é um ponto ordinário da equação (3.3), do 
ontrário,

x0 é ponto singular de (3.3). Pro
uramos então soluções da forma

y =

∞
∑

n=0

an(x− x0)
n

(3.5)

que será a solução geral de (3.3), ou seja, y =
∑

∞

n=0 an(x − x0)
n = a0y1(x) + a1y2(x), onde

a0 e a1 são 
onstantes arbitrárias, e y1 e y2 são soluções por série, linearmente independentes,

analíti
as em x0. Além disso, o raio de 
onvergên
ia para 
ada yi é, ao menos, tão grande

quanto o mínimo dos raios de 
onvergên
ia para as séries de p e q. Temos que p(x) = Q(x)
P (x)

tem

uma expansão em série 
onvergente em torno de um ponto x = x0, se P (x0) 6= 0. Além disso, o

raio de 
onvergên
ia da série de potên
ias de p em torno de x = x0 é a distân
ia de x0 ao zero

mais próximo de P.

Exemplo 3.3.1 Qual o raio de 
onvergên
ia da série de Taylor para (x2 − 2x+ 2)
−1

em torno

de x = 0? E em torno de x = 1?

Note que

x2 − 2x+ 2 = 0
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tem soluções x = 1± i. A distân
ia de x = 0 a 1 + i ou x = 0 a 1− i no plano 
omplexo é

√
2;

desse modo, o raio de 
onvergên
ia da expansão em série de Taylor para (x2 − 2x+ 2)
−1

em

torno de x = 0 é

√
2.

A distân
ia de x = 1 a x = 1 + i ou x = 1 a x = 1− i é 1, logo, o raio de 
onvergên
ia da

expansão em série de Taylor para (x2 − 2x+ 2)
−1
em torno de x = 1 é 1.

Exemplo 3.3.2 Vamos a
har uma solução por série da equação

y′′ + y = 0, −∞ < x <∞. (3.6)

Já sabemos que senx e cosx formam um 
onjunto fundamental de soluções desta equação.

Vamos en
ontrar estas mesmas soluções usando série de potên
ias. Para esta equação P (x) = 1,

Q(x) = 0 e R(x) = 1; assim x = 0 é um ponto ordinário. Vamos pro
urar solução da forma

y = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n + · · · =

∞
∑

n=0

anx
n

(3.7)

Derivando termo a termo, temos

y′ = a1 + 2a2x+ · · ·+ nanx
n−1 + · · · =

∞
∑

n=1

nanx
n−1

(3.8)

y′′ = 2a2 + · · ·+ n(n− 1)anx
n−2 + · · · =

∞
∑

n=2

n(n− 1)anx
n−2

(3.9)

Substituindo as séries (3.7), (3.8 e (3.9) obtemos

∞
∑

n=2

n(n− 1)anx
n−2 +

∞
∑

n=0

anx
n = 0

fazendo uma mudança de índi
e do somatório , obtemos

∞
∑

n=0

(n+ 2)(n+ 1)an+2x
n +

∞
∑

n=0

anx
n = 0

Desse modo obtemos

∞
∑

n=0

((n + 2)(n+ 1)an+2 + an)x
n = 0

daí

(n+ 2)(n+ 1)an+2 + an = 0, n = 0, 1, · · · (3.10)

a equação (3.10) é 
hamada uma relação de re
orrên
ia. vamos en
ontrar os an pares e os an

ímpares separadamente, temos que

an+2 = −an/(n+ 2)(n+ 1)
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logo

a2 = −a0
2

= −a0
2!
; a4 = − a2

4 · 3 =
a0

4 · 3 · 2 =
a0
4!
;

e em geral, se n = 2k, então

a2k =
(−1)k

(2k)!
a0, k = 1, 2, · · · .

De modo análogo,

a3 = − a1
3 · 2 = −a1

3!
; a5 = − a3

5 · 4 =
a1

5 · 4 · 3 · 2 =
a1
5!
;

e, em geral, se n = 2k + 1 então

a2k+1 =
(−1)k

(2k + 1)!
a1, k = 1, 2, · · · .

Deste modo, a série (3.7) toma a seguinte forma

y = a0 + a1x−
a0
2!
x2 − a1

3!
x3 + · · ·+ (−1)k

(2k)!
a0x

2k +
(−1)k

(2k + 1)!
a1x

2k+1 + · · ·

ou seja

y = a0

[

1− x2

2!
+ · · ·+ (−1)k

(2k)!
x2k + · · ·

]

+ a1

[

x− x3

3!
+ · · ·+ (−1)k

(2k + 1)!
x2k+1 + · · ·

]

ou

y = a0

∞
∑

k=0

(−1)k

(2k)!
x2k + a1

∞
∑

k=0

(−1)k

(2k + 1)!
x2k+1

A primeira série é a série de Taylor de cosx, e a segunda série é a série de Taylor de senx.

Obtemos então

y = a0 cosx+ a1sen x

onde a0 e a1 são 
onstantes arbitrárias. Isto 
on�rma o resultado já esperado das soluções do

problema (3.6).

Exemplo 3.3.3 A equação de Hermite é

y′′ − 2xy′ + λy = 0, −∞ < x <∞ (3.11)


om λ 
onstante.

Pro
uramos soluções nas vizinhanças do ponto ordinário x = 0, substituimos as séries

y =
∞
∑

n=0

anx
n, y′ =

∞
∑

n=1

nanx
n−1, y′′ =

∞
∑

n=2

n (n− 1) anx
n−2
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em (3.11) para obter

∞
∑

n=2

n (n− 1) anx
n−2 −

∞
∑

n=1

2nanx
n +

∞
∑

n=0

λanx
n = 0

ou

∞
∑

n=0

(n+ 2) (n+ 1) an+2x
n −

∞
∑

n=1

2nanx
n +

∞
∑

n=0

λanx
n = 0

ou ainda

2a2 + λa0 +

∞
∑

n=1

[(n + 2) (n+ 1) an+2 − 2nan + λan] x
n = 0

assim a2 = −λa0
2
, e a relação de re
orrên
ia geral é

an+2 =
2n− λ

(n+ 2) (n + 1)
an, n ≥ 1.

Note que a0 determina a2, que determina a4, et
. Analogamente, são determinados os a3, a5, · · · ,
em função de a1. Ou seja

a4 =
(4− λ)

4 · 3 a2 =
(4− λ) (−λ)

4 · 3 · 2 a0

a6 = −(8− λ) (4− λ) λ

6!
a0

.

.

.

a2k =
− [2 (2k − 2)− λ] [2 (2 (k − 1)− 2)− λ] · · · [4− λ]λ

(2k)!
a0

para os termos ímpares temos

a3 =
2− λ

3 · 2 a1; a5 =
(6− λ) (2− λ)

5 · 4 · 3 · 2 a1 : a7 =
(10− λ) (6− λ) (2− λ)

7!
a1

desse modo

y = a0

[

1− λ

2!
x2 − (4− λ)λ

4!
x4 − (8− λ) (4− λ) λ

6!
x6 − · · ·

]

+ a1

[

x+
(2− λ)

3!
x3 +

(6− λ) (2− λ)

5!
x5 +

(10− λ) (6− λ) (2− λ)

7!
x7 + · · ·

]

isto é,

y(x) = a0y1(x) + a1y2(x)

onde y1 é a função de�nida pela série que multipli
a a0 e y2 é a função de�nida pela série

que multipli
a a1, sem di�
uldade se mostra que y1 e y2 formam um 
onjunto fundamental de

soluções para esse problema. Naturalmente, se λ é um inteiro par não-negativo, uma ou outra

das séries a
ima tem uma soma �nita. Em parti
ular, para λ = 0, 2, 4, 6, respe
tivamente, uma

solução da equação de Hermite é, 1, x, 1− 2x2, x− 2
3
x3.
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3.4 Equação de Euler

A equação de Euler é uma equação do tipo

L[y] = x2y′′ + αxy′ + βy = 0 (4.12)

onde α, β são 
onstantes. O ponto x = 0 é um ponto singular regular. Em todo intervalo que

não 
ontém a origem a equação (4.12) tem uma solução geral da forma y = a0y1(x) + a1y2(x),

onde y1 e y2 são L.I..Vamos 
onsiderar o intervalo x > 0 (analogamente, tem-se o 
aso x < 0).

Considerando que a equação (4.12) tem uma solução da forma

y = xr (4.13)

obtemos

L[xr] = x2(xr)′′ + αx(xr)′ + βxr

= xr[r(r − 1) + αr + β]

e se r for uma raiz da equação

F (r) = r(r − 1) + αr + β] = 0 (4.14)

então L[xr] = 0 e y = xr é solução de (4.12). As raízes são:

r1, r2 =
−(α − 1)±

√

(α− 1)2 − 4β

2
.

Temos três 
asos a 
onsiderar:

1) Raízes reais e desiguais;

2) Raízes reais e iguais;

3) Raízes 
omplexas.

1

0
Caso: Se F (r) = 0 e r1 e r2 são reais e r1 6= r2 então y1(x) = xr1 e y2(x) = xr2 são

soluções de (4.12). Uma vez que W (xr1 , xr2) = (r1 − r2)x
r1+r2−1

não é nulo segue-se que

y = c1x
r1 + c2x

r2 , x > 0, (4.15)

é a solução geral de (4.12).

Exemplo 3.4.1 Resolver a equação

2x2y′′ + 3xy′ − y = 0, x > 0 (4.16)
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Sol.: Temos que se y = xr então obtemos

xr[2r(r − 1) + 3r − 1] = 0

xr(2r2 + r − 1) = 0

xr(2r − 1)(r + 1) = 0

e temos as seguintes raízes r1 =
1
2
e r2 = −1 desse modo

y = c1x
1

2 + c2x
−1

(4.17)

é a solução de (4.16).

2

0
Caso: Se as raízes r1 e r2 forem iguais, isto é, r1 = r2, 
hegamos somente a solução

y = xr1 e F (r) = (r − r1)
2. Para en
ontrar uma segunda solução, observe que

∂

∂r
L[xr] =

∂

∂r
[xrF (r)] = F (r)xr ln x+ 2(r − r1)x

r

daí

L[xr ln x] = F (r)xr ln x+ 2(r − r1)x
r,

fazendo r = r1, obtemos:

L[xr1 ln x] = 0

portanto,

y2 = xr1 ln x (4.18)

é uma segunda solução de (4.12). A solução geral é

y = (c1 + c2 ln x)x
r1 , x > 0. (4.19)

O wronskiano é dado por

W (xr1 , xr1 ln x) = x2r1−1 6= 0

logo, y1 e y2 são L. I. .

Exemplo 3.4.2 Resolver a equação

x2y′′ + 5xy′ + 4y = 0, x > 0 (4.20)

Fazendo y = xr, obtemos

xr(r2 + 4r + 4) = 0

o que impli
a em r1 = r2 = −2. Logo, a solução geral de (4.20) é

y = x−2(c1 + c2 ln x), x > 0.
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3

0
Caso: Raízes 
omplexas, neste 
aso, r1 = λ+ iµ e r2 = λ− iµ , µ 6= 0. Temos que

xr = er lnx

logo

xλ+iµ = e(λ+iµ) lnx = eλ lnxeiµ lnx

= xλ[cos(µ lnx) + isen (µ lnx)], x > 0.

a solução 
omplexa geral é

y = c1x
λ+iµ + c2x

λ−iµ.

Queremos soluções reais, portanto, 
onsideramos as funções

xλ cos(µ ln x) e xλsen(µ lnx)

que são soluções de (4.12) e

W (xλ cos(µ lnx), xλsen(µ lnx)) = µx2λ−1 6= 0

segue que elas são L. I.. Logo, a solução geral de (4.12) é

y = c1x
λ cos(µ lnx) + c2x

λsen(µ lnx), x > 0. (4.21)

Exemplo 3.4.3 Resolver a equação diferen
ial

x2y′′ + xy′ + y = 0. (4.22)

Sol.: Fazendo y = xr temos

xr(r2 + 1) = 0.

Logo a solução geral de (4.22) é

y = c1 cos(ln x) + c2sen(ln x), x > 0.

3.5 Pontos singulares

Consideremos a equação

P (x)y′′ +Q(x)y′ +R(x)y = 0 (5.23)

nas vizinhanças de um ponto singular x = x0.
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Exemplo 3.5.1 Determine os pontos singulares e os pontos ordinários da equação de Bessel

de ordem ν

x2y′′ + xy′ + (x2 − ν2)y = 0. (5.24)

Sol.: O ponto x = 0 é ponto singular, pois P (x) = x2 se anula em x = 0. Todos os outros

pontos são pontos ordinários da equação (5.24).

Exemplo 3.5.2 Idem para a equação de Legendre

(1− x2)y′′ − 2xy′ + α(α + 1)y = 0, α 
onstante. (5.25)

Sol.: Os pontos singulares são x = ±1 e os outros pontos são ordinários.

Exemplo 3.5.3 A equação diferen
ial

x2y′′ − 2y = 0 (5.26)

tem um ponto singular em x = 0. Pode-se veri�
ar que, para x > 0 ou x < 0, y = x2 e y =
1

x
são soluções L. I. da equação (5.26). Assim num intervalo qualquer que não 
ontenha a origem,

a solução geral é y = c1x
2 + c2x

−1. (y = x−1
não é analíti
a em x = 0; y = x2 é analíti
a em

todo ponto x).

Exemplo 3.5.4 A equação diferen
ial

x2y′′ − 2xy′ + 2y = 0 (5.27)

tem um ponto singular em x = 0, y1(x) = x, y2(x) = x2 são soluções L. I. de (5.27) e analíti
as

em x = 0. Mas não se pode 
olo
ar um p. v. i. 
om 
. i. em x = 0.

Que 
omportamento tem a solução da equação diferen
ial (5.23) quando x se aproxima de

um ponto singular x = x0?

Se P,Q e R forem polin�mios e

lim
x→x0

(x− x0)
Q(x)

P (x)
é �nito (5.28)

e

lim
x→x0

(x− x0)
2R(x)

P (x)
é �nito (5.29)

então x0 é ponto singular regular. Para funções mais gerais que polin�mios x0 será um ponto

singular regular da equação (5.23) se x0 for um ponto singular e se ambas

(x− x0)
Q(x)

P (x)
e (x− x0)

2R(x)

P (x)

forem analíti
as em x = x0. Do 
ontrário, o ponto singular é irregular.
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Exemplo 3.5.5 No exemplo2 observamos que os pontos singulares da equação de Legendre

(1− x2)y′′ − 2xy′ + α(α + 1)y = 0, α 
onstante

são x = ±1.Determine se esses pontos singulares são pontos singulares regulares ou irregulares.

Sol.: Temos que para a equação de Legendre

Q(x)

P (x)
=

−2x

1− x2
,
R(x)

P (x)
=
α(α + 1)

1− x2

assim

lim
x→1

(x− 1)
−2x

1− x2
= lim

x→1

2x

1 + x
= 1

e

lim
x→1

(x− 1)2
α(α+ 1)

1− x2
= lim

x→1

α(α + 1)(1− x)

1 + x
= 0,


omo estes limites são �nitos, o ponto x = 1 é um ponto singular regular. Analogamente,

mostra-se que x = −1 também é um ponto singular regular.

3.6 Método de Frobenius

Teorema 3.6.1 Qualquer equação diferen
ial da forma

y′′ +
a(x)

x
y′ +

b(x)

x2
y = 0 (6.30)

onde a(x) e b(x) são analíti
as em x = 0, possui no máximo uma solução que pode ser repre-

sentada sob a forma

y(x) = xr
∞
∑

m=0

cmx
m = xr(c0 + c1x+ c2x

2 + · · ·+ cmx
m + · · · ) (6.31)

onde o expoente r pode ser qualquer número, real ou 
omplexo, e é es
olhido de modo que c0 6= 0.

Observação: Note que se temos uma equação

P (x)y′′ +Q(x)y′ +R(x)y = 0 (6.32)

onde x = x0, seja um ponto singular regular da equação diferen
ial (6.32) então

(x− x0)
Q(x)

P (x)
e (x− x0)

2R(x)

P (x)

são analíti
as em x = x0. Assim, de�nindo p(x) = Q(x)
P (x)

e q(x) = R(x)
P (x)

, temos

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = 0
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e também

y′′ +
(x− x0)p(x)

x− x0
y′ +

(x− x0)
2q(x)

(x− x0)2
y = 0 (6.33)


hamando a(x) = (x− x0)p(x) e b(x) = (x− x0)
2q(x), obtemos

y′′ +
a(x)

(x− x0)
y′ +

b(x)

(x− x0)2
y = 0 (6.34)


om a e b analíti
as em x = x0. Vemos que (6.34) é equivalente a (6.30), 
om x − x0 = t,

e a1(t) = a(t + x0), b2(t) = b(t + x0) analíti
as em t = 0. O método que vamos apresentar

agora para resolver (6.30) é 
hamado método de Frobenius. Para resolver (6.30), é 
onveniente

apresentá-la sob a forma

x2y′′ + xa(x)y′ + b(x)y = 0. (6.35)

Ini
ialmente, desenvolvemos a(x) e b(x) em séries de potên
ias, |x| < R, R > 0.

a(x) =
∞
∑

n=0

anx
n
e b(x) =

∞
∑

n=0

bnx
n.

em seguida derivamos (6.31) termo a termo,

y′(x) =

∞
∑

m=0

(m+ r)cmx
m+r−1 = xr−1[c0r + (r + 1)c1x+ · · · ]

y′′(x) =

∞
∑

m=0

(m+ r)(m+ r − 1)cmx
m+r−2 = xr−2[r(r − 1)c0 + (r + 1)rc1x+ · · · ]

substituindo estas séries em (6.30) obtemos

∞
∑

m=0

(m+ r)(m+ r − 1)cmx
m+r +

(

∞
∑

m=0

amx
m

)(

∞
∑

m=0

(m+ r)cmx
m+r

)

+

(

∞
∑

n=0

bmx
m+r

)(

∞
∑

m=0

cmx
m

)

= 0 (6.36)

Vimos que

(

∞
∑

m=0

amx
m

)(

∞
∑

n=0

bmx
m

)

=

∞
∑

m=0

(

m
∑

j=0

ajbm−j

)

xm

desse modo (6.36) se torna

xr

{

∞
∑

m=0

[

(m+ r)(m+ r − 1)cm +

m
∑

j=0

(j + r)cjam−j +

m
∑

j=0

cjbm−j

]

xm

}

= 0 (6.37)
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Por 
onseguinte (6.37) satisfará a equação diferen
ial (6.30) no intervalo 0 < x < R se, e

somente se,

(m+ r)(m+ r − 1)cm +
m
∑

j=0

[(j + r)cjam−j + cjbm−j ] = 0 (6.38)

para todo m ≥ 0. Quando m = 0, a equação (6.38) se reduz a

[r(r − 1) + ra0 + b0]c0 = 0


omo não queremos c0 = 0 então devemos ter

r(r − 1) + a0r + b0 = 0 (6.39)

quando m ≥ 1 a equação (6.38) se torna

[(m+ r)(m+ r − 1) + (m+ r)a0 + b0]cm +

m−1
∑

j=0

[(j + r)am−j + bm−j ]cj = 0. (6.40)

A relação (6.39) é 
onhe
ida 
omo equação indi
ial asso
iada à equação (6.35). E suas

raízes, que determinam os valores admissíveis de r em (6.31), são os expoentes 
ara
terísti
os

da equação. Temos três 
asos a 
onsiderar:

Caso I. As raízes da equação indi
ial são distintas e não diferem de um inteiro. (r1 6=
r2, r1 − r2 6= N)

Caso II. A equação indi
ial possui raiz dupla. (r1 = r2).

Caso III. As raízes da equação indi
ial diferem de um inteiro. (r1 − r2 = N).

Observação. A tro
a x = −ξ, ξ > 0, impli
a numa solução y em séries de potên
ias,

semelhante à dada por (6.31), no intervalo −R < x < 0. Logo teremos uma solução y em

0 < |x| < R.

Caso I: Chamando I(r) = r(r− 1)+ a0r+ b0 e es
olhendo r1 e r2 raízes da equação indi
ial

I(r) = 0, de modo que Re(r1) ≥ Re(r2). Então obtemos de (6.40) que

cm = −
m−1
∑

j=0

[(j + r1)am−j + bm−j ]cj/I(m+ r1) (6.41)


om I(m + r1) 6= 0, devido à forma 
omo r1 foi es
olhido. A equação (6.41) determina todos

os cm, m = 1, 2, · · · em termos de c0. Assim

y1(x) = |x|r1
∞
∑

n=0

cnx
n

é uma solução de (6.35) 
om c0 arbitrário e os cn determinados por (6.41), no intervalo 0 <

|x| < R.



56 CAPÍTULO 3. SOLUÇÕES POR SÉRIES DE EQ. DIF. DE 2A ORDEM

Uma segunda solução de (6.35) pode ser obtida da equação (6.40) se r1 6= r2 e r1 − r2 6= N


om N inteiro, isto é,

c∗m = −
m−1
∑

j=0

[(j + r2)am−j + bm−j ]c
∗

j/I(m+ r2). (6.42)

A solução será dada por

y2(x) = |x|r2
∞
∑

m=0

c∗nx
n, c∗0 6= 0, (6.43)

em 0 < |x| < R. Mostra-se que y1 e y2 são L.I. e portanto a solução geral de (6.35) é

y(x) = c1y1(x) + c2y2(x).

Exemplo 3.6.2 CasoI: Consideremos a equação diferen
ial

x2y′′ + (x2 +
5

36
)y = 0. (6.44)

Substituindo y = xr
∑

∞

m=0 cmx
m, nesta equação obtemos

∞
∑

m=0

(m+ r)(m+ r − 1)cmx
m+r +

∞
∑

m=0

cmx
m+r+2 +

5

36

∑

cmx
m+r = 0 (6.45)

Igualando a soma dos 
oe�
ientes de xr a zero obtemos a equação indi
ial

r(r − 1) +
5

36
= 0 (6.46)


ujas raízes são r1 =
5
6
e r2 =

1
6
. Igualando a zero os 
oe�
ientes de xr+m

em (6.45) obtemos:

[(r + 1)r +
5

36
]c1 = 0 (m = 1) (6.47)

(m+ r)(m+ r − 1)cm + cm−2 +
5

36
cm = 0, (m = 2, 3, · · · ) (6.48)

Determinamos em primeiro lugar, a solução y1(x) que 
orresponde a r1 =
5
6
.Para este valor de

r, a equação (6.47) forne
e c1 = 0. A equação (6.48) pode ser es
rita 
omo

m(m+
2

3
)cm + cm−2 = 0. (6.49)

De c1 = 0, segue que c3 = 0, c5 = 0, · · · . Fazendo m = 2p em (6.49) obtemos

c2p = −3

4

c2p−2

p(3p+ 1)
(6.50)

daí

c2 = −3

4

c0
4
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c4 = −3

4

c2
2.7

=

(

3

4

)2
c0

2!4.7

Assim obtemos

y1(x) = c0

∞
∑

p=0

(−1)p
(

3

4

)p
x2p+

5

6

p!1.4...(3p+ 1)
(6.51)

A outra solução y2(x) pode ser obtida de maneira semelhante quando se faz r2 =
1
6
. Temos

(a) [(r2 + 1)r2 +
5

6
]c∗1 = 0 (6.52)

(b) (m+ r2)(m+ r2 − 1)c∗m + c∗m−2 +
5

36
c∗m = 0, m = 2, 3, · · · (6.53)

De (6.52) vemos que c∗1 = 0 e (6.53) pode ser es
rita 
omo

m(m− 2

3
)c∗m + c∗m−2 = 0 (m = 2, 3, · · · ) (6.54)


omo c∗1 = 0 então c∗3 = 0, · · · , fazendo m = 2p,temos

c∗2p = −3

4

c∗2p−2

p(3p− 1)
(p = 1, 2, · · · ) (6.55)

Logo

y2(x) = c∗0x
1

6 + c∗0

∞
∑

p=1

(−1)p
(

3

4

)p
x2p+

1

6

p!2.5...(3p− 1)
(6.56)

a solução geral é:

y(x) = c0y1(x) + c∗0y2(x).

CasoII. De�nindo o operador L da seguinte forma

L[y] = x2y′′ + xa(x)y′ + b(x)y (6.57)

A equação indi
ial possui uma raiz dupla: r1 = r2.Tomemos

y = φ(x, r) = xr
∞
∑

k=0

ckx
k

(6.58)

substituindo y na equação (6.57) devemos obter

L[φ(x, r)] = x2φ′′ + xa(x)φ′ + b(x)φ (6.59)

ou seja

0 = L[φ(x, r)] = I(r)c0x
r +

∞
∑

k=1

[(k + r)(k + r − 1) + (k + r)a0 + b0] ck

+

k−1
∑

j=0

[(j + r) ak−j + bk−j] cjx
r+k

(6.60)



58 CAPÍTULO 3. SOLUÇÕES POR SÉRIES DE EQ. DIF. DE 2A ORDEM

es
olhendo ck, k = 1, 2, · · · , 
omo função de r de tal modo que

ck(r) = − 1

I(k + r)

k−1
∑

j=0

[(j + r)ak−j + bk−j] cj (6.61)

então y = φ(x, r) satisfaz a equação

L [φ(x, r)] = I(r)c0x
r

(6.62)

onde

φ(x, r) = xr

(

c0 +

∞
∑

k=1

ck(r)x
k

)

(6.63)

Como r1 é raíz dupla de I(r) temos que

L[φ(x, r)] = (r − r1)
2c0x

r
(6.64)

o que impli
a

L[φ(x, r1)] = 0

e, pre
isamente φ(x, r1) = y1(x) e 
omo L[y1] = 0 então temos que há uma 
on
ordân
ia 
om

os resultados obtidos anteriormente. Para se obter uma segunda solução, temos

L

[

∂φ

∂r
(x, r)

]

=
∂

∂r
L [φ(x, r)] = 2(r − r1)c0x

r + (r − r1)
2cox

r ln x (6.65)

Daí

L

[

∂φ

∂r
(x, r1)

]

= 0

es
olhendo, portanto,

y2(x, r1) =
∂

∂r
y1(x, r)|r=r1 = xr1

∞
∑

k=1

c′k(r1)x
k + y1(x, r1) lnx (6.66)

esta é a forma da segunda solução da equação (6.35) L. I. 
om y1(x).

Exemplo 3.6.3 Caso II. Resolver a equação diferen
ial

x(x− 1)y′′ + (3x− 1)y′ + y = 0. (6.67)

Tomando y(x) na forma

y(x) =

∞
∑

m=0

cmx
m+r

derivando e substituindo em (6.67) obtemos

∞
∑

m=0

(m+ r)(m+ r − 1)cmx
m+r −

∞
∑

m=0

(m+ r)(m+ r − 1)cmx
m+r−1
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+3

∞
∑

m=0

(m+ r)cmx
m+r −

∞
∑

m=0

(m+ r)cmx
m+r−1 +

∞
∑

m=0

cmx
m+r = 0 (6.68)

A menor potên
ia é xr−1; igualando a soma de seus 
oe�
ientes a zero, temos

[−r(r − 1)− r]c0 = 0 ou r2 = 0.

Assim, a equação indi
ial possui a raiz dupla r = 0. Substituindo este valor em (6.68) e igua-

lando a soma dos 
oe�
ientes da potên
ia de xm a zero en
ontramos

m(m− 1)cm − (m+ 1)mcm+1 + 3mcm − (m+ 1)cm+1 + cm = 0

ou cm+1 = cm. Então, c0 = c1 = c2 = · · · , e es
olhendo c0 = 1 obtemos

y1(x) =

∞
∑

m=0

xm =
1

1− x
.

Para obter uma segunda solução, substituimos y2 = vy1 em (6.67) obtendo,

x(x− 1)(v′′y1 + 2v′y′1 + vy′′1) + (3x− 1)(v′y1 + vy′1) + vy1 = 0


omo y1 é solução de (6.67) esta expressão se reduz a

x(x− 1)(v′′y1 + 2v′y′1) + (3x− 1)v′y1 = 0.

Substituindo as expressões para y1 e y′1 e simpli�
ando vem

xv′′ + v′ = 0 ou

v′′

v′
= −1

x

Integrando duas vezes obtemos �nalmente

y2 = vy1 =
ln x

1− x
.


aso III:

y′′ +
a(x)

x
y′ +

b(x)

x2
y = 0, (6.69)

tomamos

y = xr
∞
∑

m=0

cmx
m = xr(c0 + c1x+ c2x

2 + · · · ) (c0 6= 0) (6.70)

Temos que

y′(x) =

∞
∑

m=0

(m+ r)cmx
m+r−1

y′′(x) =
∞
∑

m=0

(m+ r)(m+ r − 1)cmx
m+r−2
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substituindo em (6.69) obtemos

∞
∑

m=0

(m+ r)(m+ r − 1)cmx
m+r +

(

∞
∑

m=0

amx
m

)(

∞
∑

m=0

(m+ r)cmx
m+r

)

+

(

∞
∑

m=0

bmx
m

)(

∞
∑

m=0

cmx
m+r

)

= 0 (6.71)

ou

∞
∑

m=0

(m+ r)(m+ r − 1)cmx
m+r +

∞
∑

m=0

m
∑

j=0

aj(m+ r − j)cm−jx
m+r +

∞
∑

m=0

m
∑

j=0

bjcm−jx
m+r = 0

ou ainda

∞
∑

m=0

[

(m+ r)(m+ r − 1)cm +
m
∑

j=0

aj(m+ r − j)cm−j +
m
∑

j=0

bjcm−j

]

xm+r = 0

temos dai

[(m+ r)(m+ r − 1) + a0(m+ r) + b0] cm

+

m
∑

j=0

[aj(m+ r − j)cm−j + bjcm−j ] = 0, ∀ m = 1, 2, · · · (6.72)

e

[

r2 + (a0 − 1)r + b0
]

c0 = 0

segue que

r2 + (a0 − 1)r + b0 = 0 (6.73)

é a equa
ao indi
ial do problema. Seja

L(m+ r) = [(m+ r)(m+ r − 1) + a0(m+ r) + b0]

e suponha r1 e r2 raízes de (6.73) tais que, r1 − r2 = n0, n ∈ Z. Uma solução será dada por

y1(x) = xr1(c0 + c1x+ c2x
2 + · · · ), r1 ≥ r2 (6.74)

onde

cm = −
m
∑

j=1

(aj(m+ r − j) + bj)cm−j/L(m+ r), m = 1, 2, · · · (6.75)

Vamos pro
urar uma outra solução, 
onsidere

y2(x) = u(x)y1(x) (6.76)

temos que

y′2(x) = u′(x)y1 (x) + u (x) y′1(x)
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y′′2(x) = u′′(x)y1(x) + 2u′(x)y1(x) + u(x)y′′1(x)

substituindo em (6.69) obtemos

x2y1u
′′ + 2x2y′1u

′ + xa(x)y1u
′ = 0

ou

u′′ +

(

2
y′1
y1

+
a(x)

x

)

u′ = 0

agora

y1(x) =
∞
∑

m=0

cmx
m+r1

y′1(x) =
∞
∑

m=0

(m+ r1)cmx
m+r1−1

a(x) =

∞
∑

m=0

amx
m

segue que

2
y′1
y1

+
a(x)

x
=

2r1 + a0
x

+ k1x+ k2x
2 + · · ·+ a1 + a2x+ · · ·

logo

u′′ + (
2r1 + a0

x
+ a1 + (k1 + a2)x+ (k2 + a3)x

2 + · · · )u′ = 0

sabemos que a0 − 1 = −(r1 + r2). Como r1 − r2 = n0 ⇒ r2 = r1 − n0 ⇒ a0 − 1 = n0 − 2r1 ⇒
2r1 + a0 = n0 + 1, obtemos

u′′

u′
= −

(

n0 + 1

x
+ a1 + (k1 + a2)x+ (k2 + a3)x

2 + · · ·
)

integrando

ln u′ = − (n0 + 1) lnx+ a1x+ (k1 + a2)
x2

2
+ · · ·

ou

u′ = x−(n0+1)ea1x+(k1+a2)
x2

2
+···

desenvolvendo a exponen
ial em poten
ias de x

ea1x+(k1+a2)
x2

2
+··· = 1 + µ1x+ µ2x

2

+ · · ·+ µn0
xn0 + µn0+1x

n0+1 + µn0+2x
n0+2 + · · ·

dai

u′ =
1

xn0+1
+

µ1

xn0
+ · · ·+ µn0

x
+ µn0+1 + µn0+2x+ · · ·

integrando
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u = − 1

n0xn0
− µ1

(n0 − 1) xn0−1
− · · ·+ µn0

ln x+ µn0+1x+ · · ·

multipli
ando esta serie por y1(x), e notando que r1 − n0 = r2, obtemos

y2(x) = µn0
y1(x) ln x+ xr2

∞
∑

m=0

c∗mx
m

Exemplo 3.6.4 Caso III. Considere a equação diferen
ial

(x2 − 1)x2y′′ − (x2 + 1)xy′ + (x2 + 1)y = 0. (6.77)

Sol.: Seja

y(x) = xr
∞
∑

m=0

cmx
m

substituindo y, y′ e y′′ em (6.77) obtemos

(x2 − 1)

∞
∑

m=0

(m+ r)(m+ r − 1)cmx
m+r

−(x2 + 1)
∞
∑

m=0

(m+ r)cmx
m+r + (x2 + 1)

∞
∑

m=0

cmx
m+r = 0,

daí, temos

∞
∑

m=0

(m+ r − 1)2cmx
m+r+2 −

∞
∑

m=0

(m+ r + 1)(m+ r − 1)cmx
m+r = 0 (6.78)

igualando a zero o 
oe�
iente de xr obtemos

(r + 1)(r − 1) = 0


ujas raízes são r1 = 1 e r2 = −1 e diferem por um inteiro. Igualando a zero o 
oe�
iente de

xr+1
em (6.78) temos

−(r + 2)rc1 = 0.

Tanto para r = r1 
omo r = r2 esta equação impli
a c1 = 0. Igualando a soma dos 
oe�
ientes

de xm+r+2
em (6.78) a zero, temos

(m+ r − 1)2cm = (m+ r + 3)(m+ r + 1)cm+2 (6.79)

substituindo r = r1 = 1 e determinando cm+2 vem

cm+2 =
m2

(m+ 4)(m+ 2)
cm
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omo c1 = 0 segue-se que c3 = 0, c5 = 0, et
. Para m = 0 obtemos c2 = 0, e daí, tomando

m = 2, 4, · · · , obtemos c4 = 0, c6 = 0, et
. Assim, à maior raíz r1 = 1 
orresponde a solução

y1(x) = c0x.

Substituindo a raiz menor r = r2 = −1 em (6.79) temos

(m− 2)2cm = (m+ 2)mcm+2


om m = 0 esta expressão se torna 4c0 = 0 ⇒ c0 = 0 (
ontradição 
om c0 6= 0). Do teorema

a
ima segue que y2 deve ser da forma

y2(x) = kx ln x+
1

x

∞
∑

m=0

c∗mx
m.

Substituindo esta expressão e suas derivadas na equação diferen
ial, obtemos

(x2 − 1)x2

(

k

x
+

∞
∑

m=0

(m− 1)(m− 2)c∗mx
m−3

)

−(x2 + 1)x

(

k lnx+ k +
∞
∑

m=0

(m− 1)c∗mx
m−2

)

+ (x2 + 1)

(

kx ln x+
∞
∑

m=0

c∗mx
m−1

)

= 0

Os termos logaritmi
os se 
an
elam, e simpli
ando temos

−2kx+
∞
∑

m=0

(m− 2)2c∗mx
m+1 −

∞
∑

m=0

m(m− 2)c∗mx
m−1 = 0

ou

−2kx+
∞
∑

m=1

(m− 3)2c∗m−1x
m −

∞
∑

m=0

(m+ 1)(m− 1)c∗m+1x
m = 0

daí temos: c∗1 = 0 (m = 0), −2k + 4c∗0 = 0 (m = 1) e

(m− 3)2c∗m−1 − (m2 − 1)c∗m+1 = 0 (m = 2, 3, · · · ).

Temos que

c∗m+1 =
(m− 3)2

m2 − 1
c∗m−1

Como c∗1 = 0 ⇒ c∗3 = 0, c∗5 = 0, et
. E m = 3 forne
e c∗4 = 0 e assim c∗6 = 0, c∗8 = 0, · · · k = 2c0

e c2 são arbitrários. Logo

y2(x) = 2c0x ln x+
1

x
(c0 + c2x

2)

Como o último termo é c2y1/c0 podemos tomar c2 = 0.Logo

y2(x) = c0

[

2x ln x+
1

x

]

.

Fazendo c0 = 1, obtemos

y2(x) = 2x ln x+
1

x
.
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Temos estabele
ido o seguinte resultado que engloba todos os 
asos.

Teorema 3.6.5 Seja

x2y′′ + xa(x)y′ + b(x)y = 0 (6.80)

uma equação diferen
ial linear homogênea de segunda ordem, 
ujos 
oe�
ientes são analíti
os

no intervalo |x| < R.Sejam r1 e r2 raízes da equação indi
ial

r(r − 1) + a(0)r + b(0) = 0,

e suponhamos r1 e r2 indexados de modo que Re(r1) ≥ Re(r2). Então, (6.80) tem duas soluções

l.i. y1 e y2, válidas para 0 < |x| < R, 
ujas formas dependem de r1 e r2 
omo segue:

Caso1:r1 − r2 6= N, N ∈ Z. Então,

y1(x) = |x|r1
∞
∑

k=0

ckx
k, c0 6= 0,

y2(x) = |x|r2
∞
∑

k=0

c∗kx
k, c∗0 6= 0.

Caso2: r1 = r2. Então

y1(x) = |x|r1
∞
∑

k=0

ckx
k, c0 6= 0,

y2(x) = |x|r1
∞
∑

k=1

c′k(r1)x
k + y1(x) ln |x| .

Caso3: r1 − r2 = N , N ∈ Z+. Então,

y1(x) = |x|r1
∞
∑

k=0

ckx
k, c0 6= 0,

y2(x) = |x|r2
∞
∑

k=0

c∗kx
k + cy1(x) ln |x| , c∗0 6= 0, c 
onstante �xa.

3.7 Equação de Bessel de Primeira Espé
ie

Equação de Bessel

x2y′′ + xy′ + (x2 − ν2)y = 0 (7.81)

onde ν é um número dado. Seja ν real e não-negativo. Tomemos

y(x) =
∞
∑

m=0

cmx
m+r, c0 6= 0 (7.82)
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substituindo y e suas derivadas y′ e y′′ em (7.81) obtemos:

∞
∑

m=0

(m+ r)(m+ r − 1)cmx
m+r +

∞
∑

m=0

(m+ r)cmx
m+r

+

∞
∑

m=0

cmx
m+r+2 − ν2

∞
∑

m=0

cmx
m+r = 0

ou

∞
∑

m=0

(m+ r)(m+ r − 1)cmx
m+r +

∞
∑

m=0

(m+ r)cmx
m+r

+
∞
∑

m=2

cm−2x
m+r − ν2

∞
∑

m=0

cmx
m+r = 0

Para m = 0, temos:

(a) c0[r(r − 1) + r − ν2] = 0 ou c0(r
2 − ν2) = 0

Para m = 1, temos

(b) [(1 + r)r + (1 + r)− ν2]c1 = 0

para m = k,temos

(c) (k + r)(k + r − 1)ck + (k + r)ck + ck−2 − ν2ck = 0, k ≥ 2

De (a) de
orre

(r + ν)(r − ν) = 0

as raízes são r1 = ν e r2 = −ν. Vamos determinar uma solução que 
orresponde à raíz r1. Para

este valor de r, a equação (b) nos forne
e c1 = 0. A equação (
) pode ser es
rita 
omo

(k + r + ν)(k + r − ν)ck + ck−2 = 0. (7.83)

Como c1 = 0 e ν ≥ 0 segue-se que c3 = 0, c5 = 0, · · · , e assim por diante. Se �zermos k = 2m

em (7.83) obtemos

c2m = − 1

22m(m+ ν)
c2m−2, m = 1, 2, · · · (7.84)

e poderemos determinar os 
oe�
ientes c2, c4, · · · , su
essivamente. O 
oe�
iente c0 é arbitrário.

É usual fazer

c0 =
1

2νΓ(ν + 1)

voltando ao nosso problema, obtemos

c2 = − c0
22(ν + 1)

= − 1

22+ν1!Γ(ν + 2)
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c4 = − c2
222(ν + 2)

=
1

24+ν2!Γ(ν + 3)

e assim por diante; em geral

c2m =
(−1)m

22m+νm!Γ(ν +m+ 1)

Substituindo estes 
oe�
ientes em (7.82) e re
ordando que c1 = 0, c3 = 0,· · · , obtemos uma

solução parti
ular da Equação de Bessel que é representada por Jν(x):

Jν(x) = xν
∞
∑

m=0

(−1)mx2m

2(2m+ν)m!Γ(ν +m+ 1)
. (7.85)

Esta solução é 
onhe
ida 
omo função de Bessel de primeira espé
ie de ordem ν. Os valores

inteiros de ν se representados por n nos dá:

Jn(x) = xn
∞
∑

m=0

(−1)mx2m

2(2m+n)m!(n +m)!
. (7.86)

Substituindo ν por −ν em (7.85) obtemos

J−ν(x) = x−ν
∞
∑

m=0

(−1)mx2m

2(2m−ν)m!Γ(m− ν + 1)
. (7.87)

As funções Jν e J−ν são soluções da equação (7.81) para o mesmo ν. Eles são linearmente

independentes, se ν não for um inteiro. Assim

Solução geral: Se ν não é um inteiro, uma solução geral para a equação de Bessel, para todo

x 6= 0 é

y(x) = a1Jν(x) + a2J−ν(x). (7.88)

Mas quando ν = n inteiro, (7.88) não é uma solução geral. Pois, neste 
aso, para ν = n, Jn(x)

e J−n(x) são linearmente dependentes, já que

J−n(x) = (−1)nJn(x)

Mostra-se que para ν1 =
1
2
, ν2 = −1

2
, tem-se

J 1

2

(x) =

√

2

πx
senx, J− 1

2

(x) =

√

2

πx
cos x

isto impli
a que J 1

2

e J− 1

2

são l.i. Faça ν → n, neste 
aso, Γ(m − n + 1) → +∞, para

m − n + 1 ≤ 0, ou seja, para 0 ≤ m ≤ n − 1. Logo, o somatório (7.87) prin
ipia 
om m = n.

Como neste 
aso, Γ(m− n + 1) = (m− n)!, obtemos

J−n(x) =
∞
∑

m=n

(−1)mx2m−n

2(2m−n)m!(m− n)!
=

∞
∑

s=0

(−1)mx2s+n

2(2s+n)s!(n + s)!
. (7.89)

onde �zemos aqui m = n + s. Assim J−n(x) = (−1)nJn(x).
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3.8 Propriedades da Função de Bessel de 1
a
Espé
ie

De (7.85), obtemos

xνJν(x) =

∞
∑

m=0

(−1)mx2m+2ν

22m+νm!Γ(ν +m+ 1)
(8.90)

Derivando e usando o fato que Γ(α+ 1) = αΓ(α) temos

(xνJν(x))
′ =

∞
∑

m=0

(−1)m2(m+ ν)x2m+2ν−1

22m+νm!Γ(ν +m+ 1)
= xνxν−1

∞
∑

m=0

(−1)mx2m

22m+ν−1m!Γ(ν +m)

De (7.85) segue-se que a última expressão é xνJν−1(x) e, portanto,

d

dx
[xνJν(x)] = xνJν−1(x). (8.91)

Analogmente, de (7.85) segue-se que

(x−νJν(x))
′ =

∞
∑

m=1

(−1)mx2m+−1

22m+ν−1(m− 1)!Γ(ν +m+ 1)
=

∞
∑

s=0

(−1)(s+ 1)x2s+1

22s+ν+1s!Γ(ν +m)

onde m = s+ 1. Como no último membro temos −x−νJν+1, temos que

d

dx
[x−νJν(x)] = −x−νJν+1(x). (8.92)

Desenvolvendo estas fórmulas e multipli
ando a última por x2ν , vem

νxν−1Jν(x) + xνJ ′

ν(x) = xνJν−1(x) (8.93)

−νxν−1Jν(x) + xνJ ′

ν(x) = −xνJν+1(x) (8.94)

Subtraindo os resultados a
ima e dividindo por xν , temos

Jν−1 + Jν+1 =
2ν

x
Jν(x)

somando (8.93) e (8.94) e dividindo o resultado por xν , obtemos

Jν−1 − Jν+1 = 2J ′

ν(x).

3.9 Equação de Bessel de ordem zero

Fazendo ν = 0 na equação (7.81) temos

L[y] = x2y′′ + xy′ + x2y = 0 (9.95)

A equação a
ima é 
hamada de Equação de Bessel de ordem zero. Vamos pro
urar soluções

para essa equação, suponha

y = φ(r, x) =
∞
∑

n=0

anx
r+m

(9.96)
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substituindo este valor de y em (9.95) obtemos

L[φ](r, x) =

∞
∑

n=0

an[(n+ r)(n+ r − 1) + (n + r)]xr+n +

∞
∑

n=0

anx
r+n+2

= a0[r(r − 1) + r]xr + a1[(r + 1)r + (r + 1)]xr+1

+

∞
∑

n=2

{an[(n+ r)(n+ r − 1) + (n+ r)] + an−2}xr+n = 0 (9.97)

As raízes da equação indi
ial F (r) = r(r− 1) + r = 0 são r1 = r2 = 0 (raízes iguais). A relação

de re
orrên
ia é:

an(r) =
−an−2(r)

(n + r)(n+ r − 1) + n+ r)
=

−an−2(r)

(n+ r)2
, n ≥ 2. (9.98)

A �m de a
har y1(x) fazemos r igual a 0. De (9.97) a1 = 0. Logo, por (9.98), a3 = a5 = · · · =
a2n+1 = 0 = · · · . Além disso,

an(0) = −an−2(0)

n2
, n = 2, 4, 6, · · · (9.99)

ou, fazendo n = 2m,

a2m(0) = −a2m−2(0)

(2m)2
, m = 1, 2, 3, · · ·

Assim

a2(0) =
a0
22

a4(0) =
a2(0)

(2.2)2
=

a0
(2.2)2.22

=
a0

24.22

a6(0) = − a4(0)

(2.3)2
= − a0

(2.3)22422
= − a0

26(2.3)2

.

.

.

a2m(0) =
(−1)ma0
22m(m!)2

, m = 1, 2, 3, · · ·

segue que a primeira solução da equação de Bessel de ordem zero é

y1(x) = J0(x) =

∞
∑

m=1

(−1)m

22m(m!)2
x2m (9.100)

Para en
ontrar uma segunda solução, temos que

an(r) = − an−2(r)

(r + n)2
, n ≥ 2

ou

a2k(r) = − a2k−2(r)

(r + 2k)2
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daí para k = 2 temos

a2(r) = − a0
(r + 2)2

; a′2(r) =
2a0

(r + 2)3
⇒ a′2(0) =

2a0
23

=
a0
22

para k = 4,

a4(r) = − a2(r)

(r + 4)2
=

a0
(r + 4)2(r + 2)2

;

⇒ a′4(r) = a0[−2(r + 4)−3(2 + r)−2 − 2(r + 4)−2(r + 2)−3]

ou

a′4(r) = −2a0

[

1

(r + 4)3(2 + r)2
+

1

(r + 4)2(r + 2)3

]

⇒ a′4(0) = −2a0

[

1

(4)3(2)2
+

1

(4)2(2)3

]

= −−2a0
4222

[

1

4
+

1

2

]

=
−a0

(2)2.2(2!)2

[

1 +
1

2

]

para k = 6,

a6(r) = − a4(r)

(r + 2.3)2
= − a0

(r + 2.3)2(r + 4)2(r + 2)2

⇒ a′6(r) = −a0[−2(r + 2.3)−3(r + 4)2(r + 2)2 − 2(r + 2.3)−2(r + 4)−3(r + 2)−2

−2(r + 2.3)−2(r + 4)−2(r + 2)−3]

ou

a′6(r) =
2a0

(r + 6)2(r + 4)2(r + 2)2

[

1

(r + 6)
+

1

(r + 4)
+

1

(r + 2)

]

segue que

a′6(0) =
2a0

624222

[

1

6
+

1

4
+

1

2

]

=
a0

624222

[

1

3
+

1

2
+ 1

]

=
a0

(3!)222.3

[

1

3
+

1

2
+ 1

]

de um modo geral

a′2k(0) =
(−1)ka0
(k!)222.k

[

1 +
1

2
+ · · ·+ 1

k

]

se 
hamamos

Hk = 1 +
1

2
+ · · ·+ 1

k
então

a′2k(0) =
(−1)ka0
(k!)222.k

Hk.

Para a0 = 1, temos que a segunda solução da equação de Bessel de ordem zero é:

y2(x) = J0(x) ln x+
∞
∑

m=1

(−1)m+1Hm

(m!)222m
x2m. (9.101)
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3.10 Exer
í
ios

1. A equação

y′′ − 2xy′ + λy = 0

onde λ é uma 
onstante, é a equação de Hermite.(a) A
har os quatro primeiros termos

de duas soluções linearmente independentes, em torno de x = 0.(b) Observar que se λ for

um inteiro par, não-negativo, então uma ou outra das soluções em série in�nita termina

e se torna um polin�mio. A
har a solução polinomial para λ = 0, 2, 4, 6, 8 e 10.(
) O

polin�mio de Hermite Hn(x) se de�ne 
omo a solução polinomial da equação de Hermite,


om λ = 2n, para a qual o 
oe�
iente de xn é 2n.A
har H0(x), · · · , H5(x).

2. Nos problemas abaixo determinar a solução geral da equação diferen
ial dada em torno

do ponto singular regular.

(a) x2y′′ + 4xy′ + 2y = 0; (b) x2y′′ − 3xy′ + 4y = 0; (
) x2y′′ + 3xy′ + 5y = 0.

3. Considere a equação diferen
ial abaixo, determinar a equação indi
ial, a relação de re
or-

rên
ia e as raizes da equação indi
ial. A
har a solução em série (x > 0) 
orrespondente a

menor e a maior raiz.

x2y′′ + xy′ + (x− 2)y = 0.

4. Nos problemas abaixo, mostrar que a equação diferen
ial dada tem um ponto singular em

x = 0 e determinar duas soluções linearmente independentes para x > 0.

(a) x2y′′ + 3xy′ + (1 + x)y = 0; (b) xy′′ + y = 0.

5. Exprima a solução geral de 
ada uma das seguintes equações 
omo uma série de potên
ias

em torno do ponto x = 0.

1. y′′ − 3xy = 0. 2. y′′ − 3xy′ − y = 0.

3. (x2 + 1)y′′ − 6y = 0. 4. (x2 + 1)y′′ − 8xy′ + 15y = 0.

6. A
he os primeiros quatro termos não nulos da expressão em série da solução de 
ada

um dos seguintes problemas 
om 
ondição ini
ial, e determine um intervalo (minimal) de


onvergên
ia para a série.

1. y′′ + (senx)y = 0; 2. 2y′′ − xy = cosx;

y(0) = 1, y′(0) = 0. y(0) = 0, y′(0) = 1.

3. (x+ 1)y′′ + y′ + xy = 0; 4. (cosx)y′′ + 2xexy = 0;

y(0) = y′(0) = −1. y(0) = 0, y′(0) = 1.

7. A
he e 
lassi�que todos os pontos singulares para as equações nos problemas abaixo.

1. x3(x2 − 1)y′′ − x(x+ 1)y′ − (x− 1)y = 0.
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2. (3x− 2)2xy′′ + xy′ − y = 0.

3. (x4 − 1)y′′ + xy′ = 0.

4. (x+ 1)4(x− 1)2y′′ − (x+ 1)3y′ + y = 0.

5. x3(x+ 1)2y′′ + (x− 1)y′ + 2xy = 0.

8. A
he a equação indi
ial asso
iada 
om o ponto singular regular em x = 0 para 
ada uma

das seguintes equações:

(a) x2y′′ + xy′ − y = 0.

(b) x2y′′ − 2x(x+ 1)y′ + (x− 1)y = 0.

(
) x2y′′ − 2xy′ + y = 0.

(d) x2y′′ − xy′ + (x2 − λ2)y = 0.

(e) xy′′ + (1− x)y′ + λy = 0.



Capítulo 4

Problema de Sturm Liouville

4.1 Sturm-Liouville

O problema de Sturm-Liouville 
onsiste em en
ontrar autovalores e autofunções de um operador

diferen
ial e também estabele
er relações de ortogonalidade entre essas autofunções. Começa-

mos este 
apítulo 
onsiderando uma equação diferen
ial da forma

[p(x)y′]
′ − q(x)y + λr(x)y = 0 (1.1)

no intervalo 0 < x < 1, juntamente 
om as 
ondições de 
ontorno

a1y(0) + a2y
′(0) = 0, b1y(1) + b2y

′(1) = 0 (1.2)

nos pontos extremos. É 
onveniente, em dados momentos, introduzir o operador diferen
ial

linear homogêneo L de�nido por

L [y] = − [p(x)y′]
′
+ q(x)y (1.3)

então podemos es
rever a equação diferen
ial 1.1 na forma

L [y] = λr(x)y.

Consideremos as funções p, p′, q e r 
ontínuas no intervalo 0 ≤ x ≤ 1 e, além disso, vamos

supor que p(x) > 0 e r(x) > 0 em todos os pontos desse intervalo. Como exemplo, a equação

y′′ + λy = 0, é da forma 1.1 
om p(x) = 1, q(x) = 0, e r(x) = 1.

Identidade de Lagrange

Sejam u e v funções tendo derivadas segundas 
ontínuas no intervalo 0 ≤ x ≤ 1. Então

∫ 1

0

L[u]v dx =

∫ 1

0

{

− (pu′)
′
v + quv

}

dx

72
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Integrando duas vezes o primeiro termo no segundo membro, por partes, obtemos

∫ 1

0

L[u]v dx = −p(x)u′(x)v(x)|10 + p(x)u(x)v′(x)|10 +
∫ 1

0

{

−u (pv′)′ + uqv
}

dx

= −p(x) [u′(x)v(x)− u(x)v′(x)]
1
0 +

∫ 1

0

uL[v] dx

Deste modo, transpondo a integral no segundo membro, temos

∫ 1

0

{L[u]v − uL[v]} dx = −p(x) [u′(x)v(x)− u(x)v′(x)]
1
0 , (1.4)

esta é a identidade de Lagrange.

Suponhamos que as funções u e v também satisfazem as 
ondições de 
ontorno 1.2. Então,


onsiderando a2 6= 0 e b2 6= 0, o segundo membro de 1.4 se torna

− p(x) [u′(x)v(x)− u(x)v′(x)]
1
0

= −p(1) [u′(1)v(1)− u(1)v′(1)] + p(0) [u′(0)v(0)− u(0)v′(0)]

= −p(1)
[

−b1
b2
u(1)v(1) +

b1
b2
u(1)v(1)

]

+ p(0)

[

−a1
a2
u(0)v(0) +

a1
a2
u(0)v(0)

]

= 0

segue que

∫ 1

0

{L[u]v − uL[v]} dx = 0 (1.5)

Introduzindo o produto interno de duas funções u e v reais num dado intervalo, 0 ≤ x ≤ 1,

temos

(u, v) =

∫ 1

0

u(x)v(x) dx (1.6)

Usando esta notação a equação 1.5 se torna

(L[u], v)− (u, L[v]) = 0. (1.7)

Consideremos que o problema de Sturm-Liouville 1.1, 1.2 tenha autovalores e autofunções.

Temos o seguinte resultado.

Teorema 4.1.1 Todos os autovalores do Problema de Sturm-Liouville 1.1, 1.2 são reais.

De fato, suponha λ autovalor (possivelmente 
omplexo) do problema 1.1, 1.2 e que φ

seja uma autofunção 
orrespondente, possivelmente 
omplexa também. Es
reva λ = µ + iν e

φ(x) = U(x) + iV (x), onde µ, ν, U(x) e V (x) são reais. Se supomos que u = φ e v = φ em 1.7,

teremos

(L[φ], φ) = (φ, L[φ]) (1.8)
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Entretanto, sabemos que L[φ] = λr(x)φ, de modo que 1.8 se transforma em

(λr(x)φ, φ) = (φ, λr(x)φ)

na forma integral temos

∫ 1

0

λr(x)φ(x)φ(x) dx =

∫ 1

0

φ(x)λr(x)φ(x) dx


omo r é real temos

(

λ− λ
)

∫ 1

0

r(x)φ(x)φ(x) dx = 0

ou

(

λ− λ
)

∫ 1

0

r(x)
[

U(x)2 + V (x)2
]

dx = 0 (1.9)

O integrando em 1.9 é não-negativo e não identi
amente nulo. Como o integrando é também


ontínuo segue-se que a integral é positiva. Logo λ− λ = 2iν é nulo, segue λ é real.

Teorema 4.1.2 Se φ1 e φ2 forem duas autofunções do problema de Sturm-Liouville 1.1, 1.2


orrespondendo aos autovalores λ1 e λ2, respe
tivamente, e se λ1 6= λ2 então

∫ 1

0

r(x)φ1(x)φ2(x) dx = 0.

Ou seja, φ1 e φ2 são ortogonais.

Prova: L[φ1] = λ1rφ1 e L[φ2] = λ2rφ2 temos que

(λ1rφ1, φ2)− (φ1, λ2rφ2) = 0

daí

(λ1 − λ2)

∫ 1

0

rφ1φ2 dx = 0

o que impli
a

∫ 1

0

rφ1φ2 dx = 0.

Como queríamos demonstrar.

Teorema 4.1.3 Os autovalores do problema de Sturm-Liouville 1.1, 1.2 são todos distintos

e a 
ada autovalor 
orresponde uma úni
a autofunção(as autofunções formam um 
onjunto

linearmente independente). Além disso, os autovalores formam uma sequên
ia in�nita e podem

ser ordenados de forma 
res
ente

λ1 < λ2 < · · · < λn < · · ·

ainda mais, λn → ∞, quando n→ ∞.
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Exemplo 4.1.4 Considere a equação

y′′ + λy = 0, y(0) = 0, y(1) = 0,

os autovalores do operador diferen
ial L[y] = y′′ são λn = n2π2

om as autofunções φn =

sennπx.
∫ 1

0

φn(x)φm(x) dx =

∫ 1

0

sennπx senmπx dx = 0, se n 6= m.

Além disso,

λ1 < λ2 < · · · < λn < · · · e λn → ∞, quando n→ ∞..

É 
onveniente es
olher uma 
onstante tal que

∫ 1

0

r(x)φ2
n(x) dx = 1, n = 1, 2, · · · (1.10)

As funções que satisfazem 1.10 são ditas normalizáveis. Neste 
aso, dizemos que as autofunções

formam um 
onjunto ortonormal.

4.2 Exer
í
ios

1. Nos problemas abaixo determine os autovalores e as autofunções do problema de 
ontorno

dado.

(a) y′′ + λy = 0, y(0) = 0, y(π) = 0.

(b) y′′ + λy = 0, y′(0) = 0, y(L) = 0.

(
) y′′ + λy = 0, y′(0) = 0, y′(π) = 0.

(d) y′′ + λy = 0, y′(0) = 0, y(1) + y′(1) = 0.

(e) y′′ + 2y′ + (λ+ 1)y = 0, y(0) = 0, y(5) = 0.

(f) y′′ + λ2y = 0, y(0) = 0, y(L) = 0.

(g) y′′ + λy = 0, y(0) = 0, y(π/4) = 0.

(h) y′′ + λy = 0, y′(0) = 0, y′(π/2) = 0.

(i) y′′ + λy = 0, y(−π) = 0, y(π) = 0.

2. Nos problemas abaixo determine os autovalores e as autofunções do problema de 
ontorno

dado. Ponha as equações diferen
iais abaixo em forma auto-adjunta, isto é, na forma

do problema de Sturm-Liouville, identi�
ando p(x), q(x) e r(x). Dê uma relação de

ortogonalidade para esses problemas.

(a) x2y′′ + xy′ + λy = 0, y(1) = 0, y(eπ) = 0.
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(b) x2y′′ + 2xy′ + λy = 0, y(1) = 0, y(e2) = 0.

3. Quando uma 
arga 
onstante P é apli
ada a uma longa 
oluna delgada de seção transversa

uniforme e de 
omprimento L, a 
oordenada y de um ponto de sua 
urva de de�exão é

dada por

EI
d2y

dx2
+ Py = 0,

onde as 
onstantes E e I são respe
tivamente, o módulo de Young e o momento de

inér
ia da seção transversa. Se a 
oluna é impedida de rotar em seu topo e em sua base,

as 
ondições de 
ontorno são y(0) = 0 e y(L) = 0.

(a) Mostre que esse problema de valores de 
ontorno indi
a que a 
oluna não verga, a

menos que a 
arga P tenha um dos valores Pn = (n2π2/L2)EI, n = 1, 2, 3, · · · . Essas
diferentes 
argas são 
hamadas 
argas 
ríti
as.

(b) Mostre que a 
urva de de�exão 
orrespondente à mais baixa 
arga 
ríti
a P1 =

(π2/L2)EI, 
hamada 
arga de Euler, é y1(x) = c2sen(πx/L). A 
urva y1(x) é


hamada primeiro modo de deformação.



Capítulo 5

Séries de Fourier

5.1 Introdução

As séries de Fourier são ferramentas muito importante na resolução de Equações Diferen
iais

Par
iais. Podemos apli
á-las em diversas equações da Físi
a-Matemáti
a, prin
ipalmente nas

equações de Onda, Calor e Lapla
e. Vamos desenvolver neste 
apítulo toda a teoria para


al
ular as séries de Fourier de algumas funções e depois apli
ar o método desenvolvido para

resolver as equações a
ima 
itadas.

5.2 Funções Periódi
as

De�nição 5.2.1 Uma função f : R → R é periódi
a de período T se f (x+ T ) = f (x) para

todo x.

Exemplo 5.2.2 A função senx é periódi
a de período 2π. Observe a �gura 5.1.

-1

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

-10 -8 -6 -4 -2 2 4 6 8 10x

Figura 5.1: y = senx

Exemplo 5.2.3 A função f (x) = x− [x] , onde [x] representa o maior inteiro, menor do que

ou igual a x,é periódi
a de período 1. Veja o grá�
o de f dado pela �gura 5.2.

77
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Figura 5.2: f(x) = x− [x]

Observação:

Se T é um período para a função f , então 2T também é um período, pois:

f (x+ 2T ) = f (x+ T ) = f (x)

E em geral, kT é um período, onde k é um inteiro. Para k = 0, temos que 0 é um período da

f. Mas isso não tem interesse pois 0 é período de qualquer função. O menor período positivo é


hamado o período fundamental.

Exemplo 5.2.4 O período fundamental T da função sen
(nπx

L

)

pode ser determinado do se-

guinte modo. Devemos ter:

sen
nπ (x+ T )

L
= sen

nπx

L
, ∀x ∈ R.

Usando a seguinte propriedade trigonométri
a, sen (a + b) = senasenb+senbsena, devemos ter:

sen
nπx

L
cos

nπT

L
+ sen

nπT

L
cos

nπx

L
= sen

nπx

L
(2.1)

Fazendo x =
L

2n
, na igualdade a
ima obtemos:

sen
π

2
cos

nπT

L
= sen

π

2

O que impli
a:

cos
nπT

L
= 1 (2.2)

, e daí, usando a identidade: sen2θ + cos2 θ = 1, obtemos:

sen
nπT

L
= 0 (2.3)

Como estamos interessados no menor valor positivo de T que satisfaça (2.2) e (2.3), simulta-

neamente, então

nπT

L
= 2π,isto é, o período fundamental de sen

nπx

L
é: T =

2L

n
. (De maneira

análoga obtemos que o período fundamental de cos
nπx

L
é também

2L

n
.)
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5.3 Coe�
ientes de Fourier

Se uma função f (x) for expressa 
om:

f (x) =
1

2
a0 +

∞
∑

n=1

(

an cos
nπx

L
+ bnsen

nπx

L

)

(3.4)

é de se esperar que os 
oe�
ientes an e bn estejam intimamente ligados à função f.

Vamos supor que a igualdade a
ima se veri�que, e que a série em (3.4) 
onvirja uniforme-

mente.

Como 
onsequên
ia da Proposição 1, f deve ser 
ontínua (e portanto, pode ser integrada

termo a termo), e deve ser periódi
a de período 2L (pois o período fundamental de cos
πx

L
é 2L,

e 2L é período para as demais funções seno e 
o-seno que apare
em na série). Assim, usando

a Proposição 2, podemos integrar ambos os lados de (3.4) para obter:

∫ L

−L

f (x) dx =
1

2
a0

∫ L

−L

dx+

∞
∑

n=1

(

an

∫ L

−L

cos
nπx

L
dx+ bn

∫ L

−L

sen
nπx

L
dx

)

(3.5)

por outro lado,

∫ L

−L

sen
nπx

L
dx = 0

pois,

∫ L

−L

sen
nπx

L
dx =

L

nπ

∫ nπ

−nπ

senudu = − L

nπ
(cos u)]nπ−nπ = 0

de modo análogo segue que

∫ L

−L

cos
nπx

L
dx = 0

segue da igualdade (3.5) e do exposto a
ima que

∫ L

−L

f (x) dx =
1

2
a0

∫ L

−L

dx

segue que

a0 =
1

L

∫ L

−L

f (x) dx (3.6)

Para 
al
ularmos os demais 
oe�
ientes usamos as seguintes relações:

∫ L

−L

cos
nπx

L
sen

mπx

L
dx = 0, sen,m ≥ 1 (3.7)

∫ L

−L

cos
nπx

L
cos

mπx

L
dx =

{

L, se n = m ≥ 1

0, se n 6= m,n,m ≥ 1
(3.8)

∫ L

−L

sen
nπx

L
sen

mπx

L
dx =

{

L, se n = m ≥ 1

0, se n 6= m,n,m ≥ 1
(3.9)
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por questões de es
lare
imento vamos provar uma dessas relações, para n = m ≥ 1 temos:

∫ L

−L

cos2
nπx

L
dx =

L

nπ

∫ nπ

−nπ

cos2 udu =
L

2nπ

∫ nπ

−nπ

(cos 2u+ 1) du

=
L

2nπ

[(

1

2
sen2u

)

+ (u)

]nπ

−nπ

=
L

2nπ
[nπ − (−nπ)] = L

2nπ
[2nπ] = L

Analogamente mostram-se as outras relações.

Agora, multipli
ando (3.4) por cos
mπx

L
, 
om m ≥ 1 �xo, e integrando de −L a L, obtemos:

∫ L

−L

f (x) cos
mπx

L
dx =

1

2
a0

∫ L

−L

cos
mπx

L
dx+

+

∞
∑

n=1

(

an

∫ L

−L

cos
nπx

L
cos

mπx

L
dx+ bn

∫ L

−L

sen
nπx

L
cos

mπx

L
dx

)

Do somatório a
ima obtemos

∫ L

−L

f (x) cos
mπx

L
dx =

1

2
a0

∫ L

−L

cos
mπx

L
dx

+(a1

∫ L

−L

cos
πx

L
cos

mπx

L
dx+ b1

∫ L

−L

sen
πx

L
cos

mπx

L
dx+ ...

+am

∫ L

−L

cos
mπx

L
cos

mπx

L
dx+ bm

∫ L

−L

sen
mπx

L
cos

mπx

L
dx+ ...)

Usando as relações (3.7), (3.8) e (3.9) expostas a
ima 
on
luímos que:

∫ L

−L

f (x) cos
mπx

L
dx = 0 + (0 + ... + amL+ bm0 + ... + 0 + ...)

o que nos dá

∫ L

−L

f (x) cos
mπx

L
dx = amL (3.10)

De modo análogo, multipli
ando (3.4) por sen
mπx

L
, 
om m ≥ 1 �xo, e integrando de −L a L,

obtemos:

∫ L

−L

f (x) sen
mπx

L
dx =

1

2
a0

∫ L

−L

sen
mπx

L
dx+

+

∞
∑

n=1

(

an

∫ L

−L

cos
nπx

L
sen

mπx

L
dx+ bn

∫ L

−L

sen
nπx

L
sen

mπx

L
dx

)

daí

∫ L

−L

f (x) sen
mπx

L
dx =

1

2
a0

∫ L

−L

sen
mπx

L
dx

+(a1

∫ L

−L

cos
πx

L
sen

mπx

L
dx+ b1

∫ L

−L

sen
πx

L
sen

mπx

L
dx+ ...
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+am

∫ L

−L

cos
mπx

L
sen

mπx

L
dx+ bm

∫ L

−L

sen
mπx

L
sen

mπx

L
dx+ ...)

Novamente das relações (3.7), (3.8) e (3.9) temos:

∫ L

−L

f (x) sen
mπx

L
dx = 0 + (0 + ...+ am0 + bmL+ ...+ 0 + ...)

segue que

∫ L

−L

f (x) sen
mπx

L
dx = bmL (3.11)

Finalmente, de (3.6), (3.10) e (3.11) obtemos:

an =
1

L

∫ L

−L

f (x) cos
nπx

L
dx, n ≥ 0 (3.12)

bn =
1

L

∫ L

−L

f (x) sen
nπx

L
dx, n ≥ 1 (3.13)

De�nição 5.3.1 Seja f : R → R uma função periódi
a de período 2L, integrável e absoluta-

mente integrável em 
ada intervalo limitado; em parti
ular,

∫ L

−L

|f (x)| dx < ∞. Os números

an, para n ≥ 0, e bn, para n ≥ 1, dados em (3.12) e (3.13) são de�nidos 
omo os 
oe�
ientes de

Fourier da função f. (A exigên
ia da integrabilidade e integrabilidade absoluta de f é ne
essária

para que as expressões (3.12) e (3.13) façam sentido.)

Obs.:

|an| =
∣

∣

∣

∣

1

L

∫ L

−L

f (x) cos
nπx

L
dx

∣

∣

∣

∣

≤ 1

L

∫ L

−L

|f (x)|
∣

∣

∣
cos

nπx

L

∣

∣

∣
dx ≤ 1

L

∫ L

−L

|f (x)| dx,

o que dá sentido à integral.

5.4 Série de Fourier

Dada uma função f : R → R periódi
a de período 2L, integrável e absolutamente integrável,

que possa ser es
rita na forma:

f (x) ≃ 1

2
a0 +

∞
∑

n=1

(

an cos
nπx

L
+ bnsen

nπx

L

)

, (4.14)

a expressão do lado direito é a série de Fourier de f .

Que relação há entre f e sua série de Fourier? Será que a igualdade sempre o
orre?

Vamos estudar as 
ondições su�
ientes para que a função f seja igual à sua série de Fourier.
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De�nição 5.4.1 Uma função f : R → R será se

ionalmente 
ontínua se ela tiver apenas um

número �nito de des
ontinuidades (todas de preimeira espé
ie) em qualquer intervalo limitado.

Em outras palavras, dados a < b, existem a ≤ a1 < a2 < ... < an ≤ b, tais que f é 
ontínua em


ada intervalo aberto (aj, aj+1) , j = 1, ..., n− 1, e existem os limites f (aj + 0) = lim
x→a+

j

f (x) e

f (aj − 0) = lim
x→a−

j

f (x) .

Observação: Toda função 
ontínua é se

ionalmente 
ontínua.

Exemplo 5.4.2 f (x) =
1

x
, x 6= 0, não é se

ionalmente 
ontínua, pois sua des
ontinuidade

em x = 0 é de segunda espé
ie.

Exemplo 5.4.3 A função f : R → R de�nida por

f (x) =















1, se x ≥ 1
1

n
, se

1

n+ 1
≤ x ≤ 1

n
, n = 1, 2, ...

0, se x ≤ 0

não é se

ionalmente 
ontínua, apesr de todas as des
ontinuidades serem de primeriea espé
ie;

a
onte
e, porém, que, no intervalo (0, 1), há um número in�nito de tais des
ontinuidades.

Exemplos de funções se

ionalmente 
ontínuas:

Exemplo 5.4.4 A função sinal de x, de�nida por

signx =











+1, se x > 0

0, se x = 0

−1, se x < 0

Exemplo 5.4.5 A função

f (x) =

{

x+ 1, se x ≥ 0;

0, se x < 0.

Exemplo 5.4.6 A função

f (x) =











1, se 0 ≤ x < π

0, se − π ≤ x < 0

e periódi
a de período 2π

De�nição 5.4.7 Uma função f : R → R será se

ionalmente diferen
iável se ela for se

io-

nalmente 
ontínua e se a função derivada f ′
for também se

ionalmente 
ontínua.
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Observe que a derivada f ′
não está de�nida em todos os pontos: 
om 
erteza f ′ (x) não

existe nos pontos x onde f é des
ontínua; e mais, f ′ (x) pode não existir, mesmo em alguns

pontos onde f é 
ontínua.

Exemplo 5.4.8 As funções dos exemplos (5.4.4) - (5.4.6) anteriores saõ se

ionalmente dife-

ren
iáveis. Vamos pegar o exemplo (5.4.5):

f (x) =

{

x+ 1, se x ≥ 0;

0, se x < 0.
⇒ f ′ (x) =

{

1, se x ≥ 0;

0, se x < 0.

Exemplo 5.4.9 A seguinte função é 
ontínua, mas não se

ionalmente diferen
iável:

f (x) =

{ √
1− x2, se |x| ≤ 1

e periódi
a de período 2

pois nos pontos onde f ′
é des
ontínua, a des
ontinuidade é de segunda espé
ie, pois pela regra

da 
adeia, temos:f =
√
1− x2 ⇒ f ′ = (−2x)

1

2
(1− x2)

−
1
2
, daí, f ′ (x) = − x√

1− x2
, que é

des
ontínua em |x| = 1.

Agora enun
iamos um resultado que forne
e 
ondições su�
ientes para a 
onvergên
ia da

série de Fourier de uma função f.

Teorema 5.4.10 (Fourier) Seja f : R → R uma função se

ionalmente diferen
iável e de

período 2L. Então a série de Fourier da função f, dada em (4.14), 
onverge, em 
ada ponto x,

para:

1

2
[f (x+ 0) + f (x− 0)] =

1

2
a0 +

∞
∑

n=1

(

an cos
nπx

L
+ bnsen

nπx

L

)

(4.15)

Exer
í
io 1 Cal
ular a série de Fourier da função f de�nida no exemplo 3 a
ima e traçar

o grá�
o da função de�nida por essa série. Compare esse grá�
o 
om o grá�
o da função.

Resolução:

Cál
ulo dos 
oe�
ientes: a0 =
1
L

∫ L

−L

f (x) dx⇒ onde o período da função é 2L, daí,

a0 =
1

π

∫ π

−π

f (x) dx =
1

π

(
∫ 0

−π

0dx+

∫ π

0

1dx

)

=
1

π
(π − 0) = 1

para n 6= 0, temos:

an =
1

L

∫ L

−L

f (x) cos
nπx

L
dx, n ≥ 0; bn =

1

L

∫ L

−L

f (x) sen
nπx

L
dx,

daí,

an =
1

π

∫ π

−π

f (x) cos (nx) dx =
1

π

(
∫ 0

−π

0 cos (nx) dx+

∫ π

0

1 cos (nx) dx

)

,
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resolvendo a integral,temos:

∫ π

0

cos (nx) dx =
1

π

∫ nπ

0

cosu
du

n

=
1

π

[senu

n

]nπ

0
=

1

nπ
[sen (nπ)− sen (0)] = 0

e

bn =
1

π

∫ π

−π

f (x) sen (nx) dx =
1

π

(
∫ 0

−π

0sen (nx) dx+

∫ π

0

1sen (nx) dx

)

,

de modo análogo para bn, temos

∫ π

0

1sen (nx) dx =
1

π

∫ nπ

0

senu
du

n
=

1

π

[

−cos u

n

]nπ

0

= − 1

nπ
[cos (nπ)− cos (0)] =

1

nπ
[1− cos (nπ)] ,

ou, para k = 1, 2, ... :

b2k =
1

2kπ
[1− cos (2kπ)] = 0

e

b2k−1 =
1

(2k − 1)π
{1− cos [(2k − 1)]π} =

2

(2k − 1)π
(4.16)

A série de Fourier de f será:

f (x) ∼ 1

2
+

∞
∑

k=1

2

(2k − 1) π
sen [(2k − 1)x]

Pelo Teorema de Fourier, o grá�
o da função de�nida pela série é dado pela �gura 5.3

abaixo.

Figura 5.3: Grá�
o da série de Fourier da função do exemplo 5.4.6

Exer
í
io 2 Use os resultados do Exer
í
io 1 para obter uma expressão em série para

π

4
.
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Resolução: No ponto x =
π

2
, a série de Fourier é igual a 1, em virtude do Teorema de

Fourier:

1

2
[f (x+ 0) + f (x− 0)] =

1

2
[1 + 1] = 1,

logo,

1 =
1

2
+

∞
∑

k=1

2

(2k − 1)π
sen
[

(2k − 1)
π

2

]

1

2
=

2

π

∞
∑

k=1

1

(2k − 1)
sen
[

(2k − 1)
π

2

]

π

4
=

∞
∑

k=1

1

(2k − 1)
sen
[

(2k − 1)
π

2

]

,

ou, �nalmente,

π

4
= 1− 1

3
+

1

5
− 1

7
+

1

9
− ... =

∞
∑

k=1

(−1)k−1

(2k − 1)
,

que é 
onhe
ida 
omo a série de Leibniz.

5.5 Séries de Fourier de funções pares e ímpares

De�nição 5.5.1 Uma função f : R → R é par se f (x) = f (−x), para todo x ∈ R. (Isso

signi�
a que o grá�
o da função f é simétri
o 
om relação ao eixo dos y).

De�nição 5.5.2 Uma função f : R → R é ímpar se f (x) = −f (−x), para todo x ∈ R. (Isso

signi�
a que o grá�
o da função f é simétri
o 
om relação à origem).

Exemplo 5.5.3 funções pares: f (x) = cos
nπx

L
; f (x) = x2n, para n = 1, 2, ...; outro:

f (x) = |x| .

Exemplo 5.5.4 funções ímpares: f (x) = sen
nπx

L
; f (x) = x2n−1; para n = 1, 2, ...; outro:

f (x) = x.

Proposição 5.5.5 1. A soma de duas funções pares é uma função par

2. A soma de duas funções ímpares é uma função ímpar.

3. O produto de duas funções pares é uma função par.

4. O produto de duas funções ímpares é uma função par.

5. O produto de uma função par por uma função ímpar é uma função ímpar.
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Demonstração:

1 Sejam f, g : R → R funções pares

(f + g) (x) = f (x) + g (x) = f (−x) + g (−x) = (f + g) (−x)

2 Sejam f, g : R → R funções ímpares

(f + g) (x) = f (x) + g (x) = −f (−x) + [−g (−x)] = − [f (−x) + g (−x)] = − (f + g) (−x)

3 Sejam f, g : R → R funções pares:

(fg) (x) = f (x) g (x) = f (−x) g (−x) = (fg) (−x)

4 Sejam f, g : R → R funções ímpares:

(fg) (x) = f (x) g (x) = [−f (−x)] [−g (−x)] = [f (−x) g (−x)] = (fg) (−x)

5 Sejam f : R → R uma função par e g : R → R uma função ímpar:

(fg) (x) = f (x) g (x) = f (−x) [−g (−x)] = − [f (−x) g (−x)] = − (fg) (−x)

Proposição 5.5.6 (i) Seja f : R → R uma função par que é integrável em qualquer intervalo

limitado. Então:

∫ L

−L

f = 2

∫ L

0

f

(ii) Se f : R → R é uma função ímpar e integrável em qualquer intervalo limitado. Então:

∫ L

−L

f = 0

Demonstração:Seja f uma função par e 
onsidere a integral

∫ L

−L

f =

∫ 0

−L

f +

∫ L

0

f, temos que

para y = −x
∫ 0

−L

f (x) dx = −
∫ 0

L

f (−y) dy = +

∫ L

0

f (−y) dy =

∫ L

0

f (y) dy.

isso mostra que se f é par então

∫ L

−L

f = 2

∫ L

0

f

Analogamente, seja f uma função ímpar temos que

∫ L

−L

f =

∫ 0

−L

f +

∫ L

0

f, e para y = −x
teremos

∫ 0

−L

f (x) dx = −
∫ 0

L

f (−y) dy = +

∫ L

0

f (−y) dy = −
∫ L

0

f (y) dy.
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que mostra

∫ L

−L

f = 0

Da proposição anterior podemos estabele
er os seguintes resultados sobre as séries de fourier

de funções pares e ímpares.

(a) Se f for uma função par, periódi
a de período 2L, integrável e absolutamente integrável,

então:

an =
1

L

∫ L

−L

f (x) cos
nπx

L
dx =

2

L

∫ L

0

f (x) cos
nπx

L
dx, n ≥ 0,

pois o produto de duas funções pares é uma função par. E,

bn =
1

L

∫ L

−L

f (x) sen
nπx

L
dx = 0, n ≥ 1,

pois o produto de uma função par e uma função ímpar é uma função ímpar.

Portanto, a série de Fourier de uma função par é uma série de 
o-senos.

(b) Se f for uma função ímpar, periódi
a de período 2L, integrável e absolutamente inte-

grável, então:

an =
1

L

∫ L

−L

f (x) cos
nπx

L
dx = 0,

pois o produto de uma função par e uma função ímpar é uma função ímpar. E,

bn =
1

L

∫ L

−L

f (x) sen
nπx

L
dx =

2

L

∫ L

0
f (x) sen

nπx

L
dx,

pois o produto de duas funções ímpares é uma função par.

Assim, a série de Fourier de uma função ímpar é uma série de senos.

5.6 Cál
ulo de Algumas Séries de Fourier

I ) Seja f1 : R → R periódi
a de período 2L e de�nida por f1 (x) = x, para −L ≤ x < L. Como

f1 é ímpar, teremos uma série de senos 
ujos 
oe�
ientes são:

an = 0; bn =
2

L

∫ L

0

xsen
nπx

L
dx.
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fazendo a mudança de variável y =
nπx

L
, obtemos:

bn =
2

L

∫ nπ

0

L

nπ
ysen (y)

L

nπ
dy =

2L

n2π2

∫ nπ

0

ysen (y) dy.

Integrando por partes, temos

∫ nπ

0

ysen (y) dy = [−y cos y]nπ0 +

∫ nπ

0

cos (y)dy

= −nπ cos (nπ)− (0) + [sen (y)]nπ0 = −nπ cos (nπ)

Logo

bn =
2L

n2π2
(−nπ cos (nπ)) ⇒ bn =

2L

nπ
(− cos (nπ)) ,


omo

{

para n ímpar, cos (nπ) = −1

para n par, cos (nπ) = 1

então

bn =
2L

nπ
(−1)n+1 .

Portanto a série de Fourier da função f1 é:

f1 (x) ∼
2L

π

∞
∑

n=1

(−1)n+1

n
.sen

nπx

L

e seu grá�
o é:

II ) Seja f2 : R → R periódi
a de período 2L e de�nida por

f2 (x) =

{

L− x, para 0 ≤ x ≤ L;

L+ x, para − L ≤ x ≤ 0

Como f2 é uma função par, temos uma série de 
ossenos, 
ujos 
oe�
ientes são:
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a0 =
2

L

∫ L

0

(L− x) dx =
2

L

[

Lx− x2

2

]L

0

=
2

L

(

L2 − L2

2

)

− 0 =
2

L

L2

2
= L;

e

an =
2

L

∫ L

0

(L− x) cos
nπx

L
dx

fazendo a mudança de variável y =
nπx

L
, obtemos:

an =
2

L

∫ nπ

0

(

L− L

nπ
y

)

cos (y)
L

nπ
dy

=
2

L

∫ nπ

0

L

(

nπ − y

nπ

)

cos (y)
L

nπ
dy =

=
2L

n2π2

∫ nπ

0

(nπ − y) cos (y)dy

Integrando por partes a integral a
ima, temos

∫ nπ

0

(nπ − y) cos (y) dy = [(nπ − y) sen (y)]nπ0

−
∫ nπ

0

− sen (y) dy = 0− 0 + [− cos (y)]nπ0

= − cos (nπ)− (− cos 0)

= 1− cos (nπ) ,

Logo,

an =
2L

n2π2
(1− cos (nπ))


omo

{

para n ímpar, cos (nπ) = −1

para n par, cos (nπ) = 1

então

an =
2L

n2π2
[1− (−1)n]

ou seja,para n = 2k, temos: a2k = 0, k = 1, 2, ... e para n = 2k − 1, temos:

a2k−1 =
2L

(2k − 1)2 π2
[1− (−1)] ⇒ a2k−1 =

4L

(2k − 1)2 π2
, k = 1, 2, ...

Portanto a série de Fourier da função f2 é:
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f2 (x) ∼
L

2
+

4L

π2

∞
∑

k=1

1

(2k − 1)2
. cos

(2k − 1)πx

L
.

grá�
o da função f2 :

Observe que, em virtude do Teorema de Fourier, o símbolo ∼ pode ser substituído por =.

Usando o Teorema de Fourier, para x = 0, obtemos:

L− 0 =
L

2
+

4L

π2

∞
∑

k=1

1

(2k − 1)2
,

ou seja,

L

2
=

4L

π2

∞
∑

k=1

1

(2k − 1)2
⇒ π2

8
=

∞
∑

k=1

1

(2k − 1)2
= 1 +

1

32
+

1

52
+

1

72
+ ...

III ) Seja f3 : R → R periódi
a de príodo 2L e de�nida por f3 (x) = x2 para −L ≤ x ≤ L.

Como f3 é par, teremos uma série de 
ossenos 
ujos 
oe�
ientes são:

a0 =
2

L

∫ L

0

x2dx =
2

L

[

x3

3

]L

0

=
2

L

(

L3

3

)

− 0 = 2
L2

3
;

an =
2

L

∫ L

0

x2 cos
nπx

L
dx.

fazendo a mudança de variável y =
nπx

L
, obtemos:

an =
2

L

∫ nπ

0

(

L

nπ
y

)2

cos (y)
L

nπ
dy =

=
2

L

2L3

n3π3

∫ nπ

0

y2 cos (y)dy =
2L2

n3π3

∫ nπ

0

y2 cos (y) dy
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Integrando por partes, temos

∫ nπ

0

y2 cos (y) dy =
[

y2sen (y)
]nπ

0
−
∫ nπ

0

2ysen (y) dy

= 0− 0−
∫ nπ

0

2ysen (y) dy,

daí,

an = − 4L2

n3π3

∫ nπ

0

ysen (y) dy

Integrando novamente por partes, obtemos

∫ nπ

0

ysen (y)dy = [−y cos (nπ)]nπ0 −
∫ nπ

0

− cos ydy

= −nπ cos (nπ)− 0 + [seny]nπ0

= −nπ cos (nπ)

Logo,

an = − 4L2

n3π3
[−nπ cos (nπ)] = 4L2

n3π3
[cos (nπ)] =

4L2

n2π2
(−1)n

Portanto a série de Fourier da função f3 é:

f3 (x) ∼
L2

3
+

4L2

π2

∞
∑

n=1

(−1)n

n2
cos

nπx

L
.

O grá�
o da função f3 é dado pela �gura 5.4.

0-2L

y =x
2

-3L

L
2

-L L 2L 3L

y

x

Figura 5.4: Grá�
o da função f3

Observe que, de fato, tem-se = em vez de ∼, 
omo 
onsequên
ia do teorema de Fourier.

Usando o Teorema de Fourier para x = L, obtemos:

L2 =
L2

3
+

4L2

π2

∞
∑

n=1

1

n2
,
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pois (−1)n e cosnπ sempre terão o mesmo sinal e assim, pela multipli
ação dos dois termos,

sempre teremos +1.

Ou seja,

L2 − L2

3
=

4L2

π2

∞
∑

n=1

1

n2
⇒ 2L2

3
=

4L2

π2

∞
∑

n=1

1

n2
⇒

⇒ π2

6
=

∞
∑

n=1

1

n2
= 1 +

1

22
+

1

32
+

1

42
+ ...

5.7 Equação da Onda

Considere-se uma 
orda de 
omprimento L situada sobre o eixo dos x, 
om origem no ponto de

ab
issa zero e extremidade L. Pro
urar-se-á en
ontrar a elongação u (x, t) ao os
ilar a 
orda,

supondo-se os extremos �xos, 
onhe
endo-se a posição ini
ial u0 (x) da 
orda e a velo
idade

no instante t = 0. Matemati
amente, trata-se de resolver o problema misto para a equação

da 
orda vibrante o que será feito aqui 
om o método de separação de variáveis. O problema


onsiste em en
ontrar uma função real u (x, t), de�nida para 0 < x < L e t > 0, que satisfaça

as seguintes 
ondições:

∂2u

∂t2
= a2

∂2u

∂x2
, 0 < x < L, t > 0 (Equação da onda) (7.17)

u (x, 0) = u0 (x) ; ut (x, 0) = u1 (x) , 0 ≤ x ≤ L (
ondições ini
iais) (7.18)

u (0, t) = u (L, t) = 0 para todo t > 0 (
ondições de 
ontorno) (7.19)

sendo u0 e u1 funções 
onhe
idas. Vamos utilizar o método de separação de variáveis para

tentar en
ontrar uma solução para o nosso problema, ou seja, vamos 
onsiderar a função u

dada por

u (x, t) = X (x) T (t)

sendoX uma função só de x e T outra apenas de t. Substituindo-se na equação (7.17), obtém-se:

XT ′′ = a2X ′′T

E nos pontos onde T e X não se anulam, en
ontra-se:

T ′′

a2T
=
X ′′

X
= −λ, (7.20)

sendo λ uma 
onstante. De (7.19) nos extremos da 
orda resulta:

u (0, t) = X (0)T (t) = 0; u (L, t) = X (L)T (t) = 0, t > 0
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omo T (t) deve ser diferente de zero, pois se assim fosse obteríamos a solução nula, o que não

nos interessa, devemos ter então que:

X (0) = X (L) = 0 (7.21)

Portanto, a equação (7.20) e a 
ondição (7.21) permitem formular os dois problemas seguin-

tes para en
ontrar as funções X e T :

X ′′ + λX = 0, X (0) = X (L) = 0; (7.22)

T ′′ + λa2T = 0 (7.23)

Resolução de (7.22):

Primeiro 
aso:

Suponha-se λ < 0. Fazendo-se λ = −k2, a equação (7.22) toma a forma:

X ′′ − k2X = 0

pro
uramos uma solução do tipo X = erx, temos que, X ′ = rerx, X ′′ = r2erx, substituindo na

equação, obtemos:

r2erx − k2erx = 0 ⇒
(

r2 − k2
)

erx = 0, erx 6= 0

r2 − k2 = 0 ⇒ r2 = k2 ⇒ r = ±k

Daí, as raízes do polin�mio 
ara
terísti
o são −k e +k. Portanto, a solução geral será dada

por:

X (x) = c1e
−kx + c2e

kx

sendo c1 e c2 
onstantes a serem determinadas pelas 
ondições de 
ontorno estabele
idas para

a equação (7.22). Portanto, tem-se:

X (0) = c1e
0 + c2e

0 = 0

X (L) = c1e
−kL + c2e

kL = 0

que é um sistema linear homogêneo nas in
ógnitas c1 e c2, 
ujo determinante D é não nulo:

D =

∣

∣

∣

∣

∣

1 1

e−kL ekL

∣

∣

∣

∣

∣

= ekL − e−kL 6= 0 e Dc1 =

∣

∣

∣

∣

∣

0 1

0 ekL

∣

∣

∣

∣

∣

= 0, Dc2 =

∣

∣

∣

∣

∣

1 0

e−kL 0

∣

∣

∣

∣

∣

= 0, temos

que c1 =
Dc1

D
e c2 =

Dc2

D
, daí 
on
luímos que a úni
a solução do sistema é a solução trivial

c1 = c2 = 0. Con
lui-se que o problema da equação (7.22) não possui solução diferente da

solução nula se λ < 0.

Segundo 
aso:
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Suponha-se λ = 0. Assim sendo, a equação em (7.22) reduz-se a X ′′ (x) = 0 e a solução é

X (x) = ax + b. As 
ondições X (0) = b = 0, X (L) = aL + b = 0 impli
am que a e b são

zero,logo 
on
luímos também que o problema da equação (7.21)possui apenas a solução nula,

que não nos interessa.

Ter
eiro 
aso:

Suponha-se λ > 0. A equação (7.22) tem a seguinte forma:

X ′′ + λX = 0,


ujo polin�mio 
ara
terísti
o é: r2 + λ = 0 e possui as raízes +i
√
λ e −i

√
λ e a solução geral

da equação duferen
ial é:

X (x) = c1sen
√
λ.x+ c2 cos

√
λ.x

De X (0) = 0 deduz-se que:

c1sen0 + c2 cos 0 = 0 ⇒ 0 + c2.1 = 0 ⇒ c2 = 0

e a solução anterior tem a forma:

X (x) = c1sen
√
λ.x

na qual, evidentemente, se supõe c1 6= 0. Portanto, de X (L) = 0 resulta que c1sen
√
λ.L = 0,

isto é,

√
λ.L = kπ, sendo k um número inteiro. Portanto, o problema da equação (7.22) possui

solução não nula para uma 
oleção enumerável de valores de λ, dados por:

λk =

(

kπ

L

)2

, k = 1, 2, ...

a 
ada λk 
orresponde uma solução Xk (x) de�nida por:

Xk (x) = sen
kπx

L
, k = 1, 2, ...

(Obs.: poderíamos ter 
onsiderado soluções 
om valores de k negativos, mas essas soluções

junto 
om as soluções 
om valores de k positivos resultam num 
onjunto de soluções linearmente

dependentes, por isso, as desprezamos, e 
onsideramos somente os valores de k positivos)

Um problema 
omo o da equação (7.22), dependendo do parâmetro λ e das 
ondições de


ontorno X (0) = X (L) = 0, denomina-se um problema Sturn-Liouville. Os valores de λ aos

quais 
orrespondem soluções não nula do problema denomina-se autovalores e as soluções não

nulas são 
hamadas autofunções. No presente 
aso, os autovalores são os λk =

(

kπ

L

)2

e as

autofunções são as Xk (x) = sen
kπx

L
, k = 1, 2, ....

Para resolver o problema da equação (7.23) tem-se T ′′ + λka
2T = 0, 
uja equação 
ara
te-

rísti
a é: r2 + λka
2 = 0 ⇒ r2 = −λka2 ⇒ r = ±ia

√
λk, onde este último resultado mostra as

raízes da equação 
ara
terísti
a. E a solução geral é:
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Tk (t) = αksena
√
λkt+ βk cos a

√
λkt,

sendo αk e βk 
onstantes. Portanto, as funções

uk (x, t) = Xk (x) Tk (t) =

(

ak cos
kπat

L
+ bksen

kπat

L

)

sen
kπx

L
, para k = 1, 2, ...,

devem satisfazer a equação (7.17) e as 
ondições de 
ontorno (7.19). Dado o 
aráter linear da

equação diferen
ial (7.17) 
on
lui-se que toda soma da forma:

Sn (x, t) =

n
∑

k=1

(

ak cos
kπat

L
+ bksen

kπat

L

)

sen
kπx

L

também é solução de (7.17) e (7.19).

A questão prin
ipal é mostrar que, mediante 
ertas restrições sobre os dados ini
ias u0, u1, a

su
essão (Sn (x, t))n ∈ N 
onverge pontualmente para uma função u (x, t) em 0 ≤ x ≤ L, t ≥ 0,

que é solução de (7.17), (7.18) e (7.19) e que esse problema misto é 
orretamente proposto

(existe solução; há uni
idade de soluções; há dependên
ia 
ontínua dos dados ini
ias u0 e u1).

Mas isto está fora do es
opo desse livro. Todavia, se 
onsiderarmos a função u dada por

u (x, t) = lim
n→∞

Sn (x, t) =
∞
∑

k=1

(

ak cos
kπat

L
+ bksen

kπat

L

)

sen
kπx

L
.

Podemos a�rmar que u (x, t), é a solução de (7.17), (7.18) e (7.19), desde que os dados ini
iais

u0 e u1 satisfaçam as seguintes 
ondições:

u0 (x) =

∞
∑

k=1

aksen
kπx

L

u1 (x) =

∞
∑

k=1

bk
kπa

L
sen

kπx

L
.

Consequentemente, as 
ondições ini
iais serão satisfeitas se u0, u1 forem tais que sua ex-

tensões ímpares ao intervalo (−L, L) sejam representadas através das séries anteriores 
ujos


oe�
ientes de fourier são:

∫ L

−L

u0 (x) sen
kπx

L
dx = ak.L⇒ ak =

2

L

∫ L

0

u0 (x) sen
kπx

L
dx (7.24)

∫ L

−L

u1 (x) sen
kπx

L
dx = bk.

(

kπa

L

)

.L⇒ bk =
2

kπa

∫ L

0

u1 (x) sen
kπx

L
dx. (7.25)

Tendo-se em mente a motivação anterior, impondo-se 
ondições adequadas aos dados ini
ias,

a função u (x, t) de�nida por:

u (x, t) =
∞
∑

k=1

(

ak cos
kπat

L
+ bksen

kπat

L

)

sen
kπx

L
,
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sendo ak e bk os 
oe�
ientes das séries,

u0 (x) =
∞
∑

k=1

aksen
kπx

L
em 0 ≤ x ≤ L,

u1 (x) =

∞
∑

k=1

bk

(

kπa

L

)

sen
kπx

L
em 0 ≤ x ≤ L,

é 
andidata a solução do problema misto (7.17), (7.18) e (7.19).

5.7.1 Energia da 
orda vibrante

Vamos 
onsiderar a equação da onda a
res
ida de uma força externa h, 
om as 
ondições ini
iais

e de fronteira dadas abaixo:

∂2u

∂t2
= a2

∂2u

∂x2
+ h(x, t, u), 0 < x < L, t > 0 (7.26)

u (x, 0) = u0 (x) ; ut (x, 0) = u1 (x) , 0 ≤ x ≤ L (7.27)

u (0, t) = u (L, t) = 0 para todo t > 0 (7.28)

seja u (x, t) uma solução desse sistema de equações. Multipli
ando a equação (7.26) por ut e

integrando 
om relação a x entre 0 e L, temos

∫ L

0

uttutdx =

∫ L

0

a2uxxutdx+

∫ L

0

h (x, t, u)utdx (7.29)

Observando que

∂

∂t
(ut.ut) = uttut + uttut ⇒

∂

∂t
u2t = 2uttut ⇒ uttut =

1

2

∂

∂t
u2t .

e fazendo integração por partes na segunda integral de (7.29) temos

1

2

d

dt

∫ L

0

(x) u2tdx = a2uxut|L0 −
∫ L

0

a2uxutxdx+

∫ L

0

h (x, t, u)utdx


omo

∂

∂t
(u2x) = 2uxutx, podemos es
rever a equação a
ima na forma

1

2

d

dt

∫ L

0

u2tdx = a2uxut|L0 − 1

2

d

dt

∫ L

0

a2u2xdx+

∫ L

0

h (x, t, u) utdx

ou ainda

d

dt

[

1

2

∫ L

0

u2tdx+
1

2

∫ L

0

a2u2xdx

]

= a2uxut|L0 +

∫ L

0

h (x, t, u)utdx (7.30)

A relação (7.30) é 
hamada equação da energia. A expressão

K (t) =
1

2

∫ L

0

u2tdx (7.31)
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é a energia 
inéti
a da 
orda e

V (t) =
1

2

∫ L

0

a2u2xdx (7.32)

é a energia poten
ial da 
orda e E(t) = K(t) + V (t) é a energia total da 
orda. Vamos agora


omentar sobre a equação da energia. Suponhamos que u seja a solução do sistema (7.26)-(7.28);


om h = 0 e ut(0, t) = ut(L, t) = 0. Desse modo, (7.32) reduz-se a

∂

∂t

[

1

2

∫ L

0

u2tdx+
1

2

∫ L

0

a2u2xdx

]

= 0, (7.33)

o que impli
a que a energia E(t) seja 
onstante 
om o tempo. Tem-se, assim, um prin
ípio

de 
onservação da energia para o fen�meno de vibração da 
orda 
om extremidades �xas, e

sem ação de forças externas, isto é, h = 0. Diz-se, também, que o sistema é 
onservativo.

Igual 
on
lusão teremos para o 
aso de vibração da 
orda, sem ação de forças externas, e 
om


ondições de fronteira do tipo ux(0, t) = ux(L, t) = 0. A energia da 
orda vibrante no instante

ini
ial t = 0 é

E (0) =
1

2

∫ L

0

u20 (x) dx+
1

2

∫ L

0

a2u21 (x) dx, (7.34)

e o prin
ipio de 
onservação da energia diz que essa energia é mantida.

O resultado de uni
idade abaixo será demonstrado, utilizando-se o método da energia.

Teorema 5.7.1 (Uni
idade)A solução do sistema de equações de ondas dado pelas equações

(7.26),(7.27),(7.28) é úni
a.

Demonstração: Suponha que o sistema (7.26),(7.27),(7.28) tenha duas soluções, u1 e u2. É

bom salientar que estamos supondo que as seguintes relações de 
ompatibilidade entre os dados

ini
iais e os de fronteira: h1(0) = f(0), h2(0) = g(L) estão satisfeitas, isso para garantir soluções


lássi
as para o sistema. É fá
il ver que a função u = u1 − u2 satisfaz ao seguinte sistema de

equações:











utt = a2uxx,

u(0, t) = u(L, t) = 0,

u(x, 0) = ut(x, 0) = 0.

usando o prin
ípio de 
onservação de energia obtemos que ut (x, t) = ux(x, t) = 0 para (x, t)

em (0, L) × (0, T ). Logo, u(x, t) = Cte em (0, L) × (0, T ). Usando a 
ontinuidade de u, em

[0, L]× [0, T ], e as 
ondições ini
iais, 
on
luímos que u = 0 em [0, L]× [0, T ], ou seja u1 = u2 .

Tem-se, assim, a uni
idade de solução para esse sistema.

5.8 Equação do Calor

Vamos representar por ℜ a região do plano (x, t) determinada por 0 < x < L e t > 0, e por ℜ̄
a união de ℜ 
om sua fronteira que é formada pelas semi-retas {x = 0, t > 0} e {x = L, t > 0}



98 CAPÍTULO 5. SÉRIES DE FOURIER

e pelo segmento {0 ≤ x ≤ L, t = 0} . O problema da 
ondução do 
alor 
onsiste em determinar

uma função real u (x, t) de�nida em ℜ̄ que satisfaça à equação do 
alor

ut = Kuxx em 0 < x < L, t > 0 (8.35)

e a 
ondição ini
ial

u(x, 0) = f(x), 0 < x < L, (8.36)

onde f : [0, L] → R é uma função dada, e, que também satisfaça as 
ondições de fronteira.

Vamos 
omeçar 
om o 
aso em que as temperaturas nas extremidades da barra são mantidas à

temperatura 
onstante zero, isto é,

u(0, t) = u(L, t) = 0. t > 0 (8.37)

O problema dado em (8.35)-(8.37) é 
hamado um problema de valores ini
ial e de fronteira, ou

problema misto.

Método de Fourier: Vamos, primeiramente, usar o método de separação de variáveis e pro-


urar soluções u(x, t) do problema na forma

u(x, t) = F (x)G(t). (8.38)

Substituindo u dada por (8.38) na equação do 
alor, obtemos

F (x)G′(t) = KF ′′(x)G(t) (8.39)

ou

1

K

G′(t)

G(t)
=
F ′′(x)

F (x)
(8.40)

onde F (x), G(t) 6= 0.

Agora observe que o lado esquerdo de (8.40) é função apenas de t, enquanto que o lado

direito é função apenas de x. Logo, tanto o lado esquerdo de (8.40) 
omo o lado direito (que

são iguais!) devem independer de x e de t. Isso quer dizer

F ′′(x)

F (x)
=

1

K

G′(t)

G(t)
= σ (8.41)

onde σ é um parâmetro independente de t e de x.

A primeira equação, em (8.41), nos diz que F deve satisfazer à equação diferen
ial ordinária

F ′′(x)− σF (x) = 0, para0 < x < L (8.42)

e, 
omo u(0, t) = u(L, t) = 0, a função F (x) deve satisfazer também às 
ondições

F (0) = F (L) = 0, (8.43)
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Pois, 
omo u(0, t) = F (0)G(t) = 0 para todo t > 0, segue-se que, se F (0) 6= 0, então G(t) ≡ 0 e,

portanto, u ≡ 0. E, se bem que u ≡ 0 seja solução da equação do 
alor e satisfaça às 
ondições

de fronteira, essa função não tem 
han
e de satisfazer à 
ondição ini
ial u(x, 0) = f(x), a

menos que f(x) ≡ 0. Agora pro
edemos no sentido de ver quais os valores de σ que 
onduzem

a soluções F (x) do problema dado em (8.42)-(8.43).

Se σ > 0, fazendo-se σ = k2, a equação (8.42) toma a forma

F ′′ − k2F = 0 (8.44)

pro
uramos uma solução do tipo F = erx temos F ′ = rerx, F ′′ = r2erx, substituindo na equação,

temos:

r2erx − k2erx = 0 ⇒
(

r2 − k2
)

erx = 0, erx 6= 0r2 − k2 = 0 ⇒ r2 = k2 ⇒ r = ±k

Daí, as raízes do polin�mio 
ara
terísti
o são −k e +k. Portanto, a solução geral será dada

por:

F (x) = c1e
−kx + c2e

kx

sendo c1 e c2 
onstantes a serem determinadas pelas 
ondições de 
ontorno estabele
idas para

a equação (8.42). Portanto, tem-se:

F (0) = c1e
0 + c2e

0 = 0

F (L) = c1e
−kL + c2e

kL = 0

que é um sistema linear homogêneo nas in
ógnitas c1 e c2, 
ujo determinante (D) é não nulo:

D =

∣

∣

∣

∣

∣

1 1

e−kL ekL

∣

∣

∣

∣

∣

= ekL − e−kL 6= 0 e Dc1 =

∣

∣

∣

∣

∣

0 1

0 ekL

∣

∣

∣

∣

∣

= 0, Dc2 =

∣

∣

∣

∣

∣

1 0

e−kL 0

∣

∣

∣

∣

∣

= 0, temos

que c1 =
Dc1

D
e c2 =

Dc2

D
, daí 
on
luímos que a úni
a solução do sistema é a solução trivial

c1 = c2 = 0. Con
lui-se que o problema da equação (14) não possui solução diferente da solução

nula se σ > 0.

Suponhamos σ = 0.

Desse modo, a equação (8.42) reduz-se a F ′′ (x) = 0 e a solução é F (x) = c1x + c2. As


ondições F (0) = c2 = 0, F (L) = c1L+ c2 = 0 ⇒ c1 = 0, impli
am que, também neste 
aso, o

problema da equação (8.42) possui apenas a solução nula.

Suponhamos que σ < 0. fazendo σ = −λ2, temos

X” + λ2X = 0, (8.45)


ujo polin�mio 
ara
terísti
o é: r2 + λ2 = 0 e possui as raízes +iλ e −iλ e a solução geral da

equação diferen
ial é:

F (x) = c1 cosλx+ c2senλx (8.46)
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De F (0) = 0 deduzimos que:

c1 cos 0 + c2sen0 = 0 ⇒ c1.1 + 0 = 0 ⇒ c1 = 0 (8.47)

e a solução anterior tem a forma:

F (x) = c2senλx (8.48)

na qual, evidentemente, se supõe c2 6= 0. Portanto, de F (L) = 0 resulta que c2senλL = 0, isto

é, λL = nπ, sendo n um número inteiro. Portanto, o problema da equação (8.42) possui uma


oleção enumerável de soluções não nulas 
ujos valores de λ são dados por:

λn =
(nπ

L

)

, onde n = 1, 2, ... (8.49)

Os valores de −σ = λ2 :

λ2n =
(nπ

L

)2

(8.50)

são 
hamados os autovalores próprios do problema dado em (8.42)-(8.43), e as funções

Fn (x) = sen
nπx

L
, n = 1, 2, ... (8.51)

são 
hamadas as funções próprias ou autofunções do problema dado em (8.42)-(8.43).

Vejamos agora a segunda equação diferen
ial ordinária em (8.41):

G′ −KσG = 0 (8.52)

a equação 
ara
terísti
a é:

r − σK = 0 ⇒ r = σK

daí, a solução geral é:

G (t) = ceσKt
(8.53)

Logo, de (8.51) e (8.53) temos para 
ada n = 1, 2, 3, ..., uma função

un (x, t) = e−n2π2Kt/L2

.sen
nπx

L
(8.54)

a qual satisfaz à equação (8.35) e às 
ondições de fronteira (8.37).

Esses un 
hegaram quase a resolver o problema (8.35)-(8.37). A di�
uldade está em que,

sendo

un (x, 0) = sen
nπx

L
, (8.55)

un (x, t) só seria solução de (8.35)-(8.37) se a função dada f (x) tivesse a forma

f (x) = sen
nπx

L
(8.56)

Em geral, temos que

N
∑

n=1

cnun (x, t) , (8.57)
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onde os cn são 
onstantes e os un são as funções de�nidas em (8.54) é solução do problema pois

uma 
ombinação linear de soluções do problema linear é também uma solução. Consequente-

mente, se a 
ondição ini
ial f (x) for da forma

N
∑

n=1

cnsen
nπx

L
(8.58)

então, nesse 
aso, a solução de (8.35)-(8.37) será

u (x, t) =
N
∑

n=1

cne
−n2π2Kt/L2

.sen
nπx

L
. (8.59)

E se f não tiver a forma simples a
ima? Aí vem a idéia de tomarmos �somas in�nitas�.

Suponhamos que a função dada f (x) possa ser expressa em uma série da forma

f (x) =
∞
∑

n=1

cnsen
nπx

L
(8.60)

onde os cn devem ser os 
oe�
ientes de Fourier da f , dada em [0, L] e estendida a toda reta R

de modo a ser ímpar e periódi
a de período 2L. Assim, podemos determinar estes 
oe�
ientes

multipli
ando (8.60) por sen
mπx

L
, para m ≥ 1 �xo

f (x) sen
mπx

L
=

∞
∑

n=1

cnsen
nπx

L
sen

mπx

L
(8.61)

integrando,

∫ L

−L

f (x) sen
mπx

L
dx =

∞
∑

n=1

∫ L

−L

cnsen
nπx

L
sen

mπx

L
dx (8.62)

em apenas um ponto, teremos n = m e então apenas uma integral do segundo membro será

igual a L, e as demais serão iguais a zero, 
omo visto anteriormente. Daí,

∫ L

−L

f (x) sen
mπx

L
dx = cnL⇒ cn =

1

L

∫ L

−L

f (x) sen
mπx

L
dx

cn =
2

L

∫ L

0

f (x) sen
mπx

L
dx (8.63)

Então o 
andidato para solução do problema dado em (8.35)-(8.37) nesse 
aso seria

u (x, t) =

∞
∑

n=1

cne
−n2π2Kt/L2

sen
nπx

L
. (8.64)


om os cn dados por (8.63).
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5.8.1 Uni
idade de solução para a equação do 
alor

Suponha que u1 (x, t) e u2 (x, t) sejam duas soluções do sistema (8.35)-(8.37). Então, u = u1−u2
é uma função 
ontínua em ℜ̄ e tal que











ut = Kuxx, em ℜ
u (0, t) = u (L, t) = 0, para t > 0

u (x, 0) = 0, para 0 ≤ x ≤ L

(8.65)

A uni
idade de solução do sistema (8.35)-(8.37) segue das relações a
ima se provarmos que

u ≡ 0. Isso é, porém, 
onsequên
ia imediata do resultado enun
iado a seguir.

Teorema 5.8.1 (Prin
ípio do Máximo-Mínimo) Seja u (x, t) uma função 
ontínua no re-

tângulo ℜ̄12 = (x, t) : {x1 ≤ x ≤ x2, t1 ≤ t ≤ t2} e tal que ut = Kuxx, para x1 < x < x2 e

t1 < t < t2. Então o máximo de u é assumido em um dos seguintes lados de ℜ̄12 :











l1 = {x = x1, t1 ≤ t ≤ t2}
l2 = {x1 ≤ x ≤ x2, t = t1}
l3 = {x = x2, t1 ≤ t ≤ t2}

(8.66)

Demonstração (Privalov)

Sejam M o máximo de u em ℜ̄12 e m o máximo de u em l1 ∪ l2 ∪ l3. Quer-se provar que

M = m. Suponha, por 
ontradição, que M > m e seja (x0, t0) um ponto de ℜ̄12\ (l1 ∪ l2 ∪ l3) ,
onde u assume seu valor máximo. De�na a função

v (x, t) = u (x, t) +
M −m

4L2
(x− x0)

2 , (8.67)

onde L = x2 − x1.Como em l1 ∪ l2 ∪ l3 temos

v (x, t) < m+
M −m

4L2
L2 =

M + 3m

4
< M (8.68)

e

v (x0, t0) = u (x0, t0) =M, (8.69)

segue-se que o máximo de v é assumido em um ponto (x̄, t̄) de ℜ̄12\ (l1 ∪ l2 ∪ l3) .
Em tal ponto de máximo devemos ter

vt (x̄, t̄) ≥ 0evxx (x̄, t̄) ≤ 0 (8.70)

Por outro lado, usando (34) , tem-se

vt (x̄, t̄) = ut (x̄, t̄) vxx (x̄, t̄) = uxx (x̄, t̄) +
M −m

2L2
(8.71)
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multipli
ando esta última expressão por K,e isolando o termo que 
ontém uxx, temos

Kuxx (x̄, t̄) = Kvxx (x̄, t̄)−K
M −m

2L2
(8.72)

e, 
omo u satisfaz à equação do 
alor,

vt (x̄, t̄) = Kvxx (x̄, t̄)−K
M −m

2L2
< Kvxx (x̄, t̄) (8.73)

que 
ontradiz as desigualdades em (35) . Portanto provamos que u assume seu máximo em

l1∩l2∩l3. Para ver que o mínimo também é atingido, aí basta observar que −u também satisfaz

à equação do 
alor e que o mínimo de u é igual a −max (−u) .
Para referên
ia futura enun
iamos o seguinte resultado de uni
idade que foi provado a
ima.

Teorema 5.8.2 (Uni
idade) Seja f uma função nas 
ondições do teorema de Fourier de�-

nida em [0, L] . Então, a solução de (8.35)-(8.37), 
aso exista, é úni
a.

Demonstração: Basta mostrar que u solução do sistema (8.65) é nula. Mas isto segue direta-

mente do Prin
ípio do Máximo-Mínimo mostrado no Teorema 5.8.1 a
ima.

Teorema 5.8.3 (Continuidade da solução 
om os dados ini
iais) Sejam f1 (x) e f2 (x)

funções 
ontínuas em [0, L] , para as quais o problema











ut = Kuxx, em ℜ
u (0, t) = u (L, t) = 0, para t > 0

u (x, 0) = fi (x) , para 0 ≤ x ≤ L

(8.74)

para i = 1, 2, têm soluções u1 e u2. Então,

max
(x,t)∈ℜ̄

|u1 (x, t)− u2 (x, t)| ≤ max
x∈[0,L]

|f1 (x)− f2 (x)| . (8.75)

Demonstração

Consequên
ia imediata do Teorema 5.8.1. De�na a função

v (x, t) = u1 (x, t)− u2 (x, t) (8.76)

Derivando v 
om relação a t e depois duas vezes 
om relação a x,

vt (x, t) = u1t (x, t)− u2t (x, t) ; vxx (x, t) = u1xx (x, t)− u2xx (x, t) .

Como u1 e u2 são soluções para o problema a
ima, temos

vt (x, t) = Kvxx (x, t) . v (0, t) = v (L, t) = 0

v (x, 0) = u1 (x, 0)− u2 (x, 0) = f1 (x)− f2 (x) = g (x)
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Ou seja, temos um outro problema











vt = Kvxx, em ℜ
v (0, t) = v (L, t) = 0, para t > 0

v (x, 0) = g (x) , para 0 ≤ x ≤ L

(8.77)

Daí pelo Teorema 5.8.1,

max
(x,t)∈ℜ̄

|v (x, t)| = max
(x,t)∈l1∪l2∪l3

|v (x, t)|

≤ max
(x,t)∈l2

|v (x, t)| = max
x∈[0,L]

|v (x, 0)| = max
x∈[0,L]

|g (x)|

nesse 
aso estamos 
onsiderando que











l1 = {x = 0, t ≥ 0}
l2 = {0 ≤ x ≤ L, t = 0}
l3 = {x = L, t ≥ 0} .

(8.78)

5.9 Equação de Lapla
e

5.9.1 Problema de Diri
hlet

Consideremos uma região Ω do plano; região e domínio são expressões usadas para designar


onjuntos abertos e 
onexos. Os três tipos de região que apare
em aqui são:

(i) o dis
o de raio ρ e 
entro na origem

Dρ =
{

(x, y) ∈ R
2 : x2 + y2 < ρ2

}

; (9.79)

(ii) um retângulo

ℜ =
{

(x, y) ∈ R
2 : 0 < x < a, 0 < y < b

}

; (9.80)

(iii) um semiplano

H =
{

(x, y) ∈ R
2 : −∞ < x <∞, y > 0

}

. (9.81)

Designamos por Ω̄ a aderên
ia de Ω e por ∂Ω a fronteira de Ω.

De�nição 5.9.1 Uma função 
ontínua u : Ω → R será harm�ni
a se ela satis�zer à equação

de Lapla
e

∆u ≡ ∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 0. (9.82)

O operador ∆ é 
onhe
ido 
omo lapla
iano.
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Exemplo 5.9.2 Funções harm�ni
as:

a)

u (x, y) = ax+ by + c,

para quaisquer 
onstantes a, b, c.

b)

u (x, y) = x2 − y2.


) Se f : Ω → C for uma função analíti
a 
omplexa, então suas partes real e imaginária serão

funções harm�ni
as. isso de
orre imediatamente das equações de Cau
hy-Riemann.

5.9.2 Lapla
iano em 
oordenadas polares

Usando as fórmulas de mudança de variáveis, entre 
oordenadas 
artesianas e polares,

x = r cos θ e y = rsenθ, (9.83)

temos

r =
√

x2 + y2 e θ = arctan
y

x
(9.84)

fazendo u (x, y) = v (r, θ) , então

∂u

∂x
=
∂v

∂r
.
∂r

∂x
+
∂v

∂θ
.
∂θ

∂x

e ainda,

∂2u

∂x2
=
∂2v

∂r2

(

∂r

∂x

)2

+
∂v

∂r
.
∂2r

∂x2
+ 2.

∂2v

∂r∂θ
.
∂r

∂x
.
∂θ

∂x
+
∂2v

∂θ2

(

∂θ

∂x

)2

+
∂v

∂θ
.
∂2θ

∂x2
. (9.85)

Também temos que

∂u

∂y
=
∂v

∂r
.
∂r

∂y
+
∂v

∂θ
.
∂θ

∂y

e ainda,

∂2u

∂y2
=
∂2v

∂r2

(

∂r

∂y

)2

+
∂v

∂r
.
∂2r

∂y2
+ 2.

∂2v

∂r∂θ
.
∂r

∂y
.
∂θ

∂y
+
∂2v

∂θ2

(

∂θ

∂y

)2

+
∂v

∂θ
.
∂2θ

∂y2
. (9.86)

Mas, das igualdades em (9.84), utilizando a regra da 
adeia, do produto ou do quo
iente,

temos:

• ∂r

∂x
=

1

2
.2x.

1
√

x2 + y2
=

x
√

x2 + y2
;

analogamente,

• ∂r

∂y
=

y
√

x2 + y2
;
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• ∂2r

∂x2
= 1.

1
√

x2 + y2
+ x



−1

2
.2x.

1
√

(x2 + y2)3



 =
1

√

x2 + y2
− x2

(x2 + y2)
√

(x2 + y2)
⇒

⇒ ∂2r

∂x2
=

y2

(x2 + y2)
√

(x2 + y2)
;

• ∂2r

∂y2
=

x2

(x2 + y2)
√

(x2 + y2)
;

• ∂θ

∂x
=

1

1 +
(y

x

)2 .

[

y.

(

− 1

x2

)]

= −
y

x2

1 +
y2

x2

= −
y

x2

x2 + y2

x2

⇒ ∂θ

∂x
= − y

x2 + y2
;

• ∂θ

∂y
=

x

x2 + y2
;

• ∂2θ

∂x2
= −y. (−1) . (2x) .

1

(x2 + y2)2
⇒ ∂2θ

∂x2
=

2xy

(x2 + y2)2
;

• ∂2θ

∂y2
= x. (−1) . (2y) .

1

(x2 + y2)2
⇒ ∂2θ

∂y2
= − 2xy

(x2 + y2)2
.

Agora, somando os segundos membros de (9.85) e (9.86) e igualando a zero (já que a soma

dos primeiros membros destas igualdades é igual a zero em virtude de (9.82)), ao substituir os

resultados a
ima, obtemos:

∂2v

∂r2

(

x
√

x2 + y2

)2

+
∂v

∂r
.

y2

(x2 + y2)
√

(x2 + y2)
+ 2.

∂2v

∂r∂θ
.

x
√

x2 + y2
.

−y
x2 + y2

+
∂2v

∂θ2

(

y

x2 + y2

)2

+
∂v

∂θ
.

2xy

(x2 + y2)2
+
∂2v

∂r2

(

y
√

x2 + y2

)2

+
∂v

∂r
.

x2

(x2 + y2)
√

(x2 + y2)

+2.
∂2v

∂r∂θ
.

y
√

x2 + y2
.

x

x2 + y2
+
∂2v

∂θ2

(

x

x2 + y2

)2

+
∂v

∂θ
.

−2xy

(x2 + y2)2
= 0

daí

∂2v

∂r2

(

x2

x2 + y2
+

y2

x2 + y2

)

+
∂v

∂r

(

y2

(x2 + y2)
√

(x2 + y2)
+

x2

(x2 + y2)
√

(x2 + y2)

)

+
∂2v

∂θ2

(

x2

(x2 + y2)2
+

y2

(x2 + y2)2

)

= 0

segue que

∂2v

∂r2

(

x2 + y2

x2 + y2

)

+
∂v

∂r

(

x2 + y2

(x2 + y2)
√

(x2 + y2)

)

+
∂2v

∂θ2

(

x2 + y2

(x2 + y2)2

)

= 0
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logo

∂2v

∂r2
+
∂v

∂r
.
1

r
+
∂2v

∂θ2
.
1

r2
= 0.

Ou ainda,

∆rv = vrr +
1

r
vr +

1

r2
vθθ = 0. (9.87)

Esta é a equação de Lapla
e em 
oordenadas polares.

5.9.3 Problema de Diri
hlet para a equação de Lapla
e

Dada uma função 
ontínua f : ∂Ω → R, tem-se que determinar uma função u : Ω̄ → R

satisfazendo às seguintes 
ondições:

(i) u é 
ontínua em Ω̄,

(ii) u é harm�ni
a em Ω

(iii) u = f em ∂Ω (
ondições de fronteira).

Esse problema para uma região arbitráriaΩ não é trivial. Há 
ertas situações dependendo do

domínio es
olhido em que nem sempre existe solução desse problema. O aluno interessado pode

ver isto no livro do Djairo de Equações Diferen
iais Par
iais, [?℄. Trataremos desse problema

para alguns tipos espe
iais de regiões, utilizando as séries de Fourier.

Uni
idade do problema de Diri
hlet

Para mostrar que a solução do problema de Diri
hlet é úni
a, utilizaremos o Prin
ípio do

Máximo, que a seguir enun
iamos e provamos, seguindo uma demonstração de Privalov.

Teorema 5.9.3 (Prin
ipio do Máximo) Sejam Ω uma região limitada do plano e u : Ω → R

uma função 
ontínua Ω̄ em e harm�ni
a em Ω. Então o máximo de u é atingido na fronteira.

Demonstração

Sendo Ω limitado, segue-se que Ω̄ e ∂Ω são 
onjuntos 
ompa
tos (isto é, fe
hados e limitados)

do plano. Utilizaremos um teorema de Análise que estabele
e: �Toda função real 
ontínua g : K

→ R, em um 
ompa
to K, tem um valor máximo µ, i.e., existe (x̄, ȳ) ∈ K, tal que f(x, y) ≤
f (x̄, ȳ) = µ, para todo (x, y) em K.� Sejam

M = max
Ω̄

u (x, y) e m = max
∂Ω

u (x, y) . (9.88)

e suponhamos, por 
ontradição, que m < M . Então u assume seu máximo em um ponto (x0, y0)

que deve estar em Ω, e não em ∂Ω. De�namos a função

v (x, y) = u (x, y) +
M −m

2d2
[

(x− x0)
2 + (y − y0)

2] , (9.89)

onde d é o diâmetro da região Ω, i.e., d é o supremo das distân
ias entre pares de pontos de Ω.

Agora, observando que

v (x0, y0) = u (x0, y0) =M (9.90)
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e

v (x, y) ≤ m+
M −m

2d2
d2 =

M +m

2
<
M +M

2
=M, ∀ (x, y) ∈ ∂Ω (9.91)


on
luimos que a função v assume seu máximo em um ponto (x1, y1) de Ω e não de ∂Ω. Portanto

neste ponto vxx(x1, y1) ≤ 0 e vyy(x1, y1) ≤ 0, que nos dá

∆v (x1, y1) ≤ 0. (9.92)

Por outro lado, temos, a partir de (9.89), que

vx = ux +
M −m

2d2
[2 (x− x0) + 0] = ux +

(M −m) (x− x0)

d2
,

segue que

vxx = uxx +
M −m

d2

analogamente,

vyy = uyy +
M −m

d2
, (9.93)

daí, 
omo u é harm�ni
a,

∆v =
M −m

2d2
> 0 (9.94)

para todos os pontos de Ω. As desigualdades (9.92) e (9.94) são 
ontraditórias. C.Q.D.

Corolário 5.9.4 Seja u 
omo no Teorema 5.9.3 a
ima. Então u assume seu mínimo em ∂Ω.

Demonstração

Fazendo-se v (x, y) = −u (x, y) pelo teorema anterior,

max
∂Ω

v (x, y) = α⇒ α ≥ v (x, y) , ∀ (x, y) ∈ ∂Ω, (9.95)

daí,

α ≥ −u (x, y) , ∀ (x, y) ∈ ∂Ω, (9.96)

então,

u (x, y) ≥ −α = β, (9.97)

logo β é 
ota inferior para u (x, y) . Deduzimos então que,

β = min
∂Ω

u (x, y) . (9.98)

Teorema 5.9.5 Sejam u1 e u2 duas soluções do problema de Diri
hlet, para uma mesma f.

Então u1 ≡ u2.

Demonstração

A função u = u1 − u2 é 
ontinua em Ω̄, harm�ni
a em Ω e igual a zero em ∂Ω. Logo, pelo

Prin
ipio do Máximo, u(x, y) ≤ 0, para todo (x, y) em Ω̄, e, pelo Corolário 5.9.4, u(x, y) ≥ 0.

Dai u ≡ 0. C.Q.D.
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5.9.4 Problema de Diri
hlet no retângulo

Para esse problema, a região Ω é o retângulo ℜ = {(x, y) ∈ R2 : 0 < x < a e 0 < y < b}.
Assim, a fronteira da região se de
ompõe em quatro segmentos, digamos que as 
ondições de

fronteira sejam

u (x, 0) = f0 (x) , u (x, b) = f1 (x) , u (0, y) = g0 (y) , u (a, y) = g1 (y) , (9.99)

dadas separadamente em 
ada um dos lados do retângulo. Mas esses dados de fronteira não

podem ser arbitrários; pois, para eles 
omporem uma função 
ontinua, ao longo da fronteira,

devemos ter as seguintes 
ondições de 
ompatibilidade: f0 (0) = g0 (0) , f0 (a) = g1 (0) , g1 (b) =

f1 (a) e f1 (0) = g0 (b).

A idéia ini
ial para resolver esse problema é de
omp�-lo em quatro problemas de Diri
hlet;


ada um deles é obtido fazendo-se três das funções em (9.99) iguais a 0 e mantendo a outra.

Resolve-se 
ada um desses problemas, isoladamente, e a solução do problema em pauta é a soma

das quatro soluções dos problemas par
iais. Portanto basta resolver o problema de Diri
hlet

para o retângulo 
om a 
ondição de fronteira

u (x, 0) = f (x) , u (x, b) = u (0, y) = u (a, y) = 0. (9.100)

Como nosso objetivo é enfatizar o método de Fourier, vamos fazer a hipótese simpli�
adora

f(0) = f(a) = 0, o que torna o dado de fronteira 
ontinuo ao longo de todo o 
ontorno do

retângulo.

Resumindo - O problema é determinar uma função 
ontinua u1 : ℜ̄ → R, harm�ni
a em ℜ
e satisfazendo à 
ondição de fronteira (9.100).Ou seja, vamos resolver o seguinte problema











∆u = 0 em ℜ
u (x, 0) = f (x) , u (x, b) = 0 para 0 < x < a

u (0, y) = u (a, y) = 0 para 0 < y < b.

(9.101)

Vamos tentar soluções na forma u1(x, y) = A(x)B(y). Substituindo na equação de Lapla
e,

obtemos

∂2u1
∂x2

+
∂2u1
∂y2

= 0 ⇒ A′′.B +B′′.A = 0 ⇒ A′′.B = −B′′.A (9.102)

daí,

A′′

A
= −B

′′

B
= µ. (9.103)

onde µ é uma 
onstante. Daí, duas equações diferen
iais ordinárias são obtidas,

A′′ − µA = 0, (9.104)

B′′ + µB = 0. (9.105)

A 
ondição de fronteira exige A(0)B(y) = A(a)B(y) = 0, e 
omo não nos interessa B ≡ 0,

devemos ter

A (0) = A (a) = 0 (9.106)
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Então, vamos resolver a Equação (9.104) junto 
om as 
ondições de fronteira (9.106).

Resolução:

(∗) Primeiro 
aso:
Suponha-se µ > 0. Fazendo-se µ = k2, a equação (9.104) toma a forma:

A′′ − k2A = 0 (9.107)

pro
uramos uma solução do tipo A = erx, temos A′ = rerx, A′′ = r2erx, substituindo na

equação, temos:

r2erx − k2erx = 0 ⇒
(

r2 − k2
)

erx = 0, erx 6= 0r2 − k2 = 0 ⇒ r2 = k2 ⇒ r = ±k

Daí, as raízes do polin�mio 
ara
terísti
o são −k e +k. Portanto, a solução geral será dada

por:

X (x) = c1e
−kx + c2e

kx
(9.108)

sendo c1 e c2 
onstantes a serem determinadas pelas 
ondições de 
ontorno estabele
idas pela

equação (9.106). Portanto, temos:

A (0) = c1e
0 + c2e

0 = 0

A (a) = c1e
−ka + c2e

ka = 0

que é um sistema linear homogêneo nas in
ógnitas c1 e c2, 
ujo determinante D é não nulo:

D =

∣

∣

∣

∣

∣

1 1

e−ka eka

∣

∣

∣

∣

∣

= eka − e−ka 6= 0 e Dc1 =

∣

∣

∣

∣

∣

0 1

0 eka

∣

∣

∣

∣

∣

= 0, Dc2 =

∣

∣

∣

∣

∣

1 0

e−ka 0

∣

∣

∣

∣

∣

= 0, temos

que c1 =
Dc1

D
e c2 =

Dc2

D
, daí 
on
luímos que a úni
a solução do sistema é a solução trivial

c1 = c2 = 0. Con
lui-se que o problema da equação (9.104) não possui solução diferente da

solução nula se µ > 0.

(∗) Segundo 
aso:
Suponha-se µ = 0. Assim sendo, a equação reduz-se a A′′ (x) = 0 e a solução é A (x) =

c1x+ c2. As 
ondições X (0) = c2 = 0, X (a) = c1a+ c2 = 0 impli
am que, também neste 
aso,

o problema da equação (9.104) possui apenas a solução nula.

(∗) Ter
eiro 
aso:
Suponha-se µ < 0. Fazendo µ = −k, a equação 9.104) toma a forma:

A” + kA = 0, (9.109)


ujo polin�mio 
ara
terísti
o é: r2 + k = 0 e possui as raízes +i
√
k e −i

√
k e a solução geral

da equação diferen
ial é:

A (x) = c1sen
√
k.x+ c2 cos

√
k.x (9.110)

De A (0) = 0 deduzimos que:

c1sen0 + c2 cos 0 = 0 ⇒ 0 + c2.1 = 0 ⇒ c2 = 0 (9.111)
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e a solução anterior tem a forma:

A (x) = c1sen
√
k.x (9.112)

na qual, evidentemente, supomos c1 6= 0. Portanto, de A (a) = 0 resulta que c1sen
√
kx = 0, isto

é,

√
ka = nπ, sendo n um número inteiro positivo. Portanto, o problema da equação (9.104)

possui uma 
oleção enumerável de soluções não nulas para valores de µ, dados por:

µn = −kn = −
(nπ

a

)2

, n = 1, 2, ... (9.113)

a 
ada µn 
orresponde uma solução An (x) de�nida por:

An (x) = sen
nπx

a
, n = 1, 2, ... (9.114)

onde 
ada µn é um autovalor do problema dado em (9.104),(9.106), 
ujas autofunções 
orres-

pondentes são dadas por (9.114).

Para 
ada n, temos a Equação (9.105) na forma

B′′ − n2π2

a2
B = 0, (9.115)


uja solução geral é

Bn (y) = βne
nπy/a + γne

−nπy/a. (9.116)

A 
ondição de fronteira (9) exige A (x)B (b) = 0, e 
omo A ≡ 0 não interessa, obtemos

B (b) = 0. Essa 
ondição imposta em (9.116) nos dá

0 = βne
nπb/a + γne

−nπb/a ⇒ βn = γne
−2nπb/a, (9.117)

e, daí,

Bn (y) = −γne−nπb/a
[

e(nπ/a)(y−b) − e(−nπ/a)(y−b)
]

(9.118)

multipli
ando e dividindo por 2,

Bn (y) = −2γne
−nπb/a

[

e(nπ/a)(y−b) − e(−nπ/a)(y−b)

2

]

segue que

Bn (y) = −2γne
−nπb/a senh

nπ (y − b)

a
. (9.119)

E �nalmente,

u1n (x, y) = αne
−nπb/asen

nπx

a
senh

nπ (y − b)

a
, (9.120)

é harm�ni
a e satisfaz à 
ondição de fronteira (9.100), 
om ex
eção da primeira igualdade.

Tentamos agora obter uma função harm�ni
a, que também satisfaça à 
ondição (9.100), na

forma

u1 (x, y) =
∞
∑

n=1

αne
−nπb/asen

nπx

a
senh

nπ (y − b)

a
. (9.121)
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Consequentemente, os 
oe�
ientes αn devem ser es
olhidos de modo que

f (x) =
∞
∑

n=1

αne
−nπb/asen

nπx

a
senh

−nπb
a

, (9.122)

o que será viável se f ′ (x) for se

ionalmente 
ontínua, e periódi
a de 2a, por exemplo. Desig-

nando por

fn =
2

a

∫ a

0

f (x) sen
nπx

a
dx, (9.123)

e fazendo

f (x) =
∞
∑

n=1

knsen
nπx

a
, (9.124)

onde

kn = αne
−nπb/a senh

−nπb
a

,

temos que

2

∫ a

0

f (x) sen
nπx

a
dx = kn.a⇒ kn =

2

a

∫ a

0

f (x) sen
nπx

a
dx = fn, (9.125)

daí,

αne
−nπb/a =

fn

senh
−nπb
a

. (9.126)

então, (9.121) toma a forma

u1 (x, y) =

∞
∑

n=1

fnsen
nπx

a

senh
nπ (y − b)

a

senh
−nπb
a

. (9.127)

Que é o 
andidato a solução do problema (9.101).

Obede
endo a idéia ini
ial proposta para resolver o problema de Diri
hlet no retângulo,

temos outros três problemas:











∆u2 = 0

u2 (x, b) = f1 (x)

u2 (x, 0) = u2 (0, y) = u2 (a, y) = 0

,











∆u3 = 0

u3 (0, y) = g0 (x)

u3 (x, 0) = u3 (x, b) = u3 (a, y) = 0

,











∆u4 = 0

u4 (a, y) = g1 (x)

u4 (x, 0) = u4 (x, b) = u4 (0, y) = 0

,

que devem ser resolvidos isoladamente, e de maneira análoga ao problema par
ial anterior no

qual foi determinada a função u1.
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Assim, a solução do problema prin
ipal em pauta é a soma das quatro soluções dos problemas

par
iais a
ima. Ou seja,

u (x, y) = u1 (x, y) + u2 (x, y) + u3 (x, y) + u4 (x, y) (9.128)

é a solução pro
urada. A qual é harm�ni
a em ℜ, 
ontínua em ℜ̄, obede
e as seguintes 
ondições
de 
ompatibilidade

f0 (0) = g0 (0) , f0 (a) = g1 (0) , g1 (b) = f1 (a) ef1 (0) = g0 (b) , (9.129)

e as seguintes 
ondições de fronteira

u (x, 0) = f0 (x) , u (x, b) = f1 (x) , u (0, y) = g0 (y) , u (a, y) = g1 (y) . (9.130)

5.10 Exer
í
ios

1) Utilize o método de separação de variáveis e as séries de Fourier para a
har uma solução

do problema

4ut = uxx, 0 < x < 2, t > 0,

u(0, t) = 0 = u(2, t), t ≥ 0,

u(x, 0) = 2sen(
πx

2
)− sen(πx) + 4sen(2πx), 0 ≤ x ≤ 2.

2) Considere o problema de 
ontorno

u ∈ C2((0, L)× (0,∞)) ∩ C([0, L]× [0,∞)),

ut = α2uxx, 0 < x < L, t > 0,

u(0, t) = 0 = ux(L, t) + γu(L, t), t ≥ 0,

onde γ e α são 
onstantes positivas.

(i) Pro
ure soluções da forma u(x, t) = X(x)T (t) e mostre que X e T satisfazem

−X ′′(x) = λX(x), 0 < x < L,

X(0) = 0 = X ′(L) + γX(L),

T ′(t) + λα2T (t) = 0, t > 0.

(ii) Mostre que os auto-valores λ em (i) são estritamente positivos e satisfazem a equação

√

(λ) cos(
√

(λ)L) + γsen(
√

(λ)L) = 0.
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(iii) Desenhe os grá�
os das funções y = tan x e y =
−x
(γL)

, x > 0, e deduza gra�
amente

que existe um número in�nito e enumerável de auto-valores positivos. Denotando esses

auto-valores por λ1 < λ2 < · · · < λn < · · · veri�que gra�
amente que λn → ∞ quando

n→ ∞.

(iv) A
he a solução un(x, t) 
orrespondente ao autovalor λn.

(v) Sabendo que

f(x) =

∞
∑

n=1

n−2sen(
√

(λn)x),

determine a solução do problema que satisfaz a 
ondição ini
ial u(x, 0) = f(x).

3) Seja Ω = (0, π)× (0, π). A
he uma solução u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω) para o problema

∆u = 0 em Ω,

u(0, y) = seny = u(π, y), 0 ≤ y ≤ π,

u(x, 0) = senx = u(x, π), 0 ≤ x ≤ π.

4) A
he uma solução u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω) da equação de Lapla
e em Ω = {(x, y) : 0 <

x < a, 0 < y < b}, a e b 
onstantes positivas, satisfazendo as 
ondições de 
ontorno

u(0, y) = 0 = u(a, y), 0 ≤ y ≤ b, u(x, 0) = 0, u(x, b) = g(x), 0 ≤ x ≤ a, onde

g(x) =

{

x se 0 ≤ x ≤ a/2,

a− x se a/2 ≤ x ≤ a.

5) Resolva o problema

u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω),

∆u = 0, em Ω,

u|∂Ω = f ∈ C(∂Ω),

onde Ω = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 < r2} e r > 0 é 
onstante.

6) Resolva o problema a
ima no 
aso em que f é 
onstante.

7) Resolva o problema do exer
í
io (5) no 
aso em que f(r cos θ, rsenθ) = A cos θ+Bsenθ+C


om A,B e C são 
onstantes, θ ∈ [0, 2π].

8) Nos exer
í
ios (3), (4) e (5) mostre o 
aso da uni
idade de solução para esses problemas.

9) Considere a equação da onda

utt = a2uxx
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(i) suponha que as soluções dessa equação seja da forma

u(x, t) = ψ(x)e±wt, w > 0,

e mostrar que u(x, t) deve ser da forma

u(x, t) = (A cos kx+Bsenkx)e±wt
ou (Aekx +Be−kx)e±wt.

(ii) Supor a 
orda �xa nos extremos x = 0 e x = L. Se ela é abandonada 
om velo
idade

ini
ial nula, então seu movimento é des
rito por

u(x, t) =

∞
∑

n=1

sen
nπx

L
(An coswnt +Bnsenwnt),

sendo wn =
nπc

L
.

(iii) Usar a identidade

sen(a+ b) + sen(a− b) = 2sena cos b

e mostrar que o deslo
amento u é dado por

u(x, t) =
1

2

∞
∑

n=1

Ansen
nπ(x− ct)

L
+

1

2

∞
∑

n=1

Bnsen
nπ(x+ ct)

L
.

(iv) Seja ũ0 a extensão ímpar de período 2L de u0 a (−∞,∞), isto é,

ũ0(x) = u0(x), 0 ≤ x ≤ L,

ũ0(x) = −u0(−x), −L ≤ x ≤ 0,

ũ0(x+ 2L) = ũ0(x), −∞ < x <∞.

Supor ainda que u0 
ontínua 
om derivada primeira 
ontínua por partes e u0(0) = u0(L) =

0. Neste 
aso, mostrar que o deslo
amento pode ser expresso 
omo

u(x, t) =
1

2
[ũ0(x+ ct) + ũ0(x− ct)], 0 ≤ x ≤ L, t ≥ 0.

11) Se a 
orda os
ila num meio que ofere
e resitên
ia a seu movimento (ar, por exemplo) e

essa resistên
ia pode ser 
onsiderada propor
ional à velo
idade, a equação obtida é

utt + γut − c2uxx = 0, 0 ≤ x ≤ L, t > 0, γ > 0, γ = 2µ,

que é 
hamada "equação de ondas amorte
idas"para a 
orda vibrante.

(a) Usar o método de separação de variáveis, mostrar que

un(x, t) = e−γtsen
nπx

L
(An coswnt +Bnsenwnt), n = 1, 2, · · · ,
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onde as frequên
ias de vibração wn são dadas por

wn =

(

n2π2c2

L2
− γ2

)1/2

n = 1, 2, · · · .

supor que γ seja pequeno o su�
iente para que os modos normais de vibraç ao un(x, t)

sejam os
ilatórios amorte
idos.

(b) Com as 
ondições ini
iais

u(0, t) = 0, u(L, t) = 0, t ≥ 0,

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x), 0 ≤ x ≤ L,

mostrar que a solução formal é, então

u(x, t) = e−γt

∞
∑

n=1

sen
nπx

L
(An coswnt+Bnsenwnt),

onde

An =
2

L

∫ L

0

u0(x)sen
nπx

L
dx,

Bn =
γAn

wn
+

2

Lwn

∫ L

0

u1(x)sen
nπx

L
dx.



Capítulo 6

Cál
ulo Varia
ional

6.1 Introdução

Apresentaremos uma extensão das idéias de extremização de funções de várias variáveis. De-

nominamos essa extensão de 
ál
ulo varia
ional, o qual é de grande importân
ia na história da

físi
a-matemáti
a e em apli
ações modernas nas engenharias e nas outras 
iên
ias 
onsideradas

exatas. Agora, em vez de atentarmos para os pontos lo
ais que extremizam funções de uma

ou mais variáveis, queremos en
ontrar funções que extremizem apli
ações que 
hamaremos de

fun
ionais (que são funções de funções). Daremos ênfase à obtenção das 
ondições ne
essárias

para se obter tais extremizações. Vamos agora expor e formular alguns problemas modelos que

servirão posteriormente para desenvolver e ilustrar as té
ni
as do Cál
ulo Varia
ional.

Problema 1. En
ontre a 
urva de menor 
omprimento que liga os pontos �xos P0(x0, y0) e

P1(x0, y0) no plano. Primeiro, vamos supor que a 
urva C está parametrizada por x = φ(t), y =

ψ(t), t0 ≤ t ≤ t1. Nosso objetivo é en
ontrar funções φ e ψ 
ontinuamente diferen
iáveis de

modo que o 
omprimento de C seja um mínimo, ou seja, queremos a
har funções φ e ψ que

minimizem a integral

L =

∫ t1

t0

√

[φ′(t)]2 + [ψ′(t)]2dt

Desde que C passe por P0 e P1, φ e ψ devem satisfazer as 
ondições de bordo (φ(t0), ψ(t0)) =

(x0, y0) e (φ(t1), ψ(t1)) = (x1, y1). Podemos formular este problema de uma outra maneira, qual

seja, assumimos que C pode ser representada na forma y = y(x). Então o 
omprimento L de

C é dado por

∫ x1

x0

√

1 + [y′(x)]2dx

Neste 
aso, queremos en
ontrar uma função y 
ontinuamente diferen
iável que minimize a

integral a
ima e satisfaça as 
ondições de bordo y(x0) = y0 e y(x1) = y1. Este mesmo problema

pode ser formulado em três dimensões. Neste 
aso, as três funções 
ontinuamente diferen
iáveis

que parametrizam a 
urva são determinadas de forma que o 
omprimento L =
∫ t1
t0

∣

∣

∣

∣

dr

dt

∣

∣

∣

∣

dt =

117
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∫ t1
t0

√

[φ′(t)]2 + [ψ′(t)]2 + [ω′(t)]2dt seja minimizado. A solução deste problema é bem 
onhe
ida:

é a linha reta que une os dois pontos P0 e P1.

Problema 2. En
ontre a 
urva suave de menor 
omprimento, situada sobre uma superfí
ie

S, e unindo dois pontos P0 e P1 sobre S.

Vamos representar S parametri
amente por x = f(u, v), y = g(u, v), z = h(u, v), (u, v) em

Ruv, onde f , g e h são funções 
onhe
idas e Ruv é qualquer região do plano-uv. Vamos assumir

que qualquer 
urva suave C sobre S ligando os dois pontos é a imagem de uma 
urva em Ruv

unindo (u0, v0) a (u1, v1). Se esta 
urva em Ruv é dada por u = u(t), v = v(t), t0 ≤ t ≤ t1.

Seu 
omprimento é então

L =

∫ t1

t0

[

(

df

dt

)2

+

(

dg

dt

)2

+

(

dh

dt

)2
]1/2

dt

Apli
ando a regra da 
adeia podemos es
rever o integrando de L em termos de u(t) e v(t) e

suas derivadas:

(

df

dt

)2

+

(

dg

dt

)2

+

(

dh

dt

)2

= (xuu
′(t) + xvv

′(t))2 + (yuu
′(t) + yvv

′(t))2 + (zuu
′(t) + zvv

′(t))2

= (xu)
2[u′(t)]2 + 2xuxvu

′(t)v′(t) + (xv)
2[v′(t)]2 + (yu)

2[u′(t)]2

+2yuyvu
′(t)v′(t) + (yv)

2[v′(t)]2 + (zu)
2[u′(t)]2

+2zuzvu
′(t)v′(t) + (zv)

2[v′(t)]2

= [(xu)
2 + (yu)

2 + (zu)
2]

(

du

dt

)2

+ 2[xuxv + yuyv + zuzv]

(

du

dt

)(

dv

dt

)

+[(xv)
2 + (yv)

2 + (zv)
2]

(

dv

dt

)2


hamando E = (xu)
2+(yu)

2+(zu)
2
, F = xuxv+yuyv+zuzv e G = (xv)

2+(yv)
2+(zv)

2
obtemos

que L toma a seguinte forma

L =

∫ t1

t0

[

E

(

du

dt

)2

+ 2F

(

du

dt

)(

dv

dt

)

+G

(

dv

dt

)2
]1/2

dt.

O problema agora 
onsiste em en
ontrar duas funções u(t) e v(t) 
ontinuamente diferen
iáveis

que minimizem L.

Problema 3. En
ontre a 
urva situada na metade superior do plano-xy ligando dois pontos

�xos P0 e P1 (que podem estar sobre o eixo-x) tal que a área da superfí
ie de revolução obtida

quando a 
urva é rota
ionada em torno do eixo-x é minimizada.

Assuma que a 
urva que une os dois pontos P0(x0, y0) e P1(x1, y1) é representada por y =

y(x), 
om y(x0) = y0 e y(x1) = y1, então a área da superfí
ie A é dada por

A = 2π

∫ x1

x0

y(x)
√

1 + [y′(x)]2dx
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Queremos então en
ontrar a função diferen
iável y(x) que minimize a integral a
ima. É óbvio

que se as 
oordenadas y0, y1 dos dois pontos forem iguais, a linha reta y = y0 minimiza a área

da superfí
ie. Para y0 6= y1, a solução não é tão óbvia.

Problema 4. Entre todos os 
aminhos suaves num plano verti
al ligando dois pontos P0

e P1, en
ontre o 
aminho ao longo do qual uma partí
ula, partindo do repouso, sem atrito e

sob a ação da gravidade, leva o tempo mínimo para se deslo
ar do ponto mais alto para o mais

baixo. Este problema foi proposto pela primeira vez em 1696 pelo grande matemáti
o, físi
o

y

x

P
1

P0

Figura 6.1: Problema da Braquistó
rona

e engenheiro John Bernoulli e forne
eu ímpeto para o desenvolvimento do 
ál
ulo varia
ional.

Este problema é 
hamado problema da Braquistó
rona.

Vamos introduzir um sistema de 
oordenadas-xy para representar o plano verti
al tal que

o ponto mais alto P0 seja a origem e o eixo-y positivo verti
almente para baixo 
onforme a

�gura 6.1. As 
oordenadas do ponto mais baixo P1 são (x1, y1), y1 > 0 e a 
urva C unindo

o ponto P0 e P1 é dada na forma y = y(x). Observe que y(0) = 0 e y(x1) = y1. Sabemos

que a velo
idade de uma partí
ula que se deslo
a ao longo de uma 
urva é

ds

dt
, onde t é o

tempo e s é o 
omprimento do ar
o ao longo da 
urva C. Da físi
a elementar pode-se deduzir

que a velo
idade de uma partí
ula que 
ai do repouso sob a ação da gravidade g ao longo de

qualquer 
urva é propor
ional à raiz quadrada do deslo
amento verti
al, sendo

√
2g a 
onstante

de propor
ionalidade. Em nosso 
aso, o deslo
amento verti
al de uma partí
ula lo
alizada em

(x, y) é y. Assim,

ds

dt
=

√
2gy. Portanto, o tempo T gasto pela partí
ula para per
orrer a 
urva

de (0, 0) a (x1, y1) é dado pela integral do 
omprimento de ar
o

T =

∫ (x1,y1)

(0,0)

ds√
2gy

Desde que ds = [1 + (y′(x))2]1/2dx, temos que

T =
1√
2g

∫ x1

0

{

1 + (y′(x))2

y(x)

}1/2

dx
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O problema, neste 
aso, é en
ontrar a função diferen
iável y(x) que minimize a integral T .

Problema 5. De todas as 
urvas simples, suaves e fe
hadas, de um dado 
omprimento,

en
ontre a que 
er
a a maior área.

Este problema é 
hamado de problema isoperimétri
o. Sabemos que a área A da região no

plano limitada pela 
urva simples, suave e fe
hada C: x = φ(t), y = ψ(t), t0 ≤ t ≤ t1 é dada

por

∮

C

xdy =

∫ t1

t0

φ(t)ψ′dt

Desde que o 
omprimento da 
urva seja L0 =
∫ t1
t0

√

[φ′(t)]2 + [ψ′(t)]2dt o problema se reduz à

des
oberta das duas funções diferen
iáveis φ e ψ que maximizem a integral de área A sujeita

ao vín
ulo L0.

Problema 6. De todas as superfí
ies suaves fe
hadas, 
om área dada, en
ontre a que in
lui

maior volume.

Este é uma extensão do problema 5 para dimensões maiores. Para formulá-lo parametriza-

mos a superfí
ie S: −→r (x, y, z) = −→r (u, v) = (f(u, v), g(u, v), h(u, v)), (u, v) em Ruv. O volume

pode ser

expresso na forma

V =
1

3

∫∫

S

−→r · −→n dσ

onde

−→n é o vetor normal unitário exterior á superfí
ie S e é dado por

−→n =
1√

EG− F 2
[(yuzv − yvzu)

−→
i + (zuxv − zvxu)

−→
j + (xuyv − xvyu)

−→
k ]

em que o sinal é determinado pela parametrização es
olhida para S e onde E, F eG são de�nidas

por: E = (xu)
2 + (yu)

2 + (zu)
2, F = xuxv + yuyv + zuzv e G = (xv)

2 + (yv)
2 + (zv)

2. A
ima

assumimos que a parametrização es
olhida para S é tal que a expressão para

−→n represente o

vetor normal exterior e não o interior. Assim, resolvendo a expressão a
ima para o volume,

obtemos:

V =

∫∫

Ruv

[x(yuzv − yvzu) + y(zuxv − zvxu) + z(xuyv − xvyu)]du dv

A área �xa S0 da superfí
ie S é dada por S0 =
∫ ∫

Ruv

√
EG− F 2du dv. Deste modo o problema

se reduz à des
oberta das funções diferen
iáveis f , g e h que maximizem o volume V sujeito ao

vín
ulo S0.

Observe que em 
ada um dos problemas a
ima temos uma integral de uma ou mais fun-

ções a serem extremizadas. Estas funções são 
hamadas funções extremizantes, enquanto que

as funções que satisfazem a diferen
iabilidade e às 
ondições de bordo são 
hamada funções

admissíveis.

Os problemas 5 e 6, 
ontudo, são diferentes, pois além dos fun
ionais L e S há também as


ondições adi
ionais L0 e S0. Devemos então 
ombinar os fun
ionais L e S 
om seus vín
ulos

para produzir um novo fun
ional. Daí, o problema resultante pode ser resolvido através do uso

de multipli
adores de Lagrange.
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Vamos agora provar o seguinte lema que será fundamental durante o desenvolvimento dos

pro
edimentos para a resolução de alguns dos problemas formulados a
ima.

Lema 6.1.1 Se G é uma função 
ontínua de�nida sobre o intervalo x0 ≤ x ≤ x1 e se

∫ t1

t0

η(x)G(x)dx = 0 (1.1)

para qualquer função η 
ontinuamente diferen
iável satisfazendo as 
ondições η(x0) = η(x1) =

0, então G(x) = 0 para todo x no intervalo [x0, x1].

Prova: Provaremos este lema por 
ontradição. Suponha que G(x) 6= 0 para algum ponto,

digamos x̃, no intervalo [x0, x1]. Sem perda de generalidade podemos assumir que G(x̃) > 0.

Então, desde que G é 
ontínua, deve existir um intervalo aberto na vizinhança de x̃, digamos

o 
onjunto dos pontos x tais que |x − x̃| < δ, onde G é positiva. Como (1.1) é válida para

η arbitrária, es
olhemos η 
ontinuamente diferen
iável e positiva em |x − x̃| < δ e zero em

qualquer outro ponto. Logo η(x)G(x) > 0 em |x− x̃| < δ, desse modo, a integral de η(x)G(x)

não pode ser nula. Mas isto 
ontradiz a hipótese (1.1) do lema. Portanto G tem que ser nulo

para todo x no intervalo [x0, x1].

6.2 Fun
ionais de funções de uma variável

Para motivar o pro
edimento do problema geral a ser formulado mais adiante, vamos dis
utir

a solução do problema 1 da seção anterior. Isto é, de todas as funções y = ȳ(x) 
ontinuamente

diferen
iáveis satisfazendo as 
ondições de bordo

ȳ(x0) = y0, ȳ(x1) = y1 (2.2)

Vamos en
ontrar a função que minimize a integral (fun
ional)

L̃[ȳ] =

∫ x1

x0

√

1 + [ȳ′(x)]2dx.

Observe a notação L̃[ȳ]. Isto signi�
a que a integral L̃ pode assumir valores diferentes para

diferentes funções ȳ. Vamos denotar a função extremizante, se existir, por y(x). Essa função

deve ser en
ontrada na 
lasse de funções admissíveis ȳ(x) satisfazendo a diferen
iabilidade e às


ondições ini
iais.

Poderemos agora deduzir as 
ondições ne
essárias sobre y(x). Se ȳ(x) = y(x) minimiza o

fun
ional L̃, então

L̃[ȳ] ≥ L̃[y] (2.3)

para qualquer ỹ admissível "próximo de"y, ou seja,

ȳ(x) = y(x) + ǫη(x), x0 ≤ x ≤ x1, (2.4)
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para qualquer função η 
ontinuamente diferen
iável satisfazendo as 
ondições homogêneas de

bordo

η(x0) = η(x1) = 0 (2.5)

e para todo ǫ su�
ientemente pequeno. Na equação (2.4) a 
ombinação ǫη é 
hamada de

"variação de y". Desde que a desilgualdade (2.3) é satisfeita para 
ada ȳ da forma (2.4), a

função de�nida por

L(ǫ) = L̃(y + ǫη) =

∫ x1

x0

√

1 + (y′ + ǫη′)2dx

deve satisfazer a seguinte 
ondição: L(ǫ) ≥ L(0) para todo ǫ su�
ientemente pequeno e para

toda η 
ontinuamente diferen
iável satisfazendo as 
ondições homogêneas de bordo (2.5). Por-

tanto L(ǫ) tem um mínimo lo
al em ǫ = 0. As 
ondições de 
ontinuidade sobre y e η impli
am

que L é uma função de ǫ diferen
iável e a 
ondições ne
essárias para mínimo lo
al impli
am que

L′(0) = 0. Assim, 
al
ulando L′(ǫ), usando a regra de Leibniz e impondo a 
ondição L′(0) = 0,

obtemos

L′(0) =

∫ x1

x0

y′
√

1 + (y′)2
η′dx = 0.

A idéia agora é integrar por partes para eliminar a derivada sobre η, 
laro que aqui supomos η


ontinuamente diferen
iável. Integrando por partes e usando as 
ondições de bordo (2.5), temos

∫ x1

x0

η
d

dx

[

y′
√

1 + (y′)2

]

dx = 0.

Daí, segue do lema (6.1.1) que

d

dx

[

y′
√

1 + (y′)2

]

= 0 (2.6)

Esta equação é 
hamada de equação de Euler-Lagrange para o fun
ional L̃. Isto é uma 
ondição

ne
essária que deve ser satisfeita pela função minimizante y(x). Em geral, as 
ondições para um

mínimo, são muito difí
eis de se mostrar e dis
utir inteiramente. Contudo, para este problema,

é fá
il mostrar que

∫ x1

x0

(η′)2

[1 + (y′)2]3/2
> 0, para η 6= 0.

Portanto, qualquer solução admissível de (2.6) pode produzir um mínimo para L̃.

A equação de Euler-Lagrange em (2.6) impli
a que y′ deve ser 
onstante e sua solução geral

é

y = αx+ β

onde α e β são es
olhidas tal que as 
ondições de bordo (2.2) sejam satisfeitas. Assim, a linha

reta é a 
urva de menor 
omprimento entre dois pontos num plano.

Vamos agora analisar nosso problema: seja F uma função de três variáveis x, y e z 
om

derivadas par
iais de segunda ordem 
ontínuas. Se y = ȳ(x) e z = ȳ′(x), então F (x, y, z) =

F (x, ȳ(x), ȳ′)) é uma função apenas de x. Consideremos o problema a seguir.
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Problema: Extremize o fun
ional Ĩ, de�nido por Ĩ[ȳ] =
∫ x1

x0
F (x, ȳ, ȳ′)dx na 
lasse de

funções duas vezes 
ontinuamente diferen
iáveis ȳ(x) de�nidas sobre o intervalo x0 ≤ x ≤ x1 e

satisfazendo as 
ondições de bordo

ȳ(x0) = y0, ȳ(x1) = y1

Cara
terizamos 
ada função admissível ȳ(x) por

ȳ(x) = y(x) + ǫη(x)

onde y é a função extremizante pro
urada e η é a função arbitrária duas vezes 
ontinuamente

diferen
iável satisfazendo as 
ondições homogêneas de bordo (2.5). Transformemos o fun
ional

Ĩ em função de ǫ dado por

I(ǫ) = Ĩ[y + ǫη] =

∫ x1

x0

F (x, y + ǫη, y′ + ǫη′)dx

Uma 
ondição ne
essária para Ĩ ter um extremo em ȳ = y é que I(ǫ) tenha um extremo em

ǫ = 0 e daí I ′(0) = 0. Usando a regra de Leibniz e a regra da 
adeia, obtemos

I ′(ǫ) =

∫ x1

x0

[

∂F (x, ȳ, ȳ′)

∂ȳ
η +

∂F (x, ȳ, ȳ′)

∂ȳ′
η′
]

dx

onde

∂F

∂ȳ
e

∂F

∂ȳ′
denotam as derivadas par
iais de F (x, ȳ, ȳ′) 
om respeito à suas 2

a

e 3

a

variáveis,

respe
tivamente. Estabele
endo ǫ = 0 e usando Ĩ(0) = 0, obtemos

∫ x1

x0

[

∂F (x, ȳ, ȳ′)

∂ȳ
η +

∂F (x, ȳ, ȳ′)

∂ȳ′
η′
]

dx = 0 (2.7)

agora integrando a segunda expressão do lado esquerdo da igualdade a
ima por partes e usando

as 
ondições homogêneas de bordo (2.5), obtemos

∫ x1

x0

[

∂F

∂y
− d

dx

(

∂F

∂y′

)]

η dx = 0.

Desde que esta equação vale para η arbitrária, pelo lema 6.1.1 obtemos a equação de Euler-

Lagrange

∂F

∂y
− d

dx

(

∂F

∂y′

)

= 0. (2.8)

Esta equação, em geral, é uma equação diferen
ial ordinária de segunda ordem em y(x), não

linear. Para ver isto, basta apli
ar a regra da 
adeia ao segundo termo do lado esquerdo da

igualdade e obter a seguinte equação equivalente: Fy + Fy′x − y′Fy′y − y′′Fy′y′ = 0. Devido a


omplexidade desta equação, geralmente não há nenhum pro
edimento possível para obter sua

solução em termos de funções elementares. Contudo, é possível pro
eder 
om esta equação para

algumas 
lasses de espe
iais de F (x, y, y′).
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Se F não depende expli
itamente de y, então (2.8) reduz-se a

d

dx

(

∂F

∂y′

)

= 0, que após a

integração se reduz a

∂F

∂y′
= c1, c1 
onstante.

Uma segunda e muito importante 
lasse de funções F é quando F não depende expli
ita-

mente de x. Neste 
aso, (2.8) impli
a que

d

dx

(

F − y′
∂F

∂y′

)

= 0 (2.9)

Para ver isto, basta veri�
ar que

d

dx

(

F − y′
∂F

∂y′

)

=
∂F

∂x
+ y′

[

F

∂y
− d

dx

(

∂F

∂y′

)]

e depois usar

(2.8) e o fato que

∂F

∂x
= 0.

A equação (2.9) pode ser integrada uma vez para produzir F − y′
∂F

∂y′
= c1, onde c1 é uma


onstante. Esta é uma equação diferen
ial de primeira ordem em y(x) e pode ser resolvida

fa
ilmente em alguns 
asos espe
iais. Por exemplo, no Problema 3 da seção anterior, onde

queríamos en
ontrar a 
urva situada na metade superior do plano-xy, ligando os pontos P0 e

P1, que minimiza a área da superfí
ie obtida através da revolução da 
urva em torno do eixo-x.

Temos que a função F será F = 2πy
√

1 + (y′)2 e, portanto,

y
√

1 + (y′)2 − y(y′)2
√

1 + (y′)2
= c1.

Podemos simpli�
ar o lado esquerdo da equação a
ima e usar o fato de que y ≥ 0 para 
on
luir

que c1 ≥ 0. Se elevarmos a expressão ao quadrado, obtemos

(c1)
2

(

dy

dx

)2

= y2 − (c1)
2

(2.10)

Em adição, desde que a 
urva ligue os pontos P0(x0, y0) e P1(x1, y1), devemos ter

y(x0) = y0, y(x1) = y1. (2.11)

Uma possível solução de (2.10) é y = constante = c1, que in
lui o 
aso y(x) = 0 quando c1 = 0.

Isto pode a
onte
er apenas quando y0 = y1 = c1, isto é, quando as 
oordenadas de P0 e P1 são

iguais. Se y(x) 6= 
onstante, então podemos resolver (2.10) para x em termos y 
omo

x = ±c1
∫

dy
√

y2 − c2
+ c2

Portanto, y = c1 cosh

(

x− c2
c1

)

, onde c1 e c2 são 
onstantes a ser determinadas por (2.11).

As 
urvas 
osseno-hiperbóli
as são 
hamadas de 
atenárias e minimizam a área da superfí
ie

se as 
onstantes c1 e c2 puderem ser en
ontradas tais que (2.11) seja satisfeita. Podemos

veri�
ar que tal não é o 
aso, por exemplo, se (x0, y0) = (0, 0). Quando c1 e c2 não puderem
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ser en
ontradas, pode-se mostrar que a 
urva solução existe, porém é par
ialmente 
ontínua e

diferen
iável e 
onsiste de duas linhas verti
ais por P0 e P1 e a porção do eixo-x entre x0 e x1.

Portanto, podemos deduzir deste exemplo que nem todos os problemas no 
ál
ulo varia
ional

têm soluções dentro da 
lasse admissível das funções 
onsideradas. Geralmente, para se obter

uma solução pode-se aumentar esta 
lasse através do relaxamento das 
ondições admissíveis.

Em todos os problemas dis
utidos até agora temos pro
urado uma solução satisfazendo as


ondições de bordo (2.11). Há, porém, muitos problemas interessantes onde é ne
essário apenas

espe
i�
ar que a função extremizante está limitada em um ou ambos pontos das extremidades.

Este tipo de problema produz, para o fun
ional Ĩ, a mesma equação de Euler-Lagrange (2.8)

junto 
om um novo 
onjunto de 
ondições que devem ser satisfeitas nos pontos das extremida-

des.Assim 
onsideremos o problema de a
har uma função y(x), na 
lasse de funções duas vezes


ontinuamente diferen
iáveis que são limitadas em x = x0 e x = x1. Então, seguindo o mesmo

ra
io
ínio feito anteriormente, 
hegamos nas 
ondições ne
essárias (2.7), isto é,

∫ x1

x0

[

∂F (x, ȳ, ȳ′)

∂ȳ
η +

∂F (x, ȳ, ȳ′)

∂ȳ′
η′
]

dx = 0

que agora deve ser válida para toda função η duas vezes 
ontinuamente diferen
iável limitada

em ambos os pontos das extremidades. Integrando a segunda expressão por partes, temos

∫ x1

x0

[

∂F

∂y
− d

dx

(

∂F

∂y′

)]

η dx+

[

η
∂F

∂y′

]x1

x0

= 0. (2.12)

Em muitos 
asos, o valor de η nos pontos x0 e x1 não são ne
essariamente nulos. Contudo,

sabemos que entre todas as funções admissíveis η vai existir uma η0 que se anule em x0 e x1.

Para essas funções, o último termo em (2.12) novamente se anula e podemos 
on
luir que a

equação de Euler-Lagrange (2.8) segue. Portanto, isto 
ontinua sendo uma 
ondição ne
essária

para um extremo. Com isso, (2.12) a
ima torna-se:

[

η
∂F

∂y′

]x1

x0

= 0. Desde que todas as funções

η admissíveis não se anulem nos pontos das extremidades, devemos ter

∂F

∂y′
|x=x0

=
∂F

∂y′
|x=x1

= 0 (2.13)

Estas 
ondições são 
hamadas de 
ondições naturais de bordo. É 
laro que se tivéssemos

espe
i�
ado o valor de y em x = x0, mantendo somente as 
ondições limitantes em x = x1,

então apenas a segunda das 
ondições (2.13) seria ne
essária. É importante observar que a

equação de Euler-Lagrange não é afetada pelas 
ondições de bordo.

6.3 Operador Varia
ional

Introduziremos um importante e útil pro
edimento formal para a dedução das 
ondições ne
es-

sárias para um fun
ional ser extremizado. Considere o fun
ional

Ĩ[ȳ] =

∫ x1

x0

F (x, ȳ, ȳ′)dx.
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Se y denota a função extremizante, temos

Ĩ[ȳ]− Ĩ[y] =

∫ x1

x0

[F (x, ȳ, ȳ′)− F (x, y, y′)]dx. (3.14)

Se assumirmos que a função admissível ȳ está "perto"da função extremizante y (desse modo ȳ′

está também perto de y′), podemos expandir o integrando, para 
ada x, numa série dupla de

Taylor próximo de ȳ = y e ȳ′ = y′ para obter

F (x, ȳ, ȳ′)− F (x, y, y′) = (ȳ − y)Fy(x, y, y
′) + (ȳ′ − y′)Fy′(x, y, y

′)

+( termos de ordem superior em ȳ − y e ȳ′ − y′)

Assim pare
e razoável aproximar o lado direito de (3.14) pela integral dos dois primeiros termos

desta série. Se denotamos por δĨ a primeira variação de Ĩ, então temos

δĨ =

∫ x1

x0

[(δy)Fy + (δy)′Fy′ ]dx (3.15)

onde

δy = ȳ − y (3.16)

é 
hamada a primeira variação de y. Observe de (3.16) que δ(
(k)
y ) =

(k)

δy onde

(k)
y denota a

k-ésima derivação de y. O símbolo δĨ denota a operação varia
ional de�nida por (3.15) e δ é


hamado operador varia
ional.

A 
ondição ne
essária para que y extremize Ĩ é que a primeira variação de Ĩ se anule para

variações arbitrárias em y, isto é, δĨ = 0 para todas as variações δy duas vezes 
ontinuamente

diferen
iáveis satisfazendo as 
ondições apropriadas de bordo. Para deduzir as 
ondições ne-


essárias para um extremo, estabele
emos δĨ = 0 em (3.15) e integramos por partes a segunda

expressão do lado direito para obter

∫ x1

x0

[Fy −
d

dx
(Fy′)](δy) dx+ (δy)Fy′|x1

x0
= 0 (3.17)

Observe que δy em (3.17) tem a mesma função de η em (2.12) e assim as 
ondições ne
essárias

para um extremo são deduzidas da mesma forma 
omo foram deduzidas anteriormente. A

vantagem aqui é simplesmente de notação e 
ál
ulo, é mais simples pro
eder diretamente de

(3.15) do que introduzir as variações ȳ = y + ǫη e diferen
iar 
om respeito a ǫ.

6.4 Fun
ionais de funções de várias variáveis


onsideremos agora duas extensões dos resultados anteriores. A primeira extensão é extremizar

um fun
ional que depende de uma função de duas variáveis. Tais problemas apare
em natu-

ralmente nos prín
ipios físi
os tais 
omo o prín
ipio de Hamilton de ação mínima e o prín
ipio

de energia poten
ial mínima na elasti
idade. O problema matemáti
o é o de en
ontrar uma
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função µ(x, y), 
om derivadas par
iais segundas 
ontínuas e de�nidas sobre uma região R do

plano-xy, que extremize o fun
ional

Ĩ[µ̄] =

∫∫

R

F (x, y, µ̄, µ̄x, µ̄y)dxdy (4.18)

onde as funções admissíveis µ̄ satisfazem a 
ondição de bordo µ̄(x, y) = f(x, y), (x, y) em C.

Onde C, o limite de R, é uma 
urva simples, suave fe
hada e f é dada sobre C. Em (4.18),

assumiremos que F possua derivadas par
iais segundas 
ontínuas 
om respeito às suas 
in
o

variáveis. Denotamos a função extremizante, se existir, por µ e 
ara
terizamos 
ada função

admissível µ̄ por

µ̄(x, y) = µ(x, y) + ǫη(x, y) (4.19)

onde ǫ assume todos os valores próximos de ǫ = 0, e η é uma função arbitrária 
om derivadas

par
iais segundas 
ontínuas que se anula sobre C, isto é,

η(x, y) = 0, (x, y) sobre C (4.20)

Substituindo (4.19) no fun
ional (4.18), obtemos a função I(ǫ) de�nida por

I(ǫ) =

∫∫

R

F (x, y, µ+ ǫη, µx + ǫηx, µy + ǫηy)dxdy

Assim, as suposições feitas sobre F impli
am que uma 
ondição ne
essária para I ter um

extremo em µ̄ = µ é que I ′(0) = 0 para toda função admissível η satisfazendo as 
ondições

homogêneas de bordo (4.20). Diferen
iando I(ǫ) 
om respeito a ǫ, temos

I ′(ǫ) =

∫∫

R

(

η
∂F

∂µ̄
+ ηx

∂F

∂µ̄x
+ ηy

∂F

∂µ̄y

)

dxdy

onde

∂F

∂µ̄x
e

∂F

∂µ̄y
denotam as derivadas par
iais de F 
om respeito às suas 4a e 5a variáveis,

respe
tivamente. Agora

ηx
∂F

∂µ̄x
=

{

∂

∂x

(

η
∂F

∂µ̄x

)}

− η

{

∂

∂x

(

∂F

∂µ̄x

)}

(4.21)

Semelhantemente a (4.21), temos

ηy
∂F

∂µ̄y
=

{

∂

∂y

(

η
∂F

∂µ̄y

)}

− η

{

∂

∂y

(

∂F

∂µ̄y

)}

(4.22)

substituindo (4.21) e (4.22) em I ′(ǫ), obtemos

I ′(ǫ) =

∫∫

R

η

[

∂F

∂µ̄
−
{

∂

∂x

(

∂F

∂µ̄x

)}

−
{

∂

∂y

(

∂F

∂µ̄y

)}]

dxdy

+

∫∫

R

[{

∂

∂x

(

η
∂F

∂µ̄x

)}

+

{

∂

∂y

(

η
∂F

∂µ̄y

)}]

dxdy
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A segunda integral a
ima pela apli
ação do teorema de Green produz uma integral de linha

sobre C que se anula quando a 
ondição de bordo (4.20) é usada. Reforçamos a 
ondição de

que I ′(0) = 0 sobre a integral a
ima e apli
amos a extensão bidimensional do lema 6.1.1 para

obtermos a seguinte equação de Euler-Lagrange para µ:

∂F

∂µ
−
{

∂

∂x

(

∂F

∂µx

)}

−
{

∂

∂y

(

∂F

∂µy

)}

= 0 (4.23)

6.5 Diversas funções de uma variável

Nosso objetivo é extremizar um fun
ional de duas funções de uma variável. O problema 
on-

siste em en
ontrar, entre todas as funções φ̄(t) e ψ̄(t) duas vezes 
ontinuamente diferen
iáveis,

de�nidas para t0 ≤ t ≤ t1, as duas que extremizem o fun
ional

Ĩ[φ̄, ψ̄] =

∫ t1

t0

F (t, φ̄, ψ̄, φ̄′, ψ̄′)dt (5.24)

onde F deve ter derivadas par
iais segundas 
ontínuas 
om respeito às suas 
in
o variáveis. Em

geral, as funções admissíveis φ̄(t) e ψ̄(t) devem satisfazer as 
ondições de bordo

φ̄(t0) = x0, ψ̄(t0) = y0, e φ̄(t1) = x1, ψ̄(t1) = y1

Denotaremos por φ(t) e ψ(t) as funções extremizantes. Podemos introduzir dois parâmetros ǫ1,

ǫ2 independentes, assumindo valores bem próximos de (ǫ1, ǫ2) = (0, 0). Cara
terizamos, então,

as funções admissíveis por

φ̄(t) = φ(t) + ǫ1η1(t)

ψ̄(t) = ψ(t) + ǫ2η2(t)

onde η1 e η2 são arbitrárias e duas vezes 
ontinuamente diferen
iáveis e satisfazendo as 
ondições

homogêneas

η1(t0) = η1(t1) = 0

η2(t0) = η2(t1) = 0

Poderíamos de�nir uma função I(ǫ1, ǫ2) e usar o resultado que em um extremo

∂I(0, 0)

∂ǫ1
=

∂I(0, 0)

∂ǫ2
= 0. Porém pro
ederemos de modo diferente. Usaremos o 
on
eito de operador

varia
ional. Para que φ e ψ extremizem Ĩ, é ne
essário que δĨ se anule em φ̄ = φ e ψ̄ = ψ para

variações δφ = 0 = δφ em t0 e t1. Desde que Ĩ dependa só de duas funções independentes e de

suas derivadas, podemos obter δĨ através de uma apli
ação da regra da 
adeia ao integrando

F em (5.24):

δĨ =
∂

∂t

∫ t1

t0

F (t, φ̄, ψ̄, φ̄′, ψ̄′)dt =

∫ t1

t0

[

∂F

∂φ
(δφ) +

∂F

∂ψ
(δψ) +

∂F

∂φ′
(δφ)′ +

∂F

∂ψ′
(δψ)′

]

dt
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Integrando os dois últimos termos por partes e usando o fato que δφ e δψ se anulam em t0 e t1

e fazendo δĨ = 0, obtemos

δĨ =

∫ t1

t0

[

δφ

(

∂F

∂φ
− d

dt

∂F

∂φ′

)]

dt+

∫ t1

t0

[

δψ

(

∂F

∂ψ
− d

dt

∂F

∂ψ′

)]

dt (5.25)

Desde que (5.25) seja válida para variações independentes e arbitrárias δφ e δψ, podemos


onsiderar δψ = 0 e δφ 6= 0 para obter

∫ t1
t0

[

δφ

(

∂F

∂φ
− d

dt

∂F

∂φ′

)]

dt = 0 para variações δφ

arbitrárias satisfazendo δφ(t0) = δφ(t1) = 0. Considerando agora δφ = 0 e δψ 6= 0 
hegamos

∫ t1
t0

[

δψ

(

∂F

∂ψ
− d

dt

∂F

∂ψ′

)]

dt = 0 para variações δψ arbitrárias satisfazendo δψ(t0) = δψ(t1) = 0.

Daí, obtemos duas equações de Euler-Lagrange:

(i)
∂F

∂φ
− d

dt

∂F

∂φ′
= 0 (ii)

∂F

∂ψ
− d

dt

∂F

∂ψ′
= 0

Essas duas equações juntamente 
om as 
ondições de bordo φ(t0) = x0, ψ(t0) = y0 e φ(t1) = x1,

ψ(t1) = y1, forne
em as 
ondições ne
essárias sobre as funções extremizantes φ e ψ.

Exemplo 6.5.1 En
ontre a 
urva suave de menor 
omprimento ligando os pontos P0(x0, y0) e

P1(x1, y1) no plano-xy.

Solução Queremos en
ontrar uma 
urva suave C : x = φ(t), y = ψ(t), t0 ≤ t ≤ t1,

de menor 
omprimento e que une P0(x0, y0) e P1(x1, y1). Para tanto, devemos minimizar o

fun
ional

Ĩ[φ̄, ψ̄] =

∫ t1

t0

√

(φ̄′)2 + (ψ̄′)2dt

Temos que a função F é dada por

√

(φ̄′)2 + (ψ̄′)2. Apli
ando as equações de Euler-Lagrange a

F , obtemos

(i)
d

dt

∂F

∂φ′
= 0 ⇒ d

dt

(

2φ′

2
√

(φ̄′)2 + (ψ̄′)2

)

= 0 já que

∂F

∂φ
= 0

(ii)
d

dt

∂F

∂ψ′
= 0 ⇒ d

dt

(

2ψ′

2
√

(φ̄′)2 + (ψ̄′)2

)

= 0 já que

∂F

∂ψ
= 0

Em geral φ(t) e ψ(t) devem satisfazer as 
ondições de bordo φ(t0) = x0, ψ(t0) = y0 e φ(t1) = x1

e ψ(t1) = y1. Agora integramos (i) e (ii) 
om relação a t para obtermos

φ′

√

(φ̄′)2 + (ψ̄′)2
= c1 e

ψ′

√

(φ̄′)2 + (ψ̄′)2
= c2 onde c1 e c2 são 
onstantes de integração. Observe que se c1 = 0, teremos

que φ′ = 0 e, portanto, φ = constante. Donde x0 = x1 e ψ arbitrária. Neste 
aso, a solução é

uma linha paralela ao eixo-y, que é o resultado ante
ipado se P0 e P1 têm a mesma abs
issa.

Agora, se c1 6= 0, podemos dividir c2 por c1:

c2
c1

= k1 =
ψ′

√

(φ̄′)2 + (ψ̄′)2
·
√

(φ̄′)2 + (ψ̄′)2

φ′
⇒ k1 =

ψ′

φ′
⇒ ψ′ = k1φ

′
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integrando a última igualdade a
ima obtemos: (∗∗)ψ(t) = k1φ(t) + k2. Logo, a solução do

problema é a linha reta y = k1x + k2, onde k1 e k2 são determinadas através das 
ondições

ini
iais, ou seja, através da 
ondição de que a 
urva deve estar entre (x0, y0) e (x1, y1).

Observação 6.5.2 Em (**) uma das duas funções φ ou ψ não é determinada uni
amente,

apesar de o resultado �nal ser um traço determinado uni
amente. Isto re�ete o fato de que os

traços podem ser parametrizados de várias maneiras.

6.6 Problemas 
om vín
ulos: Multipli
adores de Lagrange

Para fa
ilitar a apresentação, 
onsideremos primeiro um fun
ional vin
ulado envolvendo so-

mente uma função; depois generalizamos os resultados da análise para resolvermos o problema

isoperimétri
o.

Suponha que queremos en
ontrar uma função y entre todas as funções ȳ duas vezes 
onti-

nuamente diferen
iáveis satisfazendo as 
ondições

ȳ(x0) = y0 e ȳ(x1) = y1 (6.26)

que extremiza o fun
ional

Ĩ[ȳ] =

∫ x1

x0

F (x, ȳ, ȳ′)dx (6.27)

sujeito ao ví
ulo

J̃ [ȳ] =

∫ x1

x0

G(x, ȳ, ȳ′)dx = k (6.28)

onde k é uma 
onstante dada no problema. Assumimos que as funções F e G tenham derivadas

par
iais segundas 
ontínuas 
om respeito a todos os seus argumentos. Diferentemente dos

problemas sem vín
ulos, nos quais 
ara
terizamos as funções admissíveis por ȳ(x) = y(x) +

ǫη(x), η(x0) = η(x1) = 0, aqui uma variação ǫη(x) poderia não ser adequada. Isto porque, em

geral, qualquer variação em ȳ de (6.27) muda o valor de J̃ em (6.28) e, portanto, viola a restrição

de J̃ é 
onstante. Para 
onseguir esta limitação, introduzimos duas variações independentes

para ȳ. É então possível ajustá-las de modo a manter J̃ 
om seu valor pres
rito k, enquanto

ao mesmo tempo, extremizamos o fun
ional Ĩ . Assim, 
ara
terizamos as funções admissíveis ȳ

por

ȳ(x) = y(x) + ǫ1η1(x) + ǫ2η2(x) (6.29)

onde ǫ1 e ǫ2 assumem valores nas vizinhanças de ǫ1 = ǫ2 = 0, e η1, η2 são funções independentes,

duas vezes 
ontinuamente diferen
iáveis satisfazendo η1(x0) = η1(x1) = η2(x0) = η2(x1) = 0.

Substituindo (6.290 nos fun
ionais (6.27) e (6.28), obtemos duas funções I[ǫ1, ǫ2] e J [ǫ1, ǫ2]

de�nidas por

I[ǫ1, ǫ2] =

∫ x1

x0

F (x, y + ǫ1η1 + ǫ2η2, y
′ + ǫ1η

′

1 + ǫ2η
′

2)dx (6.30)
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J [ǫ1, ǫ2] =

∫ x1

x0

G(x, y + ǫ1η1 + ǫ2η2, y
′ + ǫ1η

′

1 + ǫ2η
′

2)dx = k (6.31)

O problema agora é extremizar o fun
ional I[ǫ1, ǫ2] de duas variáveis sujeito ao vín
ulo (6.31),


om o ponto 
ríti
o sendo (ǫ1, ǫ2) = (0, 0). Daí, introduzimos um multipli
ador de Lagrange λ e

extremizamos o fun
ional H de três variáveis de�nido por

H [ǫ1, ǫ2, λ] = I + λ(J − k) =

∫ x1

x0

(F + λG)dx− λk

onde os argumentos de F e G são 
omo em (6.30) a
ima. Assim, a 
ondição para que H tenha

um extremo em ǫ1 = ǫ2 = 0 produz

∂H

∂ǫ1
(0, 0, λ) =

∂I

∂ǫ1
(0, 0) + λ

∂J

∂ǫ1
(0, 0) = 0 (6.32)

∂H

∂ǫ2
(0, 0, λ) =

∂I

∂ǫ2
(0, 0) + λ

∂J

∂ǫ2
(0, 0) = 0 (6.33)

∂H

∂λ
(0, 0, λ) = J(0, 0)− k = 0 (6.34)

Cal
ulando as derivadas de I e J de (6.30) e (6.31), respe
tivamente, e usando o mesmo

pro
edimento das seções anteriores, obtemos a equação de Euler-Lagrange dada por

∂

∂y
[F (x, y, y′) + λG(x, y, y′)− d

dx

{

∂

∂y′
[F (x, y, y′) + λG(x, y, y′)]

}

= 0

Em adição, o vín
ulo (6.34) torna-se

∫ x1

x0

G(x, y, y′)dx = k (6.35)

Observe que a equação de Euler-Lagrange dada a
ima é uma equação diferen
ial ordinária

de segunda ordem em y, envolvendo o multipli
ador de Lagrange λ. Sua solução 
onterá duas


onstantes de integração que são determinadas junto 
om λ, através da imposição das 
ondições

de bordo (6.26) e do vín
ulo (6.35).

A
abamos de mostrar as idéias para determinar a equação de Euler-Lagrange para problemas

vin
ulados envolvendo uma função. Estenderemos agora o resultado a
ima para o problema de

determinação de funções φ(t) e ψ(t) su�
ientemente diferen
iáveis que extremizem o fun
ional

Ĩ[φ̄, ψ̄] =

∫ t1

t0

F (t, φ̄, ψ̄, φ̄′, ψ̄′)dt (6.36)

sujeito ao vín
ulo

J̃ [φ̄, ψ̄] =

∫ t1

t0

G(t, φ̄, ψ̄, φ̄′, ψ̄′)dt = k (6.37)

As 
ondições ne
essárias são dadas por

∂

∂φ
(F + λG)− d

dt

[

∂

∂φ′
(F + λG)

]

= 0 (6.38)

∂

∂ψ
(F + λG)− d

dt

[

∂

∂ψ′
(F + λG)

]

= 0 (6.39)

∫ t1

t0

Gdt = k (6.40)
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em que os argumentos de F e G são (t, φ̄, ψ̄, φ̄′, ψ̄′) e λ é um multipli
ador de Lagrange. Agora,

vamos apli
ar estes resultados para resolver o problema isoperimétri
o.

Exemplo 6.6.1 Resolva o problema isoperimétri
o. Ou seja, de todas as 
urvas simples, sua-

ves e fe
hadas C: x = φ(t), y = ψ(t), t0 ≤ t ≤ t1, de 
omprimento dado, en
ontre a úni
a

que in
lui a maior área.

Solução: A expressão que representa a área de uma 
urva será

A =

∮

C

xdy =

∫ t1

t0

φ(t)ψ′(t)dt

e o 
omprimento dessa 
urva é dado por

L0 =

∫ t1

t0

√

[φ′(t)]2 + [ψ′(t)]2dt

indenti�
amos os integrandos F e G nos fun
ionais (6.36) e (6.37) a
ima 
omo F = φψ′
e

G =
√

[φ′(t)]2 + [ψ′(t)]2. Consequentemente as equações (6.38)-(6.40) produzem

ψ′ − d

dt

(

λφ′

√

[φ′(t)]2 + [ψ′(t)]2

)

= 0, (6.41)

− d

dt

(

φ+
λψ′

√

[φ′(t)]2 + [ψ′(t)]2

)

= 0, (6.42)

∫ t1

t0

√

[φ′(t)]2 + [ψ′(t)]2dt = L0, (6.43)

Cada uma das equações (6.41) e (6.42) podem ser integradas uma vez para produzirem, res-

pe
tivamente

ψ − λφ′

√

[φ′(t)]2 + [ψ′(t)]2
= c1, φ+

λψ′

√

[φ′(t)]2 + [ψ′(t)]2
= c2

onde c1 e c2 são 
onstantes arbitrárias. Agora resolvemos a primeira equação por ψ − c1, a

segunda por φ−c2, depois elevamos ambos os membros ao quadrado e somamos estes resultados,

produzindo (desde que x = φ e y = ψ):

(x− c2)
2 + (y − c1)

2 = λ2

o que prova que a 
urva desejada é um 
ír
ulo. Como o 
omprimento da 
urva é L0 e a


ir
unferên
ia do 
ír
ulo mede 2πλ, temos que λ =
L0

2π
.
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6.7 Problemas da físi
a-matemáti
a

01) O prin
ípio de Hamilton estabele
e que um sistema de partí
ulas se move num intervalo

de tempo de t0 a t1 de modo que a ação A =
∫ t1
t0
(T − V )dt é minimizada, onde T e V são,

respe
tivamente, a energia 
inéti
a e a energia poten
ial do sistema.

Considere a vibração lateral de uma viga elásti
a 
om energia 
inéti
a igual a

1

2

∫ L

0
ρA(Wt)

2dx

e a energia de tensão dada por

1

2

∫ L

0
EI(Wxx)

2dx, onde ρ, A, I, L e W são a densidade, área da

seção transversa, momento de inér
ia da seção transversa, 
omprimento e deslo
amento lateral

da viga, respe
tivamente, e E é o módulo de Young. Dizemos que a viga está exe
utando

os
ilações harm�ni
as livres se o deslo
amento for dado na forma W (x, t) = µ̄(x)sen(ωt) ou

W (x, t) = µ̄(x) cos(ωt) onde ω é a frequên
ia natural de vibração da viga. Seja V e T o máximo,

tomados sobre um período 0 ≤ t ≤ 2π/ω, da energia poten
ial e 
inéti
a, respe
tivamente. En-

tão, assumindo que as os
ilações livres são 
ara
terizadas pela função µ(x) que extremiza V −T ,
deduza que esta 
ondição 
onduz à extremização de J [µ̄] =

1

2

∫ L

0
[EI(µ̄′′)2−ω2ρAµ̄2]dx. Obtenha

a seguinte equação diferen
ial para os
ilações livres da viga: (EIµ′′)′′ − ρAω2µ = 0.

Resolução: Cal
ulando as derivadas de W 
om respeito a x, obtemos:

(i) para W (x, t) = µ̄(x)sen(ωt) temos que Wxx = µ̄xxsen(ωt); Wt = ωµ̄ cos(ωt).

(ii)para W (x, t) = µ̄(x) cos(ωt) temos que Wxx = µ̄xx cos(ωt); Wt = −ωµ̄sen(ωt).
Usando (i) temos

V − T =
1

2

∫ L

0

[EI(µ̄′′)2sen2(ωt)− ρAω2µ̄2 cos2(ωt)]dx (7.44)

e, usando (ii) temos

V − T =
1

2

∫ L

0

[EI(µ̄′′)2 cos2(ωt)− ρAω2µ̄2sen2(ωt)]dx (7.45)

somando (7.44) e (7.45), obtemos

V − T =
1

2

∫ L

0

[EI(µ̄′′)2 − ω2ρAµ̄2]dx

Observe que extremizar (V − T ) é equivalente a extremizar o fun
ional dado pela expressão a

seguir

J [µ̄] =
1

2

∫ L

0

[EI(µ̄′′)2 − ω2ρAµ̄2]dx.

Fazendo µ̄ = µ+ ǫη e 
onsiderando η(0) = η(L) = 0 e η′(0) = η′(L) = 0, obtemos

J [ǫ] =
1

2

∫ L

0

[EI(µ′′ + ǫη′′)2 − ω2ρA(µ+ ǫη)2]dx

J [ǫ] =
1

2

∫ L

0

{EI[(µ′′)2 + 2µ′′ǫη′′ + ǫ2(η′′)2]− ω2ρA(µ2 + 2µǫη + ǫ2η2)}dx
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Fazendo agora

d

dǫ
J [ǫ] = 0 temos

1

2

∫ L

0

{EI[2µ′′η′′ + 2ǫ(η′′)2]− ω2ρA(2µη + 2ǫη2)}dx = 0

Estabele
endo

d

dǫ
J [0] = 0, obtemos

∫ L

0

{EIµ′′η′′ − ω2ρAµη}dx = 0

ou

EI

∫ L

0

µ′′η′′dx− ω2ρA

∫ L

0

µηdx = 0

integrando a primeira integral por partes, temos

EI

∫ L

0

η(µ′′)′′dx− ω2ρA

∫ L

0

µηdx = 0

ou

∫ L

0

[(EIµ′′)′′ − ω2ρAµ]ηdx = 0

usando o lema 6.1.1 
on
luímos que

(EIµ′′)′′ − ω2ρAµ = 0.

02) Seja ~u = (u1(~r, t), u2(~r, t), u3(~r, t)) o vetor deslo
amento de um sólido isotrópi
o elásti
o

que o
upa uma região V limitado por uma superfí
ie S. A distorção tensora εij e a pressão

tensora σij i, j = 1, 2, 3, são de�nidas, respe
tivamente, por:

εij =
1

2

(

∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)

, σij = λδij

3
∑

k=1

εkk + 2µεij

onde δij é o delta de Krone
ker de�nido por δij =

{

1, se i = j

0, se i 6= j
e λ, µ são 
onstantes elásti
as.

A energia poten
ial V e a energia 
inéti
a T são de�nidas por

V =
1

2

∫∫∫

R

3
∑

i,j=1

σijεijdV, T =
1

2

∫∫∫

R

ρ|~ut|2dV

onde ρ é a densidade do sólido. Assumimos que

∫ t1
t0
(T−V )dt é esta
ionária, deduza as equações

de Navier de elasti
idade linear dadas na forma vetorial por: µ∇2~u+(λ+µ)∇(div~u) = ρ~utt.

Resolução: Para simpli�
ar os 
ál
ulos vamos 
onsiderar o vetor deslo
amento 
om ape-

nas duas 
omponentes: ~u = (u1(~r, t), u2(~r, t)). Primeiramente vamos 
al
ular o somatório

∑2
i,j=1 σijεij = σ11ε11 + σ12ε12 + σ21ε21 + σ22ε22. temos que

σ11ε11 = [λδ11(ε11 + ε22) + 2µε11]ε11 = λ

(

∂u1
∂x1

+
∂u2
∂x2

)(

∂u1
∂x1

)

+ 2µ

(

∂u1
∂x1

)2
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σ12ε12 = [λδ12(ε11 + ε22) + 2µε12]ε12 = 2µε212 =
µ

2

(

∂u1
∂x2

+
∂u2
∂x1

)2

σ21ε21 = [λδ21(ε11 + ε22) + 2µε21]ε21 = 2µε221 =
µ

2

(

∂u1
∂x2

+
∂u2
∂x1

)2

σ22ε22 = [λδ22(ε11 + ε22) + 2µε22]ε22 = λ

(

∂u1
∂x1

+
∂u2
∂x2

)(

∂u2
∂x2

)

+ 2µ

(

∂u2
∂x2

)2

|~ut|2 = u21,t + u22,t

Devemos agora extremizar o fun
ional

Ĩ[ū] = T − V =
1

2

∫∫

R

{

ρ[(ū1,t)
2 + (ū2,t)

2]− λ

(

∂ū1
∂x1

+
∂ū2
∂x2

)2

−2µ

[

(

∂ū1
∂x1

)2

+

(

∂ū2
∂x2

)2
]

− µ

(

∂ū1
∂x2

+
∂ū2
∂x1

)2
}

dV

Fazendo ū1 = u1 + εη1 e ū2 = u2 + εη2, �
amos 
om

I[ε] =
1

2

∫∫

R

{

ρ[(u1,t + ǫη1,t)
2 + (u2,t + ǫη2,t)

2]− λ

(

∂u1
∂x1

+ ǫ
∂η1
∂x1

+
∂u2
∂x2

+ ǫ
∂η2
∂x2

)2

−2µ

[

(

∂u1
∂x1

+ ǫ
∂η1
∂x1

)2

+

(

∂u2
∂x2

+ ǫ
∂η2
∂x2

)2
]

− µ

(

∂u1
∂x2

+ ǫ
∂η1
∂x2

+
∂u2
∂x1

+ ǫ
∂η2
∂x1

)2
}

dV

Fazemos agora I ′(0) = 0 para obtermos

1

2

∫∫

R

{

ρ(u1,tη1,t + u2,tη2,t)− λ

(

∂u1
∂x1

+
∂u2
∂x2

)(

∂η1
∂x1

+
∂η2
∂x2

)

−2µ

[(

∂u1
∂x1

)(

∂η1
∂x1

)

+

(

∂u2
∂x2

)(

∂η2
∂x2

)]

− µ

(

∂u1
∂x2

+
∂u2
∂x1

)(

∂η1
∂x2

+
∂η2
∂x1

)}

dV = 0

ou

∫∫

R

[

ρu1,tη1,t − λ

(

∂u1
∂x1

+
∂u2
∂x2

)(

∂η1
∂x1

)

−2µ

(

∂u1
∂x1

)(

∂η1
∂x1

)

− µ

(

∂u1
∂x2

+
∂u2
∂x1

)(

∂η1
∂x2

)]

dV

+

∫∫

R

[

ρu2,tη2,t − λ

(

∂u1
∂x1

+
∂u2
∂x2

)(

∂η2
∂x2

)

−2µ

(

∂u2
∂x2

)(

∂η2
∂x2

)

− µ

(

∂u1
∂x2

+
∂u2
∂x1

)(

∂η2
∂x1

)]

dV = 0

daí obtemos

∫∫

R

[

−ρu1,tt + λ
∂

∂x1

(

∂u1
∂x1

+
∂u2
∂x2

)

+2µ
∂

∂x1

(

∂u1
∂x1

)

+ µ
∂

∂x2

(

∂u1
∂x2

+
∂u2
∂x1

)]

η1dV
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+

∫∫

R

[

−ρu2,tt + λ
∂

∂x2

(

∂u1
∂x1

+
∂u2
∂x2

)

+2µ
∂

∂x2

(

∂u2
∂x2

)

+ µ
∂

∂x1

(

∂u1
∂x2

+
∂u2
∂x1

)]

η2dV = 0

do lema 6.1.1 segue que

ρu1,tt − λ
∂

∂x1

(

∂u1
∂x1

+
∂u2
∂x2

)

− 2µ
∂

∂x1

(

∂u1
∂x1

)

− µ
∂

∂x2

(

∂u1
∂x2

+
∂u2
∂x1

)

= 0

ρu2,tt − λ
∂

∂x2

(

∂u1
∂x1

+
∂u2
∂x2

)

− 2µ
∂

∂x2

(

∂u2
∂x2

)

− µ
∂

∂x1

(

∂u1
∂x2

+
∂u2
∂x1

)

= 0

ou

ρu1,tt − (λ+ µ)
∂

∂x1

(

∂u1
∂x1

+
∂u2
∂x2

)

− µ∇2u1 = 0

ρu2,tt − (λ+ µ)
∂

∂x2

(

∂u1
∂x1

+
∂u2
∂x2

)

− µ∇2u2 = 0

Podemos expressar as equações a
ima na forma vetorial:

ρ~utt = µ∇2~u+ (λ+ µ)∇(div~u),

que é a equação de Navier de elasti
idade linear.

6.8 Exer
í
ios

1. A
har a função duas vezes 
ontinuamente diferen
iável y(x) que extremize a integral

Ĩ[ȳ] =

∫ 1

0

{ȳ[1 + (ȳ′)2]}1/2dx

e satisfaz as 
ondições

y(0) = y0 y(1) = y1, y0 e y1 ≥ 0.

2. A
he a equação de Euler-Lagrange para a função y que extremiza o fun
ional Ĩ[ȳ] =
∫ x1

x0
(pȳ′2+ qȳ2)dx sujeito a ȳ(x0) = y0 e ȳ(x1) = y1, onde p e q são funções 
ontínuas de x

dadas, 
om p, q > 0 para a < x < b. Quais as 
ondições de diferen
iabilidade que temos

que assumir para p e q e a função extremizante? Qual a natureza do extremo?

3. Mostre que a equação de Euler-Lagrange satisfeita pela função y(x) duas vezes 
ontinu-

amente diferen
iável que extremiza o raio

Γ[ȳ] =

∫ x1

x0
F (x, ȳ, ȳ′)dx

∫ x1

x0
G(x, ȳ, ȳ′)dx
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e satisfaz as 
ondições de fronteira ȳ(x0) = y0 ȳ(x1) = y1, é

∂F

∂y
− d

dx

(

∂F

∂y′

)

− Γ[y]

[

∂G

∂y
− d

dx

(

∂G

∂y′

)]

= 0,

onde F e G têm derivadas par
iais de segunda ordem 
ontínuas 
om respeito a seus três

argumentos.

4. Use o resultado do exer
í
io a
ima para a
har a função não-nula que extremiza o raio

Γ[ȳ] =
∫ 1

0
(ȳ′)2dx/

∫ 1

0
ȳ2dx sujeito às 
ondições ȳ(0) = ȳ(1) = 0. Qual o valor mínimo

desse raio?

5. Obtenha a equação de Euler-Lagrange

∂F

∂y
− d

dx

(

∂F

∂y′

)

+ · · ·+ (−1)n
dn

dxn

(

∂F

∂
(n)
y

)

= 0

onde

(n)
y =

dky

dxk
, para y(x) que extremiza o fun
ional

Ĩ[ȳ] =

∫ x1

x0

F (x, ȳ, ȳ′, · · · ,
(n)

ȳ )dx

sujeito às 
ondições

(j)

ȳ (x0) = y0j,
(j)

ȳ (x1) = y1j, j = 0, 1, · · · , n− 1. Assuma que F e y são

su�
ientemente 
ontinuamente diferen
iáveis.

6. Considere o problema de determinar a função y(x) que extremiza o fun
ional

Ĩ[ȳ] =

∫ x1

x0

F (x, ȳ, ȳ′)dx/

∫ x1

x0

G(x, ȳ, ȳ′)dx

sujeito a algumas 
ondições de fronteira. O método que utilizaremos é o método 
onhe
ido


omo de Rayleigh-Ritz que 
onsiste em 
onsiderar funções admissíveis ȳ(x) que podem

ser expressas na forma ȳ(x) =
∑N

n=1 anfn(x), onde fn(x), n = 1, 2, · · · , N, são funções


onhe
idas que satisfazem as 
ondições de fronteira naturais sobre y. Essas são 
hamadas


ondições de fronteiras geométri
as, ou 
inemáti
as. Essa série �nita é substituída no

fun
ional Ĩ para obter uma função I de N 
oe�
ientes an. Portanto,

Ĩ[ȳ] = I(a1, · · · , an)

=

∫ x1

x0

F (x,
∑

anfn(x),
∑

anf
′

n(x))dx/

∫ x1

x0

G(x,
∑

anfn(x),
∑

anf
′

n(x))dx

Essas an são es
olhidas de modo que I é extremizada usando os métodos 
onhe
idos do


ál
ulo diferen
ial para en
ontrar máximos e mínimos de funções de várias variáveis.(Note

que, se as 
ondições de fronteira sobre y não são homogêneas, então esses 
oe�
ientes

devem ser es
olhidos de modo que ȳ satisfaça essas 
ondições. Isso leva a restrições sobre
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os 
oe�
ientes an.) Com os 
oe�
ientes es
olhidos dessa maneira a série a
ima será uma

aproximação para a solução y(x).

(a) Aplique esse método para determinar uma boa aproximação para a função y(x) que

minimiza o raio Ĩ[ȳ] =
∫ 1

0
ȳ′2/

∫ 1

0
ȳ2dx sujeito às 
ondições ȳ(0) = ȳ(1) = 0. Tome N = 2

e se (i) fn(x) = sen(nφx), (ii) f1(x) = x(1 − x), f2(x) = x2(1 − x), então 
al
ule o


orrespondente valor de Ĩ.

(b) Obtenha a solução exata para o problema varia
ional na parte (a) e 
ompare o valor

mínimo de Ĩ 
om o aproximado obtido na parte (a).

7. Deduza as equações de Euler-Lagrange para as funções u(x, y) e v(x, y) duas vezes 
on-

tinuamente diferen
iáveis que extremizam o fun
ional

Ĩ[ū, v̄] =

∫∫

R

F (x, y, ū, v̄, ūx, ūy, v̄x, v̄y)dxdy

onde R é a região no plano-xy limitada pela 
urva suave,fe
hada, simples C, e F tem

derivadas par
iais segundas 
ontínuas 
om respeito a seus argumentos. Extenda esse

resultado para funções de n variáveis.

8. Uma partí
ula se move sob a ação de um 
ampo de força 
entral. Por ação de um 
ampo

de força 
entral entendemos 
omo sendo o gradiente de uma energia poten
ial V (r), onde

r é a distân
ia ao ponto de origem.

(a) Assuma que a força 
entral está agindo na origem do plano-xy e que a posição num

tempo t de uma partí
ula de massa unitária é des
rita em 
oordenadas polares por r(t) e

θ(t). Usando o prin
ípio de Hamilton, formule o problema 
omo um problema varia
ional

e deduza as seguintes equações de Euler-Lagrange para r e θ:

(i)

d

dt
(r2θ̇) = 0,

(ii) r̈ + V ′(r)− rθ̇2 = 0, (·) = d

dt
()

(Sugestão: A energia 
inéti
a é

1

2
(ẋ2 + ẏ2) e a energia poten
ial é V (r).)

(b) A equação (i) pode ser integrada para obter θ̇ = k/r2, onde k é uma 
onstante.

Assuma que a órbita da partí
ula pode ser des
rita por uma equação polar da forma

r = r(θ); use a regra da 
adeia para mostrar que a equação (ii) na parte (a) torna-se

k2
d

dθ

(

1

r2
dr

dθ

)

+ r2
[

V ′(r)− k2

r3

]

= 0.

(
) Assuma que V ′(r) =
µ

r2
, µ > 0, a qual é uma aproximação para o poten
ial devido

a força gravita
ional exer
ida pelo sol sobre os planetas no sistema solar, e es
reva a

equação na parte (b) 
omo

d2

dθ2

(

1

r

)

+
1

r
=

µ

k2
.
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Integre essa fórmula e mostre que o 
aminho da partí
ula é uma seção 
�ni
a. Isto é uma

veri�
ação de uma das Leis de Kepler do movimento planetário.

9. De todas as 
urvas suaves fe
hadas C: x = φ(t), y = ψ(t), t0 ≤ t ≤ t1, que englobam

uma área �xa, a
he aquela que tem menor perímetro.

10. A
he a função duas vezes 
ontinuamente diferen
iável y que minimize

∫ 1

0
(ȳ′)2dx sujeito à


ondição de normalização

∫ 1

0
ȳ2dx = 1 
om ȳ(0) = 0 e 
om a 
ondição natural de fronteira

em x = 1. Determine seu mínimo.



Apêndi
e A

Séries e Sequên
ias de Funções

A.1 Convergên
ia simples e 
onvergên
ia uniforme.

De�nição A.1.1 Seja X um 
onjunto de números reais. Uma sequên
ia de funções fn : X →
R é uma 
orrespondên
ia que asso
ia a 
ada número natural n ∈ N uma função fn, de�nida

em X e tomando valores reais.

De�nição A.1.2 Uma sequên
ia de funções fn : X → R 
onverge simplesmente para a função

f : X → R quando para 
ada x ∈ X, a sequên
ia de números (f1(x), f2(x),.., fn(x), ...)


onverge para o número f(x). Ou seja, para todo x ∈ X �xado, tem-se lim
n→∞

fn(x) = f(x).

Exemplo A.1.3 Dado o 
onjunto X ⊂ R, sejam (an) uma seqûen
ia de números reais 
om

lim
n→∞

an = a, e g : X → R uma função. Podemos 
onsiderar a sequên
ia de funções fn : X →
R, de�nidas por fn(x) = an · g (x) e a função f : X → R, dada por f(x) = a · g (x). Para


ada x ∈ X temos lim
n→∞

fn(x) = lim
n→∞

[an · g (x)] = a · g (x) = f(x). Logo a sequên
ia de funções

fn(x) = an · g (x) 
onverge simplesmente em X para a função f(x) = a · g (x) .

Exemplo A.1.4 A sequên
ia de funções fn (x) =
x

n
, 
onverge simplesmente em toda a reta,

para zero, ou seja, ao tomarmos o limite, ela 
onverge para a função identi
amente nula f :

R → R. Observe o grá�
o abaixo 
om f1, f2, f3, f4, f10:

-1 1 2 3 4 5
-1

1

2

3

4

5

x

y

Para 
ada x ∈ R, a sequên
ia de números fn (x) =
x

n

onverge a zero.

140
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Exemplo A.1.5 Seja a sequên
ia de funções fn : [0, 1] → R, de�nidas por fn (x) = xn,

(n = 1, 2, 3, ...) . Então (fn) 
onverge simplesmente para a função f : [0, 1] → R, dada por

f (x) = 0, se 0 ≤ x < 1 e f (1) = 1. Com efeito, para 
ada x ∈ [0, 1) temos lim
n→∞

xn = 0,

enquanto lim
n→∞

1n = 1.

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0.2 0.4 0.6 0.8 1x

A �gura mostra os grá�
os das funções fn (x) = xn para f1, f2, f3 e f4, no intervalo

[0, 1].Qualquer reta verti
al levantada de um ponto 
ujas ordenadas 
onvergem monotonamente

para zero. No ponto x = 1, temos fn (1) = 1 para todo n.

De�nição A.1.6 Dizer que a sequên
ia de funções fn : X → R 
onverge simplesmente para

a função f : X → R signi�
a, formalmente, o seguinte: dado qualquer ε > 0, pode-se obter

para 
ada x ∈ X, um inteiro n0 = n0 (ε, x), o qual depende de ε e de x, tal que n > n0 ⇒
|fn (x)− f (x)| < ε.

De�nição A.1.7 Diz-se que uma sequên
ia de funções fn : X → R 
onverge uniformemente

para uma função f : X → R quando, para todo ε > 0 dado, existe um inteiro n0 = n0 (ε), o

qual depende apenas de ε, tal que n > n0 ⇒ |fn (x)− f (x)| < ε, seja qual for x ∈ X.

Interpretemos esta de�nição geometri
amente. Dada uma função f : X → R 
hamaremos de

faixa de raio ε em torno do grá�
o de f ao 
onjunto dos pontos (x, y) do plano tais que x ∈ X

e |y − f (x)| < ε isto é, −ε < y − f (x) < +ε ⇒ f (x)− ε < y < f (x) + ε, sendo ε um número

real positivo. A 
ondição |fn (x)− f (x)| < ε. para todo x ∈ X signi�
a que o grá�
o de fn

está 
ontido na faixa de raio ε em torno do grá�
o de f. assim dizer que fn → f uniformemente

em X signi�
a a�rmar que, para qualquer ε > 0 dado, pode-se obter n0 ∈ N tal que todas as

funções fn, 
om n > n0, têm seus grá�
os 
ontidos na faixa de raio ε em torno do grá�
o de f .

De�nição A.1.8 Uma sequên
ia de funções fn : X → R 
hama-se uma sequên
ia de Cau
hy

quando, para qualquer ε > 0 , dado arbitrariamente, pode-se obter n0 ∈ N tal que m,n > n0 ⇒
|fm (x)− fn (x)| < ε, qualquer que seja x ∈ X.

Teorema A.1.9 Uma sequên
ia de funções fn : X → R é uniformemente 
onvergente se, e

somente se, é uma sequên
ia de Cau
hy. Este teroema 
hama-se o 
ritério de Cau
hy para


onvergên
ia uniforme.
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Demonstração:

Suponhamos primeiro que fn → f uniformemente em X . Dado arbitrariamente ε > 0, po-

demos en
ontrar n0 ∈ N tal que n > n0 ⇒ |fn (x)− f (x)| < ε

2
para todo x ∈ X. Então se toma-

mosm e n ambos maiores que n0, vale a desiqualdade a
ima e também |fm (x)− f (x)| < ε

2
para

todo x ∈ X. Portanto, a hipótesem,n > n0 impli
a |fm (x)− fn (x)| = |fm (x)− f (x) + f (x)− fn (x)| ≤
|fm (x)− f (x)|+ |f (x)− fn (x)| <

ε

2
+
ε

2
= ε, para todo x ∈ X . Logo (fn) é uma sequên
ia de

Cau
hy. Re
ipro
amente, se a sequên
ia de funções fn : X → R é de Cau
hy então, para 
ada

x ∈ X , os números fn (x), n ∈ N formam uma sequên
ia de Cau
hy de números reais. Pelo

seguinte Teorema: Toda sequên
ia de Cau
hy (xn) de números reais é 
onvergente. Temos que

a sequên
ia numéri
a a
ima 
onverge para um número real que 
hamamos f (x) . Isto de�ne

uma função f : X → R, tal que f (x) = lim
n→∞

fn(x) para todo x ∈ X . Para mostrar que fn →
f uniformemente em X , seja dado ε > 0. Existe n0 tal que m,n > n0 ⇒ |fm (x)− fn (x)| < ε,

para todo x ∈ X . Nesta desigualdade mantenhamos n e x �xos e façamos m → ∞. Obte-

remos: |f (x)− fn (x)| < ε para todo x ∈ X , desde que seja n > n0. Isto prova que fn → f

uniformemente.

Corolário A.1.10 Se as funções fn : X → R(de�nidas no fe
ho de X) são 
ontínuas e (fn)


onverge uniformemente em X, então a sequên
ia (fn) 
onverge (uniformemente) em X. (onde

X são todos os pontos x ∈ X tal que ∃ xn ∈ X, e xn → x.)

Com efeito, dado ε > 0, existe n0 ∈ N tal que m,n > n0 ⇒ |fm (x)− fn (x)| < ε para todo x ∈
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X. Como as funções fn são 
ontínuas em X , segue-se daí que m,n > n0 ⇒ |fm (y)− fn (y)| ≤ ε

para todo y ∈ X (já que todo y ∈ X é limite de uma sequên
ia de pontos de X) e, portanto,

(fn) é uma sequên
ia de Cau
hy (logo uniformemente 
onvergente) em X .

Teorema A.1.11 Seja (fn) uma su
essão de funções 
ontínuas, de�nidas em um intervalo I,

que 
onverge uniformemente, e seja f seu limite. Então f é uma função 
ontínua.

Demonstração:

Provemos a 
ontinuidade da f em um ponto x0 ∈ I. Da 
onvergên
ia uniforme, tem-se que,

dado ε > 0, tome n0 tal que:

|fn0
(x)− f (x)| ≤ ε, (1.1)

para todo x ∈ I. Agora, use a 
ontinuidade de fn0
para obter δ > 0 tal que:

|fn0
(x)− fn0

(x0)| ≤ ε, (1.2)

para |x− x0| < δ. Como

|f (x)− f (x0)| = |f (x)− fn0
(x) + fn0

(x)− fn0
(x0) + fn0

(x0)− f (x0)|

≤ |f (x)− fn0
(x)|+ |fn0

(x)− fn0
(x0)|+ |fn0

(x0)− f (x0)|

segue-se apli
ando (1) e (2) que:

|f (x)− f (x0)| ≤ 3ε (1.3)

para |x− x0| < δ, o que prova a 
ontinuidade de f em x0.

Observação A.1.12 A 
ontinuidade de f = lim fn não é su�
iente para garantir que a 
on-

vergên
ia seja uniforme. Mas a des
ontinuidade da função limite é uma maneira práti
a e

imediata de provar que uma sequên
ia de funções 
ontínuas não 
onverge uniformemente.

A.2 Séries de Funções

De�nição A.2.1 Uma série de funções

∞
∑

n=1

un (x), onde un : I→ R, 
onvirgirá pontualmente

se, para 
ada x0 ∈ I �xado, a série numéri
a

∞
∑

n=1

un (x0) 
onvergir. Isso equivale a dizer que,

dados ε > 0 e x0 ∈ I, existe um inteiro N , dependendo de ε e de x0, tal que:

∣

∣

∣

∣

∣

m
∑

j=n

uj (x0)

∣

∣

∣

∣

∣

< ε

para todos n < m, tais que n ≥ N.
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De�nição A.2.2 Uma série de funções

∞
∑

n=1

un (x), 
onvergirá uniformemente, se, dado ε > 0,

existir um inteiro N , dependendo apenas de ε (e não de x), tal que:

∣

∣

∣

∣

∣

m
∑

j=n

uj (x)

∣

∣

∣

∣

∣

< ε para todos

n < m, tais que n ≥ N.

Exemplo A.2.3 A série

∞
∑

n=1

un (x) , onde un (x) =
x

n2
é de�nida em [0, 1] , 
onverge uniforme-

mente. De fato, para x ∈ [0, 1] :

∣

∣

∣

∣

∣

m
∑

j=n

uj (x)

∣

∣

∣

∣

∣

≤
m
∑

j=n

1

j2
(2.4)

e portanto, dado ε > 0, podemos determinar um inteiro N , e portanto, dado ε > 0, podemos

determinar um inteiro N , independentemente de x e dependente apenas de ε, tal que
m
∑

j=n

1

j2
< ε,

para m > n ≥ N. Pois temos que a série

∞
∑

n=1

1

n2
é uma série-p 
onvergente. Sendo Sm =

m
∑

j=1

1

j2
,

e Sn =
n
∑

j=1

1

j2
, pelo 
ritério de Cau
hy: |Sm − Sn| =

∣

∣

∣

∣

∣

m
∑

j=n

1

j2

∣

∣

∣

∣

∣

< ε, ∀ m > n ≥ N.

Exemplo A.2.4 A série

∞
∑

n=1

un (x) , onde u1 (x) = x, un (x) = xn−xn−1
, n > 1, é uma função

de�nida para 0 ≤ x ≤ 1, 
onverge pontualmente para 
ada x ∈ [0, 1] . De fato, a reduzida de

ordem n, é: Un =
n
∑

j=1

uj (x) =
n
∑

j=1

(xj − xj−1) = x1−x0+x2−x1+ ...+xn−1−xn−2+xn−xn−1 =

xn, 
onvirgirá par 0 se 0 ≤ x ≤ 1, e para 1 se x = 1. Tal série não 
onverge uniformemente,

pois, dados 0 < ε < 1
2
e N inteiro, tomamos x = (2ε)

1
(N−1)

em

m
∑

j=N

uj (x) = xm − xN−1, e

daí,

∣

∣xm − xN−1
∣

∣ =

∣

∣

∣

∣

(2ε)
m

(N−1) − 2ε

∣

∣

∣

∣

. Logo, se m for sufu
ientemente grande, (2ε)
m

(N−1) < ε, e

obteremos que:

∣

∣

∣

∣

∣

m
∑

j=N

uj (x)

∣

∣

∣

∣

∣

> ε, para x = (2ε)
1

(N−1) .

Proposição A.2.5 A série

∞
∑

n=1

un 
onverge simplesmente se, e somente se, dados ε > 0 e

x ∈ A existir n0 (dependendo de ε e de x) tal que

∣

∣

∣

∣

∣

m
∑

j=n

uj (x)

∣

∣

∣

∣

∣

≤ ε, para todos m,n ≥ n0.

A série

∞
∑

n=1

un 
onverge uniformemente se a su
essão (Sn) das reduzidas 
onvergir uniforme-

mente.

Proposição A.2.6 A série

∞
∑

n=1

un 
onverge uniformemente se, e somente se, dado ε > 0 existir

n0 (dependendo apenas de ε) tal que

∣

∣

∣

∣

∣

m
∑

j=n

uj (x)

∣

∣

∣

∣

∣

< ε, para todo x ∈ A e todos m > n ≥ n0.
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Teorema A.2.7 Seja (fn) uma su
essão de funções 
ontínuas, de�nidas em um intervalo I,

que 
onverge uniformemente e seja f seu limite. Então f é uma função 
ontínua.

Teorema A.2.8 Seja

∞
∑

n=1

un uma série uniformemente 
onvergente de funções 
ontínuas, de-

�nidas em um intervalo I. Então sua soma u é uma função 
ontínua em I.

De�nição A.2.9 (Convergên
ia Absoluta) A série

∞
∑

n=1

un 
onverge absolutamente se a série

∞
∑

n=1

|un| 
onvergir. Se

∞
∑

n=1

|un| 
onvergir simplesmente (uniformemente), diremos que

∞
∑

n=1

un,


onverge absoluta e simplesmente (uniformemente).

Teorema A.2.10 (Teste M de Weierstrass) Seja

∞
∑

n=1

un uma série de funções un : A → R,

de�nidas em um sub
onjunto A de R. Suponha que |un (x)| ≤ Mn, para todo x ∈ A, e que

∞
∑

n=1

Mn <∞. Então,

∞
∑

n=1

un 
onverge uniforme e absolutamente.

Demonstração:

Observamos que:

∣

∣

∣

∣

∣

m
∑

j=n

uj (x)

∣

∣

∣

∣

∣

≤
m
∑

j=n

|uj (x)| ≤
m
∑

j=n

Mj (2.5)

Temos que, 
omo

∞
∑

n=1

Mn é 
onvergente (<∞), podemos 
on
luir que dado ε > 0, existe n0(ε)

tal que

∣

∣

∣

∣

∣

m
∑

j=n

Mj

∣

∣

∣

∣

∣

≤ ε, para todos m > n ≥ n0. E também temos que

m
∑

j=n

Mj ≤
∣

∣

∣

∣

∣

m
∑

j=n

Mj

∣

∣

∣

∣

∣

≤ ε. Daí,

de (2.5) temos:

∣

∣

∣

∣

∣

m
∑

j=n

uj (x)

∣

∣

∣

∣

∣

≤ ε, para todo x ∈ A. (2.6)

Agora usando a proposição A.2.6, podemos 
on
luir que a série

∞
∑

n=1

un 
onverge uniforme-

mente.

Exemplo A.2.11 As séries abaixo 
onvergem uniforme e absolutamente em (−∞,+∞):

∞
∑

n=1

1

n2 + x2
,

∞
∑

n=1

sen (nx)

n1+α
, α > 0, (2.7)

pois

1

n2 + x2
≤ 1

n2
,

∣

∣

∣

∣

sen (nx)

n1+α

∣

∣

∣

∣

≤ 1
n1+α , e a série numéri
a

∞
∑

n=1

1

np
, denominada série-p, é


onvergente para todo p > 1.
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Observação A.2.12 Os números Mn do Teorema A.2.10 podem ser es
olhidos 
omo o

sup {|un (x)| : x ∈ A} . No 
aso em que as funções un são 
ontínuas e deriváveis, esses sup′ s

podem ser a
hados, usando as té
ni
as do 
ál
ulo diferen
ial, veja o exemplo abaixo.

Exemplo A.2.13 A su
essão

∞
∑

n=1

xne−nx

onverge uniformemente em 0 ≤ x ≤ ∞. De fato, a

derivada de xne−nx, em relação a x, se anula para x = 0 e para x = 1. è fá
il de ver que o

máximo de un é em x = 1. ( Em x = 0 temos um mínimo, se n for par, e uma in�exão, se n

for ímpar). Logo xne−nx ≤ e−n. Como

∞
∑

n=1

e−n =
1

e− 1
, pois é uma série geométri
a de razão

1
e
, segue-se do teste M de Weierstrass que a série em pauta 
onverge absoluta e uniformemente.

A.3 Convergên
ia uniforme das séries de potên
ias e o Te-

orema de Abel

Teorema A.3.1 Seja r > 0 o raio de 
onvergên
ia da série de potên
ias

∞
∑

n=0

anx
n. Então a

série 
onverge absoluta e uniformemente em |x| ≤ c, para qualquer c < r.

Demonstração:

Seja x0 tal que c < x0 < r. Sendo a série numéri
a

∞
∑

n=0

anx
n
0 
onvergente, temos que o termo

geral dela tende a zero, em parti
ular, existe M > 0 tal que |anxn0 | ≤ M , Agora, para |x| ≤ c,

temos:

|anxn| =
∣

∣

∣

∣

an
xn0
xn0
xn
∣

∣

∣

∣

= |anxn0 |
∣

∣

∣

∣

xn

xn0

∣

∣

∣

∣

= |anxn0 |
∣

∣

∣

∣

x

x0

∣

∣

∣

∣

n

≤M

(

c

x0

)n

(3.8)

Como a série

∞
∑

n=0

(

c

x0

)n


onverge, apli
amos o teste M de Weierstrass para 
on
luir esta

demonstração.

Proposição A.3.2 (i) Seja (fn) uma su
essão de funções 
ontínuas em um intervalo fe
hado

[a, b], e tal que fn 
onvirja uniformemente em (a, b). Então (fn) 
onverge uniformemente em

[a, b] .

(ii) Seja (un) uma su
essão de funções 
ontínuas em um intervalo fe
hado [a, b], e tal que

∞
∑

n=1

un 
onvirja uniformemente em (a, b). Então
∞
∑

n=1

un 
onverge uniformemente em [a, b] .

Demonstração (ii):

Usamos a Proposição A.2.6, para 
on
luir que, dado ε > 0, tem-se n0 tal que

∣

∣

∣

∣

∣

m
∑

j=n

uj (x)

∣

∣

∣

∣

∣

≤ ε

para todos x ∈ (a, b) e m > n ≥ n0. Pela 
ontinuidade das funções u's, obtemos que a

desigualdade a
ima é válida para todo x ∈ [a, b], e apli
amos a Proposição A.2.6 novamente

para obter o resultado.



A.4. TESTE DE ABEL E DE DIRICHLET 147

Teorema A.3.3 Seja

∞
∑

n=0

anx
n
uma série de potên
ias, 
ujo raio de 
onvergên
ia é r > 0. Se

∞
∑

n=0

anr
n

onvergir, então a série de potên
ias 
onvergirá uniformemente em [0, r] . Se

∞
∑

n=0

an (−r)n


onvergir, então a série de potên
ias 
onvergirá uniformemente em [−r, 0] .

A.4 Teste de Abel e de Diri
hlet

O teste M de Weierstrass é uma ex
elente ferramenta para estabele
er a 
onvergên
ia uniforme

de 
ertas séries. Entretanto ele só resolve os 
asos onde há 
onvergên
ia absoluta.

Exemplo A.4.1 A série

∞
∑

n=1

(−1)n
x2 + n

n2

onverge simlesmente, para 
ada x no intervalo

[−1, 1] . Se quisermos testar a 
onvergên
ia uniforme, não poderemos apli
ar o teste M de

Weierstrass, pois a série não 
onverge absolutamente.

Teorema A.4.2 (Teste de Diri
hlet) Sejam (un) e (vn) su
essões de funções de�nidas em

um intervalo I. Suponha que a série

∞
∑

n=1

un 
onvirja uniformemente em I, e que exista uma


onstante k tal que

∞
∑

n=1

|vn+1 (x)− vn (x)| ≤ k, |v1 (x)| ≤ k (4.9)

em I. Então a série

∞
∑

n=1

unvn 
onverge uniformemente.

Demonstração:

Seja Un =
m
∑

j=n

uj. Dado ε > 0, existe n0 tal que |Un (x)| ≤ ε, para n ≥ n0 e x ∈ I. Nosso

objetivo será provar que

∣

∣

∣

∣

∣

m
∑

j=n

uj (x) vj (x)

∣

∣

∣

∣

∣

≤ cε, para m > n ≥ n0 e x ∈ I, onde c é uma


onstante independente de ε e n0. Então, por um 
ál
ulo simples, temos:

m
∑

j=n

ujvj = Unvn − Um+1vm +

m
∑

j=n+1

Uj (vj − vj−1) . (4.10)

A �m de obter uma majoração para o primeiro membro de (4.10) ne
essitamos ter uma

estimativa dos v's:

|vn| ≤ |vn − vn−1|+ ...+ |v2 − v1|+ |v1| ≤ 2k, (4.11)

Logo, em (4.10) par m > n ≥ n0 :

∣

∣

∣

∣

∣

m
∑

j=n

ujvj

∣

∣

∣

∣

∣

≤ 2kε+ 2kε+ ε

m
∑

j=n+1

|vj − vj−1| ≤ 5kε, (4.12)



148 APÊNDICE A. SÉRIES E SEQUÊNCIAS DE FUNÇÕES

e a demonstração está 
ompleta.

Teorema A.4.3 (Teste de Abel) Sejam (un) e (vn) su
essões de funções de�nidas em um in-

tervalo I. Suponha que (i) a su
essão (vn) 
onvirja uniformemente para 0 em I, (ii) a série

∞
∑

n=1

|vn − vn−1| 
onverge uniformemente, e (iii) existe k > 0 tal que

∣

∣

∣

∣

∣

n
∑

j=1

uj (x)

∣

∣

∣

∣

∣

≤ k para todo

x ∈ I e todo n. Então a série

∞
∑

n=1

unvn 
onverge uniformemente.

Demonstração:

Dado ε > 0, tome n0 tal que |vn (x)| ≤ ε e

m
∑

j=n

|vj+1 (x)− vj (x)| ≤ ε, para x ∈ I e

m > n ≥ n0. Devemos mostrar que

∣

∣

∣

∣

∣

m
∑

j=n

uj (x) vj (x)

∣

∣

∣

∣

∣

≤ ε, para x ∈ I e m > n ≥ n0 + 1. Para

tal, Seja Un =
n
∑

j=1

uj. Por um 
ál
ulo simples temos:

m
∑

j=n

ujvj = Umvm − Un−1vn +
m−1
∑

j=n

Uj (vj − vj−1) , (4.13)

e daí,

∣

∣

∣

∣

∣

m
∑

j=n

ujvj

∣

∣

∣

∣

∣

= |Um| |vm| − |Un−1| |vn|+
m−1
∑

j=n

|Uj | |vj − vj−1| . (4.14)

Usando as estimativas a
ima temos, para m > n ≥ n0 + 1 :

∣

∣

∣

∣

∣

m
∑

j=n

ujvj

∣

∣

∣

∣

∣

≤ kε+ kε+ kε, (4.15)

e a demonstração está 
ompleta.

Corolário A.4.4 Seja (vn) uma su
essão de funções não-negativas, de�nidas em um inter-

valo I, e tal que (i) (vn) 
onvirja uniformemente para 0 em I, (ii) (vn) é não-
res
ente, i.e.,

vn−1 (x) ≤ vn (x) para todo n. Então a série

∞
∑

n=1

(−1)n vn 
onverge uniformemente.

Demonstração:

Apli
ando o Teorema A.4.3, 
om un = (−1)n . A veri�
ação da 
ondição (ii) é feita assim:

seja Rn a reduzida de ordem n da série

∞
∑

n=1

|vn+1 − vn| ,

Rn =

n
∑

j=1

|vj+1 − vj | =
n
∑

j=1

(vj − vj+1) = v1 − vn+1. (4.16)

Logo a série

∞
∑

n=1

|vn+1 − vn| 
onverge uniformemente para v1.
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A.5 Convergên
ia Uniforme e Integração

Seja (fn) uma su
essão de funções fn : I → R, de�nidas em um intervalo I, e que 
onverge

simplesmente para uma função f . Supondo que as fn sejam integráveis, a primeira questão que

se põe é saber se f é integrável. E a seguir, saber se a expressão abaixo é válida:

lim
n→∞

∫ b

a

fn =

∫ b

a

f (5.17)

onde a e b são as extremidades de I. Para 
omeçar a primeira questão, em geral, tem resposta

negativa.

Exemplo A.5.1 Consideremos, para 
ada n ∈ N a função fn : [0, 1] → R de�nida por:

fn (x) = lim
k→∞

(cosn!πx)2k . É 
laro que fn (x) = 1 se n!x for um inteiro, e 0 nos demais

pontos, ou seja,

* fn (x) = 1, se x = j
n!
, j = 0, 1, ..., n! (o motivo para j ser no máximo igual a n! é devido

ao fato de que se j > n!, temos que x > 1, e este ponto está fora do intervalo [0, 1] ); ou

* fn (x) = 0, nos demais pontos.

Cada fn é se

ionalmente 
ontínua, logo integrável. E mais ainda

∫ 1

0

fn = 0 (observando

o grá�
o desta função para algum n qualquer, podemos 
on
luir isto). Agora, seja f (x) =

lim
n→∞

fn (x) ; logo:

{

f (x) = 1, se x ra
ional; ou

f (x) = 0, se x irra
ional.

(5.18)

pois dado

p
q
(onde p, e q são números primos entre se, e inteiros), vem que n!

(

p

q

)

é inteiro

para todo n ≥ q, e daí fn

(

p

q

)

= 1, para n ≥ q.

Como uma função limitada f : [a, b] → R é integrável se, o valor da integral superior for o

mesmo da integral inferior, então neste 
aso, temos que f não é integrável. Observe que f é

apenas o limite simples da su
essão fn.

Poderia pare
er que a di�
uladade toda advém da função limite não ser integrável. Em

outras palavras, suponhamos que (fn) 
onvirja simplesmente para f e que, tanto as fn 
omo a

f sejam integráveis; temos que lim

∫ b

a

fn 6=
∫ b

a

f.

Exemplo A.5.2 Seja fn (x) = nxe−nx2

, de�nida em [0, 1]. Então, seu limite simples é f (x) =

0, para todo x ∈ [0, 1] . E

∫ 1

0

f = 0 e

∫ 1

0

nxe−nx2

dx = −1
2

[

e−nx2

]1

0
= 1

2
(1− e−n) , de onde se

segue que 0 =

∫ 1

0

f 6= lim

∫ 1

0

fn = 1
2
.
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As di�
uldades eviden
iadas nos dois exemplos a
ima não o
orrem quando a 
onvergên
ia for

uniforme.

Teorema A.5.3 Seja (fn) uma su
essão de funções integráveis em [a, b] que 
onverge unifor-

memente para a função f . Então, f é integrável e lim

∫ b

a

fn =

∫ b

a

f.

Teorema A.5.4 (Consequên
ia do Teorema da Convergên
ia Dominada Seja (fn) uma su
es-

são de funções integráveis em [a, b] que 
onverge simplesmente para a função f integrável em

[a, b] . Suponha que exista uma função integrável g tal que |fn (x)| ≤ g (x) para todo x ∈ [a, b]

e todo n. (em parti
ular, se as funções fn forem uniformemente limitadas, isto é, se existir K

tal que |fn (x)| ≤ K para todo x ∈ [a, b] e todo n). Então, lim

∫ b

a

fn =

∫ b

a

f.

Exemplo A.5.5 Seja fn (x) =
nx

1 + nx
, para x ∈ [0, 1] . É fá
il de ver que o limite de fn (x) é

a função f (x) que é igual a 1 para x ∈ (0, 1] e a 0 para x = 0. Além disso,

∫ 1

0

nx

1 + nx
dx =

∫ 1

0

dx −
∫ 1

0

1

1 + nx
dx = 1 −

∫ 1

0

1

1 + nx
dx, fazendo u = 1 + nx, temos: p/ x = 0 ⇒ u = 1; p/

x = 1 ⇒ u = 1 + n, e, du = ndx⇒ dx =
du

n
. Daí:

∫ 1

0

1

1 + nx
dx =

1

n

∫ 1+n

1

du

u
=

[

1

n
ln u

]1+n

1

=
1

n
[ln (1 + n)− ln (1)] =

1

n
ln (1 + n) . (5.19)

Em �m, temos:

∫ 1

0

nx

1 + nx
dx = 1− 1

n
log (1 + n) . Logo,

∫ 1

0

fn →
∫ 1

0

f.

Teorema A.5.6 Seja (un) uma su
essão de funções integráveis em [a, b] e suponha que a série

de funções

∞
∑

n=1

un 
onvirja uniformemente. Então,

∞
∑

n=1

un é integrável e

∫ b

a

∞
∑

n=1

un =
∞
∑

n=1

∫ b

a

un .

Demonstração: Usando as reduzidas e apli
ando o teorema A.5.3, vamos obter a demonstração

deste teorema:

Pelo fato da integral

∫ b

a

n
∑

k=1

uk ser �nita, temos que a soma das integrais é igual a integral

das somas e assim, vale a seguinte igualdade:

∫ b

a

n
∑

k=1

uk =
n
∑

k=1

∫ b

a

uk. Agora, levando ao limite,

temos:

lim
n→∞

∫ b

a

n
∑

k=1

un = lim
n→∞

n
∑

k=1

∫ b

a

uk
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lim
n→∞

∫ b

a

Sn =
∞
∑

k=1

∫ b

a

uk , onde Sn =
n
∑

k=1

uk, é a reduzida de ordem n. Ao levarmos ao limite

temos: lim
n→∞

Sn = S =
∞
∑

k=1

uk.

Em �m, pelo teorema A.5.3:

∫ b

a

lim
n→∞

Sn =

∫ b

a

S =

∫ b

a

∞
∑

k=1

uk =
∞
∑

k=1

∫ b

a

uk.

A.6 Convergên
ia Uniforme e Derivação

Seja (fn) uma su
essão de funções deriváveis em um intervalo I, que 
onverge simplesmente

para uma função f . Pergunta-se: (i) f é derivável? (ii) em 
aso a�rmativo, lim
n→∞

f ′
n → f ′

? A

primeira questão tem resposta negativa em geral. De fato, tome fn (x) = xn, para x ∈ [0, 1],


ujo limite f (x) nem é 
ontínuo (0 p/ [0, 1); 1 p/ 1). A segunda questão também tem resposta

negativa. De fato, seja fn (x) =
sen (nx)√

n
, para x ∈ [0, 1] 
ujo limite é f (x) = 0 pelo teorema

do sandwi
h; entretanto f ′
n (x) =

n cos (nx)√
n

=
√
n cos (nx) e, portanto, (f ′

n) não 
onverge em

nenhum ponto de [0, 1] .

Teorema A.6.1 Seja (fn) uma su
essão de funções deriváveis em um intervalo [a, b], e tais

que f ′
n sejam funções 
ontínuas. Suponha que a su
essão (f ′

n) 
onvirja uniformemente em [a, b]

e que exista um ponto x0 ∈ [a, b], onde a su
essão (fn (x0)) 
onverge. Então, (fn) 
onverge

uniformemente e, se representarmos por f o limite de (fn), e por g o limite de (f ′
n), temos

f ′ = g.

Demonstração:

Apli
ando o teorema fundamental do 
ál
ulo temos, para 
ada n:

fn (x) = fn (x0) +

∫ x

x0

f ′n, (6.20)

onde x e x0 são pontos de [a, b]. Usando o Teorema 10, e 
hamando de c o limite de (fn (x0))

obtemos, para 
ada x �xado:

lim
n→∞

fn (x) = c+

∫ x

x0

g (6.21)

representando por f o limite de (fn), 
on
luímos:

f (x) = c+

∫ x

x0

g (6.22)

Como g é uma função 
ontínua, pois é o limite uniforme de funções 
ontínuas, obtemos do

seguinte teorema: (Seja f : [a, b] → R uma função (limitada) integrável, e suponhamos que

f seja 
ontínua em um ponto x0 ∈ (a, b). Então, a função F de�nida por: F (x) =

∫ x

a

f , é
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derivável em x0 e F ′ (x0) = f (x0) .), que f
′ (x) = g (x) . A 
onvergên
ia uniforme de (fn) é


onsequên
ia da desigualdade a seguir, obtida de (6.20) e (6.22):

fn (x)− f (x) = (fn (x0)− c) +

∣

∣

∣

∣

∫ b

a

(f ′

n − g)

∣

∣

∣

∣

≤ |fn (x0)− c|+
∣

∣

∣

∣

∫ b

a

(f ′

n − g)

∣

∣

∣

∣

(6.23)


omo fn (x0) 
onverge para c, dado ε > 0, ∃ N > 0, t.q.:

|fn (x0)− c| ≤ ε

2
, ∀ n ≥ N,N = N (ε) .

∣

∣

∣

∣

∫ b

a

(f ′

n − g)

∣

∣

∣

∣

≤
∫ b

a

|f ′

n − g| (6.24)

dado ε > 0, ∃ n0 = n0 (ε) , n0 > 0, t.q. ∀ n ≥ n0 :

|f ′

n − g| ≤ ε

2 (b− a)
, (6.25)

daí:

∫ b

a

|f ′

n − g| ≤ ε

2 (b− a)

∫ x

x0

dx ≤ ε

2 (b− a)
|x− x0| (6.26)

mas: |x− x0| ≤ (b− a), daí:

∫ b

a

|f ′

n − g| ≤ ε

2 (b− a)
|x− x0| ≤

ε

2 (b− a)
(b− a) =

ε

2
. (6.27)

Com isso

|fn (x)− f (x)| ≤ ε

2
+
ε

2
= ε, ∀ n > max{n0, N} = N1 (ε) , ∀ x ∈ [a, b] , (6.28)

daí fn 
onverge uniformemente para f.

Observação:

Observação A.6.2 O Teorema A.6.1 nos diz que mediante a 
onvergên
ia uniforme de (f ′
n)

e a 
onvergên
ia de (fn (x0)) tem-se:

d

dx
(lim fn (x)) = lim

d

dx
fn (x) . (6.29)

Teorema A.6.3 (forte) Mesmas hipóteses do Teorema A.6.1, menos a de que f ′
n seja 
ontínua.

Demonstração: Seja x ∈ [a, b]. Usando o Teorma do Valor Médio, que apli
ado a função fn−fm
diz que, para todo x ∈ [a, b], existe c entre x e x0 tal que:

fn (x)− fm (x)− [fn (x0)− fm (x0)] = (x− x0) [f
′

n (c)− f ′

m (c)] . (6.30)
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Apesar de c depender de n e m, segue-se da 
onvergên
ia uniforme de (f ′
n) que (fn) 
onverge

uniformemente em [a, b]. Agora, dado ε > 0, tome n0 tal que, para m > n ≥ n0, tenhamos

|f ′
n (y)− f ′

m (y)| ≤ ε, para todo y ∈ [a, b] . Logo, de (1) :

| fn (x)− fm (x)− [fn (x0)− fm (x0)]| ≤ ε |x− x0| (6.31)

e fazendo m→ ∞, temos:

∣

∣

∣

∣

fn (x)− fn (x0)

x− x0
− f (x)− f (x0)

x− x0

∣

∣

∣

∣

≤ εn ≥ n0. (6.32)

Seja agora n1, tal que n ≥ n1, |f ′
n (x0)− g (x0)| ≤ ε. Logo, se |x− x0| < δ, para um 
erto

δ = δ (ε,m) , onde esse m = max (n0, n1) , temos:

∣

∣

∣

∣

fm (x)− fm (x0)

x− x0
− g (x0)

∣

∣

∣

∣

≤ 2ε (6.33)

Finalmente, (2) e (3) nos dão:

∣

∣

∣

∣

f (x)− f (x0)

x− x0
− g (x0)

∣

∣

∣

∣

≤ 3ε (6.34)

o que impli
a: f ′ (x0) = g (x0) .

Corolário A.6.4 Seja (un) uam sequên
ia de funções 
om derivadas 
ontínuas em [a, b]. Su-

ponha que

∞
∑

n=1

u′n 
onvirja uniformemente em [a, b] , e que exista x0 ∈ [a, b] tal que
∞
∑

n=1

un (x0)


onvirja. Então

∞
∑

n=1

un 
onverge uniformemente e

(

∞
∑

n=1

un

)′

=
∞
∑

n=1

u′n. (Diz-se que a série pode

ser derivada terma a termo).

A.7 O Teorema de Arzelá-As
oli

Ao se trabalhar 
om funções é posta a seguinte questão: dada uma su
essão de funções (fn)


ontínuas de�nidas em um intervalo [a, b] e uniformemente limitadas (isto é, existe k > 0

tal que |f (x)| ≤ k, para todo x ∈ [a, b]), será que essa su
essão 
ontém uma subsu
essão


onvergente? Em geral, não. O Teorema de Bolzano-Weierstrass nos diz que uma su
essão

limitada de números reais tem uma subsu
essão 
onvergente. Portanto, para obtermos um

resultado análogo, ao trabalharmos 
om funções, é ne
essário restringir o tipo de su
essões às

quais o resultado apli
ar-se-á. Para tal, vamos introduzir o 
on
eito de equi
ontinuidade.

De�nição A.7.1 Uma família F de funções 
ontínuas, de�nidas em um intervalo [a, b], é

equi
ontínua se, dado ε > 0, existir δ > 0 tal que |f (x)− f (y)| ≤ ε, para toda f ∈ F e todos

x, y ∈ [a, b] 
om |x− y| ≤ δ.

Exemplo A.7.2 A su
essão fn (x) = xn em [0, 1] não é equi
ontínua.
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Teorema A.7.3 Seja (fn) uma su
essão uniformemente 
onvergente de funções 
ontínuas em

um intervalo fe
hado [a, b]. Então, os elementos de (fn) formam um 
onjunto equi
ontínuo de

funções.

Demonstração: Seja f o limite uniforme de fn, o qual é uma função 
ontínua, pelo Teorema

2. Agora, dado ε > 0, tome δ0 > 0 tal que |f (x)− f (y)| ≤ ε

3
, para |x− y| < δ0, o que é

possível em vista da 
ontinuidade uniforme de f (toda fn e a f estão de�nidas num intervalo


ompa
to e são funções 
ontínuas), provada no seguinte Lema: (Seja f : [a, b] → R uma função


ontínua. Então, dado ε > 0 existe δ > 0 tal que |f (x1)− f (x2)| < ε para |x1 − x2| < δ.). Seja

agora n0 tal que |fn (x)− f (x)| ≤ ε

3
, para todo x ∈ [a, b] e todos n > n0. Logo, se |x− y| ≤ δ0

e n > n0, |fn (x)− fn (y)| ≤ |fn (x)− f (x)|+ |f (x)− f (y)|+ |f (y)− fn (y)| ≤ ε. Agora, para


ada j, 1 ≤ j ≤ n0, tome δj > 0 tal que |fj (x)− fj (y)| ≤ ε, para |x− y| < δj . Portanto, se

es
olhermos δ = min (δ0, δ1, ..., δn0
) , teremos que |fn (x)− fn (y)| ≤ ε, para todo n e |x− y| ≤ δ.

Teorema A.7.4 (Arzelà-As
oli) Seja (fn) uma su
essão equi
ontínua e uniformemente limi-

tada de funções de�nidas em um intervalo [a, b]. Então (fn) 
ontém uma subsu
essão que


onverge uniformemente.

Demonstração:

Seja (r1, r2, ...) o 
onjunto enumerável de todos os ra
ionais de [a, b]. Como (fn (r1)) é

uma su
essão numéri
a limitada, a apli
ação do Teorema de Bolzano-Weierstrass forne
e uma

subsu
essão (f1n (r1)) 
onvergente. Agora, olhe (f1n (r2)) : é uma su
essão numéri
a limitada.

O Teorema de Bolzano Weierstrass forne
e uma subsu
essão (f2n (r2)) de (f1n (r2)), a qual


onverge. Assim produzimos uma su
essão de subsu
essões de (fn) :

f11, f12, ..., f1n, ...

f21, f22, ..., f2n, ...

:̇ :̇ :̇

fn1, fn2, ..., fnn, ...

Com a propriedade que 
ada uma é subsu
essão da anterior. Seja gn = fnn. Mostraremos

que (gn (x)) 
onverge, qualquer que seja x ∈ [a, b] .

Primeiramente, se x for um ra
ional rk em [a, b], temos que a su
essão numéri
a (fkn (rk))
∞

n=1


onverge. Daí segue que (gn (rk))
∞

n=k 
onverge, pois se trata de uma subsu
essão de (fkn (rk))
∞

n=k.

Agora seja x ∈ [a, b] um real qualquer �xado, sabemos que sempre existe um ra
ional r tal

que |x − r| < δ. Demonstraremos que, dado ε > 0, existe n0 tal que se m > n ≥ n0,

então |gm (x)− gn (x)| ≤
ε

3
. Dado esse ε, usamos a equi
ontinuidade da su
essão (fn) para

obter um δ > 0 tal que |gn (x)− gn (y)| ≤
ε

3
, se |x− y| ≤ δ. E a seguir es
olha n0 tal que

|gn (r)− gm (r)| ≤ ε

3
, para m > n ≥ n0. Essa es
olha é possível, pois já sabemos que (gn (r))
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onverge. (Observe: n0 pode, a priori, depender de r). Tudo isso posto, temos, param > n ≥ n0

e para aquele x �xado que:

|gn (x)− gm (x)| ≤ |gn (x)− gn (r)|+ |gn (r)− gm (r)|+ |gm (r)− gm (x)|

≤ ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε

segue daí que a sequên
ia (gn) é de Cau
hy em [a, b], e portanto, 
onvergente, e 
omo [a, b] é


ompa
to a 
onvergên
ia uniforme segue.


