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. 2
1) Seja g(t):m, [t = 1.

a) Mostre que toda solugdo de x'= g(t) é da forma

o(t) =c+log

=
t+1
onde c € IR.
b) Faca um esbogo destas solugdes em
Q={t:[ff #1x IR.
2) EquacOes homogéneas. Seja f : IR — IR

a) As equacdes da forma

"= f(ﬁj, %0
t

sdo chamadas equacBes homogéneas. Prove que a mudanga de varidveis x = yt
transforma equagdes homogéneas em equacgdes com varidveis separaveis.

b) Resolva a equacdo
X'=——, x(@) =0.
3) Seja

*)

dx _[at+bx+c
dt  (dt+ex+f



a) Mostre que se ae —bd = 0 entdo existem h,k tais que as mudangas de
variaveis

t=7-h, X=y-k
transformam (*) numa equacdo homogénea.

b) Se ae—bd =0 encontre uma mudanca de varidveis que transforma (*)
numa equagao com variaveis separaveis.

4) Equacéo de Bernoulli. Mostre que a mudanca de variaveis x'" =y transforma a
equacéo de Bernoulli

dx
— =a(t)x+c()x"
m (t)x+c(t)

numa equacéo linear.

5) Equacéo de Riccati. A equacéo do tipo

X'=r(t)x? +a(t)x +b(t) *

chama-se equagdo de Riccati. Mostre que se ¢, € uma solugéo de (*) entdo ¢ =@, + @,
é solucéo de (*) se e so se ¢, € uma solugéo da equacéo de Bernoulli:

y'=(a(t) +2r@)e, (1)y +rt)y’.
Ache as solucgdes de
X'= % +t°%x% - t°

sabendo que esta equacéo admite ¢, (t) =t como solucéo.

6) Seja aequacéo diferencial %: f(x,y),onde f:IR*> > IR édada por
X

X
f(x,y) = Wyyz se (x,y) = (0,0),

0, se (x,y)=(0,0).



i) Mostre que a equagéo acima admite solugdes para condicdes iniciais y(X,) =Y,
arbitrérias.
j) f satisfaz localmente as condi¢des do Teorema de Picard ? Justifique.

k) E as do Teorema de Peano? Justifique.

7) Sejam g, f : IR — IR continuas sendo f Lipschitziana. Prove que o sistema
{ X=f(x), x(t,) =X,
y=9(x)Y, Y(t;) = Yo

tem solugdo Unica em qualquer intervalo onde ela esteja definida. Pode-se retirar a
hipotese de f ser Lipschitziana e obter a mesma conclusao.

8) (Solugdes aproximadas) (i) Seja f : IRxIR" — IR" continua com constante de
Lipschitz k relativamente & segunda variavel. Sejam ¢, (t), ¢, (t) fungdes
seccionalmente diferenciaveis num intervalo | = (a,b) que contém o ponto t, .
Suponha que para t e |

*) i)~ fLo®)<s,i=12
mostre que

W & +é& -
0:0) =0, 0] <[ (1) — @, O] + 272 (¢ ),

(ii) Sejam f_ :1xIR" — IR" tais que f, — f, uniformemente em | x IR" e todas tem
a mesma constante de Lipschitz k. Se ¢, é asolucéo de

X=1,(tx), X(t) =X,
use (i) para provar que ¢, tende uniformemente em | para ¢, se x, — X,. Onde ¢, é

a solucéo de
X'=f,(t,X), X(t,)=X,-
(Sugestéo: Use a sugestdo do Livro de Eq. Dif. Ord. de Jorge Souto Maior, pag. 31).

9) Seja {¢,}asequéncia de fungdes definidas por

2.() =0, ¢, (x) =1+ [ (¢, 4 (1)) dlt.
0
Mostre que ¢, é um polindmio de grau 2"* -1, cujos coeficientes estdo em [0,1] .
Mostre que, para |X| <1, ¢, — ¢, onde ¢ é a solugao de %z y?, y(0) =1.
10) Seja f,, f,,--- uma sequiéncia de funcdes continuas em Q = {(t X); t, <t<t,+a,
[x—x,|<b}tal que f, — f uniformemente em Q. Seja ¢, uma solugéo de
X=f, (t,x), x(t,) =X,

em [t,,t,+a], onde n=1,2,--- e tal que t, —>t;, X, > X, quando n — c. Prove que
existe uma subsequéncia ¢, , ¢, ,--- uniformemente convergente em [t,,t, +a] e que,



para qualquer subsequéncia nestas condicdes, o limite p(t) =lim, ,, ¢, (t) € uma
solucdo de

X'=f(t,X), x(t,) =%, em [t,,t,+a] (*)
Em particular, se (*) possuir uma unica solugdo ¢(t) em[t,t,+a], entéo
p(t)=Ilim___ @, (t) uniformemente.



