3. Integrais Maultiplas

3.1 Integrais Iteradas

3.1A Em cada caso abaixo, observe a regiao D e escreva a integral dupla / / f(z,y) dA como
D

uma integral iterada (repetida) de modo a obter o cdlculo mais simples.

y A y A
D
mr
Fig. 3.1a Fig. 3.1c
y A y A y A
: 7
=k ' = . =k
Fig. 3.1d Fig. 3.1e Fig.3.1e

3.1B Calcule as seguintes integrais iteradas e em cada caso esboce a regiao de integragao.
Inverta a ordem de integracdao e compare o grau de dificuldade no célculo da integral nas duas

ordens.

(a) / e ) /OW /Oxcos(:EQ)dydx (©) /O ’ /12 (12092 — 82%) dyda

0 Jo
3 VT Ty 2 rl
(d) / zxydydz (e)// sen xdxdy (f)// (r —3lny)dzdy
1 J1-z 0 J—y 1 J0
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1 rx 1 rx 2 r3
g)//ey/wdyd:c (h) / / e””2dydx (1)// |z — 2| sen ydxdy
0 Ja2 0 Jo 0 J1
T [COSY 1 pV/1-a? w/2 pmw/2
J)// x sen ydxdy (k)// ydydx (1)/ / (xcosy — ycosz)dydx
0 J-1 0 Jo 0 0
1 pa? 1 ra 2 2
m) // zydydx (n) / / xsenydydx (o) // (2my—y3) dydzx
0 Jo 0 J1
4— 2y 2 e V2/2 pa/1—y2
/ / ydzdy (q) / / dydzx (r) / / xydxdy
V4a—22 0 J1
3r+2 4 r(y—4)/2
(s) / / dydzx (t) / / xydxdy / / sen (z°) dydx
222442 0 J-yizy

3.1C Em cada caso esboce a regiao D e calcule a integral dupla / f(z,y)dA. Escolha a
D

ordem de integracao de modo a tornar o cdlculo mais simples.

(a)D:0<z<1,2c0<y<2 f=¢" (b)D:0<y<8, g<z<2 f=uay
() D:x>0,1<2?+y* <2 f=2> (d)D:-1<z<2 —Vi-a2<y<d-—a* f=1

3.1D Em cada caso, esboce a regiao D e calcule a integral dupla / f (z,y) dA. Utilize uma
D

mudanca de coordenadas, se necessario.

(a) D é a regido triangular de vértices (2,9), (2,1) e (=2,1); f = zy?

(b) D é a regiao retangular de vértices (—1,—1), (2,—-1) (2,4)e (—-1,4); f=2zx+y
(c) D ¢é a regido delimitada por 8y =23, y= -z edr+y=9;, f=2=z

(d) D ¢é a regido do 1° quadrante delimitada por 22 + 32 =1; f= m

(e) D é a regido triangular de vértices (0,0), (1,—1) e (—1,4); f=2%—y?

(f) D ¢ a regido delimitada por y?> =z, x =0ey=1; f=-exp(z/y)

(g) D é aregido delimitada por y =2%/2, ey =z; f=uxz(z*+ y2)_1

(h) D é a regiao delimitada pory =z, y=0, t=5ezy=16; f=1

(i) D ¢é a regiao delimitada por y =¢e*, y=Inz, c+y=1lexz+y=1+e¢ f=1
(j) D é a regido delimitada por y =22, y=0ex+y=2; f=umy

3.1E Use coordenadas polares para calcular as seguintes integrais duplas:
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(a) /02/_\/\/Zxd:cdy (b) /12/096 (2% + y2)71 dydx

a prvVa2—x2?
(c)/ / exp (—2? — y?) dydz  (d) //\/x2—|—y2dA,D:OSwSS,OSny
—aJ0 D

(e) //Ez+y2§1(x2+y)dA (f) //D(sc—ky)dA, D:z?+y?—2y<0.

3.1F Use a mudanga de varidvel u = z +y e v = x — y e calcule a integral de f(x,y) =

(z + y)2 sen? (x — y) sobre a regido D : |z| + |y| < 7.

3.1G A fronteira da regido D é o paralelogramo de vértices (0,1), (1,2) (2,1), e (1,0).
Use a mudanca de varidveis do exercicio precedente e calcule a integral dupla sobre D da funcao

f@,y) = (z—y)’cos? (z +y).

3.1H Ainda com a mudanga de varidvel do Exercicio 5.6 calcule a integral dupla da funcao

f(z,y) = sen (T) sobre a regiao D delimitada pelo quadrildtero de vértices (1,1), (2,2) (4,0),
rTy
e (2,0).

3.1I Use a mudanca de varidveis u = zy, y = v e calcule a integral dupla [ D (1‘2 + 2y2) dA,

sendo D a regiao do plano xy delimitada pelas curvas zy = 1, zy =2, y = |z| e y = 2.

3.1J Use a mudanca de varidveis © = u — v, y = 2u — v e calcule a integral dupla [/ pTydA,

sendo D a regiao do plano zy delimitada pelas retas y =2z, y =2z —2, y=zey=x+ 1.

3.1K Use a mudanca de varidveis u = %y, v = x — 2y e calcule a integral dupla da funcao
f(z,y) = Vo —2y + y?/4, sobre a regido D do plano xy delimitada pelo triangulo de vértices
(0,0),(4,0) e (4,2).

3.1L Calcule a integral dupla de f (z,y) = 22 sobre a regido delimitada pela cardidide r =

1 — cos@.

3.1M Use coordenadas polares e calcule a integral dupla ffD 22 + y2dA, sendo D a regiao

do plano zy delimitada pelas curvas y = v2x — 22 e y = x.
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3.2 Areas e Volumes

3.2A Por integragao dupla calcule a drea de um circulo de raio R e da elipse de semi-eixos a

eb.

3.2B Em cada caso calcule, por integral dupla, a drea da regiao D do plano zy delimitada
pelas curvas indicadas:

(@yD:z=12=2 y=—-a?ey=1/2 (b)yD:xz=1, z=4, y=—-xey=+x
(C)D:y:xQey:2/(1+x2) (d)D:y*=—z, 2—y=4,y=—-ley=2
() D:y=0, 2+y=3a,ey?>=4dax, a >0 (f)D:y=¢€% y=senw, c=mex=—7.
3.2C Por integracao dupla, calcule a drea da regiao compreendida entre a cardidide r =

a(1+senf) e o circulo r = a.

3.2D Calcule a 4rea da regido delimitada pelas pardbolas 2 =y, 22 = 2y, y? =z e y? = 22.

2

(sugestdo: use a mudanca 22 = yu e y? = xv)

3.2E Calcule a drea da regido delimitada pelas retas y = z, e y = 0 e pelos circulos 22 +y? = 2z

e x? 4+ y? = 4x.

3.2F Identifique a regiao D do plano zy cuja drea vem dada pela expressao:

w/2 1+cosf
A(D) = / / rdrdf

—r/2J1

e calcule o valor da 4drea.
3.2G Calcule a drea da regido delimitada pelas pardbolas 4% = 10z + 25 e 2 = —6x + 9.

3.2H Use integral dupla e calcule a drea da regiao D indicada na figura:

Uy A 1 Uy A

- x +1 3.3)

-9 ¥1  Fig.3.2a x=—9-*  Fig 3.2b
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y A y=dx—x" v/

(~4,2) e
/ %B
(5,-5) ©-2)

Fig. 3.2c Fig. 3.2d

A\

3.21 Calcule a drea da regiao no primeiro quadrante delimitada pelas retas y = x, y =0 e

x = 8 e pela curva zy = 16.

3.2J Por integral dupla, calcule a drea de um laco da curva descrita em coordenadas polares

pela equacao 2 = 9cos 26.

3.2K Expresse a drea da regiao D indicada como uma integral dupla iterada em coordenadas
polares:

: AN 2T

D N\ \
< -

r=4cosecl

Fig. 3.3a Fig. 3.3b Fig. 3.3c

Y

Y

3.2L Calcule o volume do sélido delimitado pelos planos ¢ =0, y =0, z=0ex+y+ 2z = 1.

3.2M A base de um sélido é a regido do plano zy delimitada pelo disco 2 + y? < a2, a > 0,

e a parte superior ¢ a superficie do paraboléide az = 2% + y2. Calcule o volume do sélido.

3.2N Calcule o volume do sélido limitado inferiormente pelo plano zy, nas laterais pelas

superficies y = 4 — 22 e y = 3z e cuja parte superior jaz no plano z = x + 4.
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3.20 Ao calcular o volume de um sélido € abaixo de um paraboléide e acima de uma certa

regiao D do plano zy obteve-se a seguinte expressao:

1 py 2 pr2—y
vol () = / / (22 + y?) dody + / / (22 + y?) dzdy.
o Jo 1 Jo
Identifique a regiao D, expresse vol (2) por uma integral dupla iterada com a ordem invertida e,
em seguida, calcule a integral.

3.2P Calcule o volume da regido comum aos cilindros 2 + y% = a? e 2% + 22 = a?, a > 0.

3.2Q Um sélido 2 no primeiro octante tem seu volume calculado pela expressao:

vol () = /01 /le (1— 2 —y)dyda.

Identifique o sélido e calcule o seu volume. Idem para:

vol (Q) :/01 /Omu _ o) dyda.

3.2R Calcule o volume do sélido limitado pelo cilindro 2 + 22 = 1 e pelos planos y = 0, z =0

ey ==z

3.2S Calcule o volume do sélido limitado pelo plano z = 0, pelo cilindro z? + y? = 2z e pelo

cone z% + y2 = 22.

3.2T Calcule o volume do sélido interior & esfera de centro na origem e raio R = 5 e exterior

ao cilindro 2 + 3% = 9.

3.2U Calcule o volume do sélido interior ao cubo 0 <z <1, 0 <y <1, 0 <z <1 e exterior

ao paraboldide z2 + y? = 2.

3.2V Calucule o volume do sélido limitado pelos planos y = 1 e z = 0, pelo paraboléide

22 + y% = z e pelo cilindro y = z2.

3.2W Verfique que o parabolside 2 + y? = z divide o cilindro 22 +y?> =4, 0 < 2z < 4, em

dois sélidos de volumes iguais.

3.2X Calcule o volume da porcao do elipséide 4z + 432 + 22 = 16 cortada pelo cilindro
2+t =1.
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3.2Y Calcule o volume da regido interior & esfera z2 4+ 12 + 22 = 16 e ao cilindro x? +y? = 4y.

3.2Z Calcule o volume do sélido delimitado pelo paraboléide z? + y?> = z e pelos planos

z=0z=16, z=1ex=3.

Area de um a Superficie

Seja S uma superficie suave descrita por z = f (z,y), (z,y) € D, e representemos por dS a drea
elementar, isto é, a porcao da superficie S que jaz acima do retdngulo elementar dA de drea dzdy.
Usaremos a integral dupla para calcular a drea da superficie S. Primeiro aproximamos o dS pela
porgao do plano tangente acima do dA (projegao do dS) e em seguida integramos sobre a regiao

D. Veja a figura 3.4 abaixo.
Representamos por v o angulo entre os vetores k e 7, sendo

7 a normal unitdria exterior & superficie S. Temos que 77 =

foi+ fy7—k e, portanto, cosy = (k@) /||| = (1+f2+f2)~1/2.

Assim, dS = dAcosy = \/1+ f2 4 f2 dxdy e teremos:
A(S):// 1+ 2+ f2 dudy.
D

3.3 Massa, Centro de Massa e Momento de Inércia

8.3A Calcule a massa de um disco de raio a, se a densidade no ponto (z,y) do disco é

proporcional ao quadrado da distAncia a um ponto da circunferéncia.

8.3B Uma ladmina tem a forma de um tridngulo retangulo iséceles com lados iguais de com-
primento a. A densidade de massa por drea em cada ponto da lamina ¢é diretamente proporcional
ao quadrado da distdncia do ponto ao vértice oposto & hipotenusa. Determine o centro de massa

da lamina.

3.3C Determine a massa, o centro de massa e os momentos de inércia I, I, da lamina de

densidade o (z,y) e formato D :
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() D:iy=vz, =9, y=0,0=x+y (b)D:y= <z, =8 y=0; 0=y
(c)D:y=2% y=4; c =ky (d) D:2?+y*=1; 0= |z

3.3D Uma lamina tem a forma da regido D do plano zy delimitada pela pardbola = = y? e
pela reta z = 4. Determine o centro de massa da lamina, se a densidade de massa por drea em

cada ponto da lamina é proporcional & distdncia do ponto ao eixo y.

3.3E Uma lamina homogénea, isto é, com densidade constante, tem a forma de um quadrado
de lado a. Determine o momento de inércia com relagao a um lado, a uma diagonal e ao centro de

massa.

3.4 Integrais Duplas Impréprias

As integrais duplas dos Exercicios 8.4A, 8.4B e 8.4C diferem daquelas tratadas até o momento em
dois aspectos:

(i) ou a regiao de integracao D nao ¢é limitada,

(ii) ou a funcdo f(x,y) que se deseja integrar é descontinua ou torna-se ilimitada na regido

D. Nesses casos a integral dupla recebe a denominacao de integral imprdpria.

3.4A Calcule as seguintes integrais improéprias:

of [ o f [ e of [ e

x2492<1 r24y2<1 x24+92<1
dxd o0 o0 dxd
(d) // i (e)/ / 226" dady / / :c2y
0 o Jo L+a2 492
x24+y2>1

—z?2—y? L[ dady i z/y 2
g) [[e dxdy (h) \/ﬁ (i) [[e¥; D:0<z<y? 0<y<l1
R? 00 Y D

3.4B Use o resultado do Exercicio 5.45(g) e deduza que [ e dx = /7.

3.4C Mostre que a fungao f (z,y) = 1/ (z — y) nao é integravel em D : 0 < y < x < 1, embora

seja continua neste conjunto. Este exemplo mostra que nao basta ser continua para ser integrdvel.
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3.5 Integral Tripla

O célculo de integrais triplas se reduz ao cédlculo de uma integral dupla seguida de uma inte-
gral simples e, dependendo da regiao de integracao, a integral pode ser calculada de forma iter-

ada como trés integrais simples. A seguir mostra-se algumas situaces para o cédlculo da integral

Jljcnae

) Q= {:Ey, € R3; (m,y)6De<p(m,y)§z§¢(w,y)}.

Nesse caso D é a projecao no plano zy da regido de integracao €2 e o cdlculo da integral tripla se

fresaa = [[ ][ e

() 2= {(z.4,2) €R% a<a<b () Sy< (@) epla,y) <z<q(wy).

Nesse caso a integral tripla é calculada como uma integral iterada:

// f(z,y,2)dV = / {/w(w /q:w:) f(z,y,2) dz] dy} dx.

Naturalmente, uma mudanga na descrigao da regiao {2 acarretard inversoes na ordem de integragao.

reduz a:

dA.

3.5A Expresse a integral tripla [[[q, f (z,y,2)dV como uma integral iterada e, em seguida,

calcule o seu valor no caso em que f (z,y,2) = xyz e a regiao 2 é descrita por:

(a) -1<x<2, 0<y<1,1<2<2 (b) —\vy<z<y, 0<y<4, 0<z<4—y

()0<2<1, 22<y<1,0<z<z+y (d)0<z<? z—2<y<az+z 1<z<2

3.5B Escreva cada uma das integrais abaixo na ordem dzdydz :

a) /01/13/45f (z,y, z) dedydz (b) /ol/oy/\;mf (z,y, z) dzdzdy
) /0 1 /0 o /0 ey dedyds (@ /0 1 /0 o /0 T g 2) dadydz

3.5C Descreva o sélido 2 do R3, cujo volume é:

1 vz pd—x 2 2z pxty
/ / / dzxdydz (b) / / / dydzdz (c) / / / dzdydzx
0 Jz3 Jo 2
3x 2z pVz—x2 z2—y
d) // /dzdydm (e) // / dydzdz // / dxdydz
0 Jo 0 1 J—zJ—Vz—22 —z 22—y

3.5D Em cada caso identifique o sélido €2 e calcule seu volume por integracao tripla.
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a) Q é delimitado pelo cilindro y = x2 e pelos planos y +z =4 e z = 0;

)
b) Q & delimitado pelo cilindro z = 1 — y2 e pelos planos © = z, £ =0 e y = 0;
c) Q é delimitado pelos cilindros z = 322 e z = 4 — 2%e pelos planos y + 2z =6 e y = 0;
)

e) Q) é delimitado pelos cilindros z = y? e y> =2 — 2 e pelos planos z =5+ +y e z = 0;
f)
g) Q é delimitado pelo plano zy e pelas superficies 12 + y% = 2x e 2 = /22 + 32

(

(

(

(d) © ¢é a intersecdo dos paraboldides z <1 — 22 —y% e z > 2% +9% — 1;

(

(f) Q é a intersecao da bola x2 + 32 + 22 < 6 com o paraboléide z > 22 + y?;
(

3.5E Em cada caso calcule o volume do sélido descrito pelas desigualdades.
(@)0<z<z<1—y? (b)a?+4y?<dexz+ty<z<azt+y+l (c)ax>+y?<2z<1—2?

(d) 22 +y? <2< 2z (e) Vaz+1y2 <2<6—a2%—y? () 0< 2 < Va2 +y?
3.6 Mudanca de Coordenadas

Consideremos uma transformacgao (mudanca de coordenadas) T : R3 — R? com jacobiano diferente
de zero:
x =z (u,v,w)

a Y Y
T3 y=y(uvuw) comJ(T):M

9 (u,v,w) 7 0.

z =z (u,v,w)

Representemos por D* a imagem da regiao D pela tranformagcao T, como sugere a figura abaixo.

Temos a seguinte férmula de mudanca de coordenadas em integral tripla:

// Q*f(ﬂ«“’ywz) drdydz = ///Qf [z (u, v, w),y (u,v,w), 2 (u,v,w)] |J (T)| dudvdw
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Consideremos dois casos especiais:

(a) Coordenadas Cilindricas
Nesse caso a transformacao 1" é definida por: x = rcosf, y = rsenf e z = 2, 0 < 0 < 2,

com jacobiano J = r. Assim, a férmula de mudanga de coordenadas fica:

// f(z,y,2)dxdydz = // f(rcos@,rsenb,z) rdrdfdz
() Q

(b) Coordenadas Esféricas

Nesse caso a transformacao 1" é definida por: x = psen pcosf, y = psenpsenf e z = pcos p,
0<6<2m, 0<¢<m,com jacobiano |J| = p? sen ¢. Assim, a férmula de mudanca de coordenadas

fica:

// f(z,y,2)dxdydz = // f (psencos®, psen psen b, pcos p) p? sen pdrdfdz
() Q

3.6A Calcule o volume do sélido delimitado por uma esfera de raio R. Calclule a integral

tripla de duas maneiras: primeiro use coordenadas cilindricas e, depois, coordenadas esféricas.

2 2 2
3.6B Calcule o volume do elipséide x— + v + Z— < 1. (veja o Exercicio 7.17)

b2

3.6C Use coordenadas cilindricas e calcule as seguintes integrais:

1 \/lfy2 \/47:1:273/2 V2r—a?
a) / / / zdzdxdy / / / :13 + y2) dzdydz
0 Jo 0 V2z—2?
V2—22?
c)///wde;Q::c2+y2§1,0§z§1 (d)/ / /mdzdydm
Q 1 0 0

3.6D Use coordenadas esféricas e calcule as seguintes integrais:

Va—z? 8— xzfy
/ / / w +y? + z2) dzdydz
x2+y

V2 \/4—y2 \/4—:::2—y2
(b) / / / Va2 +y? + 22dzdxdy.
0 Y 0

3.6E Usando uma mudanca de coordenadas adequada, calcule o volume do sélido €2 nos

seguintes casos:
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(a) © é delimitado pelo paraboléide 22 4 y? = az, pelo plano z = 0 e pelo cilindro z? + y? =
2az, a > 0;

(b) © & delimitado pelos paraboldides 2 + y? = z e 22 + 9% + 1 = 2z;

(c) Q ¢ delimitado acima pela esfera 2 + y? + 22 = 2a? e abaixo pelo paraboldide x? + y? =
az, a>0;
(d) Q ¢ a interseccio da bola 2% + 2 + (z — 1)® < 1 com o cone 22 +y? < 22, z > 0;
(e) Q é delimitado pelo paraboléide —2 (:1:2 + y2) = z e pelo plano z = —4;
(f) Q & interior & esfera 22 4+ y? 4 2% = 4y, limitado superiormente pelo cone x? + 22 = y?;
(g) Q ¢ interior & esfera 22 + y2 + 22 = 1 e exterior ao cone x2 + y* = 2?;
(h) 02 é a calota interseccad da bola 22 + y? + 22 < R? com o semi-espago z > a, 0 < a < R;
(

i) Q é a intersec¢do da bola 22 + 4% + 22 < R? com o cilindro 2 + 9% < a?, 0 <a < R.

3.6F Faz-se um orificio circular em uma esfera, o eixo do orificio coincidindo com o eixo da

esfera. O volume do sélido resultante vem dado por:

21 V3 pV4A—22
V= 2/ / / rdrdzdf
o Jo 1

Por observacao da integral determine o raio do orificio e o raio da esfera. Calcule o valor de V.

3.7 Massa, Centro de Massa e Momento de Inércia

Consideremos um sélido €2 cuja densidade volumétrica é representada pela funcao o (z,y, z). Quando
a densidade for a mesma em cada ponto do sélido, este serd denominado sdlido homogéneo. Por
defini¢do, a densidade é igual a massa por unidade de volume e, denotando a massa e o volume
de 2, respectivamente por m e V, temos a seguinte férmula: o = % Como ocorreu com a in-
tegral dupla, se a funcad f (z,v, z) for identificada com a densidade do sélido £, entéo a integral
tripla [ fQ f(z,y,2)dV serd interpretada como a massa de 2. De fato essa interpretagao segue
integrando sobre (2 a relagdo dm = odV.

Procedendo como no caso bidimensional, em que o objeto foi interpretado como uma lamina

plana, para um sélido 2 as coordenadas do centro de massa sao calculadas pelas férmulas:

|
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e o momento de inércia em relagdo a um eixo L é calculado por:

I, = ///Qa(x,y, ) 62dV,

sendo ¢ = 0 (z,y, z) a distancia do ponto P (x,y, z) do sélido 2 ao eixo L. No caso em que o eixo
L ¢é o eixo coordenado z, y ou z, deduz-se facilmente as seguintes férmulas para os momentos de

inércia I, Iy e I, :

Ix:///ﬂ(y2+z2)adv, Iy:///ﬂ(a:z—FzQ)adV e IZ:///Q(J:Q—I-yz)UdV.

3.7A Calcule a massa de uma bola de raio R, se densidade de massa é diretamente proporcional
a distancia r ao centro da esfera. Qual seria a massa da bola, se a densidade fosse inversamente

proporcional & r?

3.7B Determine a massa do sélido delimitado pelo cone z? = z?+y2, 0 < z < 4, se a densidade

em um ponto P do cone é proporcional a distancia do ponto P ao eixo z.

3.7C Calcule a massa do sélido cortado da bola z? + % 4 22 < 4 pelo cilindro z? + y? = 2y,

se a densidade no ponto P é proporcional a disticia de P ao plano xy.

3.7D Para uma altitude z de dez mil metros, a desnsidade o (em kg/m?) da atmosfera terrestre
é aproximada por o = 1.2 — (1.05 X 10_4) z+ (2.6 X 10_9) 22, Estime a massa de uma coluna de

ar de 10 quilémetros de altura com base circular de 3 metros de raio.

3.7E Determine o centro de massa do hemisfério 22 + 32 + 22 < R%, 2z > 0, se a densidade

volumétrica é o = kz.

3.7F Calcule o0 momento de inércia em relacao ao seu eixo de um cilindro circular reto de

altura H e raio R, se a densidade o no ponto (z,y,2) é o (z,y, 2) = ky/22 + y2.
3.7G Mostre que o centm’z’d do hemisfério 0 < z < /R? — 22 — y2 ¢ o ponto C (0,0,3R/8) .

3.7H Um sélido tem a forma da regido interna ao cilindro = a, interior & esfera r2 + 22 = 4a?
e acima do plano zy. A densidade em um ponto P do sélido é proporcional & sua distancia ao

plano zy. Calcule a massa e o momento de inércia I, do sélido.

!centréide € a denominacéo dada ao centro de massa de um sélido homogéneo com densidade o = 1.
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3.71 Um sélido esférico de raio a tem densidade em cada ponto proporcional & distancia do

ponto a uma reta fixa L que passa pelo seu centro. Calcule a massa do sélido.

3.7J Calcule o volume e o centréide do sélido delimitado acima pela esfera p = a e abaixo

pelo cone ¢ =3, 0 < B < /2.
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Respostas & Sugestoes

Exercicios 3.1

IN

3.1A Recorde-se que a ordem de integracao dydr é adequada a regides do tipo D : a < x
b p(z) <y <4y(x) 3.1B (a) 1/2 (b) gsenn® (c) =36 (d) 1 () 0 (f) 3 -6v2 (g)
£—1 ()%t ()1-cos2 (j)—2 (k)3 (DO (m)xx (n)2-senl—cosl (o) =3 (p)$
(@e*=1 (1) ()3 () -5 (Wg(d-cosl) 3.1C(a)z(e*~1) (b)16 (c) F (d)
9+ L2414 3AD () 3% ) ()20 (d)I () -3 () (2 (h)8+16Wn3 (i)
se2+e—3 ()55 3.1E(a)0 (b)ZIn2 (c) 3[1—exp(—a?)] (d) 3(V2+In(1+v2) (e) %
(f) 32 B.1F n%/3  3.1G j s0bsen2 3 1H 3 —3cosl 594  3.1J7 3.1K
74/15  3.1L497/32  3.1M. $(16 — 10v2).

Exercicios 3.2
3.2A 7R? emab  32B (a) ¥ (b)) B (c)m—2 (d) B (e) 1% (f)em —e ™ 3.2C
22+ 32D1  32E343  3.2F24x/4  3.2G Y5 3.2H (a) T+ tarctg2
(b) 427 ()12 (@)®  3.2018+16Im2  3.239/2  3.2K (a) [77 [1T2* rdrds (b)
27 r3—sen 6 w/2 5 1 wa’d 625

o Jo rdrdf (c) 2farctg4/3 Ly cosecg Tdrdo 3.2L ; 3.2M T~ 3.2N 5% 3.20
5 1 s 1 1 64 2561 2

88 3.2W T(64-24v3)  3.2X 12837 —4)  3.2Z 480V/15.

Exercicios 3.3

3.3A 3kmat/2  3.3B Cy(%,2)  3.3C (a) M = 229, 0y (6.35,0.41); I, = 269,04; I, =
5194,13 (b) M = 32; Cy(8/3,12/7); I, = 32 I, = 194 (c) M = 12 0y (0,5/7); I, =
512k/7; I, = 512k/21 (d) M = 3; C\(0,0); I, = ++; I, =2/3  3.3D Cy(2,0) 3.3E

15’
I, =0a*/3; Ip =0a’/6 e Ip = 20a*/3.

Exercicios 3.4
3.4A (a)2r (b) 27 (c) —m (d)4 (e) 3 (floo (g) 7 (h)8/3 (i) 1/2.

Exercicios 3.5
35A (a) L (b) 0 (c) oo (d) 92 3.5D (a) 22 (b) £ (c) 2% (d) 7w (e) £ (f)
22V6-3) @) F 3SE@ 3 0)F-F (@355 @
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Exercicios 3.6

3.6A irR3  3.6B 4mabc  3.6C (a) T (b) 1T (c) 0 (d) §  3.6D (a) ELT(V2 -
D ) HE 86BN (b)F () B(VI-]) @7 (@4t ()Y (3 2 ()
TR +ad) —nR% (i) &F[R® — (R? — a?)*/?] 36Fr=1, R=2¢V =4r/3.

Exercicios 3.7
3.TAknR*e2knR?  3.7TB1Zkr  37C 2% 37D M ~108x1075  3.7E Cy(0,0,3E)
3.7F 2’YCT’THR5 3.7G CM(O,O,%) 3.7TH MTWCLG 3.7I Considerando uma mudanca de

base, se necessdrio, nao ha perda de generalidade em admitir que tal reta L é o eixo z. Nesse

caso, 0 = ky/x2 + y2 e, portanto:
km2a*

2 prmora
Massa = k:/ / / P> (sen p)2dpdpdd = .
o Jo Jo 4

3.7J vol () = @ (1 —cosf).
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